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Manches sollte, manches nicht
Wir sehen, doch sind wir blind
Wir werfen Schatten ohne Licht

Nach uns wird es vorher geben
Aus der Jugend wird schon Not
Wir sterben weiter, bis wir leben
Sterben lebend in den Tod

Dem Ende treiben wir entgegen
Keine Rast, nur vorwdrts streben
Am Ufer winkt Unendlichkeit

Zeit
Bitte bleib stehen, bleib stehen
Zeit

Das soll immer so weitergehen

Warmer Korper ist bald kalt
Zukunft kann man nicht beschwdren
Duldet keinen Aufenthalt
Erschaffen und sogleich zerstoren
Ich liege hier in deinen Armen

Ach, kénnt es doch fiir immer sein
Doch die Zeit kennt kein Erbarmen

Schon ist der Moment vorbei

Zeit

Bitte bleib stehen, bleib stehen
Zeit

Das soll immer so weitergehen
Zeit

Es ist so schon, so schon

Ein jeder kennt

Den perfekten Moment

— Zeit, Rammestein
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Résumé

La modélisation des métaux sous conditions extrémes nécessite une approche de
type multi-échelles. En effet, pour des raisons de compléxité numérique, il n’est pas
possible d’utiliser un formalisme unique, précis et transférable pour toutes les échelles
de simulation. Il correspond, en général, une ou plusieurs méthodes utilisables pour une
échelle spatiale et temporelle donnée. Ces méthodes se basent sur des approximations -
physiques et/ou numériques - dont le nombre croit lorsque les échelles d’espace et de
temps simulées augmentent. La modélisation multi-échelle peut donc se résumer comme
un - utopique - équilibre entre échelles "spatio-temporelles" simulées et représentatitivité
des phénomeénes mis en jeu lors des transformations du systeme étudié. Les méthodes
multi-échelles appliquées a la science des matériaux doivent aussi prendre en compte
les effets de températures finies afin de simuler des structures dans leurs conditions
nominales d’utilisation industrielles. Ces derniéres années, les effets de température ont
été traités dans le cadre d’approximations locales : harmonique et/ou quasiharmonique.
La prise en compte des effets anharmoniques reste difficile - mais nécessaire pour
rendre compte de certains phénomenes physiques - et est un sujet de recherche a part

entiere pour I'amélioration des modeles multi-échelles.

Les objectifs de cette theése sont de (i) développer de nouveaux outils de simulations
afin d’étendre les domaines d’applicabilité des méthodes multi-échelles (ii) et d’estimer
des grandeurs de températures finies. Nous nous basons sur un ensemble de méthodes
en plein essor dans le domaine de la science des matériaux : le Machine Learning.
Ces méthodes permettent de développer des outils statistiques systématiques et
d’étudier plus facilement des corrélations. Dans un premier temps, nous développons
des méthodes d’estimations rapides de quantités dérivées de propriétés vibrationnelles
harmoniques : I'entropie de formation de défauts et les fréquences d’attaque. Le
formalisme développé est précis, transférable et permet de réduire grandement le
colit numérique (évoluant traditionnellement comme O(N?) ou N est le nombre
de particules dans le systeme) dont la complexité numérique évolue O(N). Dans un
deuxieme temps, nous nous intéressons a quantifier I'influence des effets anharmoniques
pour des systemes métalliques. Nous développons une approche de calcul direct
(couplant Machine Learning et méthodes d’énergie libre) permettant de calculer le



coefficient d’auto-diffusion, avec une précision ab initio, des métaux cubiques centrés.
Nous confrontons directement nos résultats avec I'expérience et nous donnons une
explication, générale pour les métaux cubiques centrés, du comportement anormal

du coefficient d’auto-diffusion a hautes températures.
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On a fait ce qu’on a fait comme on I'a fait
Mais on I'a fait

Tout se tranforme, rien ne se perd

Ombre et lumiere.

— Shonen, Orelsan Intro ductlon

Dans les matériaux cubiques centrés sous irradiation, on observe la formation de
défauts ponctuels (interstitiels et/ou lacunes) liée a I'interaction du rayonnement avec
le matériau. Ces défauts possedent une certaine mobilité et peuvent, au bout d’une
certaine durée, former des défauts de grandes tailles (amas, boucles de dislocation...).
Ces matériaux sont utilisés dans les centrales nucléaires et notamment pour les cuves
pressurisées du circuit primaire, ou les amas de défauts peuvent affecter les propriétés
mécaniques du matériau. Le suivi et la compréhension des modifications des propriétés
mécaniques des matériaux de structures sous conditions extrémes sont des sujets de
premier ordre, notamment pour 'industrie nucléaire. Cet enjeu justifie ’étude - en
partant des plus basses échelles - par simulation du comportement des défauts se
formant dans les métaux cubiques centrés en conditions extrémes.

La modélisation des métaux sous conditions extrémes nécessite une approche de
type multi-échelles. En effet, pour des raisons de complexité numérique qui seront
discutées dans le chapitre 1, il n’est pas possible d’utiliser un formalisme unique,
précis et transférable pour toutes les échelles de simulation. Il correspond, en
général, une ou plusieurs méthodes utilisables pour une échelle spatiale et temporelle
donnée. Ces méthodes se basent sur des approximations - physiques et/ou numériques
- dont le nombre croit lorsque les échelles d’espace et de temps simulées augmentent.
La modélisation multi-échelle peut donc se résumer comme un - utopique
- équilibre entre échelles "spatio-temporelles" simulées et représentativité
des phénomeénes mis en jeu lors des transformations du systeme étudié.

Les études multi-échelles appliquées a la science de matériaux sous irradiation sont
en plein essor depuis les années 2000 [1-5] et ont connu des avancées importantes ces
dernieres années. Nous citerons, par exemple, les études concernant la stabilité relative
et le réarragement des défauts d’irradiation vers des objets étendus [1, 6-11], la prise en
compte des effets élastiques pour I'analyse du comportement des dislocations [2, 12-17]
et 'analyse de la diffusion des solutés sous irradiation [18, 19]. Nous présentons, dans
la figure 1 qui sera reprise et détaillée dans le chapitre 1, le diagramme "espace-temps'
accessible a la simulation numérique grace aux différentes méthodes multi-échelles
de la littérature. Ce diagramme est lacunaire dans le sens ou il existe des domaines
"espace-temps" encore inaccessibles aux méthodes de simulations numériques en science
des matériaux. Les méthodes multi-échelles appliquées a la science des matériaux
doivent également prendre en compte les effets de températures afin de simuler des
structures dans leurs conditions nominales d’utilisation industrielles. Ces derniéres



2 Introduction

années, les effets de température ont été traités dans le cadre d’approximations
locales : harmonique et/ou quasiharmonique. La prise en compte des
effets anharmoniques reste difficile - mais nécessaire pour rendre compte
de certains phénomeénes physiques - et est un sujet de recherche a part
entiere pour I’amélioration des modeles multi-échelles.
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Figure 1: Illustration des différentes méthodes de simulations pour ’analyse multi-échelles.
Les échelles d’espace et de temps caractéristiques des différentes méthodes de simulation sont
données par 'axe des abscisses et des ordonnées. Les méthodes ab initio sont par exemple :
le Monte Carlo quantique (QMC), 'approximation GW, la théorie de la fonctionnelle de la
densité (DFT) et les modeles de type liaisons fortes (TB). Les modeles cinétiques rapides
sont par exemple : le Monte Carlo cinétique (kMC) et la dynamique des dislocations (DD).

Dans ce manuscrit, nous développons des outils permettant de prendre en compte les
deux points cités précedemment : (i) rendre accessible de nouveaux domaines du
diagramme "temps-espace" de la simulation multi-échelles et (ii) estimer
des grandeurs de températures finies dans le cadre de ’approximation
harmonique et le cadre anharmonique. Nous nous basons sur une nouvelle classe
d’approche utilisée en science des matériaux et née dans les années 2010 : les méthodes
Machine Learning. Ces approches se basent sur une nouvelle représentation de 1’environ-
nement atomique local. Elles permettent d’estimer des observables thermodynamiques
avec une plus grande flexibilité que les approches traditionnellement utilisées [20-23].
Le nouvel espace de représentation des configurations atomiques permet
aussi de développer des outils statistiques et d’étudier plus facilement des
corrélations. Nous nous sommes spécifiquement intéressé au développement et a
I'utilisation de ces outils pour les cas des métaux cubiques centrés. Ce manuscrit est
organisé selon le plan suivant :

Le premier chapitre 1 est dédié a la présentation succincte des méthodes de modélisation
atomistique des matériaux. Le principe général de ces méthodes ainsi que leurs domaines
- spatiaux et temporels - d’applicabilité sont décrits. Nous introduisons ensuite les
méthodes Machine Learning appliquées a la science des matériaux et les perspectives
que ces méthodes permettent d’envisager en termes de simulations atomistiques.
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Le deuxieme chapitre 2 introduit les concepts clefs nécessaires a la mise en place
des méthodes Machine Learning pour la science des matériaux. Nous décrivons la
notion de descripteurs atomiques locaux et nous faisons une revue des différents
descripteurs présents dans la littérature. Nous présentons les méthodes de régressions
et de régularisations communément utilisées dans le cas de problemes en hautes
dimensions.

Le troisieme chapitre 3 porte sur la construction d’un modele de régression de I’entropie
vibrationnelle harmonique pour les défauts ponctuels dans le fer cubique centré. Ce
modele se base sur les descripteurs atomiques locaux. Dans un premier temps, nous
définissons 'entropie vibrationnelle harmonique et ses liens avec 1’énergie libre et
la densité d’état de modes normaux. Nous proposons ensuite, en nous basant sur
la décomposition locale de la densité d’état de vibration [24], un modele linéaire
(en descripteurs atomiques locaux) de 'entropie vibrationnelle harmonique. Nous
présentons notre méthode de génération de base de données et appliquons ce modele
au cas des défauts ponctuels dans le fer cubique centré. Ce modele se montre tres
précis et transférable. Finalement, nous développons un modele de régression - linéaire
dans I'espace des descripteurs - direct de I’entropie vibrationnelle harmonique locale.

Le quatrieme chapitre 4 est consacré a une extension du modele de régression de
I’entropie vibrationnelle, toujours dans le cadre harmonique. Nous commencons par
étendre notre modele linéaire a un modele quadratique qui se montre plus précis
dans le cas des déformations dans le fer cubique centré. Nous développons ensuite
une approche corrective afin d’ajuster la différence d’entropie vibrationnelle entre
une configuration non-déformée et cette méme configuration soumise a une petite
déformation. Nous montrons, a travers cette approche théorique, qu’introduire un
terme quadratique en descripteur permet d’obtenir une meilleure précision dans le cadre
de petites déformations. Ainsi la "physique" des déformations est mieux reproduite
par des modeles quadratiques. Nous construisons ensuite des modeles linéaires en
descripteurs pour les fréquences d’attaque et les barrieres énergétiques dans le silicium
amorphe. Ces deux modeles de régression se montrent précis et transférables et ouvrent
la possibilité d’un couplage direct avec des méthodes de grandes échelles "spatio-
temporelles" tel que le Monte Carlo cinétique. Finalement, nous mettons en oeuvre
une analyse statistique et une reformulation, dans I’espace des descripteurs, de la loi
empirique de Meyer-Neldel. Nous montrons que cette loi empirique peut étre envisagée
comme une relation géométrique dans ’espace des descripteurs et nous développons un
critere quantitatif de sa validité. Ce type de critére quantitatif pourra étre généralisé
pour mettre au jour de nouvelles lois de corrélation.

Le cinquieme chapitre 5 introduit 'importance des effets anharmoniques dans les
matériaux cristallins. Nous donnons une revue des méthodes d’énergie libre a biais
adaptatifs présentes dans la littérature. Nous précisons I'implémentation des principales
méthodes d’énergie libre que nous avons utilisées. Nous présentons un cas pratique
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de l'utilisation de ces méthodes pour le calcul du module élastique isostatique et
du parametre de maille d’équilibre en fonction de la température pour un potentiel
EAM [25, 26] dans le tungsténe cubique centré. Cet exemple servira d’étalon pour
assurer la convergence de nos calculs d’énergie libre dans le chapitre suivant.

Le sixieme chapitre 6 s’intéresse a un cas pratique de couplage entre les méthodes
de régressions en hautes dimensions et les méthodes d’énergie libre. Nous étudions
les coefficients d’auto-diffusion dans les métaux cubiques centrés et notamment leur
comportement a haute température. Nous présentons une méthode de génération de
base de données ab initio standards représentative des propriétés des lacunes dans
différents métaux cubiques centrés. Nous couplons ensuite les méthodes Machine
Learning et les méthodes d’énergie libre afin d’estimer, avec une précision ab initio,
I’énergie libre d’activation de la mono-lacune dans différents métaux cubiques centrés.
Cette nouvelle approche permet de faire un lien direct entre nos résultats de simulation
et les données expérimentales. A Paide de cette méthode, nous montrons que dans le cas
du tungstene et du molybdene, la prise en compte de 'anharmonicité de la mono-lacune
permet d’expliquer de fagon qualitative le comportement - non-Arrhenius - a hautes
températures du coefficient d’auto-diffusion sans introduire d’autres populations de
défauts (notamment la di-lacune souvent introduite dans les modeles de la littérature).
De plus, nous montrons que les fonctionnelles classiquement utilisées pour les calculs
de théorie de la fonctionnelle de la densité échouent a reproduire quantitativement le
comportement du coefficient d’auto-diffusion.

Dans le septieme chapitre (7) nous présentons différentes collaborations, portant
sur les méthodes Machine Learning appliquées a la science des matériaux, auxquelles
j’ai participé au cours de mon doctorat.

Par soucis de clarté, ’ensemble des tenseurs liés a des quantités physiques seront
notés en gras : phystque. Les tenseurs liés a des quantités statistiques ou d’ap-
prentissage automatique seront soulignés par des barres en fonction de leur ordre
de tensorialité : statistique.
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Are you on the square ?
Are you on the level ?
Are you ready to swear right here, right now.

— Square Hammer, Ghost
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6 1.1. Vision d’ensemble

1.1 Vision d’ensemble

La modélisation des matériaux structurels et/ou fonctionnels est un enjeu industriel
majeur. En effet, la modélisation de l’évolution des propriétés mécaniques d’un
matériau au cours du temps et dans ses conditions d’utilisation est nécessaire afin de
dimensionner une structure. On peut notamment penser aux matériaux soumis a des
conditions extrémes ou sous irradiation dans le domaine du nucléaire ou de 1’aérospatial.
L’objectif concret de la modélisation des matériaux est de prédire les propriétés
mécaniques macroscopiques d’un systeme réel. Néanmoins, cet objectif - relativement
simple en apparence - se revele d’une grande complexité car les phénomenes observés
macroscopiquement trouvent leur origine a I'échelle microscopique. A titre d’exemple,
la plasticité macroscopique trouve son origine dans l'apparition et le déplacement
de dislocations [27-30] et les phénomenes de ségrégation induite sous irradiation ne
peuvent étre compris sans prendre en compte la diffusion microscopique [18, 31, 32].

La notion de simulation multi-échelles permet de prendre en compte I'ensemble des
phénomeénes physiques allant de la mécanique quantique jusqu’a la mécanique des
milieux continus. Nous présentons dans la figure 1.1 une illustration de la notion de
simulation multi-échelle. Dans ce diagramme, on constate qu’il existe un grand nombre
de méthodes numériques permettant de simuler un domaine de 1’échelle spatiale et
temporelle d'un systeme. Il serait illusoire de penser pouvoir développer une méthode
"générale" prenant directement en compte toutes les échelles de temps et d’espace sans
changer de formalisme [33].

On peut classer les méthodes de simulation en science des matériaux en trois grandes
classes. Les méthodes dites atomistiques (i) dont I’échelle de temps est comprise
entre la ps et la us et Déchelle d’espace entre le nm et le 10> nm. Ces méthodes
permettent de simuler avec une grande précision les propriétés des systemes de faibles
tailles < 107 atomes en prenant en compte la nature physique des interactions
entre les particules du systeme.

Les méthodes dites mésoscopiques (ii) dont I’échelle de temps est comprise entre la
us et la min et échelle d’espace est comprise entre le 10'nm et um. Ces méthodes
incluent un nombre suffisant d’atomes (entre 10° et 10*) pour calculer des moyennes
d’ensembles statistiques et prédire des observables thermodynamiques avec
précision.

Les méthodes dites continues (iii) dont ’échelle de temps est supérieure a la s et
I’échelle d’espace est supérieure au pum. Les méthodes continues ne prennent pas
en compte la nature particulaire des systémes mais leurs points de départ sont
des grandeurs mésoscopiques c’est-a-dire issues de moyennes d’ensembles statistiques.

Dans l'industrie, a quelques exceptions pres, la majorité des méthodes de simulations
utilisées sont des méthodes dites continues. Les méthodes continues nécessitent
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la connaissance préalable de grandeurs et de modeles issus des échelles inférieures
(mésoscopiques et atomistiques). Le paramétrage des méthodes continues introduit
une interdépendance entre les différentes méthodes citées précedemment afin d’at-
teindre 1’échelle du continu et de rendre compte des propriétés macroscopiques du
matériau. Dans ce manuscrit, nous nous sommes limités a 1'utilisation de méthodes
atomistiques et mésoscopiques. Dans les sections suivantes, nous décrivons les
méthodes que nous avons utilisées tout en rappelant les limites de temps et d’espace
associées a chaque méthode.
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Dynamics
Classical
mechanics

Fast kine
models
kMC, DD

Timescale
3
=Y
Timescale

Molecular
Dynamics
Classical
mechanics

Ab initio
QMC, GW,
I| oFr T8

1nm 10-30 nm 30-100 nm

Lengthscale Lengthscale

Figure 1.1: Illustration des différentes méthodes de simulation pour ’analyse multi-échelles.
Les échelles d’espace et de temps caractéristiques des différentes méthodes de simulation sont
données par l'axe des abscisses et des ordonnées. Les méthodes ab initio sont par exemple :
le Monte Carlo quantique (QMC), approximation GW, la théorie de la fonctionnelle de la
densité (DFT) et les modeles de type liaisons fortes (TB). Les modeles cinétiques rapides
sont par exemple : le Monte Carlo cinétique (kMC) et la dynamique des dislocations (DD).

Nous décrivons ici les trois types de méthodes simulations - & ’échelle microscopique
et mésoscopique - que nous avons utilisées dans la suite de ce manuscrit. Nous procédons
par échelles d’espace et de temps croissantes. Nous partons donc de 1’échelle de
I’atome décrit par la mécanique quantique jusqu’aux systemes de tailles mésoscopiques
permettant de calculer des observables thermodynamiques et/ou des propriétés d’objets
étendus de l'ordre du nm.

1.2 Meécanique quantique et méthodes ab initio

La mécanique quantique est régie par I’équation de Schridinger qui peut se traduire
de la fagon suivante en régime permanent (indépendant du temps) :

H|b) = e[) (1.1)

Ici, H et |p) sont respectivement 'opérateur Hamiltonien et la fonction d’onde du
systeme. L’équation de Schrodinger est un probleme aux valeurs propres. Les valeurs
propres € sont les énergies possibles du systéme et les vecteurs propres associés
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S 1.2. Mécanique quantique et méthodes ab initio

|1)) sont les fonctions d’onde du systeéme. Nous rappelons ici, que dans le cadre
de la mécanique quantique, la fonction d’onde est un objet "sans réalité physique".
Choisissons un état possible du sytéme |e;), la réalité physique de la fonction d’onde
réside dans le produit scalaire suivant :

ple:) = {eilv)[? (1.2)

Ici, p(e;) est la probabilité de trouver le systeme décrit par la fonction d’onde |¢)) dans
I'état |e;). La difficulté majeure de 'équation de Schridinger (1.1) est I'estimation du
spectre de 'opérateur Hamiltonien. En effet, dans le cas d’un syteme comportant N
noyaux et M électrons, on peut écrire cet opérateur de la fagon suivante :

Loy ey Bogs ey S B Y
H= ' - N T T
iz1 2M; 2m6 i=1j-1 | TJ| 1<i<j<N R, — RJ| 1<icren i — 7]
— ‘“f—’
Tn Te Vo Vin Vee

(1.3)
Ici, P;, R:, M; et Z; sont respectivement 1'opérateur quantité de mouvement, l'opérateur
position, la masse et la charge du noyau i. De méme, p;, 7;, m. et e sont respectivement
I'opérateur quantité de mouvement, 'opérateur position, la masse et la charge de
I’électron 7. On peut décomposer cet Hamiltonien en cing contributions principales :
(i) I’énergie cinétique des noyaux T, (ii) I’énergie cinétique des électrons T, (iii)
Ié ‘énergie d’interaction électrons-noyaux Ven, (iv) I'énergie d’interaction noyaux-noyaux
V,m et enfin (v) I'énergie d’interaction électrons-électrons Vge L’ensemble de ces
termes énergétiques est plus on moins complexe a estimer et nécessite certaines
approximations que nous allons décrire dans les paragraphes suivants.

1.2.1 Approximation de Born-Oppenheimer

Dans la majorité des simulations nécessitant la résolution de I’équation de Schridin-
ger, on fait I'hypothese de Born-Oppenheimer. Cette hypothese consiste a considérer
que le temps de relaxation des électrons est tres faible devant le temps de relaxation
des noyaux. Dans le cadre de 'approximation de Born-Oppenheimer, on peut donc
décorréler la dynamique des électrons et des noyaux et considérer que 'état du systeme
va étre déterminé par la dynamique la plus rapide, c¢’est-a-dire celle des électrons.
Dans ce cas, les termes énergétiques liés aux noyaux peuvent étre considérés comme
un potentiel extérieur Vemt et le nouvel Hamiltonien s’écrit alors :

o = To + Ven + Vee + V2, (1.4)

L’ensemble des termes de ce nouvel Hamiltonien ne dépend que de la fonction d’onde
des électrons 1 (r), ou r est le vecteur des positions des électrons. Un terme de
I'Hamiltonien de Born-Oppenheimer, décrit par I'équation (1.4) reste tres ardu a
évaluer. Il s’agit du terme d’interaction électrons-électrons ‘A/;e. Il est essentiel de noter
ici que I'équation de Schridinger décrite par I'Hamiltonien (1.4) ne peut étre résolue
de fagon exacte que pour I’atome d’hydrogéne. Suivant la coutume, nous parlerons
de méthodes ab initio, pour qualifier les méthodes permettant de résoudre de fagon
approchée I'équation de Schrodinger pour un systeme a N noyaux et M électrons.

Compilation du 23 mars 2022



1. Modélisation multi-échelles : méthodes et échelles caractéristiques 9

1.2.2 Méthode de Hartree-Fock

Afin de résoudre ’équation de Schrodinger pour le probleme a M-corps posé par
I"'Hamiltonien de ’équation (1.1) sous 'hypothese de Born-Oppenheimer (1.4), il faut
partir d’une fonction a priori. Les électrons étant des fermions, on peut chercher
la fonction d’onde totale des électrons du systeme sous la forme d’un déterminant
de Slater. En effet, un déterminant de Slater respecte les propriétés d’anti-symétrie
et/ou le principe d’exclusion de Pauli. On note ¥y x(r) la fonction d’onde solution
du probléme posé par I'équation de Schrodinger. On note alors ¢;(r;) la base de
fonction d’onde de 1’électron ¢ et vérifiant :

Uar(r) € Slater ({6i(ri)}icar) = S {biticns (1.5)

Ici, Slater(-) représente le déterminant de Slater. En utilisant cette formulation de
la fonction d’onde de Hatree-Fock, on suppose qu’elle minimise 1’énergie du systeme
d’Hamiltonien (1.4). Afin de vérifier 'orthonormalité des fonctions d’onde de chaque
électron, on introduit des multiplicateurs de Lagrange €; pour chaque fonction d’onde
¢i(r;). On aboutit alors au probléme de minimisation suivant :

M
onrtr) =ure i fifnole) + (@) -} (10
On peut alors utiliser une méthode variationnelle sur la fonctionnelle donnée par
le membre de droite de I’équation (1.6). On aboutit & un systéme de M équations,
pour les fonctions d’onde de chaque électron ¢;(r;). La méthode de Hartree-Fock
est "auto-cohérente", c’est-a-dire que l'on donne une fonction d’onde a priori
et si celle-ci est solution du probléme variationnel posé par 1’équation (1.6), alors
elle est solution de I’équation de Schridinger a M électrons. En effet, le probleme
variationnel (1.6) implique 1’équation de Schrédinger, les multiplicateurs de Lagrange
€; ¢tant les énergies possibles du systéme. La méthode d’Hatree-Fock ne nécessite pas
d’hypothese supplémentaire mais se révele tres difficile a mettre en pratique a cause
des propriétés importantes d’anti-symétrie et du principe d’exclusion de Pauli. D'un
point de vue numérique, la méthode d’Hartree-Fock évolue comme O(N?), o N est le
nombre d’atomes dans le systeme. La méthode d’ Hartree-Fock est trés utilisée en chimie
quantique [34], mais devient difficile & mettre en place pour les systemes métalliques.
Il existe une autre méthode permettant de résoudre de fagon approchée I’équation de
Schrédinger - Eq. (1.1) - en introduisant le concept de densité électronique notée n(r).

1.2.3 Théorie de la fonctionnelle de la densité

La théorie de la fonctionnelle de la densité est née dans les années 1920 et recoit
deux théoremes importants dans les années 1960 grace a l'apport de Hohenberg,
Kohn et Sham. Ces deux théoremes sont a 'origine de 'essor de la théorie de la
fonctionnelle de la densité (DFT) pour les calculs ab initio en sciences des matériaux.
Cette théorie permet de calculer la fonction d’onde électronique, solution de I’équation
de Schridinger (1.4), sans faire d’hypothese, a priori, sur la forme de la fonction
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d’onde. Cela rend cette méthode beaucoup plus simple a mettre en pratique que la
méthode de Hartree-Fock. La théorie de la fonctionnelle de la densité est une théorie a
champ moyen dont le concept clef est la densité électronique notée n(r), qui vérifie
les propriétés suivantes pour un systeme a M électrons :

/Rs n(r)dr = M (1.7)
n(r) m 0 (1.8)

La théorie de la fonctionnelle de la densité tend a traiter tous les électrons du systeme
comme un seul champ moyen défini par la densité électronique n(r). La théorie de la
fonctionnelle de la densité vise a reformuler I’équation de Schréidinger en substituant
la fonction d’onde électronique par la densité électronique. Dans ce cadre, la résolution
de I'équation de Schridinger admet des densités électroniques comme solution. Nous
allons montrer comment effectuer le passage de la fonction d’onde électronique a la
densité dans les paragraphes suivants.

Cette transformation se base sur deux théorémes majeurs : (i) le premier théo-
reme de Kohn-Hohenberg Th. (1.1) et (ii) le deuziéme théoréme de Kohn-Hohenberg
Th. (1.2) [35].

Théoréme 1.1. La densité électronique définie par l’équation (1.8) permet de refor-
muler [’Hamiltonien de Born-Oppenheimer. La formulation de la densité électronique
est équivalente a la formulation de la fonction d’onde électronique pour I’Hamiltonien
Eq. (1.4), ainsi on a :

Hpo {r} «— Hpo {n(r)} = T {n(r)} + Vee {n(r)} + Veur {n(r)} (1.9)
De plus, lopérateur Vg {n(r)} est unique.

Théoréme 1.2. L’énergie de I’état fondamental du systeme composé de N noyauz et
M électrons peut étre reformulée de la facon suivante :

En(r)] = /R3 Hro {n(r)} n(r)dr (1.10)

Cette formulation est unique et la densité no(r) minimisant la fonctionnelle En(r)]
est associée a l’état fondamental du systéme.

L’équation de Schrddinger est donc reformulée a I'aide de la densité électronique.
Cette reformulation est unique et aboutit & un probleme de minimisation qui peut
étre résolu par une méthode auto-cohérente comme dans le cas de la méthode de
Hartree-Fock. 1l reste néanmoins une difficulté résidant dans le terme d’interaction
électrons-électrons Ve {n(r)}.
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1.2.4 Méthode de Kohn-Sham

L’évaluation de 'opérateur d’interaction électrons-électrons dans le cadre de la
densité électronique reste tres difficile. Afin de pallier ce probléme, on utilise les deux
théorémes de Kohn et Hohenberg Th. (1.1) et Th. (1.2). Le potentiel externe au systéme
étant défini de fagon unique par le théoreme Th. (1.1), on peut supposer un systéme
fictif d’électrons n’interagissant pas entre-eux mais avec un potentiel externe incluant
I'interaction électrons-électrons. Le théoréme Th. (1.2) reste valide et le probleme
variationnel Eq. (1.10) peut étre réécrit avec un nouvel Hamiltonien n’incluant plus
directement l'interaction électrons-électrons. Dans ce cas, on introduit un nouvel
opérateur de la densité électronique : V. {n(r)}. Cet opérateur est appelé opérateur
d’échange-corrélation. Le probleme de la densité électronique s’écrit alors :

Eln(r)] = T {n(r)} + /R (Ve {n()} + Vewr {n(r)}) n(r)dr (1.11)

Ici, T", {n(r)} est Popérateur d’énergie cinétique des électrons non-interagissant.
L’opérateur Vemt contient I’ensemble des interactions du systeme fictif. Le théoreme
Th. (1.2) assure que la densité ng(r) solution de ce probléme variationnel décrit le
systeme dans son état fondamental. L’objectif est alors de donner une expression la
plus précise possible de 'opérateur d’échange-corrélation. Cet opérateur peut étre
calculé analytiquement dans le cadre d’un gaz d’électrons dilué [36] et abouti au modele
de Thomas-Fermi. Ce modele exact reste peu applicable aux systeémes plus complexes
que les gaz et nécessite des approximations supplémentaires. Ainsi, un grand nombre
de fonctionnelles d’échange-corrélation ont été développées :

— on peut considérer que 'opérateur d’échange-corrélation ne dépend que de
la densité électronique n(r), dans ce cas on parle de LDA (Local Density
Approximation). L’idée originale de cette fonctionnelle est donnée par Slater et
al. [37]. Plusieures paramétrisations LDA ont alors été développées [38, 39].

— on peut aussi généraliser la fonctionnelle d’échange-corrélation en y ajoutant une
dépendance en terme de gradient de la densité électronique Vn(r). L'ajout du
terme de gradient permet de prendre en compte I'inhomogénéité de la densité
électronique dans les matériaux. Ce nouveau type de fonctionnelle prenant en
compte la densité électronique et le gradient de la densité électronique est appelé
GGA (Generalised Gradient Approximation). De méme que pour la LDA, un
grand nombre de fonctionnelles GGA sont présentes dans la littérature [410-46].

— le formalisme GGA peut lui aussi étre étendu en introduisant une dépendance
en An(r), ou A est I'opérateur Laplacien. Le Laplacien de la densité peut aussi
étre remplacé par 1’énergie cinétique électronique pour des raisons de stabilité
numérique. Ce type d’approche - appelée méta-GGA - a été introduite par Tao
et al. [A7]. Les fonctionnelles méta-GGA permettent de mieux reproduire certains
phénomeénes que les fonctionnelles GGA [48, 49] pour un cofit numérique similaire.
Néanmoins leur implémentation est encore peu répandue.
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— enfin, il est possible de coupler la théorie de la fonctionnelle de la densité et la
méthode d’Hatree-Fock grace aux fonctionnelles hybrides [50]. Ces fonctionnelles
permettent d’obtenir des résultats tres précis mais dont le cotit numérique est
tres élevé par rapport aux autre fonctionnelles citées précedemment.

Le choix de la fonctionnelle d’échange-corrélation résulte d’un équilibre
entre : (i) la précision et la représentatitivé requise d’une observable cal-
culée par la DFT et (ii) le colit numérique nécessaire au calcul. Dans
certains cas pathologiques, les fonctionnelles les plus simples échouent a
reproduire des propriétés essentielles du matériau. C’est le cas pour le fer,
ou la fonctionnelle LDA ne permet pas de reproduire I’état fondamental
férromagnétique.

1.2.5 Domaine d’applicabilité des méthodes dites ab initio

Les méthodes dites ab initio se limitent a des systemes de petites tailles et pour
de faibles durées (dans le cadre de la dynamique moléculaire ab initio) [51]. Les
échelles caractéristiques sont de l'ordre de la ps et de I'ordre du nm. En effet, la
complexité numérique de ce type de méthode évolue au moins en O(N?) (avec N
le nombre d’atomes) dans les systémes métalliques. Les systémes simulés peuvent
étre, au maximum, de lordre de 10% atomes et sont en général de l'ordre de 102
atomes. Il est possible de simuler I’évolution d'un systeme quantique en utilisant
le théoreme de Fhrenfest. On peut alors effectuer de la dynamique moléculaire ab
initio. La durée de ce type de simulation se limite a 'ordre de la ps. Les méthodes
ab initio permettent de calculer des observables dont les valeurs sont trés proches de
I'expérience [52]. De plus, ce type de calcul prend en compte la nature physique de
I’échelle atomique des matériaux en considérant directement les interactions entre
les noyaux et les électrons. Néanmoins, la complexité numérique de ces méthodes
devient tres vite limitante vis-a-vis de la taille et de la durée pendant laquelle on
peut simuler des systemes. Nous allons décrire dans la sous-section suivante le passage
de Déchelle de 10® d’atomes a I’échelle de 107 atomes.

1.3 Dynamique moléculaire classique et les poten-
tiels semi-empiriques

Afin d’effectuer une premiere transition d’échelle entre des systémes contenant de
I'ordre de 10? & 107 atomes, il nous faut abandonner le formalisme de la mécanique
quantique dont la complexité numérique est trop grande (celle-ci évolue comme au plus
O(N?), oit N est le nombre d’atomes du systéme). De nouveaux types de formalismes
ont été developpés a partir des années 1920 afin de rendre compte des propriétés des
systemes étudiés sans traiter explicitement les électrons. Ce type d’approche est appelé
semi-empirique. Dans les années 1970-1980 apparait une nouvelle classe de méthodes
semi-empiriques [26, 53, 54| permettant de décrire correctement les interactions
meétalliques. Nous allons d’abord décrire quelques potentiels semi-empiriques modéles
avant de nous concentrer sur les potentiels semi-empiriques plus précis se basant sur
le caractere local ou diffus des électrons dans le matériau.
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1.3.1 Une vision sans électrons

Dans la section précédente Sec. 1.2, nous avons vu que les propriétés d’un systeme
peuvent étre déterminées a I’aide de la densité électronique n(r). La densité électronique
est déterminée par le potentiel extérieur appliqué au systeme Vope via le Th. 1.1.
Ce potentiel extérieur contient les interactions entre les électrons mais surtout les
interactions entre les électrons et les noyaux. La connaissance d'un ensemble de
grandeurs relatives aux noyaux tels le vecteur de positions R, la charge des noyaux Q
(etc.) est suffisante pour décrire un systeéme si les interactions électrons-électrons
sont bien représentées par V.ui. Les méthodes semi-empiriques naissent de ce
constat. Ce type de méthodes cherche a décrire les interactions entre les atomes du
systeme par des fonctions simples dont la forme est determinée a partir de considérations
qualitatives sur le comportement des électrons. Un potentiel semi-empirique sera donc
exprimé sous la forme V (R, Q) et dépendra notamment du vecteur de positions des
noyaux. Dans le cas des systémes que nous avons étudiés au cours de cette these - les
métaux cubiques centrés - la connaissance du vecteur R est suffisante pour décrire de
facon quantitative les propriétés d’intéret pour ces systemes.

Des modeles de potentiels semi-empiriques simples ont été développés pour les gaz
dilués dans les années 1920. On peut ainsi citer le potentiel de type Lennard-Jones [55]
qui est un potentiel de paires. Ce potentiel prend en compte la répulsion a faible
portée entre deux atomes liée au recouvrement des orbitales atomiques et I'attraction
a longue portée liée au potentiel Coulombien. Le potentiel Lennard-Jones peut étre

décrit de la facon suivante :
12 6
7\ (9
<|RZ-—R]-\> <|Ri—Rj\>

Ici, € et o sont les parametres du potentiel Lennard-Jones. Les potentiels de Lennard-
Jones ont été grandement utilisés dans la littérature pour décrire le comportement des
gaz dilués, d’amas modeles ou le comportement de certains verres [56-59]. Malheureu-
sement, les potentiels de paires sont incapables de reproduire la physique
de la liaison métallique de par leur simplicité. Il est par exemple impossible de
prédire correctement les constantes élastiques d’un métal cubique avec un potentiel de
paires. De nouveaux formalismes ont alors été developpés, afin de rendre compte de
I'interaction & IN-corps nécessaire a la description des interactions métalliques.

N

VLJ(R) = 462

i=1 1<i<j<N

(1.12)

Les potentiels d’interaction de paires sont une sous-classe de potentiel a N-corps :
N . .
Oio = Z fi2(R, R) (1.13)
j=1
Les potentiels d’interaction a N-corps décrivent ’expression d’une grandeur O;

d’un atome i comme étant une fonction de I’ensemble des positions de
tous les autres atomes du systeme.

Oin = fin(R' R*,--- , RN R") (1.14)
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La partie potentielle de I'équation de Schrodinger Eq. (1.1) est une interaction a
N-corps. L’expression de la fonction fy est en général extrémement complexe car elle
implique tous les couplages possibles entre les différentes composantes R. Les travaux
de Friedel [60] et la découverte du théoréeme des moments par Ducastelle et al. [53]
introduisent la nécessité d’un terme supplémentaire dans ’observable d’énergie de
paires afin de rendre compte de la liaison métallique. Nous allons décrire rapidement
le formalisme permettant d’obtenir le terme de dépendance a N-corps via la théorie
des liaisons fortes.

Le modele des liaisons fortes se base sur une approximation de 1’équation de Schridin-
ger (1.1). Dans le cadre de cette approximation, on considere que I'interaction entre un
noyau et ses électrons domine toutes les autres interactions. Dans ce cas, ses électrons
restent localisés autour de leur noyau d’origine. On peut donc traiter I’équation de
Schriodinger pour chaque noyau et ses électrons de facon isolée. La résolution de
I'équation de Schridinger Eq. (1.1) isolée permet de trouver une fonction d’onde
uni-électronique solution pour chaque atome ¢ (dont les coordonnées du noyau sont
R') que I'on note ¢*(r — R"). Le modele des liaisions fortes consiste a considérer que la
fonction d’onde totale du syteme a N atomes est une combinaison linéaire des fonctions
d’onde pour les atomes isolés. Ainsi la fonction d’onde totale s’écrit sous la forme :

v (T’ {Ri}1<i<n> - Zzn:l%(Ri) V'(r — R) (1.15)

Les v;(R") sont des scalaires reliés a la projection de la fonction d’onde |¥) sur les
orbitales 1'(r — R'). Il est alors possible de calculer des observables du systeme, telle
que Dénergie totale par I'opération Epg(R) = (U|H|¥). L'expression de cette énergie
totale Erg(R) ne dépend plus que du vecteur position des noyaux R. Ce type de
modele a d’abord été développé pour les métaux de transition - ou le remplissage de
la bande d est important - mais a ensuite été étendu aux autres métaux.

Dans le formalisme des liaisons fortes, les électrons apparaissent encore de fagon
explicite. Si on considere un nombre fini d’orbitales pour construire les fonctions d’onde
Y (r — R') on peut écrire un modele paramétrique du potentiel d’interaction Vyp(R)
ne faisant plus directement intervenir les électrons. Ce potentiel ne dépend que
des positions R des noyaux et d'une base tronquée d’orbitales localisées pour chaque
atome. Une telle construction permet d’élaborer des potentiels d’interaction ne traitant
plus directement la résolution de 1’équation de Schridinger, mais étant représentatifs
des propriétés quantiques des électrons (de par la base tronquée d’orbitales localisées).
Cette approche implique une nouvelle formulation de I'observable d’énergie locale pour
l'atome de coordonnées R’ du systéme sous la forme :

E(R"):—@i > h(Ri)+ H(R') (1.16)

i=1 \| 1<j#i<n

Ici, © est une constante relative a I'occupation de la bande d’électrons d, h(R%*) est
reliée & I'intégrale de sauts pour les orbitales de I'atome i et atome j et H(R') est
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une énergie locale. On constate que l'expression donnée par la théorie des liaisons
fortes Eq. (1.16) exclut I'utilisation d’un formalisme d’interaction de paires pour les
métaux de transition. L’expression analytique de ce terme d’interaction a N-corps
dans I'expression d’énergie de paires permet de passer outre le formalisme de la théorie
de la fonctionnelle de la densité et de réduire ’estimation de I'observable d’énergie du
systeme a l’expression d'une fonction analytique. On peut distinguer deux grandes
écoles nées dans les années 1970 et prenant en compte 'interaction a N-corps pour
décrire la liaison métallique : (i) I’école Frangaise autour de Friedel et al. [60] et de
Ducastelle et al. [53] via la théorie des liaisons fortes et des moments décrite plus haut
qui a ensuite été mise en oeuvre par Finnis, Sinclair et Sutton [61, 62] et (ii) 1’école
Américaine de Daw et Baskes [25, 26] via le formalisme Embededded Atom Method
(EAM) qui sera décrit dans la sous-section suivante.

Nous retiendrons ici les principales caractéristiques des approches semi-empiriques
a travers les points suivants : elles possedent des (i) formes analytiques simples, (ii)
sont représentatives de certaines propriétés d’interactions du matériau et (iii) ne
dépendent que du vecteur R de positions des noyaux du systéme. Dans la suite de
ce chapitre, nous allons décrire 'approche EAM développée par Daw et Baskes [25,
26] et qui est aujourd’hui la plus largement répandue pour construire des potentiels
semi-empiriques pour les métaux de transition.

1.3.2 Embedded Atom Method

Le formalisme Embedded Atom Method a été developpé dans les années 1980
par Daw et Baskes [25, 26]. On veut exprimer 1’énergie totale d'un systéeme de N
atomes en utilisant seulement les positions des noyaux R tout en rendant compte
de la non-localité des électrons autour de leur noyau. Dans le cadre du formalisme
Embedded Atom Method, on considere 1’observable d’énergie suivante :

E [n(r), {Ri}ocic,| = Eeln(r)] + /R Ven{n(r), {Ri}yeic,  dr + > miZi_Z;%j‘
o (1.17)

Le premier terme de cette observable correspond aux interactions électrons-électrons,
le second terme aux interactions électrons-noyaux et le dernier terme aux interactions
noyaux-noyaux. Sous ’hypothése que la densité électronique n(r) peut étre décomposée
en une combinaison linéaire de densités locales centrées, notées n’ pour I'atome i,
I'observable d’énergie peut étre ré-écrite comme une somme de potentiels de paires :

n

Veau(R) = Y f(|Ri — R;) +>_g(n) (1.18)

0<i<j<n i=0

Ici, g et f sont des fonctions analytiques définissant le modele EAM utilisé. Dans les
faits, la densité locale n* centrée sur Patome i s’écrit n' = Y7_j o (R;) n(|R; — R;|),
ot les o;(R;) sont des scalaires reliés aux projections de la densité électronique sur
I’atome 7 et ne dépend plus que du vecteur de positions des noyaux R. De méme
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16 1.3. Dynamique moléculaire classique et les potentiels semi-empiriques

que pour les liaisons fortes, les potentiels EAM ne dépendent plus que du vecteur
de coordonnées des noyaux R et se décomposent a 1’aide de fonctions simples ne
nécessitant plus la résolution de I’équation de Schridinger a M électrons.

Le formalisme EAM est un formalisme ne prenant en compte que les distances
entre atomes. Il est important de noter que ce formalisme peut étre étendu aux angles
entre les atomes. Ce formalisme est appelé Modify Embedded Atom Method (MEAM)
et a été developpé par Baskes et al. [63].

1.3.3 Dynamique moléculaire classique

L’utilisation des potentiels semi-empiriques permet de réduire la complexité
numérique d’évaluation de I’énergie d’un systeme. En introduisant une fonction de
cut-off pour les interactions énergétiques, la complexité numérique des potentiels
semi-empiriques évolue comme O(N) ou N est le nombre d’atomes dans le systéme,
au lieu de au plus O(N?3) pour les méthodes ab initio. Les potentiels semi-empiriques
permettent donc d’effectuer des calculs rapides d’énergie pour des systemes relativement
grands. De plus, 'expression simple des potentiels semi-empiriques permet de calculer
les forces induites par le potentiel sur chaque atome. La dynamique moléculaire
consiste a laisser le systeme évoluer selon le principe fondamental de la
dynamique. On peut alors suivre I’évolution de la quantité de mouvement et des
positions du systéme - évoluant dans le potentiel V(R) - au cours du temps :

_ -1,
{dR = M1'-Pdt (1.19)

dP = —VRV(R)dt

Ici, P € R3V>*! ot M € R3V*3N sont respectivement le vecteur quantité de mouvement
et la matrice de masses du systéme. Vi € R3V*3N
au vecteur R. L’équation (1.19) décrit la dynamique d’un systéme de coordonnées

est 'opérateur gradient par rapport

(Ry, Pp) initiales a l'instant ¢ty dans I’espace des phases. On peut alors calculer les
positions et la quantité de mouvement du systeme (R;, P;) a n’importe quel instant ¢
en intégrant le systéeme d’équations (1.19) entre ¢y et ¢. La dynamique décrite par le
systéme d’équations Eq. (1.19) est valable dans un systéme dont le nombre d’atomes
N, le volume V' et I’énergie E sont constants au cours du temps (ensemble NVE).

L’ensemble NVE n’est pas trés commode pour modéliser des systémes
physiques dans des conditions de température finie. Dans le cadre de notre
étude, nous voudrions pouvoir accéder a I’ensemble NVT - c’est-a-dire pour
les systemes dont le nombre d’atomes N, le volume V et la température
T sont fixés pendant la simulation - via la dynamique moléculaire. Il est
possible de changer d’ensemble statistique en introduisant de nouvelles variables dans
I'expression du principe fondamental de la dynamique Eq. (1.19). On peut ainsi ajouter
la variable de tempéraure et/ou ajouter des forces non-conservatives. L’équation
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1. Modélisation multi-échelles : méthodes et échelles caractéristiques 17

de Langevin permet de travailler dans ’ensemble NVT en ajoutant la variable de
température et des forces non-conservatives :

(1.20)

dR = M- Pdt
dP = —VgV(R)dt —yM™'-Pdt+ 25 1 dW

Ici, v > 0 est le coefficient de viscosité et 371 = kgT. W € R3M est un processus de
Wiener tel que Vt,,t,,, indépendants, /"' dW 2 (0, v/Tnr1 — £n) Ot N(0, 37"1)
est une loi normale multi-dimensionnelle de moyenne nulle et dont la matrice de
covariance vérifie Eiz*l = (tp1—tn)1sn. Lintérét de I’équation de Langevin Eq. (1.20)

dans les calculs de moyennes d’ensembles statistiques sera developpé dans le chapitre 5.

L’utilisation de potentiels semi-empiriques permet de calculer de longues trajectoires
dynamiques dans I’espace des phases pour des systémes allant jusqu’a 107 atomes.

1.3.4 Domaine d’applicabilité des méthodes semi-empiriques

Les potentiels semi-empiriques ne prenant pas explicitement en compte les électrons
du systeme, leur complexité numérique est beaucoup plus faible que celle des méthodes
ab initio. La complexité des méthodes semi-empiriques évolue, en général, comme
O(N) ce qui permet de simuler des systémes de tailles allant de 10* & 107 atomes
(comprises entre le nm et le 102nm). Grace a la dynamique moléculaire classique, les
échelles de temps simulées peuvent aller de la ns a la us. Les méthodes semi-empiriques
prennent en compte certaines propriétés physiques de 1’échelle nanoscopique mais ne
reproduisent pas certaines propriétés prédites par les méthodes de type ab initio et
restent numériquement cofiteuses pour des systéme de plus de 107 atomes. Il est im-
portant de noter ici que le pouvoir prédictif des méthodes semi-empiriques
est souvent limité. En effet, leur mode d’ajustement peu flexible basé sur
des "fonctions de bases physiques" peut conduire 4 des comportements
non-physiques pour certains systémes contenant des structures de taille
nanoscopique [64]. Ce pouvoir prédictif - cette transférabilité - limité pour
des objets étendus de ’ordre du nm (boucle de dislocation) fixe leur limite
d’utilisation en termes d’espace.

Néanmoins, les méthodes semi-empiriques permettent d’effecteur des calculs de longues
trajectoires dynamiques pour des systemes comportant des défauts étendus telles que les
dislocations. Enfin, ces méthodes permettent d’ouvrir une nouvelle transition d’échelle
vers les calculs de moyennes d’ensembles statistiques.

1.4 Meéthodes statistiques : Monte Carlo thermo-
dynamiques et cinétiques

Les méthodes semi-empiriques décrites dans la partie précédente permettent de
construire des trajectoires longues dans l’espace des phases par rapport aux méthodes
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18 1.4. Méthodes statistiques : Monte Carlo thermodynamiques et cinétiques

ab initio. Néanmoins, la durée de ces trajectoires et la taille des systemes simulés restent
relativement modestes et ne permettent pas de simuler précisement 1’évolution ou les
propriétés cinétiques de systeémes réels. Les méthodes statistiques permettent d’effectuer
un échantillonnage efficace de ’espace des phases afin de réaliser : (i) des
calculs de propriétés thermodynamiques de systéemes de plus grandes tailles
que par la dynamique moléculaire classique et (ii) simuler des trajectoires
cinétiques plus longues que la dynamique moléculaire classique. Dans les
méthodes statistiques, nous nous intéressons a ’ensemble des trajectoires possibles du
systeme dans I'espace des phases.

L’ensemble des trajectoires de durée ¢ détermine les propriétés cinétiques d'un systeme
et, dans la limite ¢ — oo, détermine I’état d’équilibre thermodynamique du systéme.
Seules ces propriétés cinétiques et thermodynamiques "macroscopiques” (a minima
mésoscopiques) peuvent étre déterminées expérimentalement et peuvent donc étre
comparées avec des simulations. Ces grandeurs sont le résultat de moyennes statistiques
sur un grand nombre d’atomes. C’est par exemple le cas de 'énergie interne d’un
systeme ou du coefficient de diffusion d’une impureté ou d’un défaut. Nous décrivons
brievement deux grandes méthodes permettant de calculer des grandeurs dérivées de
moyennes d’ensembles statistiques : (i) les méthodes Monte Carlo thermodynamiques
et (ii) les méthodes Monte Carlo cinétiques.

1.4.1 Meéthodes Monte Carlo thermodynamiques

Les méthodes dites de Monte Carlo thermodynamiques visent a calculer la valeur
d’équilibre d’une observable thermodynamique O d’un systeme dans un ensemble
statistique donné. Dans la suite de ce manuscrit, nous allons nous intéresser plus
précisément a l’ensemble NVT.

Dans le cadre de ’ensemble NV'T, on peut montrer que le calcul de la valeur d’équilibre
d’une observable (O), est directement lié & la mesure de probabilité m(q,p) (q et p
sont respectivement les coordonnées géneralisées et les quantités de mouvement du
systeme). Cette mesure de probabilité se définit de la fagon suivante :

e—PH(a.p)

fQX'P 6—5H(Q':P')dq'dp’

m(q,p) = (1.21)

Ici, B = (kpT)~" et kp est la constante de Boltzmann. Cette mesure de probabilité
est plus communément appelée mesure de Boltzmann. Dans ces conditions, la valeur
moyenne (O), de 'ensemble NVT est donnée par la formulation suivante :

(O)r = / O(q.p)7(q, p)dqdp (1.22)
OXP
ou Q X P est I'espace des phases et H(q, p) est 'Hamiltonien du systéme considéré. L’in-

tégrale nécessaire au calcul doit se faire sur I'intégralité de I’espace des phases et se revele
donc tres difficile a évaluer sans un échantillonnage efficace. Cet échantillonnage
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s’effectue grace a lapplication du théoréme ergodique [65]. Ce théoréme montre qu’il est
équivalent d’effectuer une moyenne empirique de O le long d’une trajectoire determinée
par une dynamique ¢y, permettant d’échantillonner la mesure Boltzmannienne que
de calculer (O),. On définit la dynamique ¢, , comme vérifiant la conditions suivante :
¢00 = 1. En partant des coordonnées initiales (qgo,po) la dynamique ¢, génére une
trajectoire dans l'espace des phases selon la relation suivante :

<Z50,T(QO,P0) = (qr,pr) (1.23)

ou, (g,,pr) sont les coordonnées généralisées au temps 7 générées par ¢. Dans la
limite 7 — oo, on obtient alors 1’égalité suivante :

(), = lm = 3 O(é0(go.po)) (1.24)

T—400
too T T'<T

Le théoreme ergodique et la notion de dynamique ¢q . seront abordés en détail dans
le chapitre 5. L’équation de Langevin [66, 67] décrite par 1’équation (1.20) est un
exemple de dynamique vérifiant les conditions du théoréme ergodique. Nous citerons
aussi 'algorithme fondateur des méthodes stochastiques pour I'évaluation d’observables
de mécaniques statistiques : 'algorithme de Metropolis-Hasting [68, 69] est utilisé
dans la majorité des codes Monte Carlo afin d’échantillonner la mesure canonique.
L’équation (1.24) donne une fagon simple d’évaluer une valeur moyenne d’ensemble
statistique d'une observable O du systeme, notamment son énergie interne U. L’énergie
interne a d’ailleurs été mainte fois étudiée dans un grand nombre de systemes en
sciences des matériaux [70]. Il est néanmoins utile de noter que la trajectoire décrite
par la dynamique ¢, n’est pas une image d'une transformation "physique" du systeme.

Supposons un systeme initial Sg composé de deux éléments A et B. Le systeme S, est
une solution homogene composée d’autant d’atomes A que d’atomes B. Supposons
maintenant que A et B ont tendance a la démixtion, on applique alors la dynamique
¢" a 8. Le systeme Sy va évoluer vers son équilibre thermodynamique &; ou les
composants A et B vont se séparer. Une question se pose alors : la trajectoire décrite
entre Sy et S; induite par ¢ . est-elle représentative de I'évolution cinétique réelle du
systeme ? La réponse est non : la dynamique ¢ , est un chemin thermodynamique
possible mais pas nécessairement un chemin cinétique possible du systeme. Les
méthodes Monte Carlo thermodynamiques ne décrivent pas la cinétique réelle d’un
systeme. 11 est alors nécessaire d’introduire une nouvelle classe de méthode appelée
méthodes Monte Carlo cinétiques.

1.4.2 Meéthodes Monte Carlo cinétiques

Les méthodes Monte Carlo cinétiques permettent d’obtenir le temps associé a une
transformation d’un systéme. Elles nécessitent la connaissance de ce que 'on nomme
les taux de transitions pour une collection d’événements {&;}. On appelle événement
€ l'association des deux instances : (i) un état du systéme d’énergie minimum noté
E,m et un état de point de selle du systeme connecté a £, m et noté &, s.
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On peut alors définir le taux de transition entre un état £, m et un état &, s, Re pm—ys.
Considérons un bassin noté i et ’ensemble des transitions reliant ¢ vers d’autres bassins
kE (I'isk). On note {Re ik}, <y, Vensemble des Ny taux de transitions de i vers les
k. Ces taux de transition sont dimensionnellement homogénes & un temps~'. Il est
alors possible de décrire un temps "physique" de sortie du bassin 7. Ainsi, le temps
de sortie du bassin i, T;_,. suit la loi de probablité suivante :

. Ni
T, %P (Z Rg,Hk> (1.25)
k=1

ou P (Z]kvil R&i_)k) est une loi de Poisson de parametre ijvk Re i, En considérant
I’ensemble des transitions possibles en partant du bassin initial ¢ vers un bassin k,
les méthode Monte Carlo permettent d’estimer le temps nécessaire pour effectuer
cette transition. L’objectif des méthodes de Monte Carlo cinétiques est de donner une
description correcte, et dont le colit numérique est acceptable, des taux de transitions
qui peuvent étre étendus a tous les bassins de ’espace des phases R(q,p). Dans la
majorité des méthodes Monte Carlo cinétiques utilisées dans la littérature, on ne
connait pas l'expression R(q,p) sur 'ensemble de 'espace des phases mais seulement
sur une restriction de I’espace des phases. Cet espace des phases réduit définit le type
de la méthode Monte Carlo cinétique utilisée.

Nous allons alors distinguer plusieurs types de méthodes Monte Carlo cinétiques :

— (i) Les méthodes Monte Carlo cinétiques atomistiques [71] ot 'on suit directement
les transitions possibles des atomes. On peut alors distinguer les méthodes de
Monte Carlo sur réseau et les méthodes hors-réseaux [72, 73]. Ces méthodes
nécessitent la connaissance de I’ensemble des transitions possibles du systeme pour
chaque configuration atomique. Dans le cas des méthodes Monte Carlo cinétiques
hors-réseau, les taux de transitions R(q,p) sont calculables sur I’ensemble de
I’espace des phases. Dans le cas des Monte Carlo cinétiques sur réseau, la
connaissance et le calcul des R(g, p) se réduisent a un espace des phases discrétisé
sur I’ensemble des sites du réseau que l'on peut noter (Q,P).

— (ii) Les méthodes Monte Carlo cinétiques objets [10, 17, 74-78] ou l'on suit
I’évolution d’objets tels que des défauts ponctuels ou étendus telle des boucles
de dislocation. Les objets peuvent interagir entre eux afin de créer de nouveaux
objets. Le but de ces méthodes est de suivre certaines populations d’objets
d’interét au cours de la simulation. Dans les méthodes Monte Carlo cinétiques
objets, I'espace des phases accessibles se réduit aux coordonnées des différents
objets présents dans le systeme et est noté (q,p) C (g, p). Cet espace des phases
est aussi discret mais de dimension encore plus faible que pour les méthodes
Monte Carlo atomistiques sur réseau.
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— (iii) Les méthodes Monte Carlo cinétiques basées sur les événements consistent
a décrire de fagon la plus exhaustive possible la collection d’événements {&;}
du systeme. Ce Monte Carlo suit la réalisation d’événements parmi la collection
{&€;} au cours du temps. A la différence des autres méthodes oti I’on a le choix
ou non d’accepter la transition entre ¢ et ¢ + dt, on choisit une transition dans la
collection d’événements {&;} et on incrémente le temps de la durée caractéristique
de la transition choisie. Les méthodes Monte Carlo cinétiques basées sur les
événements font abstraction de la dépendance des taux R vis-a-vis de ’espace
des phases. Dans ces méthodes, les taux de transition sont simplement rassemblés
dans la collection {&;}.

In fine, on a les relations suivantes vis-a-vis de la description de ’espace des phases :

(9,p) C (Q,P) C (q,p) (1.26)

La description des phénomeénes pris en compte par les méthodes Monte
Carlo cinétiques est d’autant plus fine que 1’espace des phases est dé-
crit de fagcon précise. Néanmoins, cette description fine de 1’espace des
phases augmente le temps numérique nécessaire a la convergence de ces
méthodes. L’utilisation des méthodes Monte Carlo cinétiques se traduit par
un compromis entre le temps numérique et la précision de la description
de l’espace des phases.

1.4.3 Domaine d’applicabilité des méthodes Monte Carlo

Les méthodes type Monte Carlo permettent le calcul des grandeurs mésoscopiques ou
macroscopiques grace aux moyennes d’ensembles statistiques. Ces méthodes permettent
aussi bien de calculer des grandeurs thermodynamiques, c¢’est-a-dire représentatives
de I'état d’équilibre du systéme en temps infini, que des grandeurs cinétiques, c’est-
a-dire décrivant 1’évolution temporelle du systéeme au cours d’'une transformation.
Ces méthodes peuvent étre appliquées a des systemes atomistiques ou a des systemes
"continus" contenant des représentations atomistiques [17, 74]. Ces méthodes permettent
de simuler des systémes de tailles allant de 10° & 10® atomes (comprise entre 10*nm et
pm) et sur des échelles de temps pouvant aller de la us a la min.

La principale limitation en termes de taille et de temps d’évolution d’un systeme
dépend de la représentativité des interactions énergétiques entre les atomes du systeme.
C’est également le cas lors de I'utilisation de la dynamique moléculaire ou de méthodes
a champs moyens [17, 74] qui peuvent se révéler peu transférables pour des systémes de
grandes tailles et pour de longues évolutions temporelles. L’autre limitation majeure
est le choix, a priori, d’'une collection d’événements {&;}. En effet, une collection
trop grande nécessite un grand nombre de simulations en aval ou a la volée dans
I’algorithme Monte Carlo et une collection trop petite risque de négliger des transitions
d’intérét pour l'évolution cinétique du systeme.

Compilation du 23 mars 2022



22 1.5. Approches Machine Learning pour la simulation multi-échelles des matériaux

1.5 Approches Machine Learning pour la simula-
tion multi-échelles des matériaux

Les approches Machines Learning en sciences des matériaux visent a étendre
les échelles de temps et d’espace accessibles a la simulation dans le diagramme
présenté dans la figure 1.1. Pour cela, on peut définir différents outils d’apprentissage
automatique permettant de couvrir différents domaines de 1’étude multi-échelles. On
va distinguer trois classes de méthodes différentes : (i) les métamodeéles, (ii) les
potentiels Machine Learning, (iii) les méthodes couplantes non-supervisées.
Nous proposons de mettre a jour le diagramme donné par la figure 1.1 en figurant
les domaines accessibles par les trois méthodes citées. Ce nouveau diagramme multi-
échelles est présenté dans la figure 1.2.
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Figure 1.2: Illustration des différentes méthodes de simulations pour ’analyse multi-échelles.
Les échelles de temps et d’espace caractéristiques des différentes méthodes de simulation sont
données par ’axe des abscisses et des ordonnées. Ce diagramme est mis a jour en incluant
de nouveaux domaines temps-espace accessibles par les méthodes Machine Learning.

1.5.1 Métamodeéles

On appelle métamodele un modele de régression de hautes dimensions permettant
de calculer la valeur d’une observable en partant d’une représentation des coordonnées
q d’un systeme. Des métamodeles ont été developpés dans la littérature avant ’essor
des méthodes Machine Learning. Des exemples simples sont les modeles de régression
des barrieres de migration dans les alliages métalliques en se basant sur la concentration
locale en éléments d’alliage [79]. Dans ce cas, I'observable étudiée est la barriere de
migration et la représentation du systéme consiste en la concentration locale.

Les métamodeles, dans le cadre des méthodes Machine Learning, se basent sur
des représentations plus systématiques appelées descripteurs dont les principales
caractéristiques seront décrites dans le chapitre 2. L’utilisation de métamodeles permet
de calculer la valeur d’une observable d’intérét pour un colit numérique plus faible
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que son évaluation directe. Dans le chapitre 3, nous développons un métamodele de
régression de l'entropie vibrationnelle dont la complexité numérique évolue comme
O(N) alors que la méthode "traditionnelle” de calcul de cette grandeur nécessite une
procédure dont la complexité évolue comme O(N?3) (ot N est le nombre d’atomes du
systéme).

Un métamodele se construit autour d’une représentation des coordonnées atomiques
D(q). On choisit ensuite un certain nombre de systémes représentatifs du probleme
que 'on veut étudier et que 'on rassemble sous la forme d’une base de données
{D(qr) }k<m composée de m systémes. Enfin, on introduit une fonction f permettant
de faire le lien entre I’observable et la représentation. Le métamodele de I'observable
OM gécrit alors de la facon suivante :

{D(qr) hr<ksm = {0 <hem = {f(@r) h<ksm (1.27)

La base de données {D(qk)}1<k<m est appelée base d’entrainement. Cette base
de données est un des points centraux des métamodeles qui seront décrits dans le
chapitre 3. Il est important de noter que les métamodeles permettent de décrire
I'observable O seulement dans certaines conditions et ne permettent pas forcément de
calculer d’observables secondaires issues de O telles que ses dérivées (par exemple, les
forces ou les contraintes a partir de 'observable d’énergie). Dans le chapitre 3, notre
modele de régression de 'entropie vibrationnelle n’est valable que pour des minima
du paysage énergétique considéré et n’a pas de raison d’étre correctement défini sur
un chemin de migration. Ces conditions d’application les distinguent des potentiels
Machine Learning.

Ce type de procédure permet de simuler des systémes dont la taille est beaucoup
plus grande que le systeme initial. Si le métamodele est bien pensé, celui-ci sera
transférable et permettra de construire une estimation de I’observable d’une qualité
proche de 'observable de référence utilisée pour 'entrainement. En d’autres termes,
un ajustement d’un métamodele sur des données issues et contenant les "informations
physiques" de la théorie de la fonctionnelle de la densité permettra d’obtenir et de
prédire des valeurs de 1’observable d’intérét pour des systemes plus grands tout en
conservant 'la physique' de la théorie de la fonctionnelle de la densité. Les nouveaux
domaines du diagramme temps-espace accessibles par 'utilisation de métamodeles
sont décrits par les fleches et les bulles bleues en Fig. 1.2.

1.5.2 Potentiels Machine Learning

Les potentiels Machine Learning sont une classe particuliere de métamodeles
de l'observable d’énergie potentielle d'un systeme. Ces métamodeles doivent étre
valables sur I’ensemble de l'espace des phases. De plus, les dérivées partielles par
rapport aux positions du systeme doivent évidemment étre représentatives des forces
exercées dans le systéme. La base de données d’entrainement doit donc faire I'objet
d’une construction minutieuse. La construction de ce type de potentiel sera décrite
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plus précisement dans le chapitre 6.

Les potentiels Machine Learning visent a construire une nouvelle classe de potentiels
semi-empiriques plus précis et plus transférables que les potentiels décrits dans la
section 1.3. Les potentiels Machine Learning pour la simulation atomistique ont
commencé a apparaitre dans les années 2000. Il en existe un grand nombre basés sur
différents formalismes. Les détails techniques des formalismes cités ici seront décrits
dans le chapitre 2.

L’approche de régression la plus simple est I'approche linéaire entre 1’observable
d’énergie locale d’un atome du systeme et la représentation de son environnement
local. Les potentiels Machine Learning linéaires [20, 80-83] sont plus précis et
plus transférables que les potentiels semi-empiriques classiques. Ils possedent un
comportement "physique" sur I’ensemble de leur base de données d’entralnement mais
leur erreur vis-a-vis des quantités thermodynamiques prédites (telle que I'énergie) est
toujours relativement grande (de l'ordre de 10 meV /atome) par rapport a la base de
données d’entrainement. Afin d’obtenir des résultats plus précis, vis-a-vis de la base de
données d’entrainement, il est nécessaire d’introduire une non-linéarité de la fonction
f Eq. (1.27). On distingue deux grandes classes de méthodes non-linéaires : (i) les
réseaux de neurones et (ii) les méthodes a noyaux. Ces classes de méthodes seront
décrites plus précisément dans le chapitre 2.

Les méthodes a réseaux de neurones décrivent I'observable d’énergie du systeme
comme une fonction non-linéaire des représentations locales des atomes. L’expression
analytique de cette fonction n’est pas connue et est contenue dans le réseau de
neurones. Les méthodes & réseaux de neurones [84-88] permettent d’obtenir de grandes
précisions vis-a-vis des données d’entralnement mais sont moins transférables que les
approches linéaires - leur erreur sur des données qui ne sont pas contenues dans la base
d’entrainement est plus grande que les modeles linéaires -. Les méthodes a noyaux,
décrivent 'observable d’énergie du systeme comme une fonction non-linéaire des
représentations locales des atomes. Cependant, contrairement aux réseaux de neurones,
I'expression analytique de la fonction f est connue. Les méthodes a noyaux [89-96]
permettent d’obtenir de grandes précisions vis-a-vis des données d’entrainement mais
sont moins transférables que les approches linéaires. On trouve un grand nombre
de potentiels de type Machine Learning dans la littérature. Afin de comparer les
potentiels entre-eux la littérature utilise une référence commune développée en 2010 :
GAP (Gaussian Approximation Potential) [97, 98]. GAP est un potentiel Machine
Learning se basant sur le formalisme a noyau.

Les potentiels Machine Learning visent a étendre la transférabilité des potentiels semi-
empiriques classiques en termes de temps et d’espace, grace a leur meilleure précision. En
effet, les potentiels semi-empiriques classiques peuvent conduire a des comportements
non-physiques pour certains systémes contenant des structures étendues de 'ordre
du nm [64]. Les potentiels Machine Learning permettent d’obtenir une
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"transition d’échelle" tout en conservant la "physique" de la base de données
d’entrainement. Nous définissons la transition d’échelle comme étant la
capacité d’'une méthode, pour une échelle donnée, a décrire une grandeur
physique avec la précision de I’échelle inférieure. Dans le chapitre 6, nous allons
ajuster I'énergie d’activation de la mono-lacune dans différents métaux cubiques centrés
afin d’effectuer des calculs d’énergie libre tout en conservant une précision ab initio,
le tout dans un temps de calcul acceptable. Les nouveaux domaines du diagramme
temps-espace accessibles par 1'utilisation des potentiels Machine Learning sont donnés
par les fleches et les bulles rouges en Fig. 1.2.

1.5.3 Meéthodes couplantes non-supervisées

Nous appelons méthodes couplantes non-supervisées, une classe de méthodes
utilisant déja des potentiels Machine Learning comme champ de force et permettant
un échantillonnage optimisé de 1'espace des phases. Ces méthodes permettent de
calculer les propriétés de températures finies du systeme. On va distinguer
deux types de grandeurs a température finie : (i) les grandeurs thermodynamiques
et (ii) les grandeurs cinétiques. Cette classe de méthode permet de calculer avec
précision la valeur d’'un potentiel thermodynamique pour un ensemble statistique
donné. Dans des conditions réelles, on se focalisera généralement sur 1’énergie libre
F =U—TS (ou U est I'énergie interne, T' la température et S est I’entropie du
systeme) ou sur 'enthalpie libre G = U + PV — T'S (ou P est la pression et V est le
volume du systeéme). L’énergie libre est le potentiel thermodynamique de I'ensemble
NVT et I'enthalpie libre est le potentiel thermodynamique de I’ensemble N PT'. Dans
la suite de ce manuscrit, nous nous intéressons plus précisément au cas de ’ensemble
NVT et donc a l'énergie libre.

La grandeur thermodynamique essentielle de 1’ensemble NVT est 'énergie libre.
L’utilisation d’un métamodele de 'entropie vibrationnelle [22] ainsi que 1’évaluation
d’un potentiel Machine Learning afin d’estimer la valeur d’énergie libre d'un systeme
pour une température donnée est un exemple de méthode couplante non-supervisée.
Dans le cas plus général, la précision des potentiels Machine Learning peut étre utilisée
de fagon couplée avec une méthode d’échantillonnage d’énergie libre telle que celle
développée par Wang et al. [99], des méthodes a potentiels biaisants adaptatifs [66,
100-102] ou des méthodes a forces biaisantes adaptatives [66, 103-106]. Lors d’une
migration, la grandeur essentielle de I'ensemble NV'T est 1’énergie libre de migration.
Le calcul de cette grandeur nécessite 1'utilisation d'une variable globale du systeme
appelée coordonnée de réaction. La construction de la coordonnée de réaction pour
une migration donnée est, aujourd’hui encore, un exercice tres ardu. Seule une poignée
de méthodes permet a I’heure actuelle de construire une coordonnée de réaction. La
méthode des strings [107-110] permet de construire la coordonnée de réaction grace
aux chemins d’énergies minimales. On peut aussi se baser sur une coordonnée NEDB.
Ce type d’approche a notamment été développé par Swinburne et al. [111] et permet
de construire, a la volée, une coordonnée de réaction en température. Des approches de
type auto-encodeur permettent de construire des coordonnées de réaction sans aucun a
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priori [112]. Certaines méthodes se basent sur un échantillonnage direct dans I’espace
de représentation des données ot la distribution Boltzmannienne présente une forme
plus simple [112-115].

Dans le chapitre 6, nous allons utiliser ce type de méthodes couplantes afin de
calculer le coefficient d’auto-diffusion dans différents métaux cubiques centrés. Ce type
d’approche permet d’obtenir des observables de grande échelle de temps pour des
systémes de tailles faibles. Les nouveaux domaines du diagramme temps-espace
accessibles par 'utilisation des méthodes couplantes non-supervisées sont donnés par
les fléches et les bulles vertes Fig. 1.2.

1.6 Conclusions de chapitre

La figure 1 montre les différents domaines d’applicabilité des méthodes de simulation
numériques en termes de temps et d’espace. Le changement d’échelle nécessite de
changer régulierement de formalisme et de méthodes afin de conserver un cotit
numeérique acceptable. On note que ce diagramme multi-échelle est "lacunaire".
En effet un grand nombre de domaines sont inaccessibles aux méthodes de simulations
"classiques" telles que la DF'T, la dynamique moléculaire classique ou les méthodes
Monte Carlo. Les méthodes Machine Learning, appliquées aux simulations atomistiques,
ont pour but d’étendre les domaines accessibles de ce diagramme. On note alors deux
grandes directions possibles : (i) augmenter I’échelle en espace ou (ii) augmenter
I’échelle en temps.

L’augmentation du domaine d’échelles d’espace est possible grace a I’utilisa-
tion de métamodeles. Nous décrirons dans le chapitre 3 'utilisation d’'un métamodele
de l'entropie vibrationnelle harmonique de défauts ponctuels. Son cotit numérique
est plus faible que les méthodes "classiques" de calcul de cette grandeur. Ce type de
métamodele permet d’espérer estimer des grandeurs complexes, telle que ’entropie
vibrationnelle harmonique, pour des objets étendus - comme des boucles de dislocation
- ou les méthodes "classiques" sont impossibles a mettre en place.

L’augmentation du domaine d’échelles en temps est possible grace aux
méthodes couplantes non-supervisées. Nous décrirons dans le chapitre 6 un
schéma de calcul complet permettant d’obtenir la dépendance en température du
coefficient d’auto-diffusion pour différents métaux cubiques centrés. Cette méthode
dépasse le cadre de I'approximation harmonique et permet de reproduire des propriétés
importantes de ces métaux en température, comme leur expansion thermique.
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Please remain calm
The end has arrived
We cannot save you
Enjoy the ride.

— Parasite Eve, Bring Me The Horizon
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28 2.1. Descripteurs atomiques en sciences des matériauz

Ce chapitre va présenter plus en détails la notion de descripteurs atomiques
et de modeles de régression décrits dans le chapitre 1. Ces deux éléments sont
les coeurs des métamodeles et des potentiels de type Machine Learning définis par
I'équation (1.27). Les métamodeles et les potentiels de type Machine Learning mettent
en jeu deux éléments importants : (i) la représentation de I'environnement atomique
D(q) introduite dans la section 1.5.1 et (ii) la fonction permettant la régression de
'observable a partir de D(q), f. Dans ce chapitre, nous allons d’abord décrire de fagon
quantitative la notion de descripteurs atomiques en sciences des matériaux ainsi que les
descripteurs que nous avons utilisés dans la suite de ce manuscrit. Puis nous décrirons
les différentes méthodes de régression pour les problemes en hautes dimensions.

2.1 Descripteurs atomiques en sciences des maté-
riaux

Nous allons ici définir la notion de descripteurs atomiques locaux (voir Section 2.1.2)
introduite dans le chapitre précédent 1. Les descripteurs atomiques sont au centre
des méthodes Machine Learning appliquées aux matériaux. Dans un premier temps,
nous rappelons 'introduction et 1'intérét de 1'utilisation des descripteurs locaux dans
les méthodes de simulations multi-échelles Sec. 2.1.1. Dans un deuxieme temps, nous
décrivons (de fagon non exhaustive) les différents descripteurs atomiques locaux
développés dans la littérature. Nous nous focalisons particulierement sur ceux que
nous allons utiliser dans les chapitres suivants.

2.1.1 Descripteurs atomiques locaux : définition et exemple
simple

Comme nous 'avons expliqué dans le chapitre 1, les méthodes Machine Learning
appliquées a la science des matériaux permettent d’accéder a de nouveaux domaines
du diagramme espace-temps (Fig. 1.2).Afin d’étre efficaces, elles nécessitent de ne
pas prendre directement les coordonnées du systeme g comme entrée, mais une
représentation de ces coordonnées que 'on appelle descripteur. Les descripteurs sont
les fonctions faisant le lien entre I'espace des configurations et ce que l'on appelle
I’espace de représentation.

La construction de I’espace de représentation est donnée par le choix du descripteur
utilisé. On définit un descripteur local centré sur ’atome ¢ de la fagon suivante :

D, RY® - RP
qvi) — Di(q) (2.1)
Ici gy € RY® est le vecteur de coordonnées atomiques du systéme g = (@1,q2, - ,qn)
restreint au voisinage de 1'atome ¢ et D, est une fonction permettant la projection de

I’environnement local de ’atome 7 dans I’espace de représentation. Dans le cas d’une
quantité physique extensive - et qui se décompose localement de fagon exacte -, on
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peut alors construire un descripteur global du systéme par sommation D = >N | D,.
Ce descripteur prend bien en compte I’ensemble de 1’espace des configurations R3V.
Le vecteur associé a D est de dimension D. Il existe un descripteur local par atome
dans le systéme traduisant le changement d’espace suivant : R3Y — RP*¥_ Dans le
cas général D > 3, le probleme posé dans I’espace des descripteurs possede donc une
dimensionalité intrinseéque plus grande que le probleme originalement posé dans ’espace
des phases. L’idée principale derriére ’espace de représentation est la linéarisation
du probléme original. En effet, si on projette le probléeme initial dans un espace
de suffisamment grande dimension, celui-ci pourra étre linéarisé. Ce probleme est
analogue a celui de la cartographie : dans le but de représenter une carte, on utilise un
systeme de projection pour passer d’un probléme a trois dimensions a deux dimensions
et on "aplanit" le probleme. L’espace des descripteurs a le méme role : transformer
un probléeme de topologie complexe (ces notions de topologie seront développées plus
précisément dans le chapitre (4)) en un probléme suffisamment "plat" pour qu’il soit
linéarisable. La dimensionalité du probléme devient alors D < 3N. Comme pour la
cartographie, le choix du systéme de projection ne doit pas étre fait au hasard et
dépend du probleme que nous voulons étudier. Les descripteurs doivent respecter des
propriétés de symétries importantes et leurs composantes doivent étre suffisamment
non-colinéaires pour décrire de facon quasi-unique ' une configuration.

Nous allons maintenant présenter les principales propriétés de symétries que doit
vérifier un descripteur. On nomme & le groupe de symétrie du systéeme que nous
étudions. Soit g € & et q le vecteur de coordonnées du systeme, on a :

Vge®, glg =g (2.2)

L’équation (2.2) définit rigoureusement le groupe de symétrie du systéme comme étant
I’ensemble des transformations laissant invariantes les coordonnées du systeme. Les
groupes de symétries les plus importants pour la science des matériaux sont : (i) le
groupe des permutations, qui assure I’équivalence pour les échanges de deux particules
identiques; (ii) le groupe des translations; (iii) le groupe des transformations
orthogonales comme les rotations et les réflexions pour les systémes cristallins.
L’équivalence entre deux configurations différentes par la composition d'un élément
d’un groupe de symétrie du systeme doit aussi se traduire dans I'espace des descripteurs
c’est-a~dire pour le descripteur local centré sur I'atome ¢ :

Vge®, D,og=D, (2.3)

Ici, o représente I'opérateur de composition de g par g. Cette condition peut étre
exprimée de fagon plus élégante par la proposition suivante : les descripteurs doivent
posséder au moins les symétries du systeme. La notion de descripteur que nous
décrivons jusqu’ici reste abstraite. Nous allons donc donner deux exemples simples de
"descripteurs atomiques" respectant les conditions présentées plus haut. Le premier
exemple simple de descripteur atomique local est la coordinance de ’atome :. La

1. Dans le cas d'un passage R*N — RP I’injectivité ne peut pas étre assurée et donc la bijectivité
non plus.
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coordinance vérifie toutes les propriétés de symétries et d’invariance du systeme et
permet de donner des informations qualitatives sur I'environnement local de ’atome
1. L’analyse de la coordinance permet de détecter, par exemple, la présence d’une
lacune ou d’un atome interstitiel dans I’environnement local de ’atome . Néanmoins,
cette information n’est pas quantitative, au sens ou la coordinance seule ne pourra pas
permettre de construire un modele d’énergie locale de 'atome ¢ qui sera précis. Afin
de construire un modele plus quantitatif, il faut choisir un descripteur contenant plus
d’informations que la coordinance. On peut citer un autre exemple simple de descripteur
local permettant d’effectuer des analyses quantitatives : il s’agit de la matrice de
Couloumb [116-118]. La matrice de Coulomb est généralement utilisée pour des
systemes de petites tailles et ou les interactions électrostatiques sont importantes,
par exemple les molécules organiques. Dans ce cas, les coordonnées du systeme sont
remplacées par la matrice suivante :

224 sii=j
CZ] - ZiZ; sinon (24)
lgi—q;1

Ici, Z; et q; représentent respectivement la charge électrique et la position de I'atome .
La matrice de Coulomb représente un deuxieme exemple de descripteur simple. Celle-ci
respecte les propriétés de symétries et d’invariance du systeme. Mais, contrairement a
la coordinance, la matrice de Couloumb contient suffisamment d’informations pour
prédire de facon quantitative des observables du systéme, telle que son énergie [116-
118]. Un grand nombre de descripteurs atomiques plus complexes et plus ou moins
sophistiqués ont été developpés dans la littérature. Nous choisissons ici de décrire les
"grandes classes" de descripteurs : (i) les descripteurs radiaux et angulaires, (ii) les
descripteurs basés sur des réseaux de neurones, (iii) les descripteurs spectraux
et (iv) les descripteurs tensoriels.

Descripteurs radiaux et angulaires

La construction analytique de descripteurs a été initiée par Behler et Parrinello [84,
119, 120] et Bartdk et al. [97, 98, 121] et forme la base actuelle des descripteurs locaux
utilisés en sciences des matériaux. Les descripteurs radiaux construisent des invariants
en ne prenant en compte que les distances entre paires d’atomes. Le premier descripteur
radial utilisé est Gz créé par Behler et Parrinello [84]. D’autres descripteurs, prenant
en compte les distances de paires et les angles de triplets ont alors été developpés. On
peut citer le descripteur Gy [84, 119, 120] et le descripteur Angular Fourier Series
(AFS) issu de Bartok et al. [97, 98, 121]. Ces descripteurs permettent de construire
des modeles de régression ou des potentiels Machine Learning dont la précision
est plus grande que le formalisme EAM ou MEAM. Ces descripteurs possedent en
général entre 10 et 100 composantes.
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Descripteurs basés sur des réseaux de neurones

La construction peut aussi étre spécifique pour un systéme donné [91, 122-124]
olu les descripteurs peuvent étre directement construits a ’aide de méthodes de type
deep learning [113, 125-127]. Dans ce cas, les descripteurs sont construits de fagon
automatique par le réseau de neurones, qui construit les symétries et les invariances.
Il est important de noter que la forme analytique des descripteurs n’est pas
connue ici. Celle-ci est "cachée" dans les poids du réseau de neurones. Ce type
d’approche ne permet pas de garantir I'invariance par certaines opérations de symétrie,
si celles-ci ne figuraient pas dans la base de données d’entrainement.

Descripteurs spectraux

Les descripteurs spectraux se basent sur la décomposition de la densité atomique
d’un systéme sur une base de fonctions hypersphériques. Les propriétés des fonctions
hypersphériques permettent alors de construire des invariants. La forme et la qualité
des descripteurs vont dépendre de la fonction de distribution choisie. On peut choisir
la densité atomique comme une somme de fonctions deltas centrées sur chaque
atome du systeéme : on aboutit alors au descripteur bi-spectrum SO(4) [121]. On
peut aussi choisir de travailler avec de Gaussiennes de largeurs finies et on aboutit
alors au descripteur SOAP [97, 98, 121]. L’utilisation de Gaussiennes plutot que
de fonctions deltas permet d’assurer la construction d’un descripteur plus lisse. Les
deux descripteurs cités précédemment sont des descripteurs locaux, mais il est aussi
possible de construire des descripteurs spectraux multi-échelles. C’est le cas des
coefficients de Scattering développés par Mallat et al. [128-131]. Dans le cas des
coefficients de Scattering, la construction de I'invariance est plus générale et ne se
base plus sur les propriétés spécifiques des fonctions hypersphériques. L'utilisation
de la convolution avec des ondelettes de différentes échelles permet de construire un
descripteur dépassant l'information locale. On peut distinguer deux familles principales
pour ces descripteurs : (i) les descripteurs compacts, tel que le bi-spectrum SO(4) [121]
et possédant généralement entre 10 et 50 composantes et (ii) les descripteurs non-
compacts tels que SOAP [97, 98, 121] et les coefficients de Scattering [128-131] possédant
entre 100 et 4000 composantes. Le caractere compact ou non de ce type de descripteur
dépend notamment de la facon dont sont couplées les informations radiales et angulaires
dans le descripteur (par exemple entre le bi-spectrum SO(4) et SOAP).

Descripteurs tensoriels

Les descripteurs tensoriels représentent une nouvelle classe de méthodes permettant
de construire de facon systématique des invariants a un groupe de symétrie. L’approche
de construction de I'invariant est proche de celles des coefficients de Scattering. Les
méthodes tensorielles utilisent cette méme "astuce' mais ne se limitent pas a une base
de fonctions hypersphériques. On peut alors contruire des descripteurs invariants par
rotation et par permutations a l’aide de fonctions de bases polynomiales [132, 133]. La
construction du descripteur peut faire intervenir des interactions a N atomes. C’est le
cas des descripteurs construits par Oord et Allen [134, 135]. Des cas particuliers de ces
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méthodes aboutissent aux descripteurs cités précedemment. Ainsi, si on utilise comme
fonction de base les fonctions hypersphériques et qu’on se limite a un développement
tensoriel d’ordre 2, les descripteurs tensoriels aboutissent & SOAP [97]. On citera
aussi le descripteur ACE (atomic cluster expansion) [136, 137], lui aussi basé sur les
propriétés d’invariance des harmoniques sphériques et faisant intervenir explicitement
des interactions a .JJ-corps pour une expansion a l'ordre J. Les descripteurs tensoriels
possedent un nombre extrémenent élevé de composantes (entre 1000 et 10000) ce qui
les rend généralement difficilement utilisables directement dans la pratique.

Autres types de descripteurs et descripteurs utilisés

On peut enfin constuire des descripteurs plus "exotiques' composés de la concaténa-
tion de plusieurs descripteurs. C’est ce que 1'on appelle des descripteurs hybrides [20].
Il est aussi possible de construire des descripteurs plus "physiques”, par exemple basés
sur la projection de la fonction d’onde sur des orbitales atomiques données [21].

Dans la suite, nous allons porter une attention particuliere aux descripteurs ana-
lytiques locaux implémentés dans le package MILADY [20, 138] et sur les coefficients de
Scattering. La sous-section suivante (2.1.2) sera dédiée a la description quantitative des
descripteurs suivants : (i) le descripteur G premier descripteur développé par Behler
et Parrinello [84, 119, 120], (ii) les descripteurs Angular Fourier Series (AFS) [121]; (iii)
le descripteur bi-spectrum SO(4) [121] et (iv) les coefficients de Scattering [128-131].

2.1.2 Principaux descripteurs atomiques utilisés

Historiquement, le premier descripteur atomique quantitatif a été développé
par Behler et Parrinello [84, 119, 120] et consiste en un descripteur radial. Le
descripteur Ga(Mmaz, R:,,,) consiste seulement en une norme de paires dans 1'espace
des Gaussiennes et est défini par ’expression suivante :

Gy(n, R*) = Y e B £ () (2.5)
keV(i)

On note ici V(i) I'ensemble des atomes dans le voisinage de 'atome 4, 7, est la distance
euclidienne entre I'atome ¢ et I'atome k, enfin f. est appelée fonction de cut-off. C’est
une fonction lisse telle que pour toute distance r > 1., on a f.(r) = 0. Le scalaire
0 < 1 < Nmae permet de définir I'étalement de la Gaussienne et donc la vitesse a
laquelle I'interaction de paires décroit. Le parametre R® sert a ajuster le "centre' de
la distribution de valeur du descripteur. Le choix de la valeur de ces parametres est
discuté par Behler et Parrinello [84, 119, 120]. Le descripteur G vérifie les propriétés
d’invariance par permutations, translations et rotations de fagon évidente. Ce premier
descripteur ne contient aucune information angulaire ce qui restreint son utilisation a
des problemes simples. Le formalisme de ce descripteur est tres fortement inspiré de
celui des potentiels EAM [25, 26] mais constitue la premiere introduction de la notion
de descripteur atomique local. Le descripteur résultant pour les collections {nx to<k<d,

et {Rf}OSlSdz s’écrira Q@ = (Gi2<7717 Ri)? Gi2<7717 Ri)? ) Giz(niv Rj)v ) Gé(ndl ) RZQ))
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2. Représentation des environnements atomiques locaux et régressions 33

et la dimension de ce descripteur sera D = dyds.

Le descripteur Angular Fourier Series a été initialement introduit par Bartok et
al. [121] et consiste en un descripteur produit entre les informations radiales et les
informations angulaires de ’environnement atomique local. Considérons le descripteur
Al 1 bossédant n canaux radiaux, [ canaux angulaires et centré sur 'atome 7. On
a alors I’expression analytique suivante :

;,l: > 9u(rik) gn(riw) cos (Om i) fi(rae) fi(rinr) (2.6)

k,k! €V (4)

On note ici V(i) I'ensemble des atomes dans le voisinage de l'atome i, r;; est la
distance euclidienne entre I'atome ¢ et I'atome k et 8 représente I'angle formé
par le triplet d’atomes i, k, k' centré sur i. Le descripteur contient I’ensemble des
informations de paires et de triplets d’atomes dans le voisinage V(i) de 'atome 1.
Concernant les fonctions quantitatives impliquées dans 1’expression (2.6) : (i) f; est
une fonction lisse de cut-off, telle que pour toute distance r > r.,; on a f;(r) = 0.
(ii) Les fonctions radiales g,(r) sont des fonctions polynomiales décroissantes avec la
distance r et de degrés o + 2 avec 0 < a < n. Une description plus précise de ces
fonctions est donnée par Bartdk et al. [121]. (iii) Les fonctions angulaires cos (1) sont
les polynémes de Tchebyshev avec 0 < [ < [,,,,. En tant que descripteur produit
Aflmm 1., Possede Mpgq(lmaz + 1) canaux et vérifie toutes propriétés d’invariance par
permutations, translations et rotations. D’un point de vue qualitatif, le descripteur
AF'S propose une grille radiale et une grille angulaire indépendantes et dont la finesse
peut étre choisie de fagon tres flexible. La limitation principale de ’AFS est sa nature
produit. En effet, dans le cas d'un probléme nécessitant une grille radiale et une grille
angulaire fine, son nombre de canaux peut vite devenir trés grand. On pourra noter
un autre inconvénient lié a la construction méme de ce descripteur : les fonctions
gn sont construites par un processus d’orthonormalisation de fonctions polyndémiales.
Dans le cas de fonctions se recouvrant fortement (ce qui est le cas des fonctions
utilisées par Bartok et al. [121]) cette procédure d’orthonormalisation peut créer des
instabilités numériques pour les grandes valeurs de . Dans le reste de ce manuscrit,
nous continuerons a noter le descripteur AFS sous la forme A

Nmaz,lmaz *

Le descripteur bi-spectrum SO(4), bSO(4);,.... est un descripteur spectral basé sur
la décomposition de la densité atomique locale sur la base des fonctions hyper-sphériques
en 4 dimensions [97, 121]. Tl existe en effet une bijection entre 'espace réel R? et
'hyper-sphére unité S* € R*. L’environnement atomique de I'atome i est décrit par sa

densité p;(r) et se décompose de la fagon suivante sur les fonctions hyper-sphériques :

pi(r) = > wpd(r —ry) (2.7)

keVv(i)

-y oy C’ZmU’”m (2.8)

keVv(i) 7=0 m,m/=—
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Comme pour les descripteurs AFS, le voisinage V(i) est défini comme étant la sphere
de rayon r., centrée sur l'atome 7. La densité est identiquement nulle en dehors
;’:‘j’m/ est le
résultat du produit scalaire entre la fonction de densité centrée sur 'atome ¢ et 1’hyper

de ce voisinage. Ici wy est une scalaire dépendant de I'espece chimique, ¢

harmonique sphérique U}" ™ En utilisant 1’équation (2.8) et les coefficients c?fj’ml on
peut déduire la décomposition en puissance spectrale et le bi-spectrum de la densité
atomique centrée sur i. On définit alors les composantes du bi-spectrum SO(4) de
la fagon suivante avec j < Jpnar €t [J1 — 2| < 7 < J1 + Jo :

= (™Y IR (M g ) (2.9)

1,J 4,71 1,52

B;jljz
Ici, H792 sont reliés aux coefficients de Clebsch-Gordan pour la représentation du
groupe SO(4). Une description détaillée de ces coefficients est donnée par Bartdk et
al. [97, 121]. Le bi-spectrum SO(4) respecte les propriétés d’invariance par translations
et par permutations de fagon évidente. La propriété d’invariance par rotation est
plus subtile et rendue possible par les propriétés des fonctions hypersphériques et la
construction méme du descripteur [97, 121]. Une partie des composantes du bi-spectrum
SO(4) est nulle par propriété des coefficients de Clebsch-Gordan ; on peut alors utiliser
les composantes non nulles ou seulement les composantes diagonales c¢’est-a-dire celle
correspondant & j; = j3 [97, 121, 139]. Le bi-spectrum SO(4) donne une description
trés sensible de 'environnement atomique. En effet une faible différence entre des
configurations q; et gy en termes de norme euclidienne peut induire une forte différence
en termes de représentations irréductibles et donc une forte différence entre D(q)
et D(q2) (en termes de norme euclidienne). Bien que le bi-spectrum SO(4) soit tres
sensible au changement de symétries, celui-ci possede un inconvénient majeur venant
de sa construction. En effet, il est impossible de découpler 'information radiale et
angulaire dans les composantes du bi-spectrum SO(4) en raison de leur projection sur la
sphere §*. D’un point de vue qualitatif, le 5SO(4) donne une description angulaire tres
fine mais nécessite un temps de calcul conséquent en raison de I’expression récurrente
des coefficients de Clebsch-Gordan [139] ce qui limite la valeur maximale de j. Dans le
reste de ce manuscrit, nous continuerons a noter le bi-spectrum SO(4) sous la forme
bSO(4) -

La transformée en ondelettes proposée par Mallat et al. [128, 129] permet la
construction d’'un descripteur respectant les propriétés d’invariance par translations
et par rotations avec un formalisme explicitement multi-échelles. Pour cela, on
exprime la densité du systeme C comme une somme de Gaussiennes centrées sur
les positions des atomes :

p(r)=> g(r—re). (2.10)

keC

Les coefficients de Scattering S7Lplj, 0],5 € J,0 <1 < L sont calculés par convolu-
tions successives de la densité p avec les ondelettes ¢7; de différentes échelles j € J.
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L’ensemble est ensuite rendu invariant par rotations et par translations par intégration
sur I’ensemble des translations et des rotations :

m=—/{

' 1/2
STl ) = [ 3(2 o %(T)IQ) dr (2.11)

miy— L sy (T
V) = s () (212

Ici, Y™ sont les harmoniques sphériques sur la sphére S3. Le formalisme développé
par Mallat et al. [128, 129] permet la prise en compte explicite des interactions entre
les différentes échelles, ce qui n’est pas le cas des descripteurs locaux. Néanmoins,
I'interaction des différentes échelles via les convolutions ne permet pas de distinguer
I'origine des contributions dans les coefficients de Scattering. Le descripteur et 'infor-
mation qu’il contient résultent d’une "moyenne" entre les différentes échelles, ce qui
rend 'analyse difficile. Dans le reste de ce manuscrit, nous continuerons a noter les
coefficients de Scattering sous la forme S7°F.

Les descripteurs atomiques décrits précédemment possedent les qualités pour
décrire de fagon systématique des environnements atomiques tout en respectant des
propriétés fortes d’invariances par permutations, translations et rotations. Néanmoins
les descripteurs seuls ne permettent pas de remonter a des quantités thermodynamiques
du systeme : il est nécessaire d’utiliser un modele de régression entre I'espace des
descripteurs et la quantité thermodynamique. Le choix de ce modele est tout aussi
important que le choix du descripteur lui méme si on veut obtenir une régression robuste
et transférable. Les principaux modeles de régressions présents dans la littérature
vont étre décrits dans la section suivante Sec. 2.2.

2.2 Modeles de régressions pour des quantités phy-
siques

L’essor des méthodes de type Machine Learning a permis de nombreuses avancées
en science des matériaux [140]. Tous ces progres ont un point commun : 'utilisation de
méthodes numériques de régressions et de classifications efficaces en grande dimension.
Nous allons décrire ces méthodes dans cette section en commencant par (i) les réseaux
de neurones artificiels [141] dans la sous-section 2.2.1; (ii) les méthodes & noyau [142]
dans la sous-section 2.2.2 et nous terminerons avec (iii) des méthodes plus simples telles
que les régressions linéaires ordinaires et Bayésiennes [1412] dans la sous-section 2.2.3.
Nous nous attacherons ici a décrire succinctement le principe de chaque méthode et
dans quelles situations elles sont les plus efficaces.

Nous définissons d’abord ce que nous qualifions étre un "probleme de régression".
Soit, y € R™ un vecteur de données que 'on veut ajuster, z € R™*" une matrice de
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données d’entrée (ou matrice de design). Le probléeme de régression se traduit par le
choix d’une famille de fonction f, : R™*" — R™ telle que :

= fw(i)

La fonction f,, dans I’équation (2.2) définit la forme du modele de régression. On

<>

introduit une fonction de coit L {y, fuw (g)} qui va définir quantitativement la qualité du
modele de régression. La fonction de cout peut, par exemple, étre 'erreur quadratique
moyenne entre les quantités a ajuster et les quantités prédites par le modele : ||y —
fw(@)||>. On cherche alors f* solution du probléme d’optimisation suivant :

f*=argmin L {v. fu(@)} (2.13)

Le probléme de régression se traduit donc par deux quantités : (i) la fonction f qui
fait le lien entre I'espace d’entrée et la quantité a ajuster et (ii) la fonction de coit
associée au probleme. Les méthodes que nous allons présenter dans les sous-sections
suivantes sont entierement définies et se distiguent par le choix de ces deux quantités.

2.2.1 Modeles non-linéaires : réseaux de neurones artificiels

Les réseaux de neurones artificiels sont nés a la fin des années 1950 avec I'article

fondateur de Rosenblatt [143] introduisant le concept de perceptron dont 'architecture
s’inspire des cortex cérébraux et des connexions entre les neurones biologiques. Les
méthodes de type perceptron vont, petit a petit, se complexifier par augmentation du
nombre de couches et d’'interconnexions du réseau grace a I’amélioration des algorithmes
d’optimisation de poids [144] et I'introduction de 1’algorithme de rétro-propagation
des erreurs par Werbos [145]. Au fil des années, les réseaux de neurones sont devenus
la référence en terme de probléeme de classification d’images grace a la mise en place
de bases de données telles que ImageNet [146], MNIST [147] etc. Un nouveau pas en
termes de classification d’image a été franchi par I'introduction des réseaux de neurones
convolutionnels par Le Cun et al. [148] qui sont aujourd’hui les structures obtenant les
meilleurs scores de classification sur la base de données [146, 147].
Un réseau de neurones artificiels est constitué de n couches contenant n; neurones dans
la couche i. Le passage d’entrée a la sortie du réseau de neurones peut étre vu comme
une cascade "d’opérations élémentaires". Chacune de ces opérations se décompose
en deux temps. A titre d’exemple plagons-nous sur la couche i du réseau : (i) une
phase d’aggrégation linéaire des sorties de tous les neurones de la couche i — 1; (ii)
I'application d'une fonction non-linéaire o(-) sur l'entrée de la couche ¢ — 1 et I'ajout
d’un biais b;. Ces deux opérations élémentaires sont représentées schématiquement
par la figure 2.1. L’opération élémentaire (illustrée dans la figure 2.1) entre la couche
1 — 1 et 7 se traduit de la fagon suivante :

Ni=oi (W™ Ny +biy) (2.14)

ou N, et N;_; sont respectivement les vecteurs de sorties de la couche 7 et 7 — 1. Les
parameétres W' € R™*™i-1 et b; € R™: sont des matrices et vecteurs de poids qui
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définissent les propriétés du réseau. L’ensemble du réseau a n couches contenant n,
neurones dans la couche [; peut étre décrit par la fonction suivante entre le vecteur
d’entrée I € R et le vecteur de sortie O € R° :

NN = on(W 00y (W o or(W L by) ) +hoa) +0)  (215)

Les parametres W' € R™:"*™i-1 et b; € R™: sont des matrices et vecteurs de poids qui
définissent les propriétés du réseau. L’ensemble de ces poids doit étre optimisé lors
de la procédure d’entrainement afin de construire un modele de régression.

Input level
Qutput level

Figure 2.1: Illustration schématique de 'architecture d’un réseau de neurones artificiels.
Les différents neurones du réseau sont représentés par les cercles blancs. Ces neurones sont
organisés en couches successives dont les connexions sont schématisées par les traits noirs
entre les neurones. Les informations d’entrées d’un neurone de la couche i sont constituées
d’une combinaison linéaire des informations de sortie des neurones de la couche précédente
i — 1. On applique ensuite une linéarité a cette combinaison linéaire afin de créer la sortie du
neurone de la couche 3.

Cette architecture simple développée en premier lieu par Rosenblatt [143] consiste
donc en une suite d’opérations linéaires suivie de I'application d’une non-linéarité.
En se basant sur cette architecture, on peut démontrer deux théoremes importants
concernant les réseaux de neurones artificiels.

Le théoréme de classification (i) qui peut étre énoncé de la fagon suivante :

Théoreme 2.1. Un réseau de neurones artificiels contenant une seule couche est un
classificateur linéaire pour un probleme linéairement séparable.

Ce théoreme se démontre facilement en remarquant que dans le cas d’un réseau
monocouche, le vecteur de parametres W peut étre vu comme la normale a ’hyperplan
séparant les classes de données. Le vecteur b est un offset permettant de placer
I’hyperplan "au bon endroit'. Enfin, la non linéarité permet de discriminer de quel c6té
de I'hyperplan se situent les données. Une illustration de la méthode de démonstration
de ce théoreme est donnée par la figure 2.2.
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A 4
Negative Points

Figure 2.2: Illustration schématique de la démonstration du théoreme de classification qui
consiste seulement a placer 'hyperplan adéquat pour séparer et discriminer les données. Ici
w correspond au vecteur de parametres W et H est '’hyperplan de séparation des données.

Le théoréme d’approzimation universelle dit & Cybenko [149] pour le cas de fonction
sigmoide utilisée pour la non-linéarité peut étre énoncé de la fagcon suivante :

Théoréme 2.2. L’ensemble des réseaux de neurones NN : RP — R est dense dans
I’ensemble des fonctions f : Rt — R.

En d’autres termes, un réseau de neurones artificiels peut approximer n’importe
quelle fonction continue et peut donc étre utilisé pour construire des modeles de
régression en grande dimension. Ces deux théoremes importants expliquent 1'utilisation
grandissante des réseaux de neurones en science des données. En effet, les réseaux
de neurones artificiels posseédent un grand nombre de parametres a optimiser ce qui
nécessite d’importantes bases de données. La phase d’optimisation est assurée de la
facon suivante : considérons m vecteurs de données d’entrée X, € R’ et les vecteurs
de données de sortie y, € R°. On définit alors une fonction de coit L :

L{X.yf= = ié{fw\f@k)agk} (2.16)

k=1

Ici, X et y sont respectivement la concaténation des vecteurs X, et y;.. Cette fonction
de coit doit étre minimale afin de minimiser I’erreur entre les données réelles y et les
prédictions du réseau de neurones NN (y). La fonction de cott peut prendre différentes
formes en fonction du type de probléemes. A titre d’exemple pour un probléme de
régression, cette fonction peut étre I'écart quadratique |ly — NN (y)||®. La notion
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de fonction de cout a un réle central dans les problemes de régression et sera aussi
utilisée dans les sous-sections 2.2.2 et 2.2.3. Dans le cadre des réseaux de neurones
artificiels, la fonction de coit est minimisée grace a l’algorithme de rétro-propagation
des erreurs [145]. Au cours de cette procédure, qu’on appelle entrainement, la valeur
de la fonction de cofit sur le jeu de données d’entrainement va diminuer et peut
méme atteindre la valeur de zéro. On obtient alors un modele d’interpolation tres
efficace mais qui peut étre tres mauvais pour l'extrapolation. Ce phénomene est
appelé hyper-ajustement, si on sépare nos données d’entrée en deux catégories : (i) des
données d’entrainement, (ii) des données de vérification ; I’ hyper-ajustement se traduit
par une réduction de l'erreur sur les données d’entrainement et une augmentation de
Ierreur sur la base de données de vérification. Les phénomenes d’hyper-ajustement
limitent grandement la transférabilité des modeles construits, c¢’est-a-dire la capacité
d’un modele a avoir une erreur faible de prédiction sur des données qui n’ont pas
été utilisées pour 'entrainement. Différentes procédures peuvent étre utilisées afin
d’augmenter la transférabilité d’un modele telle que : (i) la régularisation qui sera
décrite plus précisément dans la sous-section 2.2.2 qui agit directement sur la fonction
de cott; (ii) la k-cross validation [150, 151] qui permet de réduire le sur-ajustement en
trouvant le meilleur échantillonnage possible de données pour entrainer le modele. Dans
le cas des réseaux de neurones artificiels, il peut exister une phase de généralisation [152,
153], c’est-a-dire que Perreur sur la base de données de vérification sera du méme ordre
de grandeur que l'erreur sur la base de données d’entrainement. Dans ce cas, le modele
construit possede une tres bonne capacité d’interpolation et d’extrapolation.

Les réseaux de neurones artificiels présentent d’excellentes performances pour la
reconnaissance d’images notamment grace a 'architecture convolutive [154]. Néanmoins
le niveau de compréhension théorique de ce qui fait fonctionner ces outils reste tres
flou. En effet, leur structure de plus en plus complexe (augmentation du nombre
de couches) et leur caractére tres non-linéaire ne permettent pas de construire une
théorie simple. Dans les faits ceux-ci restent des "boites noires" notamment en ce
qui concerne les modeles de régressions, ce qui rend obscure la compréhension d’un
"modele physique" derriére les millions (voir des dizaines de millions) de parameétres
optimisés dans l’architecture du réseau.

2.2.2 Modeles non-linéaires : méthodes a noyau

Les méthodes a noyau offrent un formalisme pour les problémes de régression et de
classification. Le cadre théorique des méthodes a noyaux s’appuie sur deux théoremes
importants démontrés par Mercer [155] et Scholkopf et al. [156] et grace a 'apport non
négligeable de Aizerman et al. [157]. Nous allons détailler ces deux théoremes mais
nous devons d’abord définir ce qu’est un noyau. Considérons une fonction ¢ : R — R".
On définit un noyau K par son opérateur intégral T de la fagon suivante :

Tk {¢} (z) :/ K(z,2")¢(z")dz' (2.17)

n

Il découle de cette définition deux théoremes importants. Le théoréme de Mercer [155,
157] qui se formule de la fagon suivante :
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Théoreme 2.3. Soit un noyau K : R™ x R™ — R wvérifiant les propriétés suivantes :

Ve, o' e R" K(z,2') = K(2',2)
Vo, 2, o, 8 € R"” / K(z,2")aBdzdx’ > 0
= R7 xR™ =

Alors, il existe un espace de Hilbert H ou on peut définir un produit scalaire (-, )4 tel
que :
Ve, e R" K(z,2') = (z,2")n

Le théoréeme de Mercer permet de définir la notion de mesure de similarité entre
deux vecteurs x et 2’ grace a l'utilisation d'un noyau K et de définir la norme

K(zx — 2/, — 2') = ||z — 2’||3. Nous reviendrons un peu plus tard sur 'intérét de la
construction de cette norme.

Le deuxieme théoréme découlant de I'utilisation des noyaux est le théoréeme du repré-
sentant démontré par Scholkopf et al. [156]. Il peut étre énoncé de la fagon suivante :

Théoréme 2.4. Considérons une fonction de cout L entre des données de sortie
y € R™*° et un modeéle [ wutilisant des données d’entrée x € R™%¢. On cherche a
résoudre le probléeme d’optimisation suivant dans ’espace de Hilbert engendré par le
noyau K :

17 =argmin L {y. f(z)} + g(II/1] (2.18)

Ici g est une fonction positive et strictement croissante et est appelée régularisation.
Sous les hypotheses du théoreme de Mercer Th. 2.3 il existe w € R™ telle que la
solution du probléme d’optimisation Eq. (2.18) peut s’écrire de la fagon suivante :

£ =S wK () (2.19)

k=1

On appelle régularisation le terme de pénalisation ajouté dans la fonction de cout
(cf. Sec 2.2.4) portant sur la norme de f. Le controle de la norme de f implique un
contrdle sur la norme du vecteur de poids w. Cette méthode (générale utilisée aussi
pour les réseaux de neurones et les méthodes simples de régression) permet d’éviter
le sur-ajustement. Cet effet se comprend tres bien pour les méthodes a noyau. En
effet, considérons une base de données (z,y) et supposons que la donnée 7,, associée
vecteur z,, soit abbérante. Par exemple, ¢, = 100y, avec y, la valeur cohérente
associée au vecteur z,,. Lors d’ajustement du modele (afin de minimiser la fonction
de coit), la norme du poids ||w,|| associée a K (-, x,,) va étre élevée. Or, si on veut
faire une prédiction sur un nouveau vecteur x sur lequel le modele n’a pas été ajusté,
la prédiction sera fortement faussée par le poids fort de la donnée 7,,. Le terme de
réqularisation permet de pallier le probléme en discriminant les modeles contenant des
normes de poids élevées et en privéligiant les modeles ayant un bon comportement (au
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sens de l'erreur) sur I’ensemble des données. Ce type de procédure permet d’améliorer

grandement la transférabilité et la robustesse des modeles construits.

Le théoréeme du représentant Th. 2.4 assure que n’importe quelle fonction peut étre
approximée par une décomposition sur un noyau K vérifiant les hypotheses du théoreme
de Mercer Th. 2.3. L’intérét principal des méthodes a noyau par rapport aux réseaux de
neurones artificiels est la notion de mesure de similarité donnée par la norme associée
| - [[% dans l'espace de Hilbert H. L’espace H est appelé espace de représentation
des données et présente 'avantage de posséder une norme associée. On peut donc
savoir "ou se situe" une nouvelle donnée par rapport aux autres grace a || - [y ce qui
n’est pas le cas d'un réseau de neurones artificiels car la norme associée a ’espace de
représentation n’est pas directement accessible. Le formalisme a noyau et sa norme
associée permettent de donner une estimation de I’erreur de prédiction d’une
nouvelle donnée sachant les données sur lesquelles le modele a déja été
entrainé. Schématiquement, si on considere le "barycentre' de la base de données
d’entrainement (z), et un nouveau vecteur s alors plus la distance ||(z) — s/ est
grande, plus 'erreur attendue sur la prédiction du vecteur s sera grande. Ce controle
systématique de l'estimation de l'erreur est I'avantage majeur de 1'utilisation des
méthodes a noyau. Les méthodes a noyau ont déja été utilisées en science des matériaux
notamment par Bartok et al. [89, 95, 98, 158] afin d’ajuster des potentiels machine
learning comme GAP [89]. Les potentiels machine learning développés par Barték et
al. [89, 95, 98, 158] sont de tres bons interpolants sur la base de données sur laquelle
ils ont été entrainés. Ceux-ci présentent néanmoins un pouvoir d’extrapolation assez
limité [159]. L'un des inconvénients majeurs des méthodes a noyau est la complexité
numérique directe du modele. En effet, pour un systéme a N particules et une base de
données d’entrainement de taille m, celle-ci évolue comme O(mN) : I'évaluation du
modele est donc d’autant plus lente que la base de données d’entrainement est grande.
Il est possible, dans le cas des grandes bases de données, d’'utiliser des méthodes de
sparcification ou d’analyse de rang afin d’éliminer les configurations redondantes. On
peut alors passer d’une complexité évoluant comme O(mN) a O(m,N) avec my < m le
nombre de configurations non redondantes de la base de données. Or, pour avoir un bon
pouvoir de prédiction, la base de données doit étre en général grande (ou tres grande
c’est-a-dire de Pordre de 10° configurations). Dans le cas de GAP [39] D'évaluation de
I’énergie d'un systéme de 10% atomes de fer est environ 10° plus longue quun potentiel
MEAM [63]. Nous voudrions nous tourner vers des modeles de régression simples,
plus robustes et transférables que les méthodes précédement citées afin de garder une
"compréhension physique' du modele et avoir une complexité numérique faible. Ce

type de modele va étre décrit dans la sous-section 2.2.3.
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2.2.3 Autres modeles simples de régression : modele linéaire

Les réseaux de neurones artificiels et les méthodes a noyau sont de puissants outils
d’interpolation qui ne nécessitent pas de connaitre la fonction a ajuster de facon a
priori. En physique, le choix d’une fonction a priori est parfois intéressant car il reflete
une réalité théorique. Si I'on veut ajuster un modele d’énergie cinétique E. en fonction
de la vitesse d’un projectile v, on va directement penser a utiliser un modele de la forme
E. oc v? car celui-ci refléte une "réalité physique" sous-jacente. Ce type d’approche est
d’ailleurs utilisé dans le formalisme des potentiels EAM [25, 26] et MEAM [63] ou
la forme du modele est inspirée par la forme attendue des orbitales atomiques. Nous
allons, dans cette sous-section, nous intéresser au modele de régression particulierement

simple qu’est la régression linéaire. Commencons par le théoreme suivant :

Théoreme 2.5. Soit une fonction f bijective sur R, y € R™ un vecteur de données
de sortie, x € R™ "™ une matrice de données d’entrée, un vecteur o € R™ et un bruit
Gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance ¥ = o1 € R™*™ tel que :

y=flz-a+te)

E

s
=
o
8]
.
V)
~
9]
S
S
&
£
S
9]

Considérons la fonction de cout L {g, g} =/ y) —z-
solution au probleme d’optimisation suivant :

w* = argmﬂinL{g,g} = {gT-g}_ -gT : f‘l(g)

Ce théoréme de Gauss-Markov [160] démontré a quelques années d’intervalle par
Gauss et Markov pose les bases théoriques de la régression linéaire au sens des moindres
carrés ordinaires. La régression linéaire peut étre étendue aux cas de fonctions de cotts
régularisées. Il existe notamment des solutions analytiques du probleme des moindres
carrés ordinaires avec régularisation au sens des normes L et Ly [142]. Les solutions
fournies par la résolution du probléme des moindres carrés ordinaires sont généralement
peu stables méme en utilisant une fonction de cott régularisée (cf. Sec (2.2.4)). Nous
allons maintenant décrire la méthode de régression linéaire Bayésienne qui présente
de meilleures qualités de robustesse et de transférabilité.

Considérons le probléme de régression suivant y = z - w + € ou les notations sont les
mémes que celles utilisées dans le théoréeme Th. (2.5). Dans le cadre de I'approche
Bayésienne, on peut définir la probabilité conditionnelle suivante p(y|w, z, o), qui
représente la probabilité d’obtenir le vecteur y sachant w, z et o. Cette proba-
blité est appelée vraisemblance de y sachant w, z et o et on vérifie facilement que
—log(p(y|w, z, o)) vérifie les propriétés d'une fonction de coit. En effet, dans le cas

d’un bruit Gaussien on montre que :
p(ylw, z,0) < exp (~|ly — z - w|?/20?) (2.20)
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Dans ce cas — log(p(y|w, z, o)) est exactement la fonction de cott associée au probleme
des moindres carrés ordinaires. L’approche Bayésienne permet aussi d’ajouter une
distribution a priori pour les valeurs de w que l'on prend généralement Gaussien.
On a alors po(w|o,) o< exp(—||w||*/202) ou o, est la variance a priori du parameétre
w. On peut alors ré-écrire la vraisemblance de y sachant w, x et o comme étant
pylw,z,0,0,) = p(ylw, z,0)po(w|o,). On peut aisement vérifier que la fonction de
cout associée a —log(p(ylw,z,0,0,)) correspond a la méme fonction de coit que
dans I'équation (2.20) mais en ajoutant un terme de régularisation de norme Ls.
Dans la majorité des cas, on choisit des distributions Gamma pour po(c), po(o,) afin
de mener les calculs analytiquement [142]. Jusqu'ici le formalisme Bayesien permet
seulement d’écrire le probléme des moindres carrés ordinaires dans un formalisme
probabiliste. Dans les faits, la probabilité p(y|lw,z) n’a que peu d’'intérét car elle
porte sur la probabilité de retrouver une donnée qu’on a de fagon stire a partir d’une
paramétrisation que I'on considére comme connue. Ainsi, la probabilité p(wly,z)
est beaucoup plus intéressante. En effet, on voudrait estimer la probabilité d’une
paramétrisation w en fonction de nos données d’entrées c’est-a-dire y et x. Le formalisme
Bayésien permet de calculer assez aisément cette probabilité en définissant l'intrégrale
suivante sur les distributions a priori py(c)po(oy). La probabilité p(wly, z) est alors
donnée par la formule suivante :

pluly.z) =N [ plylw,z,0)po(ulo,)dodo, (2:21)
ou N7' = [dPw [, L(ylw,y,o)po(w|ow)dodo, permet d’assurer la normalisation.
On voudrait que cette probabilité soit maximisée pour la paramétrisation optimale
w*. Par passage au logarithme (permettant d’éviter le calcul de la constante ), on
obtient le probléeme variationnel suivant :

w* = arg max log/ p(y|w, z, 0)po(w|ow)dodo, (2.22)

La régression linéaire Bayésienne présente une meilleure robustesse et une meilleure
transférabilité que la méthode des moindres carrés ordinaires grace a 'inverse de la
probabilité conditionnelle donnée ci-dessus. Dans la suite, et notamment dans les cha-
pitres (3) et (4), nous allons utiliser la régression linéaire Bayésienne afin de construire
des modeles de régression transférables pour des quantités thermodynamiques.

2.2.4 Les méthodes de régularisations

Les méthodes de régularisation sont absolument essentielles dans le cadre des
méthodes de régression en hautes dimensions. Comme nous ’avons décrit plus-haut,
elle permettent d’éviter le sur-ajustement de certaines données et donc d’augmenter la
transférabilité des modeles. 1l existe un grand nombre de méthodes de régularisation qui
dépendent du type de probleme étudié. Une méthode de régularisation est définie par
la forme de la fonction g donnée dans 1’équation (2.18). La méthode de régularisation
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la plus utilisée est la régularisation L, due a Tikhonov et Phillips [161]. Le terme

de régularisation L, s’écrit alors sous la forme :
g(w) = Auwlf* (2:23)

ou w est le vecteur de poids associé au modele et \ est le parametre de la régularisation.
La régularisation de type Lo, permet d’obtenir un bon comportement moyen de la
régression. En d’autres termes, la régression est moins précise pour les données
d’entrainement que la régression non-régularisée mais le modele ne prédit pas de
valeurs "aberrantes" sur de nouvelles données. Nous montrerons que la régularisation
de type Lo équivaut, dans le formalisme Bayésien, a choisir une distribution a priori
Gaussienne sur le vecteur de poids w.

L’autre type de régularisation classiquement utilisé est la régularisation L; ou Lasso in-
troduite par Tibshirani [162]. Cette régularisation peut s’exprimer de la fagon suivante :

9(w) = Aw| (2.24)

ou w est le vecteur de poids associé au modele et A est le parametre de la régularisation.
La régularisation L; permet de fixer des poids exactement a 0 dans la régression. Cette
méthode permet d’éliminer la dépendance de certaines composantes de la régression.
Ce type de régularisation est particulierement utile pour les modeles possédant un
grand nombre de parametres. On peut aussi coupler la régularisation L; et Ly : ¢’est
ce qu’on appelle la régularisation par Elastic Net [163].

Dans le cadre des réseaux de neurones, on peut aussi mettre en place des méthodes de
régularisation Ly ou Lo directement introduites dans les fonctions de cotit. Une autre
méthode de régularisation pour les réseaux de neurones est le dropout [164]. Cette
méthode consiste a fixer certains poids du réseau de neurones a 0 apres ’entrainement.
Cette méthode est équivalente a une approche Bayésienne de 'ajustement des poids.
Le dropout permet de limiter grandement les phénomenes de sur-ajustement dans les
réseaux de neurones.

Dans la littérature, il existe d’autres types de régularisations. Celles-ci sont basées
sur des fonctions g prenant en compte le caractere non-homogene de la répartition
de données ou bien sur des décompositions SVD (Singular Value Decomposion) plus
robustes que la simple utilisation de la norme L; ou Ly [134, 135]. Notons ici que les
méthodes de sparcification telle que la SVD ne sont applicables que pour des matrices
de design de dimensions raisonnables (max(m,n) = 10*). Si la dimension de cette
matrice d’entrée de données est significativement plus grande, seule une approche
numérique de minimisation de la fonction de coit est possible.
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2.3 Conclusions de chapitre

Dans la sous-section 2.1.1, nous avons montré 'intérét croissant des méthodes
de type machine learning en science des matériaux notamment afin d’effectuer la
transition d’échelle entre la DFT et la dynamique moléculaire. Nous avons introduit les
descripteurs atomiques locaux 2.1.2 qui permettent de décrire de fagon systématique
les environnements atomiques locaux tout en conservant les propriétés de symétrie
du systeme étudié. Nous avons aussi donné une liste non-exhaustive de descripteurs
locaux présents dans la littérature et que nous allons utiliser par la suite.

Nous avons décrit les grands types de méthodes utilisables pour les problemes de
régressions et de classifications. L’ensemble de ces méthodes sont des solutions de
problémes d’approximation : les réseaux de neurones et les méthodes a noyau permettent
de construire des approximations sans postuler de forme a priori. Ce n’est pas le cas pour
les méthodes plus simples telle que la régression linéaire ou il est nécessaire de donner
une expression analytique du modele a ajuster. Les réseaux de neurones artificiels
et les méthodes a noyaux sont hautement non-linéaires et permettent de répondre
avec grande précision a des problemes d’interpolation. Néanmoins, leur transférabilité
reste relativement faible ce qui engendre des problemes lors de 'extrapolation du
modele construit sur des données extérieures a la base de données d’entrainement. On
notera qu'une estimation de 'erreur sur une nouvelle donnée vis-a-vis du modele déja
construit est fournie par les méthodes a noyau. La notion de régularisation joue un role
central dans la réduction de I’hyper-ajustement et est devenue une méthode standard
pour tous les modeles de régressions précédemment cités. L’ensemble de ces méthodes
est aujourd’hui tres largement implémenté dans des langages tels que python grace
aux bibliotheques scikit-learn [165] (pour les régression linéaires et les méthodes a
noyau) et tensorflow [166] ou pytorch [167] (pour les réseaux de neurones artificiels).

Dans les faits, les méthodes sophistiquées que constituent les réseaux de neurones
artificiels et les méthodes a noyaux sont relativement opaques vis-a-vis du modele
construit et ne permettent pas (en général) de comprendre "la physique' cachée
derriere les modeles de régression construits. Les méthodes plus simples, telles que les
régressions linéaires, nécessitent un a priori "physique" sur la forme du modele a ajuster
et permettent d’obtenir de grandes capacités de transférabilité notamment grace a
I’approche Bayésienne. Dans la suite de notre propos, nous allons nous concentrer sur
ces modeles simples et montrer que leur utilisation couplée a celle des descripteurs
permet d’obtenir des résultats tres encourageants sur des quantités thermodynamiques
telle que I'entropie vibrationnelle Chap. 3 ou les fréquences d’attaque Chap. 4 dans
le cadre de 'approximation harmonique.
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Oh, I'll never kill myself to save my soul
I was gone, but how was I to know ?

— Unsainted, Slipknot

Modeles de régression de 1'entropie
vibrationnelle dans le cadre de
'approximation harmonique
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48 3.1. Rappels et définitions

3.1 Rappels et définitions

Nous débutons ce chapitre en rappelant des définitions essentielles sur ’entropie
thermodynamique dans sa formulation moderne (Boltzmannienne) et en explicitant
ses différentes contributions en Sec. 3.1.1. Nous travaillons dans ce chapitre dans le
cadre de 'approximation harmonique dont la définition est rappelée dans la sous-
section 3.1.2. Enfin nous nous focalisons sur la contribution vibrationnelle de ’entropie
dont nous rappelons son lien étroit avec les modes de vibrations et les transitions
de phases en Sec. 3.1.3.

3.1.1 Entropie microcanonique : définition, contributions

Considérons un systéme physique constitué de N particules de coordonnées (g, p) =
R3V>3N dans 'espace des phases noté Q x P € R3V>*3N_ (Ce systeme possede une
énergie £(q,p). L’entropie microcanonique pour une énergie donnée E, S(F) est
alors définie par :

ﬂEyzmﬂan;D[;Puwuamp>—Emmwﬁ. (3.)

Dans cette définition, h(0E) est 1’élément d’action minimale associé a la fenétre § F
et vérifiant h(JF) x 0F, kp est la constante de Boltzmann et usg(|€(q,p) — E|)
est la mesure de comptage suivante :

0si|E(qg,p)— E| > i6FE
;wma%m—Ebz{lg&gﬁyiﬁz%E (3.2
) — 2

L’entropie microcanonique est donc proportionnelle au logarithme du nombre de
micro-états d’énergies £(q, p) comprises entre £ — %5E et B+ %(SE. Cette définition
introduite par Boltzmann permet de faire le lien entre ’entropie macroscopique S et
une grandeur statistique portant sur les états possibles du systeme.

L’entropie, au sens de Boltzmann, peut étre décomposée en trois contributions distinctes
que nous allons détailler ici en nous plagant (sans perte de généralité) a I'énergie F.
La premieére contribution est d’ordre configurationnelle. Elle est proportionelle au
logarithme du nombre de configurations géométriques d’énergies €. compris entre
E - %5E et £+ %5E toute chose étant égale par ailleurs. Deux configurations
géométriques différentes peuvent avoir la méme énergie E si elles sont images 1'une de
l’autre par application d’une transformation de symétrie laissant invariant le systéme.
Ce nombre de configurations correspond aux nombres d’arrangements possibles du
systeme permettant de conserver son énergie entre £ — %(5E et £+ %5E .

La deuxiéme contribution de 'entropie est d’ordre électronique. Elle est propor-
tionnelle au logarithme du nombre d’états électroniques d’énergies £, compris entre
E— %5E et £+ %5E toute chose étant égale par ailleurs.

Enfin, la troisieme contribution est d’ordre vibrationnelle. Elle est proportionnelle au
logarithme du nombre d’états de phonons d’énergies &£,;, compris entre FE et F + %6E
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toute chose étant égale par ailleurs. Les phonons sont des pseudo-particules associées
aux vibrations du réseau du systeme. C’est cette contribution qui va nous intéresser et
que nous allons quantifier plus finement dans le cadre de I'approximation harmonique
en Sec. 3.1.3.

Ces trois contributions peuvent étre vues comme une image du désordre du systeme que
ce soit au niveau de son organisation globale (configurationnelle), de son organisation
électronique ou de son organisation phononique. Plus un systeme est désordonné,
plus il possede un nombre grand d’états d’énergie £ compris entre £ — %(5E et B+ %(5]_*7 .

L’entropie est une variable d’état extensive. Considérons un systeme C possédant
une entropie S. L’extensivité se traduit par la propriété suivante si le systeme C
est répliqué k fois (kC) :

C—>kC=S—kS (3.3)

L’extensivité est une propriété importante et devra étre un moteur de vérification
des modeles de régression. Les modeles de régression ne vérifiant pas 'extensivité
thermodynamique de ’entropie devront étre abandonnés.

En thermodynamique, on définit la notion de potentiel thermodynamique comme étant
une fonction d’état P. Cette grandeur est minimale a 1’équilibre thermodynamique.
L’état d’équilibre prévu par la thermodynamique peut donc étre reformulé comme la
solution d’un probleme d’optimisation dans I’espace des phases et dont la fonction a
minimiser est *U. Pour un systeme isolé ne pouvant échanger ni matiere ni chaleur
avec le milieu extérieur le 2" principe de la thermodynamique indique que le potentiel
thermodynamique est 3 = —S. L’utilisation de —S comme potentiel thermodynamique
est restrictive car la majorité des systemes réels échange de 1’énergie avec le milieu
extérieur. Ainsi, pour un systéme ne pouvant échanger de matiere avec 'extérieur
mais pouvant échanger de I’énergie avec un thermostat a température 1" le potentiel
thermodynamique devient p = U — T'S. Cette nouvelle variable d’état, F' = U —T'S,
est appelée énergie libre. U est définie comme étant 1’énergie interne du systéme (et
qui sera définie rigoureusement dans la sous-section suivante 3.1.2). L’énergie libre
est la grandeur qui définit 1’état d’équilibre thermodynamique d’un systéme réel a
nombre de particules fixé N, a température fixée T' et a volume fixé V', ensemble que
I’'on appelle NVT'. Le calcul de ’énergie libre d’un systeme nécessite de calculer son
entropie S via le quantification des trois contributions citées plus haut.

3.1.2 Energie potentielle dans le cadre harmonique

Le calcul de I’énergie libre nécessite aussi la connaissance de I’énergie interne du
systeme que 'on peut décomposer en deux contributions :

Le 1¢" terme du membre de droite représente la moyenne d’ensemble vis a vis de la
mesure canonique (g, p) - dont la définition est donnée en Sec. 1.4 et rappelée en
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annexe (A) - de I’énergie cinétique microscopique E.,(q,p) du systéme. Le 2°™¢ terme
du membre de droite représente la moyenne d’ensemble vis a vis de la mesure canonique
7(q,p) de I'énergie potentielle microscopique V (g, p) du systéeme. Dans le cadre de
I’ensemble canonique, il est aisé de montrer que les grandeurs thermodynamiques telle
que I'énergie interne sont directement reliées a la fonction de partition Z du systeme.
Ainsi pour un Hamiltonien H(q,p) = E.in(q,p) + V(q, p) I'expression de la fonction
de partition canonique Z pour une température donnée 1" est :

1 _
7 = W/pre FH@P) Jqdp (3.5)

ou on rapelle que 8 = (kgT)™' et h est la constante de Planck. Les variables
thermodynamiques peuvent alors étre directement déduites de 'expression de la
fonction de partition. On a par exemple U = —a%(ln 7). La seule difficulté restante est
de pouvoir calculer la fonction de partition via les expressions de E.;,(q,p) et V(q,p)
de I’Hamiltonien du systéme. L’expression de I'énergie cinétique microscopique d'un
systeme a N particules se réduit a ’expression simple suivante :

cm q p Z Z pza Dia (36)

zlal

Le vecteur p;, représente la quantité de mouvement de la particule ¢ dans la direction
a de l'espace, m; la masse de la particule ¢ et - le produit scalaire usuel. Dans le
cadre de I'approximation harmonique, nous nous plagons proche d’'un minimum de
I’énergie potentielle pour les coordonnées gy. On suppose, sans perte de généralité, que le
potentiel ne dépend que des coordonnées q. On a alors Vy = V' (qo) la valeur du potentiel
au minimum. L’approximation harmonique consiste a effectuer un développement de
Taylor (en coordonnées) en se limitant a 'ordre 2 autour de la position d’équilibre
go- On a alors 'expression du potentiel V' (q) pour les coordonnées g proches de
go (pour un systeme a N particules) :

Vig) =Vo+VV(q)-(q—qo)+ ;(q —qo) - H{qo} (q—qo)+o(v|lg— %”3) (3.7)

oit VV(qg) € R3N est le gradient du potentiel V' par rapport aux coordonnées q évalué
en qo, || - || est la norme Euclidienne et v est une constante assurant I’homogénéité.
Enfin, H {V(qo)} € R33N est la matrice Hessienne de I'énergie potentielle par
rapport aux coordonnées g évaluée en g et définie par :

N,3 N,3 2
H {qO} - Z Z a a (qO)} Gic @ qjs (38)
1,a=1 j,4=1 Jia

L’approximation harmonique permet de donner une expression analytique de la fonction
de partition des phonons d’un systeme a N particules. Cette expression va étre détaillée
dans la sous-section suivante 3.1.3.

On définit I'approzimation harmonique par le développement de Taylor donné par
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I'équation (3.7) ou on se limite a 'ordre 2 dans le développement q — go. Ce développe-
ment décrit I’énergie potentielle, autour d'un minimum du paysage énergétique, comme
une forme quadratique de q — qo. L’approximation harmonique est une approximation
locale autour d’un minimum gy d’un paysage énergétique. La forme quadratique
associée est alors toujours positive et traduit le fait que le bassin est convexe quelque
soit ¢ — qo et que le systéme subit toujours une force (proportionnelle a g — go) qui
tend a faire revenir la configuration gy. Dans un cas uni-dimensionnel, ’approximation
harmonique se réduit a une équation parabolique pour 1’énergie potentielle V' (q) :

V(g) = - {V(%)} (¢ — @) (3.9)

Le terme % {V'(qo)} décrit la courbure du potentiel au point gy définissant le minimum.
Dans le cas plus général, ’ensemble de valeur propre de la forme quadratique associée
a I’équation (3.8) décrit la courbure du bassin en fonction du déplacement q — qo. Plus
la courbure est élévée, plus la force de rappel associée au déplacement q — qq est élevée.
Le cadre harmonique est une approximation locale du paysage énergétique autour
d’un minimum donné. Dans le cas de déplacement g — gy faible, on peut toujours
correctement décrire un mimimum a l’aide de cette approximation. Néanmoins, pour
des déplacements q — g (par exemple dans le cas de systeme a température finie) les
hypotheses de cette approximation ne sont plus forcément valides. Nous discuterons
de ces situations dans le chapitre 5, mais pour le reste de ce chapitre nous nous
limitons au cadre de I'approximation harmonique.

3.1.3 Entropie vibrationnelle et modes de vibrations

L’énergie potentielle étant définie a une constante pres, nous posons Vo = 0. Dans
la suite, nous considérons les déplacements ¢’ = g — qo. Nous pouvons maintenant
écrire I’ Hamiltonien d'un systéme a N particules dans le cadre harmonique autour
de la coordonnée d’équilibre qq :

N3 g N3 N3
Hha(qlap) - Z Tmpioa *Pia T Z Z q;a -H {V(qO)} ’ q;,B (310)
i,a=1 g i,a=1j,f=1

La matrice Hessienne du systeme est symétrique par construction et par conséquent
il existe une base orthogonale de vecteurs {U, },., .5y qui diagonalise la matrice
dynamique et une matrice de rotation L telles qu’on a les relations suivantes :

1 3N
/
9o = Z Licx,VUu (311)
V my v=1
1 3N
’
Do = Lia,uvu (312)
A/ Vz::l
L-L"=1 (3.13)
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52 3.1. Rappels et définitions

Cette base de vecteurs {U, },_ .3y est appelée base des modes normauz. Ecrivons
maintenant 1’ Hamiltonien du systéme (3.10) dans la nouvelle base {(U,,V,)} <y :

1 3N 1 3N

Hpa(U,, V) ZV Vo5 3 U, (LT D{V(go)}-L)- Uy (3.14)
Vl/’ 1
N,3 N,3 82

D{qo} =
{0} = mzlmzl \/ m; 0¢ia04;s

Le tenseur D {qo} est appelé matrice dynamique du systéme au point de coordonnées
qo. Cette matrice est symétrique et a pour vecteurs propres la famille U,. Ses
valeurs propres sont notées w?. Nous obtenons finalement une expression simple

{V(q)} gin ® s (3.15)

de 1’Hamiltonien harmonique en nous placant dans la base {(U,,,U,,)} et
1<v<3N
considérant un systeme composé de N particules :
1 3N
Hoi(U,, V) ZV VY, + = Zoﬂtu ‘U, (3.16)

Cet Hamiltonien (3.16) définit la dynamique des vibrations du réseau cristallin. La
dynamique des vibrations du réseau correspond a un cas particulier - au point I" - de
dynamique des pseudo-particules appelées phonons. Les phonons de vecteur d’onde k
correspondent aux modes normaux de la matrice dynamique suivante :

82
D {qo. k} =
’ 1%7:% 10%: 1 jp%: 1V mi, Jp aqzoaaq]pﬁ

Ici, R représente 'ensemble des images périodiques générées par le groupe de translation
du réseau et R, correspond au vecteur reliant ’atome de coordonnées g, et sa pieme
image périodique. Les phonons sont des bosons et obéissent a la statistique de Bose-
Finstein. Comme pour les électrons, les phonons obéissent a I’équation de Schrédinger
et au principe d’incertitude. Leurs niveaux d’énergies sont quantifiés et on peut montrer

{V(go)}e*forq , @ q) 5 (3.17)

qu'un phonon de pulsation w, peut accéder aux niveaux d’énergies hw, (n + %) pour
n € N. Il nous est maintenant possible de calculer la fonction de partition Z,;(N,T)
associée aux modes de vibration - des phonons au point I' - et en déduire 1’expression
de I'entropie vibrationnelle S,;,, pour une température donnée 7' et pour un systeme
de N particules, grace a la relation thermodynamique suivante :

0
oT
Un calcul détaillé en annexe (A) permet de montrer que sous I’hypotheése suivante,
Yw, % > 1 (ce qui correspond a une température supérieure a celle de Debye),

on obtient une expression simple de ’entropie vibrationnelle dans le cadre de I'ap-
proximation harmonique [168] :

Sun(N,T) = = (87" In Z,s (N, T)) (3.18)

ST N) = kp S lln (’;f) + 1] (3.19)
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Pour une température donnée, la valeur de ’entropie vibrationnelle d’un systeme est
directement reliée aux pulsations des modes de vibration w,. L’entropie vibrationnelle
est d’autant plus grande qu’il existe de basses fréquences pour le systeme. Ainsi, dans
le fer cubique centré le mode de vibration basse fréquence, appelé mode mou, dans la
direction (111) est initiateur de la transition de phase entre la phase cubique centrée
et la phase cubique a faces centrées [169-171]. Ce mode basse fréquence et de grande
longueur d’onde dans la direction (111) joue un rdle important dans la nucléation des
paires de décrochement de la dislocation £(111) et peut étre délocalisé sur des distances
supérieures & 10 A [14]. Dans le fer, le mode mou dans la direction (111) est aussi
initiateur de la transition entre la phase cubique centrée et la phase de lave C'15 sous
irradiation créant des structures relativement exotiques [7] révélatrices de la cinétique
et de la thermodynamique de créations des défauts d’irradiation dans le fer [11].

3.2 Formalisme de Green appliqué a ’entropie vi-
brationnelle

Le cadre de 'approximation harmonique nous a permis de donner une expression
analytique de l’entropie vibrationnelle S,;(7, N) pour un systéme de N particules
a la température T par I'équation (3.19). Par analogie directe avec la structure
électronique - notamment grace aux travaux de Friedel [172, 173] - nous allons utiliser
le formalisme des fonctions de Green pour traiter le probleme aux valeurs propres
associé aux modes de vibrations voir Eq. (3.20). Comme dans le cas de la structure
électronique, 'utilisation des fonctions de Green permet de construire la densité
d’état de particules solution du probléme aux valeurs propres associé (les électrons
et I’équation de Schrodinger dans le cas de la structure électronique et les modes
de vibration et ’équation (3.20) dans le cas vibrationnel). Grace au travaux de
Friedel [172, 173], on sait que la densité d’état - ici de modes de vibration - peut
alors étre décomposée localement. Dans le cas des modes normaux, nous allons étudier
le lien étroit entre les solutions de Green pour un probleme aux valeurs propres et
la densité d’état de modes de vibration d’un systeme Sec. 3.2.1. Nous détaillerons
ensuite le passage de la densité d’état portant sur les modes propres d'un systeme
et la densité d’état locale qui permet de réduire I’entropie vibrationnelle harmonique
a un probleme purement local Sec. 3.2.1.

3.2.1 Fonction de Green et problemes aux valeurs propres

Dans le cadre de 'approximation harmonique, un développement de Taylor du
2" ordre autour des coordonnées qy de 1'énergie potentielle permet d’obtenir une
formulation simple du principe fondamental de la dynamique donnée par I’équation (3.8).
Nous traduisons cette équation sous la forme d’un probleme aux valeurs propres suivant,
que nous formulons pour plus de simplicité, dans le domaine de Fourier en temps :

(D {qo} — 1) - &,(w) =0 (3.20)
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Ici, on suppose travailler avec un systeme a N particules. Cette équation aux valeurs
propres fait intervenir la matrice dynamique du systeme ® {qo} au point de coordonnées
qo, 1 est la matrice identité et €, la fonction propre associée au mode propre v.
L’expression de la fonction de Green associée au probleme des modes normauz (3.20)
peut étre calculée analytiquement. En se basant sur le traitement par fonctions de
Green de I'équation de Schrodinger [172, 173] développé des les années 1950 - Sec. 1.3 -,
P. H. Dederichs et al. [24] ont obtenu un résultat totalement analogue pour I’équation
séculaire Eq. (3.20). L’expression de la fonction de Green G € C3NV*3N
probleme Eq. (3.20) est la suivante :

associée au

g(w) — Z éV (W) ® él/((‘u)

v=1

R (3.21)

Les poles du dénominateur sont les pulsations w, des modes de vibration du systeme.
Nous allons maintenant nous intéresser au lien entre cette fonction de Green et

I'expression de 'entropie vibrationnelle classique dans le cadre harmonique donné par
I'équation (3.19) et passant par la densité d’état de modes de vibration.

Considérons un systeme constitué de N particules. On appelle densité d’état de
modes de vibration Q(w) la grandeur vérifiant les deux relations suivantes :

w—ow
M 0+ 6] :/w Qw)dw’ (3:22)
3N = [ Q(w)dw (3.23)
0

Dans cette expression ny, .4, Teprésente le nombre de modes normauz du systeme
ayant leur pulsation w, comprise entre w et w + dw.

Il est possible d’effectuer une décomposition de fonction de Green Eq. (3.21) en
posant w = €2 + in dans la limite n — 0 :

! =P <1> + 176 (w2 — w?) (3.24)

Ici, P(+) est la partie principale et §(-) est la distribution de Dirac. Cette décomposition
de la fonction de Green Eq. (3.21) effectuée par P. H. Dederichs et al. [24] (Section
2) permet de montrer que :

20 3N

—S(Tr{G(W)}) = > d(w —w) (3.25)
v=1

Ici, () représente la partie imaginaire, Tr(-) opérateur trace et § la distribution de

Dirac. On reconnait alors I’expression de la densité d’état de modes de vibration. Il

existe donc un lien direct entre €2 et la partie imaginaire de la trace de G que nous allons
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pouvoir exploiter pour donner une formulation continue de I’entropie vibrationnelle.
En effet, on peut écrire 'expression S,;(N,T) a l'aide de la densité d’état :

Sui(N, T) = —kp /0 - [m (&) - 1] O(w)dw (3.26)

Cette forme continue porte sur des entités "globales" que sont les modes normaux
(en tant que solution d’un probléeme aux valeurs propres). Nous allons voir qu’il
existe une relation simple entre la base propre des modes normauz et la base locale
centrée sur les particules du systeme.

3.2.2 Des modes normauxr a un formalisme local

Considérons la base propre des modes normauz {&,},.,.5y associée au probleme
Eq. (3.20) et la base locale {€;0},;, <3y centrée sur la particule ¢ et suivant la
direction . Ces deux bases étant orthonormées, il existe une matrice de rotation
& [24, 172, 173] telle qu'on a :

Z £(V) &, (3.27)

i,a=1
La norme au carré d’'un élément |£%(v)|? de cette matrice est égale & la probabilité
de trouver le mode de vibration €&;, projeté sur la particule i et dans la direction «.
Cette décomposition locale des modes de vibration permet d’exprimer la notion de

densité d’état locale définie par les relations suivantes :

o) = %(gza( ). (3.28)
Z £ ()P0 (w — wy), (3.29)

La densité d’état locale sur la particule i et dans la direction a est notée 0"*(w).
Une simple sommation sur les particules du systeme et les directions de 1’espace
permet d’obtenir la densité d’état de modes normaux. Cette nouvelle expression locale
nous permet de reformuler la forme continue de I'entropie vibrationnelle S,;,(N,T")
Eq. (3.26) sous la forme :

S ) =3 | k3 () < 1] oo }

=1 | a=1v=1

Si(T), information locale

= ; E_:l Sia(T>1 : (3.30)

Ici, sm représente l'entropie de la particule i suivant la direction «a et S;(T) =

3 _, 8"*(T) est simplement I'entropie locale de la particule i. Le formalisme de Green
nous a donc permis de reformuler le probléeme de I’entropie vibrationnelle comme un
probleme linéaire en termes de source locale d’entropie. Cette description, en termes
locaux, va nous permettre de choisir le type de noyauz (voir Sec. 2.2.2) qui sera le

plus adapté pour construire un modele de régression de ’entropie vibrationnelle.
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3.2.3 Régression linéaire dans I’espace des descripteurs

Nous allons maintenant faire le lien entre le formalisme local décrit ici et ’espace
de représentation des descripteurs présenté dans le chapitre 2. Nous allons montrer
que l'utilisation de 'espace des descripteurs permet d’obtenir un modele de régression
simple et robuste pour le cas de I'entropie vibrationnelle. Considérons la matrice de
descripteurs du sytéme composé de N particules a une température 7', D(T') € RP*¥
ou D est la dimension du descripteur utilisé. Nous faisons ici 'hypothese qu’il existe
une relation linéaire entre le vecteur d’entropie locale S;(T') et la colonne ¢ de la matrice
de descripteur D;(T), c’est-a-dire qu’il existe un vecteur de poids w; € RP tel que :

Si(T) = w; - Dy(T) (3.31)

Cette relation linéaire permet d’assurer 1’ extensivité de I’entropie. Nous supposons, afin
de construire un modele général de régression, que Vi, w; = w. Nous pouvons alors
donner une expression de l'entropie vibrationnelle S,; (N, T) en termes de vecteurs
de descripteurs du systeme :

SaN.T) =3 |5 = (L0 = Vw0 @22

=1 La=1

On note que 1'équation (3.32) vérifie le caractere extensif de 'entropie vibrationnelle.
L’opérateur (D(T)) représente la moyenne sur les colonnes de la matrice de descripteurs
du systeme D(T'). L’expression obtenue dans I’équation (3.32) suggere qu’une régression
linéaire entre Sy;(INV, T) et le vecteur moyen (D(7')) sera le type de régression suffisant.
L’utilisation d’'un modele linéaire dans ’espace des descripteurs permet de réduire la
dimensionnalité du probleme de ’espace des phases de dimension 3N a un probléme
de dimension D. De plus, la dimension de 'espace des descripteurs est fixée quelque
soit la taille du systeme ce qui rend consistant le probleme d'un modele de régression.
Il est en effet impossible de construire un modele de régression dont le nombre de
parametres dépend de la taille du systeme. Un modele entrainé sur un systéme a N
particules ne pourrait étre utilisé que pour des systemes a N particules, ce qui rendrait
impossible tout changement d’échelle. L’utilisation d’'un modele linéaire (plutét qu'une
approche a noyau cf. Chap (2)) basé sur la décomposition locale formelle de ’entropie
vibrationnelle dans le cadre de I'approximation harmonique nous permet d’obtenir des
résultats robustes et d'une grande transférabilité qui seront décrits dans la section (3.4).

3.3 Génération et détails de la base de données

Dans cette section, nous allons dans un premier temps expliciter le probléeme
posé par la complexité numérique du calcul de I’entropie vibrationnelle et définir
I’entropie vibrationnelle de formation qui est la grandeur d’intérét que nous avons
choisi d’inférer ’entropie vibrationnelle de formation Eq. (3.33). Nous avons généré
deux bases de données afin d’entrainer notre modele.
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— Une base de donnée initiale générée pour le fer cubique centré grace a la méthode
Activation Relazation Technique décrite en Sec. 3.3.2 (ARTh)

— Cette base de données a ensuite été étendue par modification du volume et/ou
de I’état de déformation de la base de données ARTh et par forte pertubation
des configurations A RTh donnant suite a des configurations aléatoires contenant
un tres grand nombre de défauts ainsi que discuté en Sec. 3.3.3.

3.3.1 Positionnement du probleme et grandeur d’intérét

L’évaluation de l’entropie vibrationnelle harmonique par simulation numérique
représente un défi de complexité numérique. En effet, la méthode "standard" d’éva-
luation consiste en la construction de la matrice dynamique du systéeme ®, opération
évoluant comme O(N?), puis a la diagonalisation directe de celle-ci afin d’obtenir les
valeurs propres w? et les vecteurs propres €,. Cette diagonalisation correspond a une
complexité en O(N?3) pour les algorithmes standards de diagonalisation. La complexité
globale de la méthode standard évoluant comme O(N?), les systémes pouvant étre
étudiés sont limités & une taille maximum d’environ 10° atomes avec l'aide des clusters
de calculs. Cette limitation est aussi bien d’ordre temporelle que d’ordre mémoire.
Ainsi le calcul complet de ’ensemble des valeurs propres de la matrice Hessienne d’un
systéme de 2 x 10° atomes a nécessité 20 TB de mémoire et environ 7 h de calcul
sur pres de 3000 CPU récents [14]. La voie principale d’amélioration de la méthode
standard est ’évolution des algorithmes de diagonalisation. Néanmoins, on pourra citer
quelques méthodes élégantes telle que celle proposée par Huang et al. [174] permettant
d’éviter la diagonalisation directe de la matrice dynamique du systeme et évoluant
comme O(N). Cette méthode se base sur une reconstruction directe de la densité d’état
de vibration du systeéme a l'aide d'une base de polynomes. Malgré I'apport conceptuel
de cette méthode, celle-ci reste difficilement compétitive face a la méthode "standard"
pour les systémes de grande taille (>10 000 atomes). En effet, la méthode développée
par Huang et al. est itérative. Sa convergence - au sens du nombre de fonctions de
base et d’évaluations de force - n’est donc pas connue pour un systeme quelconque
et nécessite donc une démarche heuristique (cofiteuse en temps) a chaque nouveau
systeme étudié.

Nous proposons ici d’utiliser un modele type Machine Learning basé sur les descripteurs
atomiques locaux décrits dans le chapitre 2. Pour ce genre de méthodes, on calcule
d’abord la matrice de descripteur associée au systéme D € RP*V. Cette opération
évolue comme O(N) pour les descripteurs décrits dans le chapitre précédent (2).
L’évaluation du modele possede une complexité qui dépend du type de méthode de
régression utilisé. Dans le cas des méthodes a noyaux, la complexité numérique évolue
comme O(D"MP) ou M représente le nombre de configurations présentes dans la
base de données d’entrainement. Dans le cas général, n et p peuvent prendre des
valeurs entre 0 et 2, mais dans le cas de la régression linéaire n = 1 et p = 0 ce
qui aboutit a une complexité numérique en O(NV). Le modele linéaire basé sur les
descripteurs atomiques locaux permet donc d’améliorer grandement la complexité
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numérique du calcul de I'entropie vibrationnelle harmonique et permet donc de simuler
des systemes plus grands. La comparaison schématique de deux méthodes de calcul
est présentée dans la figure 3.1.

P R S S

" DeRP R
FARPA R,

v

Figure 3.1: Comparaison de deux stratégies de calcul de I'entropie vibrationnelle pour
un systéeme de N particules : (A) le calcul complet du spectre de modes normauzr par
construction et diagonalisation directe de la matrice dynamique du systeme ® dont la
complexité numérique évolue en O(N?) ; (B) la méthode type Machine Learning par utilisation
d’une base de données de taille M. Les coefficients de la régression n et p peuvent prendre
des valeurs entre 0 et 2 selon le type de méthode de régression choisi. Dans le cas de la
régression linéaire n = 1 et p = 0, ce qui aboutit & une complexité numérique en O(N).

Nous avons choisi de nous intéresser a ’entropie vibrationnelle (harmonique) de
formation de défauts ponctuels. Cette grandeur est dérivée de I'entropie vibrationnelle
harmonique et se définit comme suit. Considérons un systeme composé de N, atomes
de cristal parfait et de Ny défauts ponctuels; on définit pour une température donnée
T Tentropie de formation S¢(7T', N;) comme étant :

Ny £ Ny
Ny
Ici, Sp(T, Ny) et Sq(T', Ny N,4) sont respectivement 1'entropie vibrationnelle harmonique
du cristal parfait contenant N, atomes et ’entropie vibrationnelle harmonique du
systeme contenant Ny défauts. Nous définissons cette relation a volume constant (V)
pour le systeme avec défauts et le cristal parfait. L’entropie vibrationnelle de formation
est une grandeur intensive et elle peut étre directement reliée aux pulsations des

modes de vibration w, en utilisant I’équation (3.19) :

ST, Ng) = So(T, N, + Ny) — Sy(T, Ny) (3.33)

Np+£N,
HSNb (m)yb) bNb 4

vp=1

H3(NbiNd) o

l/d:1

Sf(T, Nd) = ]{ZB In (334)

Va
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L’entropie vibrationnelle de formation est donc d’autant plus grande que les fréquences
propres du systeme avec défauts sont petites par rapport aux fréquences propres
du cristal parfait. L’entropie vibrationnelle de formation est la grandeur d’intérét
pour étudier la thermodynamique et la cinétique de la création de défauts pour des
systémes réels (c’est-a-dire pour 7" > 0). Dans le cadre d’'un modele linéaire basé
sur les descripteurs locaux, 1'équation (3.33) peut étre reformulée sous la méme
forme que I’équation (3.32) :

S§(T, Na) = (No = Na) w - [(D(T))a = (D(T))s] (3.35)

ou (D(T))q et (D(T)), représentent la moyenne sur les colonnes des matrices de
descripteurs de la configuration avec défauts et de cristal parfait. Il nous faut maintenant
pouvoir entrainer ce modele sur une base de données représentative du probléme, c’est-
a-dire représentative des défauts ponctuels dans le fer.

3.3.2 Génération de la base de données par la méthode ARTn

La base d’entrainement est le véritable nerf de la guerre en science des données.
La base de données doit étre la plus complete et la plus représentative du probleme
de régression étudié. Dans le cas contraire, elle va contenir des biais importants qui
vont compromettre le modele de régression ainsi que sa transférabilité. En effet, dans
les applications en physique, les modeles de régression ne doivent pas se limiter a des
solutions interpolantes mais aussi a des solutions ayant un bon pouvoir prédictif.
La base de données d’entrainement conditionne grandement le pouvoir prédictif des
modeles de régression.

Afin de construire une base de données la moins biaisée possible, nous avons utilisé
I" Activation Relazation Technique nouveau (ARTn) [175-178]. L’ Activation Relazation
Technique est une méthode systematique d’exploration du paysage énergétique d'un
systéme & température nulle et a été developpée par Barkema et al. [175] et ensuite
modifiée par Malek et Mousseau [176] (ARTh). Cette méthode a ensuite été améliorée
par Marinica et al. [178, 179]. Nous décrivons ici brievement cette méthodologie itérative
qui consiste a trouver les points-selle associés au minimum initial. On part d’un état
d’énergie minimale arbitraire de coordonnées q° dans le paysage. L’algorithme ARTh
va appliquer un déplacement aléatoire dq° et partiellement évaluer le spectre de la
matrice Hessienne du systéme H{q"} dans 'hyperplan orthogonal a ¢°. L’évaluation
se fait sur la valeur propre la plus petite \Y . et son vecteur propre associé ¢(q"). Les
coordonnées du systeme vont alors étre mises a jour afin de faire "remonter" le systeme
du bassin dans lequel il se trouve. Ainsi I’évolution des coordonnées du systeme pour
la i*®m¢ étape de ARTh suit I’équation suivante :

i1 _ q—|—5q 81)\mm>0
q = (Ll i
q - lo( z)||¢( ) si >‘mm

Si la valeur propre A ;. est positive, cela signifie que le systéme évolue encore dans le
"bas" du bassin. Si la valeur propre A\ . est négative, cela signifie que le systeéme a

(3.36)
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dépassé un point d’inflexion du bassin. La méthode ARTn consiste alors a trouver les
coordonnées du point de selle associé a cette inflexion. On "remonte" alors le bassin
en suivant la direction —¢(q’). La convergence de la méthode est assurée par les
conditions décrites par Marininca et al. [179] et permet donc de trouver les points-selle
associés au mimimum initial. Une fois au point de selle, il suffit d’appliquer une
perturbation orthogonale a la direction d’arrivée puis une relaxation pour trouver un
autre état d’énergie minimum dans le paysage énergétique. La méthode des graphs de
connectivité [179] permet d’assurer I'unicité des minima découverts et de les classer
hiérarchiquement en fonction de leur énergie. La méthode ARTn est un outil idéal
pour construire une base de données de configurations pour notre modele de régression.
Néanmoins, cette méthode reste cofiteuse en temps de calcul a cause de 'algorithme
de diagonalisation partiel (méthode de Lanczos) nécessaire a la convergence pour le
point-selle . Pour cette raison, nous nous sommes restreint a des études utilisant la
statique moléculaire semi-empirique et non des méthodes ab initio.

Nous nous sommes servis d’une partie de la base de données générée avec la méthode
ARTn par Marinica et al. [179] pour le fer cubique centré. Cette base de données a été
générée en utilisant le potentiel semi-empirique de type Embedded Atom Model (EAM)
développé par Ackland et al. [180]. La base de données comporte des configurations de
I,, auto-interstitiel avec n = 2, 3,4 et de V,, lacunes avec n = 4. Deux configurations
sont considérées comme non équivalentes si elles respectent les conditions suivantes :
(i) leur énergies different de plus de 1072 eV ; (ii) dans le cas des auto-interstitiels, la
somme des carrés des valeurs propres du tenseur d’inertie du défaut sont différents,
ces défauts étant identifiés par la méthode de Wigner-Seitz [181]. Les informations sur
la base de données ARTh sont résumées dans la premiere ligne de la Table 3.1.

Nous allons ici décrire la méthodologie employée pour calculer les entropies vibra-
tionnelles et les descripteurs atomiques associés a chaque configuration. L’entropie
de formation est calculée a l'aide du package PHONDY [170, 182-184] couplé avec
LAMMPS [185]. La configuration est d’abord relaxée avec une tolérance de 10-%eV /A pour
la norme des forces. L’évaluation numérique de I’entropie vibrationnelle harmonique se
fait par échantillonnage direct de la matrice Hessienne par différence finie a 2 points.
On impose un déplacement symétrique de 1073 A sur un atome et on évalue les 3N
forces associées a ce déplacement. On vérifie si la configuration relaxée est bien un
minimum du paysage énergétique en s’assurant que toutes les fréquences propres des
modes normauz sont réelles (hormis les fréquences nulles imposées par 'invariance
par translation). Si c’est le cas, le spectre de modes normauz ainsi que 1'entropie
vibrationnelle de la configuration a 1000 K sont calculés. Sinon la configuration est
a nouveau relaxée apres avoir appliqué un déplacement aléatoire suivant une loi
uniforme d’amplitude [—10~*A, 107*A] sur tous les atomes. Nous avons ensuite calculé
la matrice de descripteurs atomiques locaux associée a la configuration relaxée gréace
au package MILADY [20, 138]. Un schéma de la méthode de calcul est présenté figure 3.2.
Afin de mener a bien les calculs de statique moléculaire, nous avons choisi d’utiliser

1. Environ 100 évaluations de forces sont nécéssaires pour estimer A}, .
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deux potentiels semi-empiriques différents pour le fer cubique centré : (i) le potentiel
EAM développé par Ackland et al. [180] (AMO04); (ii) le potentiel de type Modified
Embedded Atom Model (MEAM) developpé par Alireza et Asadi [186]. Le potentiel
développé par Ackland et al. est utilisé de fagon standard pour des comparaisons
de stabilité dans le fer cubique centré [7, 9]. Nous voulions aussi étudier l'influence
de la prise en compte des triplets pour le potentiel semi-empirique et nous avons
choisi le potentiel développé par Alireza et Asadi [186]. La base de données ARTn
est composée de systemes contenus dans les boites cubiques de fer cubique centré de
volume (8ag)? avec ag = 2, 8553 A, ce qui correspond & 1024 atomes pour le cristal
parfait. Nous avons effectué deux types de simulations de statique moléculaire pour
le potentiel AMO04 : (i) des simulations & volume constant V,;; (ii) des simulations a
volume atomique constant V,;. Une discussion sur la différence entre ces deux types
de calculs sera abordée dans la sous-section 3.4.1.

LAMMPS ikt
3N
[qER ]' [PHONDY} {—learn} [ S¢ ]

\ 4

o

Figure 3.2: Schéma de la méthode de calcul de I'entropie de formations de configurations
par utilisation du package PHONDY [170, 182-184] couplé avec LAMMPS [185]. Parallélement,
les descripteurs atomiques sont calculés a 'aide du package MILADY [20, 138]. Le modele de
régression est construit & ’aide du package scikit-learn [165].

3.3.3 Extension de la base de données : changement de vo-
lume, déformations et configurations aléatoires

La base de données ARTn est représentative des défauts d’irradiation possibles
dans une boite de simulations de (8ag)® n’ayant pas subi de déformations. Afin de
rendre compte de volumes différents et de taux des déformations différents sur le
systeme, nous avons choisi d’étendre la base de données ARTn pour le potentiel
MEAM seulement. Une discussion sur ce choix sera présentée de fagon exhaustive dans
la sous-section (3.4.2). Nous avons étendu la base de données ARTn de deux fagons
différentes.

Dans un premier temps, nous avons appliqué le tenseur de déformations suivant
a toutes les configurations de la base de données ARTh :

3
€= Z ex; Qx; (3.37)

=1
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Ici, € est le taux de déformation et x; € R3 sont les vecteurs engendrant la boite de
simulation. Ce tenseur correspond a une déformation homogene et isotrope de taux
de déformation e. Nous avons choisi d’appliquer les valeurs de taux de déformations
suivants; € = —1%, 1%, 2%, 3%. La méthodologie décrite dans la sous-section 3.3.2
a ensuite été appliquée afin de calculer les entropies de formation et la matrice de
descripteurs locaux des configurations. Cette nouvelle base de données est appelée base
de données ARTn déformée. Les données concernant cette base ARTn déformée sont
rassemblées dans les lignes 2 a 6 de la Table 3.1. Cette extension permet de tester
la robustesse de notre modele pour de petites perturbations géométriques
des systémes.

Dans un second temps, nous avons changé le volume et le nombre de défauts présents
dans les boites de simulations. Pour cela, nous avons étendu a (10ag)? et (12a0)? le
volume de la base de données ARTn. Des déplacements aléatoires ont ensuite été
appliqués sur les configurations afin de créer des paires de Frenkel. La méthodologie
décrite dans la sous-section (3.3.2) a ensuite été appliquée afin de calculer les entropies
de formation et la matrice de descripteurs locaux des configurations. Malgré la
relaxation effectuée en statique moléculaire, le nombre de défauts ponctuels présent
dans la boite de simulation reste élevé comme le montre la figure 3.3, allant jusqu’a 22
lacunes et 26 auto-interstitiels dans le méme systeme. Cette nouvelle base de données
est appelée base de données aléatoire. Il est important de noter qu’il existe
une forte corrélation positive entre le nombre d’atomes auto-insterstitiels
et le nombre de lacunes dans un méme systeme car le nombre d’atomes
est resté constant dans la boite lors de la création des paires de Frenkel.
Nous avons aussi procédé a une analyse de la distribution des entropies de formations
pour la base de données aléatoire. Celle-ci est présentée dans la figure 3.4(a). On
constate que la base de données aléatoire contient des configurations possédant une
entropie de formation allant jusqu’a 250 kg, ce qui correspond a des configurations se
situant tres loin de I’équilibre thermodynamique. Ces conditions hors-équilibres sont
fréquemment recontrées sous irradiation [11] . Nous avons aussi procédé a une analyse
de la distribution de distance entre les défauts d’'une méme configuration. Cette analyse
a été menée par utilisation de la méthode de Wigner-Seitz [181] implémentée dans le
package Ovito [187] et est présentée par la figure 3.4(b). On constate que les défauts au
sein d’un méme systéme peuvent se situer & des distances inférieures & 10 A, ¢’est-a-dire
a 21, du potentiel semi-empirique. On ne peut donc pas faire I’hypothése que
les défauts sont indépendants les uns des autres. Cette base de données
sera utilisée pour tester la transférabilité des modeéles de régression de
Pentropie vibrationnelle de formation. Les informations sur la base de
données aléatoire sont données par les deux dernieres lignes de la Table 3.1.
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Figure 3.3: Analyse de la distribution de défauts ponctuels présents dans la base de données
aléatoire. Cette base de données est construite a partir de la base de données ARTnh par
augmentation du volume du systéme & (10ag)® ou (12ag)? et par création de paires de Frenkel.

(a) mmm Distances between defects (A) (b) W Formation entropies
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Figure 3.4: Analyse de la distribution des entropies de formation (b) et des distances
entre les défauts ponctuels (a) dans la base de données aléatoire. Les entropies de formation
suivent la méme distribution que le nombre de défauts ponctuels dans les boites présenté

par la Fig. 3.3. On constate que environ 1/3 des défauts ponctuels sont séparés de moins de
10 A = 2rey.
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Table 3.1: Base de données utilisée pour ’entrainement du modele de régression. N est le
nombre d’atomes pour le systeme parfait, N.s est le nombre de configurations différentes
pour chaque classe de défaut. Is_4 et Vy représentent les clusters de défauts contenant
respectivement 2 a 4 auto-interstiels et des 4 lacunes. La taille des systémes contenant des
défauts sont respectivement N+ (2...4) et N —4 pour Io_4 et Vj. € est le taux de déformation
homogene et isotrope appliqué sur les configurations

Type de défaut ponctuel (N.f)
Iy I3 Iy Vi

1024, e = +0% 434 1105 1280 1701 4520 ARTn
1024, e = —1% 434 1105 1280 1701 4520

1024, e = +1% 434 1105 1280 1701 4520 Base
1024, e = +2% 434 1105 1280 1701 4520  déformée
1024, e = +3% 434 1105 1280 1701 4520

2000, e = +0% 434 1105 1280 1701 4520 Base
3456, ¢ = +0% 434 1105 1280 1701 4520  aléatoire
Total 3038 7735 8960 11907 31640

Total Base

Systeme (N, ¢)

3.4 Modele linéaire de régression de I’entropie vi-
brationnelle

Dans cette section, nous allons présenter les résultats obtenus en utilisant le
modele linéaire de régression détaillé dans les sous-sections 3.3.1 et 3.2.3. Dans la
sous-section 3.4.1, nous présentons un modele tres simple de régression entre ’entropie
de formation a volume constant et a volume atomique constant basé sur la théorie
¢lastique isotrope. Nous allons voir que cette théorie n’est pas suffisante pour décrire
correctement le probleme de I’entropie vibrationnelle ce qui est I'une des motivations
de I'approche par utilisation des descripteurs locaux. Dans la sous-section 3.4.2, nous
présentons les résultats obtenus en utilisant la régression linéaire Bayésienne (voir
chapitre 2) dans l'espace des descripteurs locaux pour ajuster I’entropie vibrationnelle
de formation des différentes bases de données présentées dans la section 3.3. Nous
étudierons avec un soin particulier la base de données aléatoire qui va montrer la
transférabilité et la robustesse du modele linéaire.

3.4.1 Insuffisance de la théorie élastique isotrope

Nous présentons ici un modele tres simple de régression de la différence d’entropie
de formation entre une simulation a volume constant et une simulation a volume
atomique constant, visant a reproduire les propriétés d’extensivité de 1’entropie
vibrationnelle. Dans toute cette sous-section, les données utilisées pour ajuster le
modele sont issues de la base de données ARTn pour le potentiel semi-empirique
développé par Ackland et al. [180] pour le fer cubique centré. Nous cherchons a calculer
le terme de correction AST=V suivant :

SP#A0 = gP=0 1 AGP=Y (3.38)

Compilation du 23 mars 2022



3. Modéles de régression de l’entropie vibrationnelle... 65

Cette correction AST=V correspond a la différence entre I’entropie de formation
calculée a volume constant SF70 et I’entropie de formation calculée & volume atomique
constant (c’est-a-dire & pression nulle) SF=0. L’expression de ce terme de correction
peut étre obtenue analytiquement dans le cas de défauts a symétrie sphérique grace a
la théorie élastique isotrope. Ce calcul a été mené par Mishin et al. [188] et aboutit
a l'expression suivante pour ASF=V .

1+v

A P—>V: -
5 3(1—v)

BTr(o)Vh (3.39)
Ici, v est le coefficient de Poisson du matériau, o est le tenseur des contraintes de
la configuration, V} est le volume du systéme mesuré pour la simulation a volume
constant et (3 est le coefficient de dilatation thermique du matériau. Dans le cadre de
la théorie élastique isotrope, le coefficient de Poisson v et le coefficient de dilatation
thermique [ doivent étre uniques pour le matériau quelque soit le type de défauts
contenus dans le systeme simulé. Si nous fixons la valeur de v, cela implique que la
distribution des valeurs de [ doit étre unimodale pour toutes les configurations de
la base de données ARTn. Nous présentons cette distribution dans la figure 3.5. On
constate immédiatement que la distribution est bimodale : (i) un mode correspond
aux auto-interstitiels et possede une faible variance; (ii) 'autre mode correspond aux
lacunes et possede une variance beaucoup plus élevée. La théorie élastique isotrope ne
permet donc pas de reproduire la propriété d’extensivité de I’entropie vibrationnelle si
le type de défauts contenu dans le systeme n’est pas connu de fagon a priori. Il est
donc nécessaire d’utiliser une approche plus raffinée que ’élasticité isotrope
pour le probleme de régression des entropies vibrationnelles de formation.
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Figure 3.5: Analyse de la distribution du coefficient de dilatation thermique 8 pour les
différentes classes de défauts ponctuels de la base de données ARTn. On constate que la
distribution n’est pas unimodale ce qui montre que 8 n’est pas unique pour tous les types de
défauts ponctuels dans un matériau donné.

3.4.2 Modeles linéaires dans I’espace des descripteurs

Nous allons ici présenter les résultats des modeles linéaires dans l'espace des
descripteurs permettant d’ajuster les différentes bases de données décrites dans la
section précédente 3.3. Dans cette sous-section, nous avons utilisé les descripteurs
suivants afin de construire le modele de régression : (i) les Angular Fourier Series (AFS)
A, p possédant r composantes radiales et § composantes angulaires, (ii) le bi-spectrum
SO(4) bSO(4)

coefficients de scattering S7°* possédant un "moment cinétique maximun’ égal a L et

jmas DOSSédant un "moment cinétique" maximum égal & Jy,q, et (iii) les
couplant les échelles incluses dans le sous-ensemble 7. La définition formelle de ces
descripteurs est donnée dans le chapitre 2. Dans l'intégralité de cette sous-section, le
rayon de coupure utilisé pour les descripteurs rq,; est égal a 5 A.

Nous débutons par la base de données ARTh et nous comparons les deux potentiels
semi-empiriques (i) AMO04 [180] et (ii) MEAM [1806] ainsi que les différents descripteurs
cités plus haut. Nous cherchons ici a obtenir le modele le plus précis possible. Afin
de quantifier la notion de précision des modeles construits, nous introduisons deux
grandeurs statistiques : (i) 'erreur quadratique moyenne (Root Mean Square Error,
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RMSE) et (ii) l'erreur moyenne absolue (Mean Absolute Error, MAE) ;

VMS, —w- D JI* (RMSE) (3.40)
MIS, —w- D" (MAE) (3.41)

Ici M, est le nombre de configurations présentes dans la base de données, S, € R
est le vecteur d’entropies de formations & ajuster, w € RP est le vecteur de poids et
D_ e RP*M: est la matrice de descripteurs moyennés (cf. Sec. (3.2.3)) de la base de
données. Enfin, || - ||! et || - ||* réprésentent respectivement la norme L; et le carré de la
norme Ly. Un modele de régression est d’autant plus précis que sa RMSE et sa MAE
sont proches de zéro. Les différents modeles de régression en fonction du potentiel semi-
empirique et du type de descripteur sont présentés dans la figure 3.6. Les résultats sont
visualisés dans le plan (Q D, ﬁs). Un modele est d’autant plus précis que les points
sont proches de la droite y = x, la variance des points dans ce plan est une image directe
de la RMSE. On constate que le modele linéaire Eq. (3.32) motivé par le formalisme
de Green est un tres bon estimateur de I'entropie vibrationnelle de formation. Sur une
plage d’entropie de l'ordre de 20 kg a 25 kg, la RMSE est inférieure a 1 kg. Pour les
modeles linéaires proposés ici, le nombre de parametres ajustables est de I'ordre de la
centaine et la base de données compte environ 4000 configurations. Le bon ajustement
n’est donc pas lié & un phénomene de sur-ajustement symptomatique des méthodes a
noyauz (cf. Sec. 2.2.2). Pour tous les descripteurs utilisés, on constate que les lacunes
sont plus facilement ajustées que les auto-interstitiels, ce qui s’explique par la grande
variabilité des configurations d’auto-interstitiels. Nous allons maintenant comparer les
différents modeles obtenus, d’abord en fonction du potentiel semi-empirique utilisé
et ensuite en fonction des descripteurs utilisés.

En termes de comparaison des potentiels semi-empiriques, on constate que pour un
méme descripteur les indicateurs statistiques du potentiel MEAM sont meilleurs que
ceux du potentiel AM04 (EAM), ce que 'on constate aussi visuellement avec une plus
grande dispersion pour AMO04 que pour MEAM. Nous allons essayer d’interpréter cette
différence significative. L’une des principales différences entre le potentiel AMO04 et
MEAM est le formalisme de construction. Le potentiel AM04 a été ajusté a 'aide
de fonctions splines cubiques alors que le potentiel MEAM, lui, est ajusté avec des
fonctions présentant une meilleure régularité. L’estimation du Hessien du systeme
nécessite d’évaluer numériquement la dérivée seconde du potentiel pour chacune des
coordonnées des atomes présents a l'intérieur du systeme. Dans le cas des fonctions
splines cubiques, la dérivée seconde sera linéaire par morceaux (et donc au mieux de
classe C°). Le modele de régression que nous proposons est équivalent & une estimation
a un point de la courbure multi-dimensionnelle d’un bassin dans le paysage énergétique
du systeme. Une bonne estimation a un point nécessite des propriétés importantes de
régularité des fonctions estimées. La plus grande précision du modele de régression
pour le potentiel MEAM est donc due a la meilleure régularité de celui-ci. Apres cette
constatation, nous avons choisi d’utiliser seulement le potentiel MEAM pour les autres
modeles de régression de cette sous-section. Une étude quantitative des défauts de
régularité de certains potentiels semi-empiriques est présentée en Annexe C.
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Figure 3.6: Comparaison entre les entropies calculées par diagonalisation directe du Hessien
et I'ajustement du modele linéaire en fonction du potentiel : (a) EAM et (b-d) MEAM pour
les 2-4 auto-interstitiels Ir_4 et les quadri-lacunes Vj pour des systémes de volume (8ag)?.
Le nombre de configurations pour chaque classe de défauts est donné par la Tab.3.1. Les
descripteurs utilisés sont : (a-b) Agg 10, (c) bSO(4)35 et (d) ST-F avec les échelles suivantes
J ={0,0.25,0.5,0.75,1,2,3,4,5}.

Comparons maintenant les différents descripteurs. On constate qu’il existe de fortes
variations des indicateurs statistiques en fonction du type de représentation utilisée.
Les descripteurs AFS semblent étre les mieux adaptés pour le probleme de régression,
comparativement aux coefficients de Scattering ou le bSO(4). Ce résultat peut étre
expliqué par les raisons suivantes : (i) les grilles radiales et angulaires du descripteur
AF'S sont plus facilement adaptables grace a la définition des AFS en produit direct.
Ce n’est pas le cas pour le bSO(4) ou les informations radiales et angulaires sont
"mixées" par la définition des fonctions hyper-sphériques; (ii) le descripteur AFS est
un descripteur local, plus & méme de décrire un probleme de termes sources locales
(cf. Sec. 3.2.2 et Sec. 3.2.3) que les coefficients de Scattering qui sont construits pour
les analyses multi-échelles et qui sont donc non locaux. La meilleure précision du
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descripteur AFS montre que le probleme de la régression d’entropie vibrationnelle
de formation pour les défauts ponctuels dans le fer cubique centré nécessite une
grille radiale fine, ce qui est en adéquation avec la description radiale complexe des
atomes formant les auto-interstitiels.

Nous allons ici décrire les résultats obtenus par les modeles de régression linéaires
pour la base de données déformée. Pour cette base de données, nous avons décidé de
ne considérer que le cas du potentiel MEAM et d’utiliser le descripteur AFS Ay 10,
les résultats du modele de régression sont présentés dans la figure 3.7. On constate
que les indicateurs statistiques conservent des valeurs tres satisfaisantes de 'ordre
de 0.4 kg pour la RMSE. La figure 3.7.(a) montre le méme comportement que pour
la base de données ARTh. Le modele linéaire ajuste mieux I'entropie vibrationnelle
des lacunes que des interstitiels. La figure 3.7.(b) présente les résultats du modele en
fonction des taux de déformations appliqués. On observe que les configurations les
plus déformées ont tendance a étre un peu moins bien ajustées par le modele.

MEAM, Ay, 10 descriptor (a)
1024 atoms

MEAM, Ay, 10 descriptor (b)
1024 atoms

1 - E0%, V-
2.0 2, 1026 atoms 25.0 :-:0/ \1/024
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Figure 3.7: Illustration des résultats du modele linéaire pour la base de données déformée
pour les Io_4/Vy amas de défauts (pour le potentiel MEAM) en utilisant le descripteur Asgg 1.
Les systémes initiaux possédaient un volume de (8ag)? et ont été déformés par appliquation
d’une déformation homogene et isotrope. Le taux de déformation varie de —1% a 3%. La
figure (a) illustre les résultats du modele de régression en fonction du type de défauts
ponctuels; la figure (b) illustre les mémes résultats mais en fonction du taux de déformation.

Les modeles de régression présentés plus haut ont été ajustés sur ’ensemble de leur
base de données, ils ne présentent donc pas de preuve directe de transférabilité. Nous
allons ici nous servir de la base de données aléatoire afin de démontrer la transférabilité
et la robustesse de I'approche linéaire pour le probleme de régression de l’entropie
vibrationnelle de formation. Pour cela, nous utilisons la méthode de training/testing.
La base de données est alors découpée aléatoirement en deux : une premiere partie
de proportion (1 — p) sert a entrainer le modeéle; la deuxiéme partie de proportion p
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sert a vérifier la transférabilité. On calcule ensuite les indicateurs statistiques pour les
deux sous-ensembles de la base de données. Afin d’éviter des biais de représentatitivé
des ensembles d’entrainement et de vérification, on réitere 100 fois la procédure et
on calcule la moyenne des indicateurs statistiques. Les résultats de la procédure
de training/testing sont présentés par la figure 3.8.(a). On constate que la valeur
des indicateurs statistiques est tres satisfaisante, de 'ordre de 1 kg, pour une plage
d’entropie vibrationnelle de formation allant jusqu’a 250 kg. De plus, on observe
que ces indicateurs restent stables méme pour une tres grande proportion du sous-
ensemble de vérification. Le modele linéaire semble donc prometteur a des
fins d’extrapolations pour des estimations d’entropies vibrationnelles de
formation. Afin d’aller encore plus loin dans la vérification de la transférabilité du
modele linéaire, nous avons choisi d’entrainer le modele sur la base de données ARTn
et d’utiliser la base de données aléatoire comme ensemble d’extrapolation. Les résultats
sont présentés dans la figure 3.8.(b). On observe que la RMSE est seulement de 1,5 kp
alors que le modele n’a été entrainé que sur des configurations de défauts isolés. Le
modele linéaire est transférable a des configurations aléatoires de défauts ponctuels
et intéragissant a moins de 2r.,; du potentiel MEAM utilisé (cf. Sec. 3.3.3). A ce
stade, on peut noter les deux conclusions suivantes : (i) le probleme de I'entropie
vibrationnelle de formation peut effectivement étre réduit a un probleme local en terme
de sources d’entropie vibrationnelle comme le suggérait le formalisme de Green pour la
densité d’état de modes normaux ; (ii) l'utilisation d’un modele linéaire dans 'espace
des descripteurs fournit des ajustements extrémement stables et d’une tres grande
transférabilité. Le modele linéaire entrainé sur les bassins énergétiques de la base de
données ARTn posséde un tres bon pouvoir prédictif sur des bassins énergétiques
disjoints (base de données aléatoire) de la base de données d’entrainement. De plus ce
modele est capable de reconstruire les tres grandes longueurs d’ondes des modes de
vibration associés aux dumbbells d’orientation (111) [169-171] jouant un grand roéle
dans la transition o — v martensitique du fer et la nucléation de paires de décrochement
pour la dislocation 1(111) [14]. Ces longueurs d’ondes dépassent largement les 10 A
mais sont tout de méme reconstruites par la régression. Cette excellente transférabilité
pourrait étre utilisée pour prédire I’entropie de formation de défauts de grande taille,
telles que les boucles de dislocation dont le calcul numérique standard est impraticable
a cause de la taille du systéme (de I'ordre de 10° atomes). Il est aussi important de
noter que le modele linéaire (dont la justification vient du formalisme de Green) n’est
valable que dans le cadre de I’approximation harmonique.

Afin de nous assurer de la transférabilité de notre modele, nous avons confronté ses
prédictions avec un calcul direct pour un objet étendu dans le fer cubique centré.
Nous avons choisi une boucle de dislocation de 283 atomes interstitiels dans
une boite cubique de simulation de 128 283 atomes (soit un volume de (40ag)?). Cette
boucle est présentée dans la figure 3.9. Afin de rendre compte des effets de tailles
finies, nous avons modifié la base de données aléatoire grace a la procédure décrite
dans la section 3.4.3. Le calcul par diagonalisation directe de la boite de cristal parfait
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Figure 3.8: La robustesse et la transférabilité du modele linéaire sont testées par (a) la
procédure de training/testing présentée dans la section (3.3.3) sur la base de données ARTn
et aléatoire (les entropies sont calculées en utilisant le potentiel MEAM [1806] et le descripteur
utilisé pour la régression est Asgg 10). Les résultats de la procédure de training/testing sont
donnés pour différentes proportions d’ensemble de vérification (voir ’encart). (b) Le pouvoir
prédictif du modele linéaire est testé en 'entrainant sur la base de données ARTn et en
extrapolant sur la base de données aléatoire. On constate que les indicateurs statistiques
sont du méme ordre de grandeur que pour la figure 3.8.(a) alors que le modéle est en régime
d’extrapolation.

de (40ap)? et la boite contenant la boucle de dislocation a nécessité environ 14 heures
sur 3000 CPU. Notre modele linéaire dans 1’espace des descripteurs permet
une estimation en environ 10 minutes sur un ordinateur de bureau avec
une erreur de seulement 5% par rapport a la diagonalisation directe. Notre
modele linéaire, dans ’espace des descripteurs, se montre donc transférable
et rapide pour des objets étendus.

Nous avons travaillé essentiellement sur les défauts dans le fer cubique centré pour
vérifier la validité d’un modele linéaire dans ’espace des descripteurs pour ajuster
I’entropie vibrationnelle de formation. Afin d’aller plus loin dans notre méthodologie
de validation, nous avons décidé de tester l'efficacité du modele linéaire sur des
systemes non cristallins. Pour cela nous nous sommes intéressés a des systemes
tres simples : les clusters Lennard-Jones. Ces systémes contenant un faible nombre
d’atomes sont un cas d’école de paysage énergétique contenant un grand nombre
bassins d’attraction [57]. Ces systemes sont en général utilisés pour tester 'efficacité
des méthodes d’exploration dans les paysages énergétiques complexes [58, 59, 189].
Nous nous sommes ici intéressés aux clusters Lennard-Jones L.J3g contenant 38 atomes
pour lesquels il existe une base de données de grande taille fournie par le Professeur
David J. Wales : http://www-wales.ch.cam.ac.uk/CCD.html. L’entropie des L.Jsg
est calculée sans aucune difficulté par diagonalisation directe de la matrice Hessienne.
Nous avons sélectionné 10 000 configurations différentes de L.J33 dont nous avons calculé
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P

S

Figure 3.9: Visualisation de la boucle interstitielle dans le fer cubique centré grace au
logiciel QVITO [187]. Celle-ci est contenue dans une boite cubique de volume (40ag)3.

I’entropie vibrationnelle ainsi que les descripteurs. Ici, nous avons choisi d'utiliser le
descripteur AFS Ay 10 (cf. Sec. 2.1.2) et un rayon de coupure de 5A. Le modele linéaire
a été ajusté et les résultats obtenus sont présentés dans la figure 3.10 avec en encart les
résultats de la procédure de training/testing décrite précédemment. On constate que
comme dans le cas du fer cubique centré, le modele linéaire possede une tres bonne
précision et une treés bonne transférabilité illustrée par les résultats du training/testing.

3.4.3 Entropies vibrationnelles locales

L’hypothese majeure de notre modele linéaire de régression est la proportionnalité
entre ’entropie locale d’un atome et son environnement atomique. En effet, notamment
dans les matériaux cristallins, les modes de vibration peuvent étre tres délocalisés
et leur longueur d’onde peut aisement dépasser la taille de la boite de simulation.
C’est le cas du mode de vibration (111) dans le fer cubique centré qui peut étre
délocalisé sur plusieurs dizaines d’Angstroms. Dans cette section, nous éprouvons
I’hypothese de cette proportionnalité locale en entrainant directement le
modele linéaire sur les entropies locales.

Nos simulations - présentées dans les sections 3.4.2 - ont été effectuées sur des systemes
de tailles finies et possedent donc un biais sur les modes de vibration de basses
fréquences. En effet, la longueur d’onde maximum pouvant résonner dans un systeme
de taille finie est 2L avec L la plus grande dimension de la boite de simulation. Les
modes normauz de tres basse fréquence et donc les plus délocalisés peuvent alors
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Figure 3.10: Modéle linéaire appliqué aux clusters Lennard-Jones contenant 38 atomes L.J3g
pour ajuster leur entropies vibrationnelles en unités de €7~'. Les résultats de la procédure de
training/testing sont présentés en encart. Les indicateurs statistiques restent stables méme
pour de grandes proportions d’ensemble de vérification.

ne pas pouvoir exister dans un systeme de taille finie. Afin de lever ce biais de
simulation, nous avons implémenté une méthode de maillage de 1’espace réciproque
(points-q) [168] dans le package PHONDY [170, 182-184] couplé avec LAMMPS [185] afin
d’améliorer ’échantillonnage des vecteurs d’ondes (la nouvelle matrice dynamique
échantillonnée est donnée par I’équation (3.17)). La grille de points-q utilisée pour
nos simulations est uniforme et permet d’obtenir le méme échantillonnage
de ’espace réciproque qu’une boite cubique de 127680 atomes (grille 4 x4 x4
pour une boite cubique de 2000 atomes), ce qui permet d’augmenter signi-
ficativement le nombre de mode de vibration basses fréquences admissibles.
Le calcul des entropies locales a ensuite été effectué dans les mémes conditions que
celles décrites dans la section 3.3 en utilisant la décomposition locale de la densité
d’état de modes normauz présentée dans la section 3.2 moyennée sur ’ensemble des
points-q utilisés pour échantillonner I'espace réciproque [168]. Ces calculs sont tres
cotiteux en temps CPU car ils nécessitent autant de diagonalisations que de points-q
utilisés pour former la grille dans 'espace reciproque. Nous nous sommes donc limités
a la base de données aléatoire a 2000 atomes. Celle-ci est représentative d’'une grande
partie des défauts ponctuels pour le fer cubique centré.

Les résultats obtenus sur la base de données ARTh pour une température de T" =

1000 K sont présentés dans la figure 3.11 en utilisant le descripteur AFS(20,10) avec un
rayon de coupure rq,; = 5A. On constate que le modele posséde une trés bonne
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précision avec une RMSE de 0.01 kg. Ici, la moyenne des entropies locales
est de 6.73kp par atome et les entropies les plus élevées correspondent a des
systémes ou des modes de basses fréquences sont fortement représentés. On
constate que la variance du modele reste stable pour de grandes valeurs d’entropies
par atomes et commence a dévier pour des entropies dépassant 7.8 kg par atome.
Notre modele linéaire est donc capable de reconstruire des modes de vibrations dont la
délocalisation dépasse le rayon de coupure utilisé par les descripteurs. Il est néanmoins
important de constater que le modele dévie de la réalité pour des entropies locales tres
élevées, de 'ordre de 7.8 kp par atome.

Nous précisons, ici, I'importance de la représentativité de la base de données. En
effet, I’erreur d’estimation de l’entropie vibrationnelle de formation de la boucle
de dislocation décrite par la figure 3.9 était de l'ordre de 200% sans la prise en
compte des points-g et seulement de 5% quand ceux-ci étaient pris en compte. La
représentativité et la "physique" de la base de donnée sont donc absolument
cruciales pour ce type d’approche.

MEAM, A,q, 10 descriptor /
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Figure 3.11: Application du modeéle linéaire pour la régression des entropies locales de la
base de données aléatoire & 2000 atomes pour une température de 7' = 1000 K. Le descripteur
utilisé est ’AFS(20,10) avec un rayon de coupure re; = 5 A. On constate que le modeéle
possede une tres grande précision (RMSE de 0.01 kp) et ne voit sa variance augmenter que
pour des valeurs d’entropie locale de 7.8 kg par atome.
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3.5 Conclusions de chapitre

Dans ce chapitre nous avons montré que le probléeme de I’entropie vibrationnelle
harmonique peut étre reformulé comme un probléme de termes sources locaux [24].
Cette décomposition locale (exacte dans le cadre de I'approximation harmonique) de
I’entropie vibrationnelle de formation grace au formalisme de Green pour la densité
d’état de modes normauzr permet de décrire les interactions aussi bien a courtes que a
longues distances par une approche locale. L’utilisation de ’espace de représentation des
descripteurs atomiques locaux associée a une simple régression linéaire permet d’estimer
avec une grande précision ’entropie vibrationnelle des bases de données considérées
dans les sous-sections 3.3.2 et 3.3.3. De plus, nous avons vérifié la transférabilité du
modele linéaire en entrainant celui-ci sur une réunion de bassins de basses énergies
et en extrapolant sur des bassins disjoints de plus hautes énergies. Les grandeurs
statistiques relatives a la précision du modele restent stables méme dans le cas de ce
régime de pure extrapolation. Ce modele linéaire a ensuite été testé sur des structures
non cristallines (clusters de Lennard-Jones) afin d’éprouver encore sa transférabilité.
Les conclusions sont les mémes que pour les bases de données métalliques : un modele
robuste et transférable. Notre modele linéaire a aussi prouvé sa transférabilité
pour prédire I’entropie vibrationnelle d’un objet étendu (une boucle de
dislocation). L’estimation de cette grandeur est de ’ordre de la dizaines
de minute sur un ordinateur de bureau alors que la méthode "standard" de
diagonalisation nécessite plusieurs heures sur des milliers de CPU. Enfin,
nous avons montré I'importance de la base de données utilisée a travers
P’utilisation des points-q pour cette méme boucle.

Le modele linéaire developpé dans l’espace des descripteurs locaux présente une
complexité numérique évoluant comme O(N) avec N le nombre d’atomes dans le
systeme alors que la méthode standard de calcul de I'entropie vibrationnelle nécessite
I’échantillonnage et la diagonalisation directe de la matrice dynamique du systéme,
opération dont la complexité évolue comme O(N?). Le calcul de 'entropie vibrationnelle
est donc généralement réduit a des systemes de petites tailles dépassant rarement
10* atomes. Le modele linéaire dans ’espace des descripteurs, grace a sa faible
complexité et sa grande transférabilité, pourrait donc étre utilisé pour prédire I'entropie
vibrationnelle de défauts de grandes tailles telles que les boucles de dislocations, et
dont il est impossible de calculer aisément 1’entropie vibrationnelle par la méthode
standard [14]. L’entropie vibrationnelle est aussi un indicateur important des transitions
de phases (3.1.3). Une estimation rapide de I’entropie vibrationnelle couplée avec une
méthode d’exploration du paysage énergétique pourrait conduire a la découverte de
nouveaux chemins de transition de phases et/ou de nouvelles phases telle que la phase
de lave C15 dans le fer prédite théoriquement par Marinica et al. [7].
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4.1 Possibilité d’extension du modele de régres-
sion d’entropie vibrationnelle a des ordres su-
périeurs

Dans le chapitre précédent Chap. 3, nous avons montré que 1’'on pouvait construire
un modele de régression d’entropie vibrationnelle harmonique grace a la décomposition
locale de I'entropie. En utilisant des descripteurs locaux, Chap. 2, et en supposant une
relation linéaire entre 1’entropie locale de I'atome ¢ - notée S; - et le descripteur D,
nous avons construit un modele linéaire de régression simple présentant une grande
précision et une grande transférabilité. De plus, ce modele préserve les propriétés
d’extensivité de ’entropie.

Dans ce chapitre, nous souhaitons étendre notre modele de régression, basé sur
la localité de l'entropie vibrationnelle harmonique, grace a une approche d’ordre
plus élevée dans 'espace des descripteurs. Un modele d’ordre n dans I’espace des
descripteurs peut étre formalisé de la facon suivante :

) (4.1)

k n+1
Si= Y (W“f) () ®Di> +o (H X D
1<k<n

Ot W® e RP" est un tenseur de poids d’ordre k, -*) représente I'opérateur de k
contraction défini pour les tenseurs d’ordre k et ®F est le k produit tensoriel. Le
terme d’ordre n + 1 est considéré comme étant négligeable. Afin de clarifier cette
formulation générale, décrivons le cas n = 2. Nous obtenons alors une formulation
quadratique simple :

Si:@‘Qi"’l'@) (D; ® D;) +o(||D; ® D; ® D,]) (4.2)

Ici w et W correspondent respectivement a w(l) et w(z). Cette nouvelle formulation
reste compatible avec la décomposition locale de I'entropie vibrationnelle harmonique
(i) S =>2;S; et (ii) la proportionnalité entre 'entropie locale et I'environnement local
S; ~ D,;. Ce modele quadratique permet d’introduire naturellement un couplage
entre les différentes composantes des descripteurs. Ce couplage des différentes
composantes permet d’enrichir le descripteur et d’obtenir des résultats d’une meilleure
précision pour les configurations de la base de données d’entrainement. Néanmoins,
comme dans tous les processus non-linéaires, ’erreur va augmenter drastiquement pour
des configurations "distantes' (en termes de norme dans l’espace des descripteurs, cf.
Sec 2.2.2) de la base de données d’entrainement. Il faut donc trouver un juste équilibre
entre la précision voulue, la transférabilité et 'ordre de non-linéarité. Nous allons
montrer, dans les sous-sections suivantes : (i) qu’il est possible d’ajuster correctement
un modeéle quadratique griace a un préconditionnement Sec. 4.1.1, (ii) qu'un tel
modele quadratique permet d’obtenir des résultats plus précis que le simple modele
linéaire notamment dans le cas des déformations Sec. 4.1.2.
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4.1.1 Modele quadratique et pré-conditionnement

L’ajustement du modele de régression décrit par 1’équation (4.2) nécessite quelques
précautions. En effet, le nombre de parametres de ce type de modele évolue comme
O(D?). La dimension de I'espace des parametres a ajuster est donc O(D?) ce qui
correspond a un espace de beaucoup plus grande dimension que dans le cas d'un
modele linéaire (D). Dans un espace de grande dimension, on peut supposer qu’il existe
un grand nombre de minima locaux de la fonction de cofit. La solution de ce probleme
d’optimisation va donc dépendre du choix de départ des poids ainsi que de 1’algorithme
de minimisation choisi. Il sera donc possible d’obtenir un grand nombre de modeéles, plus
ou moins sensibles et précis en partant de la méme base de données. Nous proposons
ici une méthode de pré-conditionnement du modele quadratique. Pour cela, on ajuste
dans un premier temps le modeéle linéaire solution du probleme d’optimisation suivant :

w' = argmin {[IS — w- DT|* + N|u*} (4.3)

Ici, S € R™M est le vecteur correspondant aux entropies de la base de données choisie.
D € RM*P est la matrice de design du probléme. La ligne k de la matrice est 3, Qf, la
somme courant sur tous les atomes de la configuration &k de la base de données. Enfin
A\ est le parametre de régularisation de la régression. On va ensuite ajuster la partie
quadratique du modeéle sur les données A'S = S — S , ol S est la prédiction donnée par
le modele linéaire de I’équation (4.3). Ce préconditionnement permet d’assurer deux
aspects essentiels : (i) la solution du modele linéaire est unique et permet de "fixer"
une région physique dans 'espace de la fonction de coit et (ii) ce pré-conditionnement
permet, aprés un constat numérique, d’assurer que A'S va suivre une distribution
normale ce qui va rendre plus robuste la régularisation Ly de la régression quadratique.
L’ajustement quadratique répond alors au probleme d’optimisation suivant :

W= argmin (A — W Dy |2+ X} (44

ot W € D x D est un tenseur de parametres ajustables et D, € RP*XPXM agt un
tenseur d’ordre 3 tel que Dy, = 3, Df(k)D (k) avec Di(k) la j~®m¢ composante
—ieme atome de la configuration k. A\ est le parametre de régularisation de la
régression. La résolution des probléemes d’optimisation Eq. (4.3) et Eq. (4.4) permet
de construire le modele décrit par 1’équation (4.2). Ce modele d’ordre 2 est appelé
modele Extended Quadratic Machine Learning (que nous appellerons dans la suite :

modele EQML).

du n

Nous allons utiliser le modele EQML pour les cas "mals décrits" par le modele linéaire
de régression. Dans le chapitre 3, nous avons proposé la base de données ARTnh déformée
et nous avons constaté que le modele linéaire possedait une moins bonne précision pour
le cas particulier de cette base de données. En effet, les déformations méme homogenes
et isotropes sont difficiles a quantifier pour les descripteurs a cause des faibles variations
d’angles et de distances entre les atomes. L’utilisation du modele EQML sur cette base
de données introduit plus d’informations et permet une meilleure précision du modele.
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4.1.2 Application a la base de données ARTn déformée

Dans cette sous-section, nous allons comparer la précision et la transférabilité du
modele linéaire et du modele EQML pour le cas de la base de données ARTn déformée.
Nous rappelons que cette base est constituée de systemes de fer cubique centré de
volume (8ag)? contenant des défauts ponctuels. Ces systémes ont ensuite subi une
déformation homogene et isotrope par application d’un tenseur de déformation e.
L’entropie vibrationnelle (harmonique) de formation de défauts a été calculée avec le
package PHONDY [170, 182-184] couplé avec LAMMPS [185] en utilisant le potentiel MEAM
développé par Alireza et Asadi [186] (les détails concernant les simulations numériques
sont donnés dans la sous-section 3.3.2). Afin de pouvoir utiliser le modele EQML
pour cette base de données, nous devons choisir un descripteur "riche" et comportant
un nombre relativement faible de composantes afin d’éviter des phénomenes de sur-
ajustement du terme quadratique. Notre choix s’est porté sur le bi-spectrum SO(4)
aveC Jmar = 4.0 et roy = 5A . Les résultats obtenus pour la base de données ARTn
déformée sont donnés dans la figure 4.1. Les résultats des procédures de train/test sont
présentés en encart de ces figures. La figure 4.1.(a) présente les résultats de la régression
avec le modele linéaire simple tandis que la figure 4.1.(b) présente ceux du modele
EQML. Grace aux courbes de training/testing (décrites dans le chapitre 3), présentées
en encart des figures 4.1, on constate que les deux modeles présentés posseédent une tres
bonne transférabilité méme pour une grande proportion de données dans ’ensemble
de test. 11 est important de noter que l'erreur du modele EQML n’augmente pas
drastiquement avec la proportion de données dans I’ensemble de test ce qui montre
qu’il n’y a pas d’effet de sur-ajustement. De plus, 'erreur quadratique moyenne du
modele EQML est deux fois inférieure a celle du modele linéaire (0.34kp contre 0.82kp).
Pour un méme calcul de descripteur, le modele EQML permet donc de décrire de
fagon plus complete le cas difficile des déformations que par le modele linéaire. Le
point technique de I'utilisation d’un modele quadratique réside dans son ajustement.
Nous controlons cet ajustement par le préconditionnement linéaire, la régularisation
et par 'utilisation d’une base de données riche et représentative de notre probleme.
Notre approche initiale, basée sur 'utilisation d’un modele linéaire de régression dans
I’espace des descripteurs, avait été motivée par des arguments "physiques" portant
sur la décomposition locale de I’entropie vibrationnelle harmonique (S = %, S; et
S; ~ D;). Le modele EQML développé vérifie toujours ces propriétés.

Dans les sections suivantes, nous développons une approche corrective permet-
tant de calculer la variation d’entropie vibrationnelle harmonique entre une
configuration initiale et une configuration déformée (issue de la configuration initiale)
par application d’un tenseur de déformations €. Pour cela, nous avons développé une
approche analytique mettant en évidence la nécessité d’introduire des couplages entre
les différents modes normauz du systeme. Ce terme de correction analytique conduit a
I'utilisation d’un modele purement quadratique dans I’espace des descripteurs
- il n’y a pas d’utilisation d’un préconditionnement linéaire - afin d’ajuster la variation
d’entropie vibrationnelle harmonique. Nous comparons 'efficacité de cette méthode
corrective avec le modele EQML et nous développons le lien entre la structure de
I’espace des phases et celle de ’espace des descripteurs.
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Figure 4.1: Comparaison des résultats du modele linéaire et du modele EQML pour la base
de données déformée pour les I_4/Vy amas de défauts (pour le potentiel MEAM) en utilisant
le descripteur bSO(4),. Les systémes initiaux possédaient un volume de (8ag)® et ont été
déformés par application d’'une déformation homogene et isotrope. Le taux de déformation
varie de —1% a 3%. La figure (a) illustre les résultats du modele linéaire de régression en
fonction du type de défauts ponctuels; la figure (b) illustre les résultats obtenus avec le
modele EQML. En encart sont présentés les résultats de la procédure de training/testing pour
les deux modeles. On constate que les deux modeles présentent une bonne transférabilité et
que le modele EQML possede une meilleure précision au sens de la RMSE.

4.2 Structure de ’espace des phases et de ’espace
des descripteurs

L’entropie vibrationnelle (méme dans le cadre harmonique) a un lien étroit avec la
courbure de I'espace des phases Q x P € R¥*V>3N (o1l N est le nombre d’atomes dans le
systeme). Une esquisse intuitive de ce lien sera développée dans les sections suivantes.
Cette caractéristique "structurale' de I’entropie vibrationnelle la rend difficile a calculer
et a appréhender. L’énergie d'une configuration dans son état fondamental est une
caractéristique ponctuelle d’un bassin : elle peut étre résumée a ’aide d’un seul vecteur
de coordonnées et est définie par une seule quantité scalaire non ambigiie. L’entropie
vibrationnelle est une grandeur plus subtile. Elle est diffuse et ne peut aucunement étre
déduite a I'aide d’un seul vecteur de coordonnées (au moins dans 'espace des phases).
Elle est représentative de I’état de courbure général d’un bassin. Ainsi, plus
un bassin est "plat", plus son entropie vibrationnelle est grande.

Nous proposons, dans ce chapitre, de nous intéresser au lien qui existe entre la
structure de 1’espace des phases et la structure de I'espace de représentation. Dans la
sous-section (4.2.1), nous allons établir un lien direct entre ces deux espaces - dans le
cas des déformations - en nous basant sur le formalisme de Green pour la densité d’état
de modes normauz décrits dans le chapitre 3. Nous proposerons un terme de correction
analytique permettant d’améliorer la précision du modele de régression de I’entropie de
formation. Ce modele correctif sera appliqué a la base de données déformée Sec. 3.3.3
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pour le fer cubique centré. Dans un second temps, nous appliquerons une dérivation
directe du modele linéaire developpé dans le chapitre 3 afin d’ajuster les fréquences
d’attaque (dans le cadre harmonique). La fréquence d’attaque est une image directe de
la variation de courbure entre un état initial et un état final dans ’espace des phases.
Ce modele sera testé dans un systéme non cristallin, le silicium amorphe, qui présente
un paysage énergétique riche et complexe.

Le chapitre précédent, Chap. 3, montre qu'un modele linéaire dans 1’espace des
descripteurs, basé sur le formalisme de Green pour la densité d’état de modes normauz,
permet d’ajuster 'entropie vibrationnelle de différents systemes. D’autre part, d’apres
la définition de I’entropie microcanonique donnée par I’équation (3.1), celle-ci peut
toujours étre formulée comme une grandeur proportionnelle au logarithme d’un certain
volume. Dans le cas de I'entropie configurationnelle calculée a une énergie E (le cas
le plus intuitif) ce volume est simplement le nombre de configurations N, possibles
(renormalisé par 0 £') du systéme dont I'énergie est comprise entre £ — %5E et £+ %5E :
Dans le cas des modes de vibration, le raisonnement n’est pas aussi intuitif. Nous allons
le détailler de fagon simplifiée en considérant seulement le régime haute température
(T > Tpepye O tous les modes de vibration sont activés et peuvent étre considérés
dans la limite classique) et dans le cadre de 'approximation harmonique.

Nous cherchons a exprimer ’entropie vibrationnelle - d’un bassin centré aux co-
ordonnées qy - sous la formulation suivante :

Svib = k)B In (V(qo)/vu) (45)

Ou VY est un certain volume de I'espace des phases et v, un volume unitaire de 1’espace
des phases. Intuitivement V(qo) est le volume de I'espace des phases accessible par
les modes normauzr du systeme a une température donnée T et v, est simplement
'action minimale imposée par le principe d’incertitude h*". Pour plus de clarté, nous
nous placons dans 'espace des modes propres et des quantités de mouvements associée
a l'équation (3.20) : (&,,, -+ ,€,,nsDuyy -+ s Dusy ). Nous voulons alors calculer une
expression simple de V(&,,,- -+ ,&,,4,Duys -+, Dusy) dont la définition formelle est :

V(@ 8y s Pors - s Pran) = /QXP\/\det (gn) | dBy, A - AdByyy AdDy, A Adu,,,

: oM [ dpvy \ 1
: dpu, \ dt

oM (dbugy )71
Dpvany \_dt

gn =

oM (des L
dey, \ dt

___OH (déVsN)il
861,3]\, dt

Ou det(-) est lapplication déterminant, gy est le tenseur métrique associé a la
dynamique Hamiltonnienne du systeme et A est le produit extérieur. Le calcul du volume
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de la famille des modes propres du systeéme est difficile. Plagons-nous dans la base des
modes normauz {(U,,V,)}, ., <5y €t dont I'énergie est décrite par I’équation (3.16).
Dans cette nouvelle base, la famille des modes propres se représente comme une
matrice diagonale ce qui permet d’exprimer simplement V(q,p) = [[;, V(U, Vi). 11
reste alors a déterminer I'expression de V(Uyg, V}). Pour cela, plagons-nous dans le
plan (Uy, Vi) et calculons le volume engendré. L’équation (3.16) permet d’aboutir
a une simple ellipse pour le mode k& dont ’énergie associée est Ej. Le cas de ce
mode est décrit par la figure 4.2 :

1 1
awim + gvz = E, (4.6)

Le volume V(Uy, V) est la surface de l'ellipse %

le théoreme d’équipartition de [’énergie et comme T > Tpepye tous les modes de

Il nous suffit alors d’appliquer

vibration sont activés. On peut donc écrire que Vk, Eyp = kgT. On peut maintenant
injecter les résultats précédents dans 1’équation (4.5) et obtenir la méme expression
que l'équation (3.19) :

3N
kT
Syib =k In|— 4.7
k(i) 4

Ce simple calcul nous permet d’effleurer le lien étroit qui existe entre un volume de
I’espace des phases et ’entropie vibrationnelle. Dans la prochaine partie, nous allons
montrer qu’il est possible d’établir un lien entre ’espace des descripteurs et ’espace
des phases grace au formalisme de Green pour la densité d’état de modes normauz. Par
souci de clarté, nous avons choisi de ne présenter que les principaux résultats de notre
démarche. Toutes les démonstrations relatives a cette sous-section sont présentées en
annexe (B). La principale difficulté de cette démarche est d’établir un lien formel entre
I’espace des phases et ’espace des descripteurs. Nous verrons que ce lien peut étre
obtenu par 'intermédiaire de la matrice de covariance des descripteurs.

4.2.1 Extension du formalisme de Green : déformations et
structure de ’espace des descripteurs

Dans cette sous-section, nous notons C(%) une configuration initiale de coordonnées
qo € R*N . Nous appliquons un tenseur de déformation € € R3*3 & la configuration C(?.
Celle-ci subit alors la transformation de coordonnées suivante : gy — qo + dq, avec
0q = €-qp. Les nouvelles coordonnées du systeme sont alors notées g, et la configuration
est notée C9. Nous donnons aussi un exemple typique de tenseur de déformation :

5§00
06 0 (4.8)
006

€(0) =

Compilation du 23 mars 2022



84 4.2. Structure de ’espace des phases et de ’espace des descripteurs

{Uk}

1 1.
SRR + 5 UF = Ex

V(U.'(J [U.'()

Figure 4.2: Projection du mode normal k d’énergie Fy. Le portrait de phase associé est une
simple ellipse dont la surface est aisément calculable. L’équation de ’ellipse pour le mode
normal k est donnée en encart.

On peut directement relier le tenseur des déformations et la variation de volume du
systéme AV entre la configuration C(¥) et C). Ce changement de volume s’exprime
de la facon suivante :

AV = det{e}V© (4.9)
Ici, det(-) est I'opérateur déterminant et V() est le volume de la configuration C().

Nous allons ici calculer un terme analytique de correction entre une configuration initiale
C© et I'image de cette méme configuration apres avoir subi une petite déformation e
noté C'9. Dans cette situation, on comprend que le tenseur € va induire une variation
AV du volume du systéme et donc une variation Aw, des pulsations propres du systeme.
Nous cherchons a quantifier la variation de I’entropie AS par rapport aux variations
précédentes. Pour cela, on utilise la densité d’état de modes normauz. L’équation (3.26)
permet d’exprimer facilement cette variation :

AS(€) = —kp /0 o [m (%) - 1] AQ(w, €)dw (4.10)

Nous devons maintenant déterminer une expression analytique de la variation de
densité d’état de mode de vibration AQ(w, €). Pour cela, nous allons appliquer une
approche pertubative car la déformation € est petite (au sens de la norme || - || décrite
dans 'annexe B.1). Cette approche pertubative est présentée de fagon schématique
dans la figure 4.3. Nous introduisons le tenseur § dont la définition formelle est donnée
par I’équation (B.11). Ce tenseur quantifie la différence entre les fonctions de Green
solutions du probleme aux valeurs propres des modes normauz Eq. (3.20) pour les
configurations C et C(*). Le tenseur & est petit au sens de la norme || - ||o, et agit
sur les modes propres du systeme. L’effet de § est schématisé dans la figure 4.3, ou
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le tenseur va induire un changement de volume de ’ellipse engendrée par le couple
(Ug, V). En s’appliquant sur ’ensemble des modes propres du systéme, § va induire
un changement du volume V(Uyg, V) qu’il nous faut quantifier.

{Ur}

1 1.
S Uk + 50U = By

V({1 + 6 YU, {1+ 61U,
V(Uklek)

Figure 4.3: Projection du mode normal k. Le tenseur § déforme le portrait de phase du
mode k ce qui implique une variation de volume qu’il nous faut quantifier pour calculer le
terme de correction d’entropie vibrationnelle.

Considérons la fonction de Green G (w) solution de ’équation (3.20) pour la configu-
ration C(¥ et la fonction de Green G(w, €) solution du probleme des modes normauz
pour la configuration C©). On formalise I'approche perturbative sous la forme suivante :

G(w,e) =G W) + GV (w,e)+ -+ G (w,e) (4.11)

on g (w, €) est la fonction de Green perturbative a l'ordre k. Les fonctions perturba-
tives vérifient les relations suivantes : Vk > 0, [|G*D(w, )]l < [|G® (w, €)]|oo-
Nous allons ici travailler sur un modele perturbatif & 'ordre 1. Afin de mener
les calculs présentés en annexe B, nous utilisons aussi les propriétés spécifiques
des fonctions de Green associées au probleme des modes normauz Eq. (3.20) : (i)
GOw) - GV(w) = 0,269 (w); (i) G (w) -G Hw,€) ~ 1 ou 1 est le tenseur identité
(iii) |AG(w,€) -G H(w, €)|lso < 1 011 || - || est la norme décrite en annexe B.1. Nous
sommes maintenant en mesure de donner une expression analytique de la variation de
la densité d’état des modes de vibration décrite dans I’équation (4.10) en utilisant la
méthode pertubative a l'ordre 1. Le calcul détaillé de ce terme est décrit en annexe B.3
et est grandement basé sur les développements de P. H. Dederichs et al. [24] pour les
calculs de correction en température. On aboutit finalement a ’expression suivante :

AQ(w, €) = %%(aw {Tr (%) } ) (4.12)
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olt ¥(-) représente la partie imaginaire et AG(w, €) = G(w, €) — G (w) est la variation
de fonction de Green entre C') et C(”). La notation sous forme de fraction est abusive
et représente l'inverse du tenseur G(w, €). On constate que 'expression de la variation
de densité d’état des modes de vibration est simplement reliée aux parties imaginaires
des fonctions de Green AG(w, €) et G(w, €). Grace a I'expression de AQ(w, €), on peut
maintenant calculer AS par intégration sur w et passage au logarithme. Les subtilités
du calcul sont détaillées en annexe B.3. On obtient l'expression de AS(e) :
N3

AS(€) = —kg { 3 ( 3 W€ — w8 ) } (4.13)

i,a=1 \1<ve£,0<3N \/Z%V:O f(wuoa Wue) 6a|4

Les notions utilisées sont les mémes que dans le chapitre 3 et la fonction f est définie
plus rigoureusement dans I’annexe B.3. La variation d’entropie AS(€) peut donc s’écrire
comme une différence de quantités entre les modes de vibration de la configuration
déformée ¢ et les modes de vibration de la configuration non-déformée 1°. Cette
différence implique un couplage direct entre les modes des configurations C©) et C©.
Notre modele linéaire ne peut pas directement rendre compte de ce couplage. Afin
de relier la quantité décrite par 1’équation (4.13) & I'espace des descripteurs, nous
voulons approximer le produit scalaire suivant :

3N 3 L, 3N 3 ) 3N 3 )
DD ETW) e Y D W)t =) Y € W) (4.14)
v=1a'=1 v=1a=1 v=1a=1

Dans le chapitre 3, nous avons introduit une relation linéaire entre la base des modes
normaux {€;, }1<ia<sy dans l'espace des phases et la base des descripteurs {D;}i1<a<p
dans l'espace de représentation :

3N 3

YW =w- D’ (4.15)

v=1a=1

L’expression (4.13) introduit naturellement un couplage entre différents modes de
vibration en raison de I’expression de la fonction f présente au dénominateur de celle-ci.
Nous proposons ici d’introduire un couplage direct des différentes composantes des
descripteurs grace au noyau suivant K (Qi,Qi/) :

K, =te{ws o' 0] Wi} (4.16)

Ici, W € CP*P est une matrice de parameétres ajustables, approximant 1'espace des
phases & partir de l'espace des descripteurs, D° € R™P est le vecteur de descripteurs
associé a I'atome i. On note que l'expression (4.16) est formellement un noyau si la
matrice W est définie positive (d’apres la définition du chapitre 2 et les propriétés de
I'opérateur trace). Finalement, nous faisons 'approximation suivante :

%V:E?’: £ (v)? ~ K(D', DY) (4.17)
et I flwm,w)lgReOl T T
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On peut noter que le noyau K (D, D) se réduit au carré d’'un simple produit scalaire
lw - D' si W = diag(w)z. De plus, ce noyau conserve Uextensivité de I'entropie
vibrationnelle. Des cas particuliers du lien entre ce noyau et un produit scalaire simple
sont discutés dans I'annexe B.5. Finalement, en utilisant les propriétés de 1'opérateur
trace, nous pouvons ajuster AS(€) a l'aide d’'une quantité scalaire :

ASm’b(e) = —kgTr {l%(e) . [£T<€) Q(e)} — E% (O) . [QT(()) Q(O)}} (4.18)

ol [QT(O) Q(O)} € RP*P et {QT(G) Q(e)] € RP*P sont libes aux matrices de

covariance des configurations initiale et déformée. E% (€) € RP*P et g%(O) € RPxP
sont des matrices de parametres ajustables. Pour plus de clarté, dans la suite, nous
introduisons le tenseur suivant :

M = [D"(e) - D(e)] - [D7(0) - D(0)] (4.19)

Sous ’hypothese que lé(e) ~ E%(O) et en utilisant les propriétés de la trace, on
peut alors écrire simplement I’équation (4.13) sous la forme :

AS(e) = Tr{W,, - M} (4.20)
Les composantes du tenseur W, € CP*P sont les parametres ajustables qui doivent
étre optimisés lors de I'ajustement du modele. Le tenseur M étant symétrique, le
tenseur W est aussi symétrique. Le tenseur WW_ permet de coupler les différentes
composantes de descripteurs ce qui n’est pas le cas du modele linéaire simple proposé
dans le chapitre précédent 3. Le modeéle de régression pour la correction AS(€)
contiendra "plus d’informations" au sens des descripteurs et permettra une prédiction
plus précise qu'un modele linéaire dans le cas des petites déformations. Cependant, il
sera potentiellement moins transférable a cause de sa non-linéarité. De plus, le tenseur
W, peut étre interprété de facon plus profonde. En effet, ce tenseur permet d’effectuer
la transformation permettant de passer de 'espace des descripteurs a 'espace des
modes normauz, et fait donc le lien entre I’espace "physique" des fonctions propres
des modes normauz et 'espace de représentation.

4.2.2 Modele de régression du terme de correction : applica-
tion a la base de données déformée

Nous allons maintenant construire un modele de régression du terme de correction
AS. Pour cela, nous utilisons la base de données déformée présentée dans le chapitre
précédent Sec. 3.3.3. Nous rappelons que cette base de données est constituée de
systémes de fer cubique centré de volume (8ag)® contenant des défauts ponctuels.
Ces systemes ont ensuite subi une déformation homogene et isotrope par application
d’un tenseur de déformation €. L’entropie vibrationnelle (harmonique) de formation
de défauts a été calculée en utilisant le package PHONDY [170, 182-184] couplé avec
LAMMPS [185] en utilisant le potentiel MEAM développé par Alireza et Asadi [186] (les
détails concernant les simulations numériques sont donnés dans la sous-section 3.3.2).
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On veut contruire un modele de la correction d’entropie entre une configuration non
déformée € = 0 et une configuration déformée € # 0 en se basant sur les descripteurs de
ces deux configurations. En nous appuyant sur I’équation (4.20), nous proposons
un modele de la forme :

St(€) = wpSy(0) + Tr {ﬂp M} : (4.21)

Ici, S¢(€) et Sf(0) représentent respectivement les entropies de formation des confi-
gurations dans I'état déformé et dans I'état non-déformé. Le tenseur M est défini
par 'équation (4.19). Nous considérons que la distribution des parameétres ajustables
de W_ doit étre indépendante des deux configurations d’entrée. Nous introduisons
aussi un parametre de controle wy. Ce parametre est exactement égal a 1 dans le cas
théorique. Ce degré de liberté supplémentaire permet de vérifier que le modele n’entre
pas dans un régime de sur-ajustement. Si le modele entre en régime de sur-ajustement,
ce parametre sera significativement différent de 1. Nous veillerons donc a vérifier que
wo — 1.

Afin d’éprouver ce nouveau modele, nous utilisons la base de données ARTn déformée
décrite dans la section 3.3.3. Nous allons comparer deux modeles de régression pour
estimer la quantité S¢(e) : (i) le modele linéaire décrit par 'équation (3.32) et (ii)
le modele corrigé décrit par I’équation (4.21). Le modele linéaire permet de faire
une estimation directe de S;(€) en utilisant les descripteurs de la configuration C(©.
Le modele corrigé nécessite la valeur de S;(0) associée a la configuration C(©) ainsi
que le calcul de la matrice M a partir des descripteurs des configurations Cl) et
C. Dans le cadre du modele corrigé, on peut exprimer le probleme de régression de
I’équation (4.21) sous forme d’une régression linéaire grace aux propriétés de la trace.
Nous utilisons méme le descripteur bSO(4)4 avec un rayon de coupure re,; =5 A pour
(i) le modele linéaire et (ii) le modele corrigé. Les régressions linéaires ont été ajustées
par la méthode Bayésienne régularisée grace au package scikit-learn [165]. Les
indicateurs statistiques ainsi que la procédure de training/testing sont détaillés dans la
sous-section 3.4.2. La figure 4.4(a) présente les résultats du modele linéaire direct entre
I'espace des descripteurs et 'entropie de formation introduite dans le chapitre (3).
Les résultats de la procédure de training/testing associés sont présentés en encart
de la figure 4.4.(a). De méme, la figure 4.4.(b) présente les résultats obtenus pour
le modele de régression décrit par I’équation (4.21), et les résultats de la procédure
de training/testing sont représentés en encart.

On constate que les deux modeles, que ce soit le modele direct ou le modele corrigé
présentent de bons indicateurs statistiques en termes de MAE et de RMSE. Le modele
corrigé possede une meilleure précision avec un RMSE de 0.31 kg contre 0.82 kg pour
le modele direct. En termes de transférabilité, la procédure de training/testing montre
que les indicateurs statistiques restent stables, méme pour des grandes proportions de
'ensemble de vérification (cf. encart de la figure 4.4). Les indicateurs du modele corrigé
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Figure 4.4: Comparaison des résultats du modele linéaire et du modele corrigé de la quantité
St(€) pour la base de données déformée pour les Io_4/V, amas de défauts (pour le potentiel
MEAM) en utilisant le descripteur 6SO(4)4. Les systémes initiaux possedaient un volume de
(8ap)? et ont été déformés par application d’une déformation homogene et isotrope. Le taux
de déformation varie de —1% a 3%. La figure (a) illustre les résultats du modele linéaire de
régression décrit par I’équation (3.32) en fonction du type de défauts ponctuels; la figure (b)
illustre les résultats obtenus avec le modele corrigé décrit par 'équation (4.21). Les résultats
de la procédure de training/testing des deux modeles sont présentés en encart. On constate
que les deux modeles présentent une bonne transférabilité et que le modele corrigé possede
une meilleure précision.

sont un peu moins stables (au sens des courbes de train/test) que ceux du modele
direct a cause de sa non-linéarité. Néanmoins, les indicateurs statistiques du modele
corrigé sont meilleurs que ceux du modele linéaire direct quelque soit la proportion de
I’ensemble de vérification choisi. Concernant la valeur du parametre de controle wy
discuté plus haut, on obtient wy = 0.984 pour le modele présenté dans la figure 4.4.(b)
ce qui montre que le modele n’est pas en régime de sur-ajustement. La comparaison
des résultats entre le modele direct Fig 4.4.(a) et le modele corrigé Fig 4.4.(b) montre
que l'utilisation du modele corrigé permet d’obtenir de meilleurs modeles de régression.
L’approche pertubative mise en oeuvre illustre la nécessité de l'introduction d’un
couplage entre les différentes composantes des modes de vibration. Ce couplage dans
I’espace des phases nécessite 'introduction d'un couplage des différentes composantes
des descripteurs afin de rendre compte de la physique du probleme. Ce modele, basé
sur la correction du formalisme de Green pour la densité d’état de modes de vibration,
permet d’obtenir un modele précis et transférable pour le cas des petites déformations.
Enfin, le degré de liberté wy lors de 'ajustement montre que le modele corrigé n’est
pas en régime de sur-ajustement et confirme que l'espace des descripteurs encode tres
précisément l'espace des phases.

On constate que pour les modeles EQML - Eq. (4.2) et corrigé - Eq. (4.21) -, lerreur

quadratique moyenne est divisée par deux par rapport a un modele linéaire. De plus,
les courbes de training/testing montrent que ces modeles restent transférables. Ainsi
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I'utilisation d'un modele d’ordre supérieur en descripteur - ici d’ordre 2 - permet
d’augmenter la capacité du modele, c¢’est-a-dire la réduction d’erreur - au sens du
RMSE et du MAE - substantielle par rapport au modele linéaire tout en conservant une
bonne transférabilité. En termes de comparaison entre les deux modeles quadratiques,
il est remarquable de noter que le modele corrigé (qui est purement quadratique)
présente la méme RMSE que le EQML (qui implique "utilisation d’un modeéle linéaire).
Ce constat met en lumiere le fait que la physique des déformations peut étre traduite
directement par une forme quadratique dans l’espace des descripteurs.

4.3 Modele de régression des fréquences d’attaque

Dans cette section, nous allons étendre le lien structural qui existe entre ’espace des
phases et 'espace des descripteurs en travaillant sur les fréquences d’attaque. Dans un
premier temps, nous définissons le cadre théorique nécessaire au calcul des propriétés
cinétiques des matériaux et des fréquences d’attaque 4.3.1. Dans la sous-section 4.3.2,
nous faisons le lien entre le formalisme de Green pour la densité d’état de modes
normauz et un modele de régression simple des fréquences d’attaque. Enfin dans la
sous-section (4.3.3), nous présentons les résultats de ce modele de régression pour un
systeme de silicium amorphe qui présente un paysage énergétique complexe.

4.3.1 Rappels et définitions sur la Théorie Harmonique de
I’Etat de Transition (HTST)

Les grandeurs décrites dans les chapitres précédents, notamment I’énergie, I’'entropie
et 1"énergie libre sont des grandeurs thermodynamiques qui définissent 1’état du
systeme a 1’équilibre. Or, I'atteinte de ’équilibre thermodynamique est entierement
conditionnée par les propriétés cinétiques du systeme. Dans certaines situations,
les transformations peuvent étre cinétiquement bloquées et le systéeme n’atteint pas son
état d’équilibre thermodynamique pendant la durée de I'expérience. C’est par exemple
le cas du diamant qui n’est pas 1'état le plus stable du carbone (dans des conditions
normales de température et de pression) mais dont la dégradation est cinétiquement
bloquée. La Théorie de I'Etat de Transition (TST) a pour but de décrire les grandeurs
cinétiques des matériaux. Dans le cadre général de la TST, on s’intéresse a 1’ensemble
des transitions m — s — m/, c’est-a-dire les transitions qui vont du minium m vers le
minimum m’ en passant par le point col s. On devrait donc associer deux probabilités :
(i) Pm—ss €t (i) ps—m pour décrire la transition m — s — m/. Dans le cadre de la
TST harmonique, la probabilité associée a ’événement s — m’ est toujours
égale a 1 ce qui va nous permettre de définir plus simplement le concept
d’événement cinétique. On définit la notion d’événement cinétique £. Un événement
€ est associé a deux instances : (i) une configuration d’énergie minimum notée £, m
et une configuration de point de selle connectée a £, m et notée £, s. Notons alors
Xem—ss la variable aléatoire comptant le nombre de transitions entre 1'état £, m et
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I’état £, s intervenant entre les instants ¢ et ¢ + dt. On introduit le taux de transition

de Rg s entre un I'état £, m et I'état £, s de la facon suivante :
loi
X&m—)s ~ P (Rf,m—m) (422)

o P (Re m—s) est une loi de Poisson de parametre Rg . Dans le cadre de I"approxi-
mation harmonique, il est possible de calculer analytiquement la valeur de Rg ;s
entre un état minimal d’énergie £, m et un point de selle du premier ordre &£, s en
faisant I'intégration thermodynamique sur 1’espace des phases. Ce calcul a été effectué

par Vineyard [190] et permet d’écrire le taux de transition de la fagon suivante :
Rg,m—>8 = V;,mse_ﬁAEg’mﬁs (423)

ou AEg s est la différence d’énergie entre le point de selle et le minimum et VE ms
est appelée la fréquence d’attaque. Dans le cadre de I'approximation harmonique,

. ; . . '
Vi ms brend lexpression suivante :

Vo m) Vm/
e = eS(Em) (4.24)
7 HVS/ €S(E,s) Vs

Ici, le numérateur représente le produit des fréquences réelles des modes normaux
(courbures positives) notées S(€, m) a I'état de minimum &, m. Le dénominateur est le
produit des fréquences réelles (courbures positives) notées S(E, s) des modes normauz
au point de selle £,s. On nomme v}, . la fréquence d’attaque car, dans le cadre
d’un point de selle du premier ordre, celle-ci est homogene a une fréquence. Le taux
de transition peut étre interprété comme une fréquence moyenne au sens de la
thermodynamique statistique. R¢ ,,_,s 0t est alors le nombre de tentatives de sauts
entre t et t40t. De par leur définition, les fréquences d’attaque sont des images directes
de différences de courbures du paysage énergétique entre I’état d’énergie minimale et
le point de selle. En effet, cette grandeur peut étre appréhendée comme le ratio entre
le produit des courbures positives du bassin et le produit des courbures positives du

point de selle.

La connaissance des états de transitions et des taux de transition permet de
remonter a ses propriétés cinétiques macroscopiques. Dans le domaine des matériaux
sous irradiation, les propriétés cinétiques des défauts permettent d’expliquer leur
réarrangement sous forme d’objets étendus comme les boucles de dislocation [11] et
leur mobilité & I’échelle macroscopique [14]. Les taux de transitions permettent de

calculer les coefficients de diffusion macroscopiques dans un systéme [191-196].
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4.3.2 Formalisme de Green local et régression des fréquences
d’attaque

Composons 'expression de la fréquence d’attaque dans le cadre de ’approximation
harmonique Eq. (4.24) par le logarithme. On obtient alors ’expression suivante :

In (Vg’ms) = > Inw)— > In(v) (4.25)

v, €S(E,m) v €S(E,s)

Pour un état j donné, et en supposant que le spectre de fréquences est suffisament
"dense" pour respecter I’hypothese du continu, on peut directement relier I'expres-
sion (4.25) a la densité d’état de modes normaux €2; :

> In(yy) = /0+Oo In (;) Qj(w)dw (4.26)

v €S(E,9) @

Nous avons montré dans le chapitre 3 qu’il existe un lien entre la décomposition
locale de la densité d’état de modes de vibration et les fonctions de Green solutions
du probleme (3.20). L’existence de cette décomposition locale dans le cadre de
I’approximation harmonique nous a permis de construire un modele de régression
linéaire simple de cette grandeur dans l'espace de représentation des descripteurs 3.4.2.
L’équation (4.26) suggere que le logarithme de la fréquence d’attaque peut aussi
étre ajusté par un modele linéaire se basant sur les descripteurs locaux. Ce modele
s’exprime de facon analytique sous la forme suivante :

In (V;ms) =w - (Qg,m ® Qgs) (4.27)

Iei, De s = Ydcemys D% € RP est le vecteur total de descripteurs de la configuration
E,m ou &, s. Afin d’enrichir le modele et de capter les effets non-corrélés entre le
minimum et le point-selle, nous avons choisi d’utiliser la somme directe entre les
vecteurs de représentation DO € R? de I'état €, m et de Détat &, s. Finalement, nous
devons optimiser un vecteur de poids w; € R?P. Pour cela, nous utilisons la méme
procédure de régression et la méme procédure de training/testing que dans la sous-
section (3.4.2). Il nous reste maintenant a construire une base de données représentative
des états de transitions d’un systeme. Nous avons choisi de nous intéresser au cas
du silicium amorphe car celui-ci possede un paysage énergétique tres complexe et
ou il est "aisé" de trouver un grand nombre de trajectoires reliant un minimum a
des points-selle du premier ordre.

4.3.3 Application au cas du silicium amorphe : base de don-
nées et modele linéaire

Nous choisissons d’étudier des systemes de silicium amorphe. Le silicium amorphe
a fait 'objet de nombreuses études exhaustives notamment grace a l'algorithme
ARTn [73, 175, 176, 192, 197, 198]. L’utilisation de cet algorithme permet d’obtenir
des configurations distinctes et la connectivité entre le minimum et les
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différents points de selle. Une base de données a été générée a partir de 20
systemes indépendants de silicium amorphe en utilisant le potentiel développé par
Stillinger-Weber [199]. Ces systémes ont été obtenus en effectuant des simulations
dans 'ensemble canonique en utilisant le package LAMMPS [185] dans des super-cellules
cubiques contenant 4096 atomes de silicium a une densité fixée a 2.192 g.cm~3. Le pas
de temps de la dynamique moléculaire a été fixé a 1 fs. Les configurations aléatoires
ont d’abord été thermalisées a 2300 K pendant une durée de 20 ns et directement
relaxées a 700 K pendant une durée de 100 ns. Finalement, I’énergie des systemes a été
minimisée en utilisant 'algorithme FIRE [200], jusqu’a ce que toutes les composantes
de forces soit inférieures & 1072 eV.A~!. Une fois ces minima atteints, 'algorithme de
ARTn a été utilisé pour échantillonner les points de selle partant de ces minima (la
convergence de ARTh en termes de force a été fixée & 10~7 eV.A~1). L’ensemble des
configurations obtenues sont alors non-équivalentes grace a la méthode developpée par
Gelin et al. [201]. Chaque minima de la base de données est connecté en moyenne a
420 points-selle pour un total de 10502 événements distincts. Concernant ARTh, le
spectre de la matrice dynamique a été estimé par utilisation de la méthode de Lanczos
décrite par Marinica et al. [179]. L’erreur admissible sur les valeurs propres issues de
la méthode de Lanczos a été fixée a 107%(1.018049 x 10~2ps) 2.

Nous proposons de construire notre modele de régression de la base de données
de silicium amorphe en utilisant le descripteur bSO(4), avec un rayon de coupure égal
a celui du potentiel semi-empirique utilisé [199], re,, = 3.77 A. Le descripteur somme
directe résultant possede 35 + 35 composantes Eq. (4.27). Les figures 4.5.(a) et 4.5.(b)
comparent respectivement le logarithme de la fréquence d’attaque et la fréquence
d’attaque obtenue par diagonalisation directe de la matrice dynamique au minimum et
au point de selle a celui et celle prédite par le modele linéaire. Le modele linéaire est
capable de prédire précisément la valeur de log(v /1) ou vy est fixé a 1 THz. La valeur
du RMSE est de 0.65 log(v /1) pour une plage de valeurs de 10 log(v/vp). Les résultats
de la procédure de training/testing sont présentés en encart de la figure 4.5.(a). Les
valeurs des indicateurs statistiques restent stables méme pour de larges proportions
d’ensemble de vérification. Comme dans le cas de ’entropie vibrationnelle, les résultats
de la procédure de training/testing tendent a montrer que le modele linéaire pour
ajuster le logarithme de la fréquence d’attaque sera transférable a des configurations
non-présentes dans la base de données initiale. Les résultats sur les fréquences d’attaque
sont présentés par la figure 4.5.(b). Si on note ¥ la fréquence d’attaque prédite par
le modele de régression et v la fréquence d’attaque issue de la base de données,
on peut définir la variable log(v/?). Cette variable aléatoire suit la distribution
présentée dans l'encart de la figure 4.5.(b) et possede une moyenne p = 0 et un
écart-type o = 0.653. On peut donc en déduire que 98 % des valeurs de la variable v/¥
vérifient 'encadrement suivant : 0.27 < v/ < e?? ~ 3.7. Le modéle de régression
permet donc d’obtenir une estimation rapide des fréquences d’attaque dont
la valeur est proche (méme ordre de grandeur) que les fréquences d’attaque
calculée par diagonalisation directe du Hessien. Notre approche linéaire dans
I’espace des descripteurs permet d’obtenir un modele relativement précis des fréquences
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d’attaques en ne se basant que sur des informations géométriques du systeme et ne
nécessite pas d’échantillonner et de diagonaliser la matrice dynamique du systeme. La
complexité numérique de notre approche Machine Learning évolue comme
O(N) et pourrait étre utilisée dans un code de Monte Carlo cinétique pour
estimer "a la volée" les fréquences d’attaque.
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Figure 4.5: Illustration des résultats obtenus avec le modele linéaire pour ajuster les
(logarithmes des) fréquences d’attaques pour la base de données de Si amorphe. Le gradient
de couleur représente la densité de données, le jaune correspond aux zones denses en données.
A DPopposé, le bleu (a) et le rouge (b) représentent des zones peu denses en données. Le
modele de régression sur le logarithme de la fréquence d’attaque (a) ainsi que les résultats de
la procédure de training/testing montrent que le modele posseéde une bonne transférabilité.
Le modele direct de régression des fréquences d’attaque (b) montre une bonne reconstruction
de celles-ci. On note ¥ 'estimation de v par le modele linéaire. La distribution de la variable
log(v/7) est donnée dans l'encart avec p =0 et o = 0.653.

4.4 Barriéres d’énergie associées et loi de Meyer-
Neldel

La littérature [201-204] décrit l'existence d’une loi empirique nommée "loi de
compensation' ou "loi de Meyer-Neldel". Cette loi générale est décrite dans un grand
nombre de matériaux comme les métaux [202], les semi-conducteurs [205], minéraux ou
encore dans le domaine de la biologie [204]. La loi de Meyer-Neldel est avant tout une loi
expérimentale qui décrit une proportionnalité des taux de transition pour un groupe de
transformations donné et leur énergies d’activation associées. Nous allons nous intéresser
a une formulation microscopique de cette loi reliant le logarithme de la fréquence
d’attaque et I’énergie de la barriére pour une transition donnée (et que nous appellerons,
par extension, loi de Meyer-Neldel). On peut donner deux définitions quantitatives de
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cette méme loi : (i) une définition "point-a-point" et (ii) une définition marginale.
Pour une transition donnée £, m — s, la relation "point-a-point" est donnée par :

log(y;:‘,ms/y()) = VAES,m%s + lOg(V»y/V0> (428)

ol 7 a la dimension inverse d'une énergie et log(v,, /1) est sans unité. Cette instance
de la loi de Meyer-Neldel est observée dans les métaux [206] et peut étre démontrée
analytiquement comme étant la relation entre le gap d’énergie et la conductivité
électrique pour un systéme modele [207]. L’autre instance de la loi de Meyer-Neldel
est sa définition marginale. Cette expression de la loi de compensation a été mise en
évidence par Gelin et al. [201] et peut étre exprimée de la fagon suivante :

E [10g(v7 1o (AEe mss) /10)| A B mss] = 7" AEg s + log (3 /10), (4.29)

ol v* a la dimension inverse d’'une énergie et log(y;k /1) est sans unité. Nous notons
E [log(z/gms(AEg?m_w) /1) |AEg’m_>5} la moyenne empirique de log(v¢ ,,,) pour chaque
configuration dont I'énergie de barricre associée est comprise entre ALg,,_,s et
AFEg s + 0€, ol O€ est la largeur de la fenétre d’énergie associée a cette moyenne
empirique. Cette loi marginale n’est donc plus ponctuelle mais porte sur une moyenne
par des fenétres énergétiques de. Les définitions "point-a-point" et marginale sont deux
fagons différentes de quantifier la corrélation entre vg . et AFg ., . La loi de Meyer-
Neldel est généralement utilisée afin de calculer directement la valeur du préfacteur
d’une transition sans avoir a diagonaliser la matrice dynamique du systeme. On notera
que la définition "point-a-point" implique la définition marginale.

Dans cette section, nous construisons une extension de la loi de Meyer-Neldel dans
I’espace des descripteurs. Pour cela, nous construisons d’abord un modele linéaire de
régression des barrieres énergétiques dans le méme espace de représentation que celui des
fréquences d’attaque. En travaillant dans le méme espace de descripteurs, nous donnons
une nouvelle analyse statistique des corrélations associées a la loi de Meyer-Neldel.

4.4.1 Modele de régression des barrieres pour la base de
données Si amorphe

Afin de mettre en évidence I'existence d’une relation de type Meyer-Neldel dans
I’espace des descripteurs, nous commencons par construire un modele de régression de
I’énergie des barrieres pour la base de données de Si amorphe. Par analogie avec le
modele de régression des fréquences d’attaque, nous choisissons la forme analytique
suivante pour le modele :

AES,m—m =Wy - (Q&m S¥) Qg}s) (4.30)

lei Dg s = 2acemys D? € RP est le vecteur total de descripteurs de la configuration
E,mou &, s. Comme dans la sous-section 4.3.2, nous devons ajuster le vecteur de poids
w, € R?P. De méme que pour les fréquences d’attaque, nous construisons notre modeéle
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de régression de la base de données de silicium amorphe en utilisant le descripteur
bSO(4)4 avec un rayon de coupure égal a celui du potentiel semi-empirique utilisé
cest-a-dire 1.y = 3.77 A. Le descripteur somme directe résultant possede 35 + 35
composantes. Les résultats obtenus sont présentés dans la figure 4.6. On constate que le
modele linéaire de régression pour les barrieres d’énergie possede une bonne précision
avec une RMSE de 0.09 eV pour une gamme d’énergie de 0 a 6 V. On peut remarquer
que le modele de régression des barrieres possede une dispersion plus faible que celui
des fréquences d’attaque. On peut identifier deux causes a 1’origine a cette différence
de variance entre les deux modeles. Le potentiel semi-empirique utilisé possede une
régularité faible (cf. annexe C) notamment au niveau de sa dérivée seconde ; ainsi
la valeur de la barriere d’énergie calculée par la méthode ARTh est cohérente avec
la physique du systéme mais la valeur de la courbure (associée aux modes normauz)
est entachée par une erreur intrinseque liée a la régularité. Le choix du critere de la
méthode ARTn n’est pas assez précis pour les courbures a calculer dans le paysage
énergétique. La qualité des résultats obtenus pour les barrieres d’énergie en utilisant la
méme forme analytique de régression que pour le logarithme des fréquences d’attaque
nous pousse a investiguer plus profondément la loi de Meyer-Neldel.

1 rewe=3.774, bSO(4)4 descriptor -
- 4096 atoms of amorphous Si e
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Figure 4.6: Modele linéaire de régression pour les barrieres d’énergie pour la base de données
Si amorphe. Le descripteur et le rayon de coupure utilisés pour la régression sont les mémes
que pour les fréquences d’attaque Sec. 4.3. On note que le modele des barriéres possede une
dispersion plus faible que celui des fréquences d’attaque.
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4.4.2 Extension de la loi de Meyer-Neldel

Dans cette section nous construisons une extension de la loi de Meyer-Neldel -
pour ses instances "point-a-point" et marginale - dans I'espace des descripteurs. Nous
commencons par une propriété simple portant sur les distributions de poids entre
w; (poids pour le modele de régression du logarithme des fréquences d’attaque) et
wsy (poids du modele de régression pour les barrieres d’énergies). Pour cela, nous
introduisons @, = %;71‘”; et Wy, = ==L 2L oW w1, o et o1, o9 sont respectivement

les moyennes et les écarts types pour les vecteurs w; and w, et ot 1 € R?P est le
vecteur identité. Les vecteurs w; et W, sont les vecteurs centrés et réduits issus de w;
et w,. S’il existe une relation linéaire entre w; et w, alors les distributions issues de
W, et Wy doivent étre identiques. Ces distributions sont présentées dans la figure 4.7.
On constate que celles-ci sont presques identiques, ce qui suppose l'existence d’une
relation linéaire entre les vecteurs w; et w,.

e w,
50 = Il w,

40 -

Counts

20—

10

-4.0 -3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0

Value of normalised weights for models
Figure 4.7: Distributions des poids centrés réduits @, et @y. On constate que les distributions

sont presque identiques, ce qui suppose 'existence d’une relation linéaire entre les vecteurs
wy et wy.

Nous allons donner un sens plus quantitatif a la relation "point-a-point" de Meyer-
Neldel dans 'espace des descripteurs. Pour cela, nous estimons la corrélation, pour
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toutes transitions de la base de données, entre les barrieres d’énergie AFE et leur
fréquences d’attaque log(v/vy). Nous avons calculé ces corrélations pour la base de
données de Si amorphe et pour les résultats prédits par nos modeles de régression.
La figure 4.8 représente la loi empirique "point-a-point" de Meyer-Neldel pour la
base de données de Si amorphe. Les corrélations entre AE et log(v/vy) issues de
la base de données de Si¢ amorphe et les prédictions des modeles linéaires dans
I’espace des descripteurs sont quantitativement les mémes. Nous avons calculé le
coefficient de corrélation suivant :

C(log(v/wy), AE)
\/V(log(v/10))V(AE)

r(v, AE) = (4.31)

avec C(log(v/vy), AE) la covariance entre log(v/vy) et AE. Ce coefficient de corrélation
est de 0.61 pour la base de données de Si amorphe et de 0.65 pour les données prédites
par les modeles linéaires.

Il est 1égitime de se demander si la relation "point-a-point" de Meyer-Neldel peut se
généraliser & I'espace des descripteurs. Considérons deux événements disctincts £ et £2
et leurs barrieres d’énergie associées AFE¢1 ,, s et AEg2 ,,,, telles que AE, = aAE;.
La relation (4.30) implique alors :

Wy - (le,m 6925173 - aQSQ,m D Qg?,s) =0 (432)

e, Demys = Dacemys D? € RP est le vecteur total de descripteur de la configu-
ration £, m ou &,s. wy est le vecteur de parametres ajustables donné par ’équa-
tion (4.30). Si on suppose que pour deux événements i et j on a : AE; — AEy =
vlog(vi/1p) et AE; — AEy = v~ *log(vj/1p), on peut déduire de I'équation (4.28) que
log(vi/wy) = % log(v; /). Ainsi, si la relation de Meyer-Nedel est généralisable
dans 'espace des descripteurs, on peut définir une relation d’orthogonalité analogue
a I'équation (4.32) :

o ) =0 (4.33)

wy - (ng’m ® Dgi s — mggmm ® Dg; 5

ici &', Dgi ,,® D¢ , sont les événements et les descripteurs associés de la base de données
de Si amorphe. w, est le vecteur de parameétres ajustables défini par I'équation (4.30).
Cette relation d’orthogonalité est valide si la loi "point-a-point" de Meyer-Neldel définie
par I'équation (4.28) est exacte. La figure 4.8 montre que cette relation (4.28) est
qualitativement vraie mais induit une corrélation imparfaite (0.61 pour la base de
données au lieu de 1.0 dans le cas théorique). Pour introduire la notion de loi "point-a-
point" de Meyer-Neldel généralisée dans I'espace des descripteurs avec I’équation (4.33),
nous devons introduire une notion "d’orthogonalité" prenant en compte les corrélations
(imparfaites) de la base de données.

Afin de simplifier les notations, nous définissons le vecteur suivant : % = Dgi,, @
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Dei  — AFE;—AFEy
=& AE;—AEy

Nedel dans I’espace des descripteurs, nous calculons le produit scalaire w; - ®% pour

Degj ,y @ Dgj 5. Pour quantifier la relation "point-a-point" de Meyer-

toutes les configurations de la base de données et nous introduisons le ratio suivant :

ey
Rij =
w1 - (et ® Dty + Deiyn ® Deis)

(4.34)

Si la loi de Meyer-Nedel est valide dans I’espace des descripteurs, nous devons avoir :

| 58
(k) = = Y k<1 (4.35)

ij=1

ou S est le nombre de configurations dans la base de données de Si amorphe. Nous
calculons la valeur moyenne de s pour toute la base de données et nous obtenons
(k) = 0.11. Cette valeur faible de (k) induit une généralisation de la loi "point-a-point'
de Meyer-Neldel dans 'espace des descripteurs.

Dans un deuxieme temps, nous nous intéressons a la définition marginale de la loi
de Meyer-Neldel. Une analyse de la marginale en AFE a été effectuée sur la base de
données. Pour cela, nous avons défini 50 intervalles d’énergie de barriere uniformement
distribués sur la base de données de Si amorphe. Nous avons alors calculé la marginale
E [log(v/vo)|AE] pour chaque valeur de AFE. Cette analyse a aussi été menée sur
la base de données prédite par notre modele linéaire. Afin de quantifier erreur
sur la définition marginale de la loi de Meyer-Neldel, nous avons aussi calculé la
variance marginale V [log(v/vp)|AE].

Les résultats de cette analyse sont donnés dans la figure 4.8. La figure 4.8.(a) et la
figure 4.8.(b) présentent la corrélation entre log(v/1vy) et AE pour les deux bases
de données. Les points gris présentent la marginale E [log(v/vy)|AE] ainsi qu’une
estimation d’erreur sur cette variable. La loi marginale de Meyer-Neldel définie par
I'équation (4.29) est donnée en encart de chaque figure. Les modeles marginaux de
la loi de Meyer-Neldel sont quantitativement similaires entre la base de données de
Si amorphe et celle prédite par notre modele. Les figures 4.8.(c) et 4.8.(d) montrent
les variances marginales V [log(v/1g)|AE] respectivement pour la base de données Si
amorphe et pour celle prédite par le modele. Une estimation d’erreur sur la variance
marginale est aussi présentée. Les Fig. 4.8.(c) et Fig. 4.8.(d) montrent que la variance
marginale reste stable quelque soit la valeur de la barriere d’énergie AE. De plus, cet
indicateur o[log(v/vy)|AE]? = V [log(r/1y)|AE] est quantitativement le méme pour
les deux bases de données. On note seulement des variations de o[log(v/vg)|AE]? pour
les valeurs de AFE tres faibles ou tres élevées, ce qui correspond aux bords de la
distribution de AFE. Le manque de statistiques consolidées pour ces valeurs
de AFE est corroborré par les grandes valeurs de V [V [log(v/vy)|AE]].

En supposant que tous les événements de la base de données de Si amorphe sont
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Figure 4.8: Les figures 4.8.(a) et (b) représentent les corrélations entre les barriéres d’énergie
AFE et les fréquences d’attaque associées log(v/1p). Le gradient de couleur représente la
densité de données, le jaune correspond aux zones denses en données. La figure (a) correspond
a la base de données de Si amorphe et la figure (b) correspond aux données prédites par
nos modeles linéaires. Une corrélation linéaire existe entre ces deux grandeurs pour la base
de données de Si amorphe et pour les prédictions faites par nos modeles de régression. Les
figures 4.8.(c) et (d) représentent le calcul des variances marginales V [log(v/vp)|AE] pour
la base de données de Si amorphe resp. les prédictions du modele linéaire. Nous donnons
aussi une estimation de la quantité V[V [log(v/vp)|AE]] représentée par la barre d’erreur
pour les figures (c) et (d).

indépendants, on peut alors appliquer le théoréme Central Limite et donner une
nouvelle formulation de la loi "point-a-point" de Meyer-Neldel :

log(v/vy) = YAE + log(v,/vy) + N (0, ollog(v/v)|AE]), (4.36)

Ici, N(0, o[log(v/vp)|AE]) est une variable aléatoire suivant une loi normale de moyenne
0 et d’écart-type o[log(v/1vy)|AE]. Cette nouvelle loi revient a la loi "point-a-point'
originale dans le cas ou ollog(v/vy)|AE] — 0. Dans le cadre de la base de données
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Si amorphe, il est possible de quantifier le terme stochastique de 1’équation (4.36).
La quantification de ce terme n’est possible qu’en combinant ’expression de la loi
"point-a-point" et marginale de la loi de Meyer-Neldel.

Ici, nous proposons d’aller plus loin dans notre démarche quantitative sur la validité de
la loi de Meyer-Neldel dans ’espace des descripteurs. Nous avons introduit 1'indicateur
k - Eq. (4.34) - que nous pouvons étendre au cas de I'expression marginale de la loi de
Meyer-Neldel. Pour cela, nous allons introduire la notion de distribution marginale de
k. On définit la marginale de x par rapport & AFE, E[x|AFE], de la fagon suivante :

BAE = {gk |AE < AEk < AFE + (5E}
1 card(Bag)

VZ,] € BAE, ]E[KZ‘AE] = m

2,j=1

Ici, card(-) est le cardinal de I’ensemble. De méme, on peut définir la marginale de
k selon log(v/vy) par expression :

Liog(v ) = {Ek [log(v/vo) < log(vi/vo) <log(v/wn) + dlog(v/wm)}
1 Card(‘clog(u/uo))

Vi,j S Elog(u/l/o)7 E[/i’ IOg(V/I/O)] = Kij (438)

card(Liog(v/u))® 521

On peut alors donner un critere quantitatif de la notion d’orthogonalité dans I'espace
des descripteurs décrite par ’équation (4.33) en termes de loi marginale. Nous avons
procédé aux calculs de ces deux indicateurs pour la base de données de Si amorphe. Les
résultats de cette analyse sont donnés dans les Fig. 4.9.(a) et Fig. 4.9.(b) présentant
respectivement la marginale de I'indicateur x sur la variable AE et sur la variable
log(v/vp). Le gradient de couleur représente la densité de données comme dans la
figure 4.8. Le trait bleu correspond 4 la valeur "seuil" fixée a 10~! grace au calcul de
I'indicateur (k) défini par I'’équation (4.35). On considére que la relation d’orthogonalité
Eq. (4.32) est vérifiée si la marginale de l'indicateur se trouve sous ce seuil. On
constate que pour un certain nombre de domaines de AE et de log(v/1p), la relation
d’orthogonalité n’est pas respectée. Dans le cas de la marginale sur AFE, on peut faire un
lien avec la figure 4.8.(b). Pour une valeur de AE ~ 2.1 €V la valeur de la marginale de
K est tres élevée (50.0), sur la figure 4.8.(b). Cette valeur de barriere correspond a une
rupture de pente de la loi marginale de Meyer-Neldel (cf. fleche figure 4.8.(b)). !
Les indicateurs marginaux de k permettent donc de définir quantitativement les
déviations des données par rapport a la loi marginale de Meyer-Neldel.

1. Dans le cas de cette base de données, cette déviation est expliquée par le faible nombre
d’événements. Ce nombre d’événements réduit a pour conséquence d’introduire une variance plus
grande sur la loi marginale et donc une déviation par rapport aux résultats de Gelin et al. [201]
utilisant une version non-tronquée de cette base de données.
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Figure 4.9: Distributions marginales de l'indicateur x pour la base de données de Si
amorphes. Le gradient de couleur représente la densité de données, le jaune correspond aux
zones denses en données. La trait bleu symbolise le critére d’orthogonalité défini par (k).
On constate que les deux marginales possedent des domaines dans lesquels cette relation
d’orthogonalité - Eq. (4.32) - n’est pas valide.

Pour conclure cette section, la loi de Meyer-Neldel est une conjecture générale et non-
triviale observée dans de nombreux matériaux [202, 204, 205]. Cette loi exprime, pour
une transition donnée, le lien entre 'amplitude d’un bassin du paysage énergétique (la
valeur de AF) et sa courbure (la valeur de log(v/1y)). Cette loi peut étre apprenhendée
sous deux points de vue différents : (i) une vision "point-a-point" et (ii) une vision
marginale. Notre extension de la loi "point-a-point" de Meyer-Neldel dans I'espace des
descripteurs met en évidence la capacité des modeles linéaires a capter des informations
complexes du paysage énergétique. En effet, les données prédites par ces modeles
présentent les mémes corrélations que celles de la base de données que nous avons
étudiée et sont seulement basées sur des considérations géométriques du systéme. De
plus, I'analyse de l'instance marginale de la loi de Meyer-Neldel permet de donner une
définition étendue - en introduisant un terme stochastique - de la loi "point-a-point"
au travers de ’équation (4.36). Enfin, les indicateurs statistiques que nous avons
développés pour quantifier les déviations de la loi "point-a-point" peuvent étre étendus
a la marginale de Meyer-Neldel et permettent de quantifier la déviation des données par
rapport a la loi marginale. Il est important de noter que I’ensemble de ces indicateurs
statistiques sont formulés seulement a ’aide d’informations géométriques du systeme.

4.5 Conclusions de chapitre

Dans ce chapitre, nous avons étudié plus en profondeur le lien existant entre la
structure de I'espace des phases et 1’espace de représentation des descripteurs. Les
grandeurs que nous avons choisi d’étudier - I'entropie vibrationnelle et les fréquences
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d’attaques - sont directement reliées a la structure de ’espace des phases. Elles sont
diffuses et directement reliées a la notion de courbure des bassins d’énergie et des
points-selle. Nous avons montré que 1'utilisation d’un modele linéaire dans I’espace
des descripteurs - basé sur la décomposition locale de la densité d’état de modes
de vibration grace au formalisme de Green - permet de construire des modeles de
régression précis et transférables. De plus, dans le cas des déformations, nous avons
réussi a construire un lien direct entre la structure de I'espace des phases et de I'espace
de représentation. La projection des coordonnées dans un espace de plus grande
dimension a permis "d’aplanir" la topologie de I’espace des phases et de passer d'un
probleme a 3N dimensions a un probleme a D dimensions. Le developpement analytique
décrit dans la sous-section 4.2.2 permet d’esquisser la structure de I'espace des phases
en se basant sur une transformation de la matrice de covariance des descripteurs
pour une configuration donnée. Ce type d’approche permet de lever un peu le voile
sur la construction et l'utilisation "en aveugle' de I'espace de représentation. Il est
aussi intéressant de noter que ’approche de correction purement quadratique - basée
sur I'équation (4.21) - décrit avec la méme précision (au sens d’erreur quadratique
moyenne) le probléme de régression des déformations que le modele EQML (Eq. 4.2). La
physique de I'entropie vibrationnelle pour les petites déformations est bien décrite par le
couplage des composantes des descripteurs locaux. Cette approche pourrait donc
étre employée pour quantifier les corrections d’énergies élastiques induites
par des déformations et dont la formulation analytique est analogue a celle
développée pour ’équation (4.21) [15].

Nous avons aussi fourni une nouvelle analyse géométrique de la loi empirique de
Meyer-Neldel dans 'espace des descripteurs. Les indicateurs statistiques que nous
avons définis permettent de mesurer quantitativement la déviation des données par
rapport a une loi empirique donnée (ici la loi de Meyer-Neldel). Ce type d’approche
basé sur les modeéles linéaire pourra étre généralisé pour d’autres lois
impliquant d’autres types de corrélation. Cette "correspondance" entre
I’espace des descripteurs et ’espace des phases n’est possible que grace a
la structuration particuliére de ces deux espaces.

Il est important de noter que les modeles présentés dans les chapitres 3 et 4 sont valables
dans le cadre de 'approximation harmonique grace a la décomposition locale de la
densité d’état de modes normauz. Cette décomposition n’est a priori pas évidente dans le
cadre anharmonique en raison du couplage des différents modes de vibration du systeme.
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Like a bird in a cage, tryin’ to fly away
Is this the price that we have to pay ?
Overflowing with rage, yet we still obey
"Cause we're asleep in a hurricane.

— Royal Beggars, Architects

Au-dela de 'approximation harmonique :
méthodologie
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5.1 Neécessité de la prise en compte de ’anharmo-
nicité

Les modeles de régression présentés dans le chapitre 3 et le chapitre 4 se basent sur
I’hypothese essentielle que la densité d’état de vibration possede une décomposition
locale exacte sur la base centrée sur les atomes du systéme. Dans le cadre de la
théorie anharmonique, les modes de phonons sont couplés. Il est donc difficile de revenir
a une formulation locale des modes de vibrations du systeme. Les modeles developpés
dans le chapitre 3 et le chapitre 4 ne peuvent donc pas étre utilisés pour décrire les
effets anharmoniques.

En effet, 'approximation harmonique représente un cadre relativement restreint
permettant 1’étude des propriétés vibrationnelles des systemes. L’approximation
des petits déplacements autour de la position d’équilibre des atomes est généralement
respectée mais de nombreux effets ne peuvent étre compris sans prendre en compte
des termes d’ordre supérieur a 2 dans le développement de Taylor proposé dans
I'équation (3.7). On peut d’ores et déja citer deux effets physiques importants ne
pouvant étre expliqués dans le cadre de I'approximation harmonique : (i) la dépen-
dance en température du coefficient d’expansion thermique des matériaux
cristallins, qui est indépendant de la température dans le cadre de ’approximation
harmonique [168]; I’élargissement des pics observés en diffusion des neutrons aux
petits angles indiquant la nécessité de prendre en compte des corrections du Hamiltonien
du systéme a des ordres plus élévés (> 2) pour décrire I'interaction phonon-phonon [168].
Dans le cadre des températures finies, la prise en compte des effets anharmoniques
se fait de facon implicite par calcul direct - pour une température 1" du systeéme - de
I’énergie libre I = U — T'S, dont on rappelle la définition :

1
N -1 _67{ .
F=—8"n (hSN /Me (‘”’)dqdp) (5.1)

Dans la suite, on prendra par convention h* = 1. La démonstration de ce résultat
important est donnée dans I'annexe A. Dans ce calcul, I’Hamiltonien complet du
systeme apparait H (g, p) sans aucune approximation sur la forme du potentiel du
systeme V' (q) autour d'une position d’équilibre. Le calcul direct de 1’énergie libre d'un
systeme permet donc de prendre implicitement en compte les effets anharmoniques.
Il est important de noter que ce calcul direct reste aujourd’hui difficile d’'un point de
vue numérique malgré 'apparition de méthodes efficaces et élégantes que nous allons
présenter dans la section suivante 5.2.

Nous proposons dans la section 5.2 de rappeler les différentes méthodes développées
dans la littérature afin de calculer 1’énergie libre d'un systéme. Nous insistons sur la
difficulté majeure de ces méthodes : ’échantillonnage de la mesure canonique
dans la sous-section 5.2.1. Nous donnons ensuite un exemple concret de la mise en

«

place et de la convergence de ces méthodes dans le cadre d'un potentiel EAM Sec. 5.3.5.
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Dans ce chapitre, nous ne traiterons que le cas anharmonique complet et des méthodes
de calcul d’énergie libre. 11 existe en effet des modeles permettant de prendre en
compte la dépendance des modes de phonons en fonction du volume du systeme. Cet
ensemble de méthodes est appelé quasi-harmonique. Ces méthodes permettent de
dépasser le cadre de I'approximation harmonique mais nous faisons le choix de nous
intéresser au cadre le plus général possible.

5.2 Méthodes numériques de calcul de 1’énergie
libre

Nous présentons dans cette section les bases théoriques des méthodes d’évaluation
de I'énergie libre dont la clef de votite est 1’échantillonnage de la mesure canonique
Sec. (5.2.1). Nous présentons également ces différentes méthodes d’échantillonnage et les
difficultés en résultant. Dans la sous-section (5.2.3), nous décrivons un sous-ensemble de
méthodes numériques dites a biais adaptatifs permettant de réaliser I’échantillonnage.
Enfin, dans la sous-section (5.3.5) nous mettons en place un cas pratique d’utilisation de
ce type de méthodes a travers I'exemple concret d’un potentiel EAM (en calculant son
parametre de maille et son module isostatique d’équilibre a des températures finies).

5.2.1 Meéthodes et difficultés d’échantillonnage de la mesure
canonique

En premier lieu, nous faisons une hypothese sur la forme de 1'énergie libre calculée.
Nous choisissons de travailler uniquement avec la partie potentielle de 1’énergie libre I,
et nous supposons que 1"’Hamiltonien du systeme est séparable c’est-a-dire H(q, p) =
E.(p) + V(q). L'équation (5.1) peut alors étre ré-écrite sous la forme suivante :

F=F,+F =-5" [ln (/ e_ﬁv(q)dq> +1In (/ e_ﬂEC(p)dpﬂ (5.2)
Q P

Cette approximation est justifiable dans les systemes cristallins ou le potentiel pério-
dique "vu" par les particules du systeme dépend peu de leur vitesse. La contribution
cinétique de 1’énergie libre F, est relativement aisée a calculer par une intégration
directe sur 'espace des vitesses mais 1’évaluation de la contribution F), reste difficile a
I’heure actuelle a cause de la complexité des paysages énergétiques des systemes étudiés.
Toute la difficulté de I’évaluation de la contribution F), réside dans I’échantillonnage
de I’ensemble de I’espace des coordonnées du systeme. Dans la suite, nous
noterons souvent I' = Fj, par abus de langage. Nous allons décrire ici deux méthodes
stochastiques permettant de réaliser cet échantillonnage.

Nous introduisons ici la notion de "dynamique" dans le cadre de la théorie stochastique.
Considérons un point initial de coordonnées qg dans ’espace des configurations. On
appelle "dynamique" ou noyau de transition Py, I’application qui vérifie pour toute
observable O de l'espace des configurations :

O(q:) = Po:(0)(q) = E(O(q:)|g = qo) (5.3)
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Dans le cas de I'observable de coordonnées, on obtient simplement la trajectoire induite
par la dynamique de coordonnées initiales qo par application de U'intégrale de [té [60] :

q: = Zo+(qo) = qo + /Ot a(qs)ds + /Ot b(q.)dW, (5.4)

Ici a(qs) € R3N et b(q,) € R33N gont les parametres de la dynamique stochastique.
loi

W, € R*" est un processus de Wiener tel que Vt,,t,.; indépendants, ftt:“ AW, ~
N0, \/Tnr1 — ) 0t (0, ") est une loi normale multi-dimensionnelle de moyenne
nulle et dont la matrice de covariance vérifie Eiz*l = (tpy1 — tn)1sy. L'intégral de
Ito permet de générer des trajectoires dans 'espace des phases qui vont permettre
I’échantillonnage '. L’équivalence entre 1’échantillonnage par le noyau de transition Py,
et la mesure canonique sur ’espace des phases est due au théoreme ergodique dont
nous allons présenter les principales hypotheses. Nous commencons par décrire les
notions de stationnarité et d’irréductibilité d’'une mesure par rapport a une dynamique
stochastique qui vérifie I’équation (5.3).

Définition 5.1. Soit x un espace mesurable, j une mesure sur x, Pos: x — X et Ly
est l’ensemble des fonctions p-intégrables sur x. On dit que Py, préserve la mesure
St :

vjeLivzex [ PolN@)du= [ fn (5.5)

Le concept de stationnarité traduit le fait que le noyau Py, conserve le volume
d’un élément du(x) de 'espace x, quelque soit & € x. Par exemple dans le cas d’une
dynamique Hamiltonnienne, la mesure Boltzmannienne (i) est conservée dans l'espace
des phases () en vertu du théoréme de Liouville. Dans le cas de mesure Boltz-
mannienne, la dynamique ¢ peut étre : (i) une dynamique Hamiltonienne,
(ii) une dynamique de Langevin ou (ii) un algorithme Metropolis-Hasting.

Définition 5.2. Soit x un espace mesurable, |1 une mesure sur x et Pos: x — x et
A un ensemble de Borel de mesure de Lebesgue postive. Py, est dit irréductible si :

VAVZ € ¥ Poy(La(z’)) >0 (5.6)

La notion d’irréductibilité traduit le fait que la dynamique Py, permet de générer
une trajectoire dans I'espace y qui pourra explorer n’importe quelle boule - n’importe
quel volume de ’espace x - de x. L’échantillonnage direct de I’espace des configurations
n’est pas possible dans le cas d’un grand nombre de degrés de liberté.
Supposons que 1’on veuille échantillonner 'hypercube de 1’espace des coordonnées
€ R3N avec une précision € dans toutes les directions. On définit alors une grille uniforme
de parametre €. Le nombre d’évaluations d’énergies nécessaires a cet échantillonnage
évolue alors comme O(e 3Y). Ce calcul est bien évidemment impossible dans le cas de

1. Une autre méthode d’intégration équivalente a celle d’Itd a été développée par Stratonovich [66].
Nous nous limiterons a la méthode d’intégration d’[lt6 sans perdre de généralités.

Compilation du 23 mars 2022



5. Au-dela de ’approxzimation harmonique : méthodologie 109

systémes de grandes tailles ( > 10 atomes).

L’ensemble des dynamiques Py, vérifie les conditions décrites par Lelievre et al. [60]
dans la section 2.2.1.2, ainsi la stationnarité et I'irréductibilté des noyaux de transitions
Po: impliquent leur ergodicité. Nous pouvons alors donner 1'énoncé du théoréme
ergodique pour ces "dynamiques"'. En 1931, G. Birkhoff démontre ce résultat essentiel
basé sur les propriétés de stationnarité et d’ergodicité d’'une "dynamique" préservant
une mesure que l'on veut échantillonner. Ce théoreme porte le nom de théoreme
ergodique [65] et peut étre énoncé de la facon suivante (dans le cadre stochastique) :

Théoréme 5.1. Soit x un espace mesurable, Py, : x — X une dynamique préservant
la mesure p et vérifiant les critéres définis par Leliévre et al. [06] dans la section
2.2.1.2. Alors si existe p une mesure sur x de mesure de Lebesque positive alors on a
I’égalité suivante quleque soit le point de départ ' de la dynamique :

1 T
VfeL, V&' ey lim T/o Po,t(f)(m')dt:/xfdu (5.7)

T—+o00

Le théoreme ergodique exprime la possibilité d’échantillonner la valeur moyenne
d’une observable par rapport a une mesure de probabilité sur un espace x a l'aide
d’'une moyenne empirique de cette observable a différents points de l'espace
X grace a une dynamique ¢. Quand le nombre de points de la trajectoire générée
par ¢ tend vers I'infini, on converge vers la valeur théorique obtenue par intégration
directe sur du. Le théoréme ergodique est le point de départ de deux méthodes
stochastiques importantes permettant de calculer les observables d’un systeme. Nous
allons rapidement décrire ces méthodes faisant intervenir des processus Markoviens
sans entrer dans les détails techniques. Les processus utilisés vérifient les conditions du
théoréme ergodique : ils préservent la mesure canonique Def. 5.1 et sont irréductibles
Def. 5.2. Plus concrétement, le théoréme ergodique se traduit de la fagon suivante
pour le cas de la mesure canonique et par exemple pour une observable du systeme
O(q) (en commencant 1’échantillonnage aux coordonnées qq) :

e_ﬂV(Q) 1 n _—
/ Prt(0)(Zo,r (go))dt  (5.8)

n—+00 T, =0’ Tk

ou Zy,(qo) = g, est la coordonnée générée par le schéma d’intégration d’Ité
Eq. (5.4) de la coordonnée qo. Dans la pratique nous retiendrons 1’expression plus
synthétique suivante basée sur les coordonnées q, générées par l'intégration d’[to
Eq. (5.4) pendant la procédure.

e—BV(a)

.1
<O>WE/QO(Q) qu: lim = > O(gy) (5.9)

TOTOT glrier

Concentrons-nous maintenant a décrire les deux méthodes principales permettant de
générer des dynamiques stochastiques vérifiant les conditions du théoréme ergodique. La
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premiere - stirement la plus connue d’entre-elle - est la méthode dite de Metropolis-
Hasting [68, 69]. Dans cet algorithme, la trajectoire générée utilise des processus
stochastiques discrets : les chaines de Markov discrétes. Nous allons décrire le principe
général de cette méthode pour le cas de mesure canonique. On part d’un point q” de
I'espace des coordonnées, auquel on applique un noyau de transition 7'(q", -) vérifiant
p(@ 1 |q7) = T(q",dGg"") et permettant ainsi de proposer une nouvelle coordonnée
@ ™'. On consideére ensuite les deux mesures suivantes : (i) T(q",dg""")m(q7) et (ii)
T(g,dg")n(g™) on 7(q") = MN~e V(@) est la mesure canonique (M est une
constante de normalisation). On calcule ensuite le coefficient (g7, ") défini de
la facon suivante :

(5.10)

T ~T+1 da™ ~T+1
T<q7’7q'7'+1> — mln (17 (q 9 q )7T<q ))

T(q7,dg™")m(q")

Dans le cas d'un processus réversible c’est-a-dire : T'(q,dq’)dq = T'(q’, dq)dq’, alors
I'équation (5.10) se réduit a 'expression suivante :

r(q", g ") = min (1, 7(g™")/7(q")) (5.11)

On reconnait ici le ratio des poids de Boltzmann associé au deux points de 'espace
de coordonnées qui peut étre interprété comme une probabilité de passage de " a
G +'. On effectue un tirage aléatoire d’une variable U™ = U (0,1) de loi uniforme sur
[0,1]. Si U™ < r(q7,G" "), on accepte le point §"! sinon on garde le point g7. On
peut remarquer que les points g” ! ayant une valeur d’énergie inférieure & g sont
systématiquement acceptés (dans le cas ou le noyau de transition 7" est symétrique).
On ré-itere ensuite la procédure et, dans la limite d'un grand nombre de tirages, la
valeur de la moyenne empirique des valeurs d’énergie explorées du systeme sera la
valeur réelle de cette observable vis-a-vis de la mesure canonique. Par exemple, le
critere de Metropolis-Hasting est tres utilisé dans la simulation des sytemes sur réseaux
rigides car il est alors simple de construire la chaine de Markov discréte [208, 209]
entre les différents points du réseau. La méthode des chaines de Markov discrétes est
néanmoins peu utilisée dans le cas des méthodes d’énergie libre ou 'on préfere les
processus continus [66, 103].

On peut aussi exprimer le théoréme ergodique a I'aide de processus de Markov continus.
Dans le cadre des processus continus, la dynamique engendrée peut prendre n’importe
quelle valeur de coordonnées et peut donc échantillonner ’espace des configurations.
La dynamique de Langevin vérifie les hypotheses du théoréme ergodique et est décrite
par les équations d’évolution suivantes pour un systéeme de N atomes :

_ -1,
{dq = M '-pdt (5.12)

dp = -V, V(q)dt —yM™-pdt+ 2y TdW

Ici, M € R3V>*3N gt la matrice de masse du systéme, V, est I'opérateur gradient par
rapport aux coordonnées, v est le coefficient de viscosité. W € R3 est un processus de

Wiener tel que Vt,,, t,,1 indépendants, ftt:“ AW ® N (0, \/f 11 — t,) ot N(O, EZLH)
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est une loi normale multi-dimensionnelle de moyenne nulle et dont la matrice de
covariance vérifie EEZ“ = (tpt1 — tn)1sn. On peut démontrer que cette dynamique
vérifie les définitions (5.1) et (5.2) [66]. La dynamique de Langevin permet de générer
une trajectoire continue dans ’espace des configurations et est largement utilisée dans
les méthodes d’évaluation de 1’énergie libre. Ces méthodes d’échantillonnage efficace
de 'espace des phases sont utilisées dans le cadre de méthodes méscopiques décrites
dans le chapitre 1. Nous allons appliquer une approche de type Langevin pour la suite

de nos calculs.

Les deux méthodes d’échantillonnage de la mesure canonique impliquent la variation
d’énergie du systeme entre deux points de coordonnées généralisées (q). Dans le
cas d’un paysage énergétique simple (un seul bassin par exemple) ’échantillonnage
va étre relativement aisé mais dans le cadre d'un paysage énergétique complexe, la
distribution Boltzmannienne va présenter un caractére multi-modal ce qui va
rendre difficile I’échantillonnage. Plus la distribution Boltzmanienne s’éloigne
d’une distribution simple -par exemple Gaussienne - plus I’échantillonnage
sera long. Méme dans le cadre de systemes modéles tels que des doubles puits de
potentiels en deux dimensions [66, 210], un échantillonnage direct par la dynamique
de Langevin ou par l'algorithme de Metropolis-Hasting présente des convergences
tres lentes - dans le cas optimal, la complexité numérique de ces méthodes est de
I'ordre de O(N) avec N le nombre d’atomes du systeéme - et peut aboutir & un mauvais
échantillonnage. Afin d’effectuer un échantillonnage optimum il nous faut donc modifier
- biaiser - la distribution Boltzmanienne afin de la rendre plus simple a échantillonner.
Ces méthodes biaisantes adaptatives sont aujourd’hui grandement utilisées dans le
domaine de 1’énergie libre. Dans ces méthodes, on ajoute un potentiel fictif U(q)
(resp. une force fictive) au potentiel réel V(q) (resp. aux forces réelles). Le potentiel
biaisant resp. la force biaisante a pour but d’'aplanir’ le paysage énergétique afin de
pouvoir passer d’un bassin a un autre durant ’échantillonnage. Il faut ensuite dé-biaiser
le calcul. Nous allons décrire les deux grandes méthodes biaisantes adaptatives : (i)
les méthodes dites ABP (Adaptative Biasing Potential) et (ii) les méthodes dites
ABF (Adaptative Biasing Forces).

5.2.2 Notion de coordonnée de réaction

Comme il a été décrit dans la sous-section précédente 5.2.1 ’échantillonnage de la
mesure canonique dans un espace de grande dimension Q € R3*V avec N le nombre
d’atomes dans le systeme, représente la plus grande difficulté d’évaluation de 1'énergie
libre. I’échantillonnage uniforme direct est irréaliste et des méthodes employant des
dynamiques stochastiques sont nécessaires. Néanmoins, la vitesse de convergence de ces
méthodes est aussi grandement liée a la dimension de 1'espace a échantillonner. Les
méthodes d’énergie libre utilisent la notion de coordonnée de réaction afin de réduire
la dimensionalité du probleme. On s’intéresse a calculer la différence d’énergie libre
entre un état initial S; et un état final Sy. On définit un état (minimal de coordonnées
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gs) S de la fagon suivante. On introduit la dynamique dissipative suivante qui va
minimiser 1’énergie potentielle du systeme V(q) [57] et vérifiant V¢ > 0 :

¢p RNV X R — RV x R
(qo, Po) — (q(t) +dq(t), p(t) + dp(t))

{ dq(t) :d;(gi/gq(t)) dt (5.13)

On peut alors décrire un état S d’énergie minimale et de coordonnées gs de la fagon sui-
vante :

S = {Qz € RBN,pi =0¢€¢ R?)N’tlg_n ¢tD(qz7pz) = (QS’O)} (514)

La notion d’état permet de definir des partitions de I’espace des phases et de calculer
de fagon formelle des fonctions de partition. Ainsi, dans le cas simple de la différence
d’énergie libre entre S; et Sy on a :
-1 Z (Sf )

AF(S;, — Sy) B In (Z(SJ) (5.15)
Ici Z(S;) et Z(Sy) sont respectivement les fonctions de partitions a 1'état S; et a 1'état
S (cf. Annexe (A)). On appelle coordonnée de réaction I'application £ : R3Y — R
permettant de construire la transformation entre I'état S; et 1'état Sy. Le cas le plus
simple de coordonnée de réaction est la coordonnée dite alchimique, qui correspond au
cas [ = 1. Les méthodes alchimiques peuvent étre utilisées pour calculer des grandeurs
thermodynamiques telles que des énergies libres ou des transitions de phases [103]. Un
exemple simple d’utilisation d’une coordonnée alchimique est la différence d’énergie
libre entre un systeme modele M de potentiel Vy, et le systeme réel R de potentiel
Vr. On peut alors poser & : R3 — [0,1] tel que £(M) = 0 et £(R) = 1. Le choix
d’un potentiel mixé V' (z) = (1 — 2)V + 2Vx permettra d’échantillonner la différence
d’énergie libre entre le systeme modele et le systeme réel. On peut par exemple calculer
I’énergie libre associée a un champ de force en utilisant ce potentiel comme V3 et
en utilisant le Hamiltonien d’un modele de type Einstein pour les phonons comme
V. Dans ce cas, on peut calculer analytiquement la valeur d’énergie libre du modele
FEinstein.

Dans le cas général, la coordonnée de réaction définit le chemin de transition entre
I’état initial et I’état final du systeme. Ainsi, pour [ > 0, on définit une nouvelle
observable d’énergie libre pour la valeur z de la coordonnée de réaction & :

PG = =57 ([ e - taa)) (5.16)

Ici, X(z) = {q|&(q) = =z} est la variété de dimension [ définie par I’ensemble des
coordonnées du systeme pour la valeur z de £(q). La mesure d¢q)—-(dq) peut étre
exprimée a 'aide de la formule de la co-aire [66] :

[NIES

Oea)—=(dq) = det ([Vo&]" - Vo&) 7 o5(:)(dg) (5.17)
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oll, 0x(:)(dq) est la mesure de comptage sur le sous-espace X(z) telle que ox;)(dq’) = 1
si ¢’ appartient a X(z) et 0 sinon et V& € R3V*! est la matrice de Jacobienne de la
coordonnée de réaction par rapport aux coordonnées généralisées q.

La construction d’une coordonné de réaction "optimale' au sens ou elle permet
d’approximer avec une précision correcte la différence d’énergie libre dans un temps
de calcul raisonnable est aujourd’hui encore un grand défi des méthodes d’énergie
libre. La méthode des strings [107-110] permet de construire la coordonnée de réaction
grace aux chemins d’énergies minimales. Dans le domaine de construction "a la volée"
de coordonnées de réaction en température, nous citons le travail de Swinburne et
Marinica [111] permettant le calcul de différences d’énergie libre pour des systemes
de grandes tailles telles que des lignes de dislocation. Les avancées récentes dans le
domaine du Machine Learning permettent la construction directe de la coordonnée
de réaction dans I'espace de représentation des données [113] ou utilisent directement
des réseaux de neurones artificiels [112, 114, 211, 212]. On peut alors distinguer deux
grandes approches concernant les méthodes d’énergie libre utilisant des réseaux de
neurones. La premiere approche est de construire un espace de représentation du
paysage énergétique ou la densité de probabilité de 1I'énergie libre du systéme est une
distribution simple (ici une gaussienne multi-dimensionnelle) [114, 212]. Dans ce cas,
I’échantillonnage se fait dans ’espace de représentation et les moyennes sont calculées
dans I'espace des configurations grace a des réseaux de neurones inversibles. L’autre
grande approche est la construction automatique de coordonnées de réaction [112, 211]
a 'aide d’auto-encodeur. Le "bottleneck" de I'auto-encodeur est alors la coordonnée de
réaction. L’efficacité de ces méthodes reste tout de méme cantonnée a des systemes
"simples" et la construction systématique de coordonnées de réaction pour une
transformation dans un systéme quelconque reste au coeur de la recherche sur les
méthodes d’énergie libre.

5.2.3 Meéthodes a biais adaptatifs présentes dans la littéra-
ture

Dans cette sous-section, nous allons présenter les deux principales méthodes a
biais adaptatifs utilisées dans la littérature afin d’estimer la variation d’énergie libre
entre deux états d'un systeme. Nous commencons par décrire les méthodes de type
potentiels biaisants adaptatifs Sec. 5.2.3 (Adaptative Biasing Potential) : ces
méthodes agissent directement sur le paysage d’énergie potentielle du systeme. Dans
un deuxieme temps, nous allons décrire les méthodes a forces biaisantes adaptatives
Sec. 5.2.3 (Adaptative Biasing Forces) : ce type de méthodes modifie la dynamique
stochastique et permet un échantillonnage plus rapide de 1’énergie libre. La différence
d’énergie libre est ensuite reconstruite par intégration de la force biaisante par rapport
a la coordonnée de réaction.
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Méthodes a potentiels biaisants adaptatifs (ABP)

Nous commengons par décrire la méthode ABP (Adaptative Biasing Potential).
Comme il a été décrit dans la sous-section précédente (5.2.1), I'échantillonnage de la
mesure canonique d’un systeme est conditionné par le potentiel vu par ce méme systeme.
Si des bassins sont trop attractifs, ils deviennent de véritables pieges pour la dynamique
d’exploration. Si la trajectoire générée par la dynamique reste bloquée dans un bassin,
la valeur de I'observable calculée sera fausse car la dynamique ne sera plus irréductible
au sens de la définition 5.2. Les méthodes ABP consistent a ajouter un potentiel
biaisant U(q) pour un point de I'espace q. Ce potentiel est construit de fagon itérative
au fur et & mesure de la dynamique générée. Cette méthode permet de construire
un potentiel "miroir" a celui du systéme, qui dans l'idéal serait Vq, U(q) = —V(q).
Dans cette situation la mesure canonique sera simple a échantillonner car le paysage
énergétique du systeme sera "plat'. La méthode ABP est illustrée par la figure 5.1
issue de Bussi et al. [102] : on voit la construction itérative du potentiel biaisant
0(q) en miroir du potentiel réel.
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Figure 5.1: Construction itérative du potentiel biaisant U(q) afin d’échantillonner le profil
d’énergie libre le long d’'une coordonnée de réaction d’apres Bussi et al. [102]. Le potentiel
réel est représenté en gris foncé et le potentiel biaisant en gris clair. Le potentiel biaisant
tend & devenir le "miroir" du potentiel réel.

Considérons € : R*N — R! la coordonnée de réaction associée la transformation du
systéme entre son état initial et son état final et introduisons le temps numérique
t associé a la procédure d’estimation de 1’énergie libre. Dans le cas le plus simple
de la méthode ABP, on pose U, (q, z) = Fy(£(q)) et dépendant du temps numérique
t. Posons la mesure suivante, ¢,(q) = Z@lefﬁ[v(q)fpt(g(q»] avec Zy, la fonction de

partition associée a 1. Nous introduisons alors la mesure 1/Jf(q, z) construite a I'aide
de la formule de la co-aire Eq. (5.17) et vérifiant 1 (q, 2)dq = 1+(q)de(q)—-(dg). On
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veut alors construire une estimation de l'observable F'(z) - Eq. (5.16) - en fonction
du temps numérique ¢ et que 'on note F;(z). On pose alors :

dlziz) =—3"'ln ( /E " ¢§(q,z)dq> (5.18)

Dans le cas d'un équilibre instantané, I’équation (5.18) assure que Fi(z) converge
exponentiellement vers F(z) I’énergie libre - pour la valeur de coordonnée de réaction
£(q) = z - du systéme a une constante additive pres [66]. La méthode ABP converge
et permet donc de calculer la différence d’énergie libre entre deux états du systeme
dans ce cas simple. Intuitivement, on comprend que 'utilisation d’un potentiel biaisant
ne dépendant pas des coordonnées g n’est pas optimal pour la convergence des
méthodes d’énergie libre dans le cas d'un paysage énergétique complexe. En effet, le
paysage énergétique sera "aplani' en moyenne pour un potentiel biaisant constant
et I’échantillonnage de la mesure canonique pourra encore poser des problemes.
Les méthodes ABP présentes dans la littérature introduisent une dépendance en
q permettant de créer un potentiel en "miroir" comme présenté en Figure 5.1. La
procédure décrite dans I’équation (5.18) présente le grand intérét de donner une
esquisse de la convergence de la méthode dans ce cas de figure simple. On retiendra
le schéma de mise & jour de I'estimation de 1'énergie libre Fi(z) issu de Lelievre et
al. [66] (bien qu’il est en existe d’autres dans la littérature [102]) :

{ dg, = -V, (V(q) — Fi(&(q)) dt + /257 1dW;

W gt (fy 06 (g, 2)da) (5.19)

La méthode ABP la plus utilisée dans la littérature est la métadynamique développée
par Laio et al. [100] et la démonstration de la convergence de cette méthode est
donnée par Bussi et al. [101]. Dans cette méthode, le potentiel biaisant consiste en une
somme de distributions Gaussiennes multi-dimensionnelles. La construction itérative
du potentiel biaisant et sa convergence vers I'énergie libre du systeme sont illustrées
par la figure 5.1. D’autres méthodes utilisant des potentiels biaisants adaptatifs sont
présentées dans la littérature, on citera notamment la méthode Wang-Landau [99].

Méthodes a forces biaisantes adaptatifs (ABF)

De méme que les méthodes ABP, les méthodes ABF tendent & pénaliser - en
augmentant leur énergie - les portions du paysage énergétique du systeme ayant déja
été explorées par la dynamique stochastique. Dans ce cas, le biais est directement
ajouté sur les forces appliquées au systéme. Si on note I'(z) la force biaisante appliquée
au systeme dans l'espace des phases pour la valeur de coordonnées de réaction £(q) = z.
On peut alors écrire Uexpression de I'(z) optimale pour le probleme d’échantillonnage
de l'énergie libre :

Ly
(Z) fE(z) 2btg<q7 Z)dq

(5.20)
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ou f(q) est la force par rapport a la coordonnée de réaction dont les composantes f;(q)
vérifient :

l

l
fﬁi(q) z Z V&V qu qu'qu( + 6 "div (Z V&V qu qu)

7=1
(5.21)
Ici, div(-) est I'opérateur divergence. La valeur d’énergie libre nécessaire dans I'expres-

sion de 1;(q) est alors obtenue par intégration de la force biaisante I'; le long de la
coordonnée de réaction - entre la valeur £(q) = 0 et £(q) = z -, c’est-a-dire :

F(:) = E(0) + [ "Tu(s(0)5(\)dA (5.22)

O, s : [0,1] — R est une fonction lisse décrivant la coordonnée de réaction et vérifiant
s(0) = 0 et s(1) = 2. F(z) et F(0) sont respectivement les valeurs d’énergie libre du
systeme pour £(q) = 0 et £(q) = z. Il est important de noter que pour I’équation (5.22)
soit valide la force moyenne I'y dérive d'un gradient c’est-a-dire : Ve x I'y = 0 ou
V¢ € R est opérateur rotationnel par rapport & la coordonnées de réaction. Si la
force moyenne n’est pas conservative i.e ne dérive pas d'un gradient il est nécessaire soit :
(i) de projeter la force moyenne sur un gradient [213] ou (ii) de résoudre itérativement
une équation de type Poisson vérifiée par la force moyenne [214]. Nous retiendrons alors
le schéma de mise a jour suivant de la force biaisante I'(z) issu de Lelievre et al. [60] :

dg, = <_VqV(Q) + 2221 Iy [f(CIt)]j Vqﬁj(qt)) dt + /28~ TdW,
T ( ) _ fE(z) F(@)v; (g,2)dg (523)
te = fz(z) wtg (q,z)dq

Une illustration de I’échantillonnage de la mesure wf (g,z) est donnée dans la fi-
gure 5.2. Dans ce cas particulier le sous-espace a échantillonner est I’hyperplan de
normale 0,q(z). Dans le cadre d'une coordonnée de réaction de type Hamiltonien
mixé (alchimique), comme présentée dans la section précedente, ’expression (5.20)
se réduit a la formulation suivante :

Jo[Vr(q) = Vm(q)] ¥i(q, 2)dq
fg Uy(q, z)dq

Ici, Vr(q) et Va(g) sont respectivement les potentiels du systeme réel R et au

Ii(z) = (5.24)

potentiel du modele M. ¥y(q, z) = ZJlefﬁ[H(q’z)th(z)] est la mesure biaisée associée a
I"'Hamiltonien alchimique H(q, z) décrit dans les sections précédentes. Nous utiliserons
la méthode ABF alchimique afin de calculer des énergies libres de formation dans la
suite de ce manuscrit.

Les méthodes de type ABF sont en plein développement depuis les années 2010. Nous

avons décrit plus haut le principe général de la méthode ABF mais plusieurs variantes
ont été developpées dans la littérature. La méthode ABF étendue (eABF), proposé
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9,00(2)

Figure 5.2: Illustration du sous-espace sur lequel est définie la mesure v%(q, z)dg. Dans ce
cas particulier, ce sous-espace est réduit & un hyperplan de normale 0,q(z). L'illustration
issue de Swinburne [215] montre que le chemin d’énergie minimale (MEP) peut différer du
chemin d’énergie libre minimale (MFEP) pour une transformation donnée.

par Lelievre et al. [66, 216], introduit un degré de liberté supplémentaire au systéme
et permet un échantillonnage direct des valeurs de la coordonnées de réaction. La
méthode ABF généralisée (gABF), aussi introduite par Lelievre et al. [66], décompose
I’expression de la force biasante sur chaque dimension de la coordonnée de réaction. Ces
deux méthodes peuvent étre couplées dans 'ABF généralisée et étendue (egABF) afin
de tirer avantage de la vitesse de convergence de la méthode gABF et de la flexibilité
d’échantillonnage de la coordonnée de réaction de la méthode eABF [217]. La méthode
ABF projetée (pABF), traite le probleme de la recontruction de I'estimation de 1’énergie
libre par I'intégration de la force biaisante comme un probléme de Poisson. La méthode
pABF présente une réduction de variance par rapport a la méthode ABP classique,
ce qui augmente sa vitesse de convergence [213, 214]. Des méthodes de type Machine
Learning ont été utilisées afin de reconstruire 1'énergie libre de différents systémes.
Cette reconstruction porte directement sur I'observable d’énergie libre en utilisant : (i)
des réseaux de neurones artificiels [218] ou (ii) des processus Gaussiens [219, 220)].

5.3 Méthode a force moyenne : méthode, conver-
gence, difficultés et aspects pratiques

Nous allons nous intéresser, dans cette section, a la convergence de la méthode ABF
Bayésienne - développée par Cao et al. [103] - dans le cadre du mélange d’Hamiltonien
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alchimique décrit plus haut (Sec. 5.2.2). En effet, nous allons utiliser cette méthode
afin de calculer des propriétés thermodynamiques dans le chapitre suivant. Nous
devons donc déterminer avec précision la vitesse de convergence d'une telle méthode
afin de réaliser nos calculs. Cette section est organisée de la facon suivante : (i)
nous décrivons la méthode Bayésienne dans le cadre alchimique utilisé dans FEAR
(Sec. 5.3.1) pour le calcul d’énergie libre de formation [103]; (ii) nous décrivons la
méthode d’intégration thermodynamique développée dans PAFI [111] pour le calcul
d’énergie libre de migration ; (iii) nous présentons le modele paralléle de la méthode
ABF Bayésienne qui permet de réduire le temps "humain'? de calcul (Sec. 5.3.3); (iv)
nous décrivons les points critiques de la méthode ABF Bayésienne dans le cadre d’un
Hamiltonien alchimique et nous formulons quelques recommandations pour arriver a
la convergence "rapide" de la méthode (Sec. 5.3.4); (v) nous exposons un cas pratique
d’évaluation de la vitesse de convergence de la méthode pour des grandeurs telles que
le parametre de maille en température et le module élastique en température pour le
cas d’'un potentiel EAM (Sec. 5.3.5).

Dans le cas d'un échantillonnage optimal, les méthodes de calcul d’énergie libre
de migration sont plus rapides a converger a cause de la distribution de la variance en
énergie. En effet, dans le cadre d’une migration, seule une partie des atomes
contribue grandement au profil d’énergie libre ce qui n’est pas le cas pour
I’énergie libre de formation ou tous les atomes du systéme apportent une
contribution importante. Nous ne débattrons donc que des cas de convergence
pour la méthode Bayésienne [103] appliquée au calcul de 1'énergie libre de formation.

5.3.1 Principe de la méthode : cas de la formation (alchi-
mique)

Les méthodes ABF standards nécessitent 1'utilisation d’une dynamique pour la
coordonnée de réaction comme nous I’avons décrit dans la sous-section 5.2.2. L ergodicité
pour la coordonnée de réaction est ainsi assurée par une dynamique jointe. Pour des
bassins peu profonds d’un paysage énergétique, les méthodes standards ne permettent
pas I’échantillonnage de ces dits bassins. En effet, les méthodes standards vont avoir
tendance a aplanir trop vite certaines portions du paysage énergétique et provoquer
le déplacement du systeme dans un autre bassin. Nous proposons ici de décrire la
méthode développée par Cao et al. [103] permettant un échantillonnage plus sélectif de
la coordonnée de réaction tout en conservant 1’ergodicité de la dynamique stochastique
pour les coordonnées du systeme.

Introduisons la notion de probabilité jointe P;(g, z) pour la coordonnée g du systéme
et la coordonnée alchimique z. On peut alors introduire la notion de probabilité
marginale par rapport a g notée P;(q) telle que P,(q) = [z Pi(q, z)dz et par rapport a z,
P,(z) = o Pi(q, 2)dq. On peut alors naturellement introduire la notion de probabilité
conditionnelle reliant la probabilité jointe et les probabilités marginales. On définit

2. Nous définissons le temps "humain" (wallclock) comme étant le temps d’éxecution du calcul
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ainsi p;(q|z) la probabilité conditionnelle de la coordonnée g sachant la coordonnée de
réaction z par I'équation p;(q|z) = Pi(q, z)/Pi(z). Réciproquement, on peut définir la
probabilité conditionnelle de z sachant q : p;(z|q) = Pi(q, z)/Pi(q). Dans le cadre de
la méthode ABF, la probabilité jointe que nous allons utiliser découle de la mesure
(g, 2) que nous avons définie plus haut Sec. 5.2.2 :

Pig,2) = —21e2) (5.25)

 Joxz (g, 2)dgdz

Nous pouvons alors reformuler I'expression de la force biaisante donnée par I'équa-
tion (5.20) :

[u(z) = | [Va(g) ~ Via(a)] ilal=)dg (5.26)

En remarquant que P(z) = [opi(2|q) P;(q)dq et en utilisant le théoréme de Bayes
sous la forme suivante : py(z|q) P,(q) = p:(q|z) P;(z) nous pouvons ré-écrire 'expression
donnée par I’équation (5.26) en faisant intervenir P;(q) que nous pouvons échantillonner
grace a une dynamique stochastique sur les coordonnées :

[ Vr(@) = V(@) pe(2|q) P(q)
M) = [ G P (5-27)

L’estimation de 1'énergie libre F,(z) est obtenue par une simple intégration Fj(z) =
F(0) + [y ['u(2')d2" avec F(0) correspondant a 1'énergie libre du modele de référence.
L’expression de la dynamique stochastique associée découle de la distribution P,(q)
et se réduit a une dynamique de Langevin [103] :

dq = V{87 n[Pi(q)]} dt + /295~ dW (5.28)

On peut alors montrer que cette dynamique ne dépend que de la probabilité condi-
tionnelle p;(z|q) de telle sorte que :

dq = | [ [=2VaVr(a) — (1= )V Vaul@)] plela)dz] dt + /20571 aw (529

Ici, =V ,Vr(q) et =V ,V(q) sont respectivement les forces au point de coordonnée
q de l'espace des phases dues au potentiel du systéme réel R et les forces dues au
potentiel du modele M. Cette méthode nécessite seulement la détermination - a
chaque pas de la dynamique stochastique - de la valeur de la probabilité conditionnelle
pi(z|q) dont lexpression est donnée par :

wt(qa Z)

pe(2lq) = T, vilq, 2)d= (5.30)

Cette méthode, basée sur le théoreme de Bayes, permet de se passer de la notion
de dynamique jointe et permet d’obtenir un meilleur échantillonnage de ’espace des
phases. En effet, la force utilisée dans la dynamique de Langevin est construite par
un raisonnement Bayésien et va naturellement se rapprocher de la force du potentiel
réel ou bien de la force du potentiel modele dépendamment de 1’échantillonnage déja
effectué et contenu dans 1'énergie libre. Cette méthode permet de stabiliser certains
échantillonnages complexes et sera donc utilisée dans la suite de ce chapitre. La
méthode Bayésienne est implémentée dans le code FEAR [103].
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5.3.2 Principe de la méthode : cas de la migration

Dans les chapitres suivants, nous avons effectué des calculs d’énergie libre de
migration en utilisant le package PAFI développé par Swinburne et al. [111]. Nous
allons décrire brievement la méthode utilisée dans cette sous-section bien que plus de
détails techniques puissent étre trouvés dans l'article précédemment cité.

Dans le cadre de I'évaluation de 1’énergie libre de migration d'un état initial a un
état final donné, I’équation (5.20) n’est pas aussi simple que dans le cas alchimique
et peut étre exprimée de la fagon suivante (dans le cas d’une coordonnée de réaction
a une dimension) :

vV V(q) e Y
(z) = <v = + 57V o Ve Vq5>¢s(q,z) (5.31)

Cette formulation est exacte si le vecteur arbitraire v vérifie v - V£ > 0 [105]. Ce
vecteur est colinéaire a la coordonnée de réaction a 0 K, V est 'opérateur gradient
et (-)y¢(q,») Teprésente la moyenne d’ensemble pour la mesure 1%(q, z) décrite dans la
sous-section (5.2.3). Cette équation fait intervenir I'inverse de la matrice de Gram de la
coordonnée de réaction par rapport aux coordonnées du systeme [V £]" -V & € R3N>3N
dont le colit numérique de la pseudo-inversion évolue comme O(NI?). Cette inversion
nécessite de connaitre la coordonnée de réaction de la transformation. Le package
PAFI se base sur une coordonnée de réaction calculée a T' = 0 K par la méthode
NEB [221-223]. L’algorithme a pour but de construire une coordonnée de réaction
£(q) = z dépendante de la température en partant de la coordonnée a 0 K, &(q) = .
Dans 'espace des phases, on comprend que la coordonnée de réaction va évoluer de
proche en proche et de fagon "continue" avec la température. La construction itérative
de l'algorithme de PAFI se base sur ces conditions locales d’évolution. Nous allons
décrire quantitativement cette construction. On note go(2) les coordonnées du systeéme
correspondant au chemin d’énergie minimal (construit par NEB) pour la valeur z de
€%, Cette indexation possible par un parameétre z & une dimension des coordonnées
du chemin d’énergie minimale du systéme go(z) est essentielle pour I’algorithme de
PAFI. On introduit ensuite, g(z) les coordonnées du systéme pour la valeur z de €. Si
on note qr les coordonnées du systeme a la température 7', la coordonnée de réaction

&(gr) = z est solution du probléme de minimisation suivant dans I'espace des phases :

¢(gr) = argmin [lgr — qo()|” (5.32)

Ainsi, les coordonnées g correspondent aux coordonnées les plus proches - au sens de
la distance Euclidienne - de celles du chemin d’énergie minimale a 0 K pour une valeur
z donnée de la coordonnée de réaction &. Cette solution du probléme de minimisation
Eq. (5.32) peut étre exprimée par la relation d’orthogonalité suivante :

0:q0(2) - [ar — qo(2)] =0 (5.33)
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En utilisant cette relation d’orthogonalité, on peut calculer V4§ en supposant que
celui-ci est toujours colinéaire a 9.qo(z)°. Par conservation de la relation (5.33)
quelque soit dq et quelque soit ¢ et par la relation de colinéarité, on peut calculer

analytiquement V¢ :

_ _ 9:q90(2)
V€le=: = 7@ T,2)[0:00 I 5.34
02q0(2) ( ’ )

n(q,T,z)= 1-— m lgr — qo(2)]

La condition de positivité 0,qo(2) - V&|e=, > 0 se traduit maintenant par n(q, T, z) > 0.
Cette condition traduit le fait que la coordonnée de réaction évolue de proche en proche.
Si cette condition est violée, on ne peut pas garantir que le systeme soit resté dans
le bassin métastable de la coordonnée de réaction a 0 K et/ou que I’échantillonnage
reste efficace. La vérification de ce critere de positivité est une condition nécessaire
pour la convergence de la méthode. Finalement, en injectant 1’équation (5.34) dans

I'équation (5.31), on obtient la formulation suivante :

_ 5 ) - 19 In In(q,T,z)|
r(z)—<77(q,T, ) 9.q0(2) - V4V (q) + 5710.1 SEPE >w€(w) (5.35)

L’équation (5.35) ne fait plus intervenir la matrice de Gram de £(q). On peut maintenant
construire, de fagon itérative, la coordonnée de réaction pour une température 7" donnée
et évaluer 1'énergie libre de migration par l'intégration de la force moyenne. Pour
chaque mise a jour de la coordonnée de réaction, on vérifie la condition de positivité
et si elle n’est pas respectée, on recommence 1’échantillonnage. Des détails techniques
supplémentaires sont directement donnés dans [111, 224] et nous ne décrirons pas de
facon plus exhaustive cette méthode afin de nous consacrer plus en profondeur aux

méthodes alchimiques.

Notons que la méthode développée par Swinburne et Marinica se base sur la construc-
tion numérique de la coordonnée de réaction - a une dimension - correspondant au
chemin d’énergie minimale. Cette construction est effectuée par une interpolation de
fonction splines d’ordre 3 pour I'’ensemble des atomes du systeme. La coordonnée de
réaction ainsi construite permet de calculer numériquement la quantité 0,qo(z). L effi-
cacité de cette méthode a été montrée pour de nombreux systeémes [111]. Néanmoins,
dans le cas de systémes et de transitions impliquant une évolution rapide de 9.q(z),
I'interpolation par les fonctions splines ne permettra pas d’assurer les conditions de

réalisation de I’équation (5.35) et ne pourra donc pas étre utilisée.

3. Dans ce cas, tous les déplacements perpendiculaires dg vérifient §¢ = V¢ - §g = 0 grace a
léquation (5.33) et laissent donc inchangé &
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5.3.3 Parallélisation de la méthode ABF Bayésienne alchi-
mique

Comme nous 'avons décrit plus haut, les méthodes d’énergie libre basées sur les biais
adaptatifs sont cotliteuses en temps numérique. En effet, le théoréme ergodique donne
une convergence de ces méthodes dans la limite ou le nombre de pas de dynamique
stochastique tend vers +oo. Sans surprise, il faudra donner un nombre de pas finis
A nos simulations et nous n’aurons donc qu’une estimation F de 1'énergie libre du
systéme. La question est la suivante : notre estimation F' est-elle proche de la valeur
réelle de 1'énergie libre F'7
Si on considere que 'on est au pas J de la dynamique stochastique et que les événements
sont indépendants; le théoreme Central Limite nous donnent une estimation de
I’erreur commise entre Pestimation F” de 1'énergie libre au pas J et de la valeur
réelle de 1'énergie libre F :

|F—FN| =0 <1> (5.36)

va

La vitesse de convergence de ces méthodes est donc faible ce qui nécessite
d’effectuer un grand nombre d’itérations. Nous proposons d’utiliser une méthode
déja développée par Lelievre et al. [225] et Raiteri et al. [226] et appelée "méthode
des répliques paralleles". L’idée est simple : on crée L répliques du méme systeme
auxquelles on applique la dynamique stochastique. Ces L répliques vont alors évoluer
et explorer le paysage énergétique du systéme de facon indépendante. Apres 7/ pas de
dynamique stochastique pour chaque systeme, on calcule la nouvelle force biaisante
de la facon suivante :

_ 2i<p 2y (Hr(q) — Halq) p(z]gL)
<L ngr/P(Z’qlT)

ot gL sont les coordonnées de la réplique [ pour le pas de temps 7 et ol les autres
notations ont été décrites dans 1’équation (5.27). Cette méthode permet - dans le cas
idéal ou tous les événements peuvent étre considérés comme indépendants - d’obtenir
la nouvelle estimation d’erreur suivante entre 1’estimateur de 1’énergie libre apres J
pas de temps pour L répliques du sytéme FL et Iénergie libre du systéme F :

FT/(Z)

(5.37)

FJL| 1
|F— F"" =0 <\/J_L> (5.38)
L’erreur sur l'estimation de 1’énergie libre se comporte donc - dans le cas idéal -
comme si on avait effectué JL pas de dynamique stochastique sur une réplique du
systeme. Dans les faits, les trajectoires des différentes répliques ne sont
pas indépendantes car elles partagent toutes ’estimation d’énergie libre
comme biais. Cette méthode ne permet pas de réduire le temps numérique de calcul
mais permet un véritable gain de scalabilité. Cette méthode de parallélisation a
été implémentée dans le code FEAR. Il nous reste maintenant a déterminer un nombre
de pas de dynamique stochastique permettant un bon compromis entre : précision,
temps machine et temps "humain".
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5.3.4 ABF Bayésienne Alchimique : points critiques de la
méthode et recommandations

Le premier choix "arbitraire" - et non des moindres - est le nombre de pas
de dynamique stochastique que 'on doit fixer pour une simulation. Comme il a
été décrit plus haut, celui-ci est un compromis entre précision, temps machine et
temps "humain". I’équation (5.38) permet d’estimer un ordre de grandeur du nombre
de pas pour une précision donnée. Néanmoins, cette estimation est tres approximative
d’un point de vue quantitatif et varie grandement d’un systeme a l'autre. Il est donc
nécessaire d’adopter une démarche heuristique * pour déterminer le meilleur couple .J
et L pour calculer une bonne estimation de 1’énergie libre.

Une deuxieme contrainte s’impose a nous si nous voulons calculer des propriétés
thermodynamiques a 1’équilibre. Pour une valeur de température donnée T, un
systéme va avoir un volume d’équilibre V(7). De fagon générale, on sait que ce
volume va avoir une dépendance par rapport a la température mais on ne connait pas
cette dépendance a priori. Afin de calculer des propriétés thermodynamiques, il faut
déterminer 'expression de V*I(T") de fagon itérative (une méthode sera décrite dans la
sous-section suivante (5.3.5)) en partant d’un choix a priori de la dépendance
du volume d’équilibre en fonction de la température. Ce choix pourra se faire
de facon arbitraire ou en fonction des données expérimentales. Plus le choix a priori de
Ve(T') sera proche de la réalité, plus la procédure itérative convergera rapidement. En
termes de conditionnement, plus un champ de force présentera un volume d’équilibre
Ve(T) proche des données expérimentales, plus la procédure itérative sera rapide.
Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre suivant.

La méthode de mizage d’Hamiltonien alchimique nécessite un autre choix arbitraire :
celui du modele de référence. On choisit en général un potentiel inter-atomique dont
I’expression est simple et souvent analytique. On pourra citer 'utilisation de cristaux
harmoniques de type Einstein par Frenkel et al. [227] et 'utilisation de potentiels
de type Morse par Glensk et al. [228]. Ces potentiels permettent de déterminer une
expression analytique des forces appliquées a chaque atome et la valeur de leur énergie
libre en fonction de la température. Dans le code FEAR, le choix du potentiel de
référence est un potentiel de type Einstein. L’Hamiltonien de ce systeme de type
Einstein H.;, pour un systeme de N atomes s’exprime de la fagon suivante :

|

Hein(Pr@) =2 5

i=1 i

N
1 (2
Ipill” + 3= Smiella — g (5.39)
=1

ou g;? sont les coordonnées d’équilibre de atome i et w est la fréquence d’Einstein
du modele. Le modele d’Einstein pour les phonons est un cas trés simple de modele
harmonique. Tous les phonons locaux sont considérés comme étant sans interaction
les uns avec les autres et possédant la méme pulsation w. La fréquence du modele
d’Einstein peut étre déterminée directement a l'aide d’un calcul d’énergie libre. Ce

4. c’est-a-dire en essayant un grand nombre de couple J, L
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calcul est détaillé dans 'annexe A et permet de déduire la fréquence d’Einstein
par la relation suivante :

2
Fem,pot = 3(N - Ncorr)ﬂ_l In (Tr> (540)

Ici N, est un terme de correction permettant de prendre en compte des contraintes
sur la fonction de partition du systeme. Par exemple, on peut imposer la position
du centre masse du systéme et/ou empécher sa rotation. Dans le cas des conditions
périodiques, on a N, = 3. Le systeme doit avoir une taille suffisante pour estimer
correctement cette énergie libre : la taille minimum est de l'ordre de 100 atomes.
Dans certains cas, le calcul direct de cette énergie libre sera trop long et on pose
In(w) = 5% >, In(w,) la valeur de moyenne des log pulsations In(w,) du systéme apres
un calcul harmonique. Le choix de w doit étre précis. En effet, un choix de w trop petit

ou trop grand va conditionner la "vitesse" et la "qualité" de ’ergodicité pour
la coordonnée de réaction alchimique c’est-a-dire la description de la distribution P(z).
Dans la limite d’'un nombre de pas de dynamique stochastique infini, P(z) devrait
tendre vers une distribution uniforme 4([0, 1]). Si w est mal pré-conditionné, il faudra
un échantillonnage plus long pour obtenir une valeur précise de I'estimation de 1’énergie
libre. Nous allons détailler I’ensemble de ces problématiques en nous basant sur un

exemple concret dans la sous-section suivante.

Nous illustrons le probleme du conditionnement du modele de type Einstein par
un exemple tres simple en une dimension. Considérons le potentiel suivant centré
sur la position d’équilibre ¢y (cette forme de potentiel est grandement inspirée de
Hellman et al. [229]) :

_ (a=4p)?

Vip(g, 0, 0) = a(q — qo)* + dae™ = (5.41)

Ce potentiel devient purement harmonique dans le cas ou v = 0. Sinon, il est bruité
par une fonction Gaussienne de largeur o2. Le terme Gaussien représente donc la
partie anharmonique de ce potentiel. Que se passe t-il maintenant si nous voulons
ajuster un modele de type Einstein (autour de la postion gy) avec un tel potentiel ?
On cherche une solution simple de la forme Vip(q) = a(q — qo)? + b et vérifiant les
conditions suivantes : (i) Vip(qo) = Vin(qo,da, o) et (i) Vip(q) = Vir(qo, ,da, o).
On peut calculer analytiquement (a,b) en fonction de da, o et 0. Le potentiel Vip
est purement harmonique et est I’image exacte d’un modele Einstein ajusté a
I’aide d’un calcul de phonons dans un systéme a une dimension. Nous choisissons
de présenter les résultats obtenus pour a = 1.0, o = 0.1 et pour un ensemble de
valeurs de 0% = {1.0,0.5,0.1} dans la figure 5.3.
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Figure 5.3: Tllustration de 1’ajustement du potentiel Vip (en traits pleins) en fonction des
différentes valeurs de o2. Les potentiels Vi p sont présentés en pointillés. Le potentiel Vip
purement harmonique est présenté en trait plein noir. On constate que pour les faibles valeurs
de o2, la courbure du potentiel peut étre grandement impactée et méme changer de signe.

On constate que la forme du potentiel Vip ajusté dépend grandement de la valeur de
o?. Ainsi, pour des valeurs faibles de o2, la courbure du potentiel peut méme subir un
changement de signe. Il est évident que dans ce genre de situations pathologiques
I’échantillonnage par une méthode de type alchimique sera beaucoup plus difficile a
mettre en oeuvre en raison de Ierreur sur la valeur de w. Il est donc important de bien
préconditionner la valeur de w afin d’obtenir un échantillonnage correct et efficace.
Lelievre et al. [66] donne une estimation de la variance dans le cas d'un Hamiltonien
alchimique linéaire H(z) = (1—2)H p+2Hr. La variance pour I'estimation de I énergie
libre }?(z) a la valeur de mizage z est 0%(z) = — *1?1275
de ‘575(,2) sera plus élevée dans les zones ou le potentiel réel et le potentiel modele
sont tres différents. Ces zones devront donc étre échantillonnées plus longtemps afin
de réduire la variance sur ’observable d’énergie libre.

(2). On comprend que la valeur

Des situations pathologiques de préconditionnement du modele de réference peuvent
étre évitées en appliquant les recommandations suivantes : (i) éviter I'utilisation de
potentiels directement tabulés; (ii) éviter les potentiels de type EAM ajustés a I'aide
de fonctions spline cubiques et (iii) utiliser des potentiels dont les fonctions de bases
sont lisses tels que des potentiels MEAM ou Machine Learning. D’un point de vue
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plus général, les potentiels utilisés ne doivent pas étre rugueux. Les potentiels
tabulés et ajustés avec des splines cubiques fournissent de bonnes estimations
de DI’énergie et des forces d’un systéme pour un coiit numérique faible.
Néanmoins, leur utilisation pour estimer des propriétés a la courbure du paysage
énergétique est plus délicate (cf. annexe C).

5.3.5 Cas pratique : calcul du parametre de maille d’équilibre
et du module élastique isostatique a une température
finie d’'un potentiel EAM

Nous allons détailler un cas concret de l'utilisation de la méthode ABF dans le
cadre d'un Hamiltonien alchimique pour le calcul de deux propriétés importantes a une
température donnée T : (i) la valeur du parameétre de maille d’équilibre a((7);
(ii) la valeur du module élastique isostatique B(T). Nous allons donner quelques
définitions quantitatives pour ces parametres en nous placant dans le cas d'un systeme
cubique.

Introduisons V{a(T), K}, la fonctionnelle du volume d’un systeme en fonction du
parameétre de maille a(7") et du nombre de répliques de la maille élémentaire du systeme
K. Dans le cas des métaux cubiques, on a simplement Vy..(ao(T), K) = Ka(T)3.
Considérons le tenseur C = al € R3*3. Ce tenseur correspond a cellule unité dun
réseau cubique de parametre de maille a. On définit alors I'estimation de 1’énergie
libre pour un systeme repliqué K fois F (C,T,K) et le parametre de maille d’équilibre
a la température T' comme solution du probleme de minimisation suivant :

ao(T) = Kl—i>r£oo arg ClénRignX3 F(C, T, K) (5.42)

On peut alors définir I'estimation du module élastique B(T) isostatique d’équilibre
a la température 7' par la relation :
2
B(T) = lim LIHC. T K) Kag'(T) (5.43)
K=too 9 0a(T)? la(r)=ao(7)

Afin d’évaluer de facon quatitative ces deux grandeurs, nous avons utilisé la méthode
des courbes énergie libre/volume. On se place a un parametre maille a;(7") pour une
température donnée T'. On crée alors L répliques du systeme, auxquelles on applique
un tenseur de déformation homogene isotrope €, = ¢; 1 avec €, < €1 < -+ < ¢ <
«o- <€, < €maz- On obtient un ensemble de systemes dont le volume du systeme
lest V{(1+¢)a;(T)} (pour un systeme cubique). On peut alors calculer 1’énergie
libre F(V{(1 + ¢)a;(T)}) pour chacun de ces volumes. On construit alors ce qu’on
appelle une courbe énergie libre/volume. Cette courbe permet de déduire le parametre
de maille d’équilibre et le module élastique isostatique d’équilibre. Le parametre de
maille d’équilibre correspond simplement au minimum de cette courbe qui est lui méme
solution du probléme de minimisation donné par I’équation (5.42). Le module élastique
isostatique d’équilibre peut alors étre calculé numériquement si la discrétisation en
L répliques est suffisament fine. Une illustration de la méthode des courbes énergie
libre /volume est donnée en Figure 5.4.
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290

Figure 5.4: Illustration de la méthode des courbes énergie libre/volume pour le calcul du
parametre de maille d’équilibre en température ag(7"). Le parameétre de maille d’équilibre
en température correspond & la valeur de ag tel que 1’énergie libre F' est minimale pour
une température donnée 7. De plus, pour la valeur ag(7) on assure que P = 0 et donc que
I’énergie libre coincide avec I'enthalpie libre du systéme.

Nous allons appliquer cette méthodologie au cas d’un simple potentiel EAM pour le
tungstene, afin de calculer le parametre de maille d’équilibre et le module élastique
isostatique de 0 K a la température de fusion. Cet exemple rapide va permettre
de fixer le nombre de pas de dynamique stochastique que nous allons utiliser pour
d’autres potentiels afin d’obtenir une bonne convergence de 1’énergie libre et du
parametre de maille d’équilibre. En effet, nous nous cantonnons a des métaux
de transitions, cubiques centrés et non-magnétiques qui sont relativement
simples et similaires. Nos calculs portent sur une gamme de température allant
de 0 K a la température de fusion du matériau 7. Le cas du tungstene est parti-
culierement intéressant car sa température de fusion (expérimentale) est de 3695 K.
Cette température particulierement élevée est donc un cas complexe d’application de
la dynamique de Langevin, ou les déplacements seront d’amplitudes tres importantes.
Pour de tels déplacements, le systéme peut quitter son bassin d’origine pendant la
dynamique ce qui est catastrophique pour I’échantillonnage. Dans le cadre de cette
"expérience numérique' nous avons choisi de travailler avec le potentiel développé
par Marinica et al. [230] (potentiel EAM 4). Nous travaillons avec la méthode ABP
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avec un Hamiltonien mizé alchimique & 1’aide du package FEAR [103]. Le potentiel
de référence est un potentiel de type Einstein dont la fréquence w a été qualibrée
sur un calcul harmonique complet. Nous utilisons la méthode Bayésienne décrite
précedemment en Sec. 5.3.1 et une dynamique de Langevin dite suramortie; plus de
détails techniques peuvent étre trouvés dans Lelievre et al. [66]. Le choix a priori
des a(T') a été les parametres de maille d’équilibre expérimentaux du tungsténe. Les
résultats obtenus pour la convergence de ao(7T') et de B(T) sont présentés dans la
figure 5.5 pour un calcul de référence avec 2 x 10° pas de dynamique de Langevin.
La figure 5.5 (gauche) représente le parametre de maille d’équilibre en fonction de la
température. La figure 5.5 (droite) représente le module élastique isostatique d’équilibre
en fonction de la température. On constate qu’apres seulement quelques itérations
de la méthode des courbes énergie libre/volume, ces deux grandeurs convergent. On
peut aussi noter que le parametre de maille d’équilibre de ce potentiel est tres différent
du parametre de maille d’équilibre expérimental du tungsténe et ne présente pas,
par exemple, la dépendance quadratique en température de I'expansion thermique.
Nous faisons ici deux remarques : (i) une premiere d’ordre physique, ce potentiel
EAM [230] n’est pas représentatif du comportement du parametre de maille d’équilibre
du tungsteéne; (ii) une deuxieme d’ordre numérique, la méthode ABF Bayésienne
permet d’échantillonner trés précisément deux grandeurs nécessitant une tres grande
précision numérique (ao(7) et B(T)).

425

Experimental ao(T)
e Para, iteration 1
Para, iteration 2
Para, iteration 3
e Para, iteration 4

e Para; iteration 1
Para, iteration 2
Para, iteration 3
Para, iteration 4

w
)
N

w »

~ o

w o

\'
L]

w
v
o
v

w
N
o

w
)
Bulk modulus depending on T in GPa
w
N
w

Lattice parameter depending on T in A

300
275
3.16
250
3.14 225
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Temperature in K Temperature in K

Figure 5.5: Illustration de la convergence du parametre de maille d’équilibre (a gauche) et
du module élastique isostatique d’équilibre (& droite) pour le calcul de référence a (Paray de
la table 5.1) pas de dynamique stochastique. Nous présentons les itérations successives de la
méthode des courbes énergie libre volume jusqu’a la convergence de ag(T") et de B(T). La
ligne pointillée orange présente I'expansion thermique expérimentale.
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La méthode ABF Bayésienne pour un Hamiltonien alchimique permet donc
déterminer deux propriétés thermodynamiques d’importance que sont ag(T") et B(T).
Ces deux grandeurs sont respectivement des images de la dérivée premiere ao(7") et
de la dérivée seconde B(T') de 1'énergie libre, ce qui nécessite une excellente précision
de la méthode. Cet exemple concret montre 'efficacité de la méthode ABF. Nous
allons maintenant nous intéresser a ’estimation de la vitesse de convergence de cette
méthode et a "construire" un jeu de parametres - nombre de processeurs en parallele,
nombre de pas Langevin par processeur - permettant d’obtenir une convergence de ces
deux grandeurs pour un "temps humain" et un temps machine raisonnable.

Table 5.1: Liste des différentes parallélisations (Lproc, JLangevin) Utilisées pour effectuer les
tests de convergence pour le parametre de maille d’équilibre et le module élastique isostatique
d’équilibre pour le potentiel EAM [230]. Lyy.oc représente le nombre de répliques paralléles
utilisées pour la simulation et J7qngevin le nombre de pas de dynamique de Langevin effectués
pour chaque réplique.

COHPIGS (Lprom JLangevin)

Parallélisation Toroe Tranocom Total (Lproc Langevin)
Para, 4.0 x 10* 5.0 x 10* 2.0 x 10°
Paras 3.0 x 10! 3.2 x 10* 9.6 x 10°
Paras 2.0 x 10! 3.2 x 104 6.4 x 10°
Paray 1.0 x 10! 3.2 x 10* 3.2 x 10°
Paras 1.0 x 10! 1.6 x 10* 1.6 x 10°
Parag 5.0 x 10° 1.6 x 10* 8.0 x 10*
Paray 1.0 x 10° 4.0 x 10* 4.0 x 10*

Afin de calculer un couple (nombre de pas Langevin, nombre de répliques paralléles)
nous définissons une valeur de référence pour ag(7") et B(T'). Cette valeur de référence
est donnée par le résultat de la 4™ itération de la méthode des courbes énergie
libre /volume pour un total de 2x 10° pas Langevin. Nous présentons les couples (nombre
de pas Langevin, nombre de répliques paralleles) pour les différents tests que nous avons
effectués dans le tableau 5.1. Nous considérons que ces simulations sont "convergées" a
partir de la 3%™¢ itération de la méthode des courbes énergie libre/volume. Les résultats
de ces simulations sont donnés par la figure 5.6. La figure 5.6 (gauche) représente I’erreur
relative Aag/ag = |ao(T) — af (T)|/age! (T) sur le paramétre de maille d’équilibre. La
figure 5.6 (droite) représente I'erreur relative AB/B = |B(T) — B™/(T)|/B"¢/(T) sur
le module élastique isostatique d’équilibre. On constate que l'erreur sur ao(7) et sur
B(T) diminue quand le nombre d’itérations Langevin effectives augmente. Néanmoins,
méme pour un faible nombre d’itérations Langevin - de 'ordre de 10° - I'erreur sur
ao(T') et sur B(T) est tres faible. Nous allons donc considérer que l'ordre de grandeur
de 10° pas Langevin sera suffisant pour obtenir la convergence dans la suite de nos
calculs. Nous soulignons qu'un nombre de pas Langevin minimum par processeur est
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nécessaire afin d’obtenir une trajectoire aboutissant a la thermalisation du systéme”.

Nous estimons que dans le cadre d’'un potentiel de type EAM, ce nombre d’itérations
par processeur est de 'ordre de 103.
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Figure 5.6: Convergence de ao(7T) et de B(T) en fonction du nombre de pas de dynamique
stochastique. La figure de gauche représente l'erreur sur ag(7T) (eq,) et la figure de droite
celle de V'erreur sur B(T') (ep). La valeur de référence pour aog(7") et de B(T') est donnée
par la valeur calculée & 4°®™¢ itération du calcul de référence. (2 x 105 pas de dynamique de
Langevin). Nous considérons les valeurs de ao(T) et de B(T) pour la 3% itération pour un
nombre de pas Langevin donné. Les différentes parallélisations comparées sont décrites dans
la table 5.1

5.4 Conclusions de chapitre

Dans ce chapitre, nous avons proposé une revue des méthodes de calculs d’énergie
libre basées sur les dynamiques stochastiques présentes dans la littérature. Nous avons
mis ’accent sur la méthode Bayésienne dans le cadre d’'un Hamiltonien alchimique.

5. On considére qu’un systéme est thermalisé quand sa température cinétique atteint la valeur
imposée par le thermostat de Langevin
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Nous avons montré les capacités de la méthode Bayésienne pour le calcul de propriétés
thermodynamiques d’équilibre tels que le parametre de maille d’équilibre et le module
¢lastique isostatique d’équilibre. Le calcul de ces propriétés thermodynamiques a
été mis en oeuvre dans le cadre d’un potentiel de type EAM pour le tungstene. Ce
"cas d’école" relativement simple nous a permis de montrer le cadre et les limites de
convergence de la méthode. Cette étude préliminaire va nous permettre de nous fixer
un couple : nombre de processeurs, nombre de pas Langevin permettant d’obtenir le
meilleur compromis entre temps numérique et "temps humain'. L’étude du potentiel
EAM nous permet de mettre en évidence quun nombre total de 10° pas de dynamique
de Langevin permet d’obtenir la convergence du parametre de maille d’équilibre et du
module élastique isostatique d’équilibre. Nous retiendrons ce nombre d’itérations pour
la suite.

Il est remarquable de noter que la méthode ABF Bayésienne, dans le cadre d’un
Hamiltonien mizé, permette de calculer avec une grande précision des quantités telles
que le parametre de maille et le module élastique isostatique d’équilibre pour une
température donnée T'. Ces résultats montrent la grande précision et la robustesse
de cette méthode lorsqu’elle est bien pré-conditionnée. Dans les chapitres suivants,
nous allons utiliser cette méthode implémentée dans le code FEAR [103] afin de calculer
d’autres propriétés d’équilibre thermodynamiques telles que des énergies libres de
formation de défauts. Nous utiliserons aussi le package PAFI [111] afin de calculer
des propriétés cinétiques telles que des énergies libres de migration. Nous allons plus
précisément nous intéresser au cas des lacunes dans les métaux cubiques centrés.
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I am the lion and I want to be free

Do you see a lion when you look inside of me ?
Outside the window, just to watch you as you sleep
"Cause I am a lion born from things you cannot be

— Lion, Hollywood Undead

Au-dela de 'approximation harmonique :
auto-diffusion, métaux cubiques centrés et
potentiels Machine Learning
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas spécifique du coefficient d’auto-
diffusion dans les métaux cubiques centrés. Nous commencons par introduire la
problématique du comportement non-Arrehnius haute température du coefficient
d’auto-diffusion dans les métaux cubiques centrés Sec. 6.1. I’anomalie de comportement
du coefficient d’auto-diffusion dans les métaux cubiques centrés est un sujet d’études
depuis pres de 50 ans [231]. Aujourd’hui encore, il est difficile de mettre en place un
calcul direct d’énergie libre d’activation afin d’estimer numériquement la valeur du
coefficient d’auto-diffusion en fonction de la température. Le groupe de Grabowski
et Neugebauer a pu réaliser des calculs complets, et prenant en compte les effets
anharmoniques, pour 1'énergie libre de formation de la lacune dans plusieurs métaux
en utilisant la théorie de la fonctionnelle de la densité [228, 232, 233]. Néanmoins, il
n’existe pas a notre connaissance une méthodologie compléte et universelle - dans
la littérature - permettant d’effectuer un calcul direct de 1'énergie libre d’activation de
la mono-lacune pour différents métaux-cubiques centrés et conservant une précision ab
initio. Dans la suite de ce chapitre, nous construisons une telle méthodologie.

Nous proposons de construire un ensemble de potentiels Machine Learning adaptés
aux bassins énergétiques des lacunes dans les métaux cubiques centrés et d’effectuer un
calcul complet du coefficient d’auto-diffusion en estimant 1’énergie libre de formation et
I’énergie libre de migration de la mono-lacune. Le but est d’ajuster, le plus fidelement
possible, le paysage énergétique des lacunes décrit par la théorie de la fonctionnelle de
la densité et de comparer directement les résultats obtenus par les potentiels - issus de
chaque fonctionnelle d’échange-corrélation® - et les données expérimentales. Dans la
section 6.2 nous décrivons la méthodologie que nous avons utilisée pour construire les
bases de données d’entrainement et nous donnons les principales caractéristiques des
potentiels que nous avons ajustés. Dans la section 6.3, nous comparons directement
le calcul du coefficient d’auto-diffusion avec les données expérimentales.

6.1 Coefficients d’auto-diffusion dans les métaux
cubiques centrés : une histoire bien incurvée!

Nous commencons par rappeler la définition du coefficient d’auto-diffusion dans
un matériau. Le coefficient d’auto-diffusion est avant tout une grandeur mesurable
expérimentalement et se traduit de la facon suivante :

- (lAg(®)]?)
Doo = lim ——c (6.1)
Ici, {||Aq(t)||?) représente le déplacement quadratique moyen de I’ensemble des
atomes dont on veut suivre la diffusion. Dans le cas du coefficient d’auto-diffusion, on
suit ’ensemble des atomes du matériau pur.

1. Nous assimilons parfois, par abus de langage, la fonctionnelle d’échange-corrélation et le potentiel
ajusté pour cette fonctionnelle
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Cette grandeur a été mesurée expérimentalement, et avec grande précision, pour
I’ensemble des métaux de transitions cubiques centrés et pour des gammes de tem-
pératures allant de 'ordre de 1/10 de la température de fusion a la température de
fusion des dits métaux. En effet, pour des températures inférieures, les durées
d’expériences nécessaires pour mesurer - avec une incertitude statistique
- raisonnable sont trop grands. Les résultats expérimentaux obtenus pour ces
différents métaux cubiques centrés sont donnés par la figure 6.1 issue de Neumann
et al. [234]. Dans la limite des basses températures, le comportement du coefficient
d’auto-diffusion suit les prévisions de la loi d’Arrhenius. Mais, pour les hautes
températures, on constate que le comportement du coefficient d’auto-diffusion dévie
de la loi d’Arrhenius et que cette déviation augmente avec la température. Plusieurs
explications a ce phénomeéne ont été proposées dans la littérature. Dans le cas du
p-Titane et du §-Zirconium, Sanchez et al. [235] proposent d’intégrer la contribution de
la phase métastable w et obtiennent un tres bon accord avec les résultats expérimentaux
dans le cas du zirconium. Cette hypothese a ensuite été critiquée par Petry et Volg [236,
237] suite a leurs mesures expérimentales ne mettant pas en évidence la phase w
dans le cas du Ti et Zr. Dans les autres métaux de transition - hors du groupe
IV B - T’explication ne fait pas consensus. Ainsi, deux mécanismes principaux sont
mis en avant par la littérature : (i) I'implication de deux groupes de défauts, la
mono et la di-lacune [238-242]; (ii) I'implication du mode de phonons 2(111) pour
la mono-lacune [236, 237]. On pourra notamment citer les travaux de Smirnova
et al. [243] mettant en avant les effets anharmoniques de la mono-lacune dans le
molybdéene. Dans les faits, il n’existe pas de consensus pour rendre compte
du comportement hautes températures du coefficient d’auto-diffusion pour
tous les métaux cubiques centrés.

Plusieurs explications possibles ont été proposées dans la littérature mais nous allons
nous concentrer sur la suivante : les propriétés a température finie de la mono-lacune. On
peut exprimer le coefficient d’auto-diffusion a I'aide de grandeurs thermodynamiques et
cinétiques de la mono-lacune, si on considere que c’est ce défaut qui est dominant dans
le processus d’auto-diffusion. On a alors d’aprés la théorie de I'Etat de transition [244] :

D(T) = SI“BhT fd2(T)e T 7D+ Emia(D)] (6.2)

Ici, 3 est le nombre de chemins de diffusion possibles de la mono-lacune, f est le
facteur de corrélation et d(7T') est la distance de saut pour le chemin de diffusion. Dans
le cas du coefficient d’auto-diffusion de la mono-lacune, on ne considére que les sauts
en premiers voisins comme chemins de diffusion possibles. Le facteur pré-exponentiel
correspond au coefficient d’auto-diffusion calculé a I'aide de la TST [14] anharmonique.
Le facteur exponentiel est lié a la distribution Boltzmanienne de la concentration de
lacune a une température fixée T'. C’est dans ce terme exponentiel que sont quantifiés
les effets anharmoniques par 'intermédiaire de 1’énergie libre d’activation.
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Figure 6.1: Evolution du coefficient d’auto-diffusion des métaux de transitions cubiques
centrés en fonction de T, /T [240]. On constate que le comportement du coefficient de
diffusion dévie de la loi d’Arrhenuis pour les hautes températures, et ce pour tous les métaux
cubiques centrés étudiés. Ce graphique est issu de Neumann et al. [240]. Nous avons figuré
en trait bleu, le comportement Arrhenuis attendu pour le molybdéne, le tantale, le lithium
et le fS-zirconium.

Afin de rendre compte du comportement a hautes températures du coeflicient d’auto-
diffusion, nous allons mettre en place un schéma de calcul en deux étapes. Dans un
premier temps, nous allons construire des potentiels Machine Learning (i) représentatifs
des propriétés des lacunes en température dans les métaux cubiques centrés. Pour
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cela nous allons constituer des bases de données DFT. Dans un deuxieme temps
nous allons effectuer des calculs d’énergies libres de formation et de migration (ii)
pour la mono-lacune. L’ensemble de cette procédure permettra de calculer de fagon
numérique le coefficient d’auto-diffusion grace a I’équation (6.2). Dans la section 6.2,
nous décrivons la procédure de génération des bases de données que nous avons mises
en place (Sec. 6.2.1) et nous comparons directement des grandeurs clefs des potentiels
ajustés avec les valeurs issues de la DFT (Sec. 6.2.2) en nous limitant pour le moment
au cas du tungstene et du molybdeéne. Enfin, nous nous intéressons a la comparaison
directe du coefficient d’auto-diffusion numérique obtenu pour le tungstene avec les
données expérimentales Sec. 6.3. Nous comparons les résultats obtenus pour des
potentiels ajustés pour différentes fonctionnelles d’échange-corrélation.

6.2 Ajustement de potentiels représentatifs des pro-
priétés des lacunes dans les métaux cubiques
centrés

Le point essentiel de 'ajustement des potentiels de type Machine Learning est
la génération de la base de données d’entrainement. Celle-ci doit étre cohérente
et représentative des propriétés a étudier. Dans cette section, nous allons d’abord
décrire la méthode de génération que nous avons utilisée pour créer des bases de
données représentatives du comportement des lacunes en température pour différents
métaux cubiques centrés Sec. 6.2.1. Puis, nous comparons les données ab initio et
les données prédites par les potentiels concernant les propriétés thermodynamiques
et cinétiques des lacunes a T" = 0 K Sec. 6.2.2. Pour notre premiere application,
nous nous intéressons au cas du W mais cette procédure est génerale et peut étre
appliquée pour les autres métaux cubiques centrés.

6.2.1 Méthodologie : génération de base de données et ajus-
tement

Afin de mettre en place les méthodes de calcul d’énergie libre présentées dans le
chapitre précédent (5), nous devons nous assurer que le potentiel ajusté est représentatif
des propriétés thermodynamiques telles que 'énergie de formation et I’énergie de
migration des lacunes a T' = 0 K. De plus, afin d’étre le plus représentatif possible,
nous voulons que 'expansion thermique associée a notre potentiel soit au plus proche
possible des données expérimentales afin de prendre en compte de fagon la plus précise
possible le caractere extensif de 1’énergie libre. Pour cela, nous allons mettre en place
une méthodologie structurée applicable pour I'ensemble des métaux cubiques centrés.
Dans la suite de cette section, nous allons nous atteler a décrire la construction d’une
base de données "élémentaire" représentative des propriétés des lacunes dans les métaux
cubiques centrés pour une gamme de températures allant de T'= 0 K jusqu’a T' = T,
ou T}, est la température de fusion du métal. Pour cela, nous allons nous baser sur les
méthodes ab initio.
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Nous voulons construire une base de données respectant les conditions
suivantes : (i) les données doivent permettre d’ajuster correctement les
constantes élastiques du métal a 0 K ; (ii) les données doivent étre représen-
tatives de I’expansion thermique quadratique constatée expérimentalement
de 0 K a 7,,,; (iii) les données doivent permettre de prendre en compte le
comportement des petits amas de lacunes de 0 K a 7,,.

Nous allons décrire comment générer une base de données vérifiant ces conditions dans
les paragraphes suivants. Afin de générer nos bases de données, nous avons utilisé le code
VASP [245]. L’ensemble de nos calculs a été effectué en utilisant des pseudo-potentiels de
type PAW [246] et incluant les électrons de semi-coeur. Nous avons effectué des calculs
pour deux tailles de boites différentes : ag X ag X ag et 4ag x 4ag X 4ay. Afin de conserver
une cohérence de calcul entre ces deux tailles de boites, nous utilisons deux grilles de
points-k de type Monkhorst-Pack [247] pour conserver le méme échantillonnage dans
I’espace réciproque : 24 X 24 x 24 et 6 x 6 x 6. L’utilisation d’une grille tres dense,
relativement atypique pour des boites de cette taille, est justifiée par la convergence de
grandeurs thermodynamiques d’intéréts pour le comportement des lacunes. Nous avons
fixé I’énergie de cut-off a 500 eV et un calcul est considéré comme convergé si : (i) d'un
point de vue électronique la différence d’énergie entre deux itérations est inférieure a
1078 eV, (ii) d’un point de vue ionique la différence d’énergie entre deux itérations est
inférieure & 2 x 1072 eV et (iii) notre parametre de smearing est fixé a 0.3 en utilisant la
méthode de Methfessel et Paxton [248]. Nous justifions le choix d'une grille de point-k
tres dense (6 x 6 x 6 pour des systémes de volume 4ay X 4ag X 4ag) et de I'utilisation
d’un parametre de smearing élevé (0.3) dans 'annexe (D) afin d’assurer la convergence
de grandeurs d’importance : (i) les énergies de formation de la mono-lacune et
des di-lacunes premier et deuxiéme voisins; (ii) les énergies de liaison entre
la mono-lacune et les di-lacunes premier et deuxiéme voisins.

Constantes élastiques et déformations

Afin de rendre compte des constantes élastiques du matériau, nous allons appliquer
la méthode des courbes énergie/volume décrite dans le chapitre précédent (5). Le
module élastique isostatique B s’obtient en appliquant un tenseur de déformation
homogene et isotrope et a l'aide de I'expression donnée par I’équation (5.43). Dans
notre cas, nous voulons aussi étre représentatif des constantes élastiques anisotropes
Ch1, Cho et Cyy. Pour cela, nous allons utiliser des tenseurs de déformations différents.

Pour le calcul de C1; et (2, nous utilisons le module élastique isostatique calculé par
la méthode des courbes énergie/volume, I'équation (5.43) ainsi que le tenseur de
déformation suivant :

§/2 0 0
eto)=10 —6/2 0 (6.3)
0 0 6&2/(1—6)
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On peut noter que €'*(d) conserve le volume du systéme. Dans le cadre de la théorie
¢élastique, on peut facilement relier la différence d’énergie entre une configuration non
déformée et 1'énergie d'une configuration sur laquelle on applique la déformation €1(4).
Cette différence d’énergie AE' () fait directement intervenir les constantes élastiques
C11 et (1o dans le cas d’une structure cubique et on a alors :

AEM () = V(Cy1 — C12)6% + O(6%) (6.4)

ou V est le volume du systeme considéré. De plus, en appliquant la relation valable
pour les structures cubiques B = (C; + 2C15)/3, on peut alors calculer Cy; et Chs.
La détermination de (C1; — C}o) dans I'équation (6.4) se fait par ajustement d’'une
fonction quadratique entre AE(§) et § pour une grille de § donnée. Dans notre cas,
nous avons utilisé 13 valeurs de ¢ distribuées uniformément entre —1.0% et 1.0%. De
méme, pour le calcul de Cyy, on utilise le tenseur de déformation suivant :

0 4/2 0
e*6)=1[5/2 0 0 (6.5)
0 0 6/4—-6)

Cette déformation conserve elle aussi le volume du systéme. Grace a la théorie élastique,
on peut calculer la différence d’énergie entre une configuration non déformée et I’énergie
d’une configuration sur laquelle on applique la déformation €**(§). Cette expression
implique simplement Cyy dans le cas d’une structure cubique :

ABM(§) = ;vc4452 + O (6.6)

De méme que pour I’équation (6.4), nous utilisons un ajustement d'une fonction
quadratique entre AE*(4) et § pour une grille de § donnée. Dans notre cas, nous avons
utilisé 13 valeurs de 0 distribuées uniformement entre —1.0% et 1.0%. Pour rendre
compte des constantes élastiques et du module élastique isostatique, nous allons utiliser
39 configurations de volume ag X ag X ag avec ag le parametre d’équilibre obtenu grace
a la méthode des courbes énergie/volume. Soit 13 configurations pour évaluer le module
élastique isostatique, 13 configurations pour évaluer les constantes C; et Co et 13
configurations pour Cyy. L’ensemble des configurations nécessaires pour le calcul des
constantes élastiques est contenu dans les boites de simulation de volume 4ag X 4ag x 4ay.

Nous ajoutons aussi des configurations déformées simulées dans des boites de simulation
de volume ag X ag X ag. Pour cela, on fixe un tenseur de déformation isotrope €' de
taux de déformation e auquel on ajoute un tenseur de déformation aléatoire dont

les composantes vérifient I’équation e;; oo N (0,1) ou a donne I'amplitude du
tenseur aléatoire et AV/(0, 1) est une variable aléatoire de loi normale centrée et réduite.
Finalement, le tenseur de déformation appliqué a la configuration est donné par :

e:ei+;(s+sT) (6.7)

Ici, -7 est 'opérateur de transposition. Cette opération sur le tenseur de déformation
aléatoire € permet d’assurer la symétrie du tenseur des déformations totales €. Nous
avons appliqué des déformations allant de —5% a 5% avec un parametre o = 0.01
pour des boites de simulation de volume ag X ag X ag avec ag le parametre de maille
d’équilibre obtenu par la méthode des courbes énergie/volume. Au total, nous avons
généré 1000 configurations déformées.
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Expansion thermique et configurations "en température"

Nous voulons rendre compte de ’expansion thermique expérimentale tout en
restant en adéquation avec le parametre de maille d’équilibre calculé a 0 K par
DFT. Pour cela, nous interpolons I’expansion thermique du parametre de maille
expérimental du matériau que 1'on note f(T) = a5 (T)/ag"™(0) (en reprenant les
notations du chapitre précédent 5). L’expansion thermique expérimentale est donnée
par Touloukian et al. [249]. On peut alors construire "'expansion thermique ab inito"
par la formulation suivante :

DFT
aoDFT(T) _ %exp (0)

ag " (0)

Dans le cas d'une configuration dite "en température' en ab initio, on partira du

f(T) (6.8)

parameétre de maille donné par I’équation (6.8) pour une température donnée 7'. Afin de
générer des configurations "en température", nous devrions partir de cette formulation
du parametre de maille en température et effectuer une dynamique moléculaire ab
initio. Cette méthode est prohibitive d'un point de vue numérique et nécessite une
tres longue trajectoire afin d’assurer la décorrélation des configurations. Nous allons
donc utiliser une méthode basée sur les dynamiques stochastiques pour générer ces
configurations.

En effet, un pas de dynamique moléculaire ab initio autour de la position d’équilibre
(@min) peut étre traduit par 1’équation suivante :

q(0t) BN (Guin, 2671 StM " - 13y) (6.9)

ot N (Gumin, 2871 6t M~ - 135) une loi normale multi-dimensionnelle centrée en @in
et dont la matrice de covariance est 27! 5t M~ - 13y. L’équation (6.9) permet de
générer des configurations de dynamique moléculaire pour une température donnée 7'
autour de la position d’équilibre du systeme. Ces configurations sont plus décorrélées
quune dynamique moléculaire classique et permettent une meilleure représentativité.
Pour générer ces configurations, nous fixons une amplitude maximale de déplacement
sur le systéme ||dq||* et nous calculons le pas de temps dt tel que :

|16g||* = Tr {2kpT,, - M~} 6F (6.10)

En ayant fixé §Z, on peut alors générer des configurations "en température" entre T = 0
K et T = T,,. D'un point de vue pratique, on part d’'une configuration q : (i) on
minimise I’énergie de la configuration avec le parametre de maille a la température T°
et on obtient la configuration g, ; (ii) on applique les déplacements dq correspondant
a la méthode d’échantillonnage décrite par 1’équation (6.9 pour la température 7" et
on effectue une évaluation d’énergie et des forces pour la configuration q,,;, + 4q.
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Configurations de lacunes

Afin de rendre compte des propriétés des lacunes dans le cadre des températures
finies, nous adoptons la démarche suivante dans les boites de simulation de volume
(4a)?® pour une grille de points-k 6 x 6 x 6. Pour une température donnée - donc pour
un parametre de maille donné - nous générons des configurations de mono-lacunes et de
di-lacunes. Les di-lacunes considérées sont les di-lacunes, 17, 2¢™€ et 3%™¢ yvoisins. Ces
configurations sont minimisées et on applique ensuite le bruit thermique correspondant
a la température grace a la démarche décrite dans le paragraphe précédent. Nous
considérons 5 températures entre 0 K et 7;, et nous générons 10 configurations de
mono et di-lacunes par température (nous ne considérons qu'une configuration a 0 K).
Soit un total de 164 configurations.

Les configurations précédentes sont représentatives des propriétés thermodynamiques
des lacunes. Afin de rendre compte de leurs propriétés cinétiques, nous ajoutons 7
configurations issues de calcul NEB [221-223] pour la migration de la mono-lacune,
les di-lacunes 1¢" voisins et les tri-lacunes 1¢" voisins, ce qui donne un total de
21 configurations.

Bases de données et ajustement

Nous nous intéressons d’abord a produire des potentiels Machine Learning pour le
tungstene (W) en utilisant trois fonctionnelles d’échange-corrélation différentes : (i)
une fonctionnelle LDA [38, 39], (ii) une fonctionnelle PBE [41] et (iii) une fonctionnelle
AM [44-46]. L’interpolation des expansions thermiques expérimentales est issue de
Touloukian et al. [249] ainsi que les constitutions des bases de données ab initio
sont données en annexe D. Afin de réaliser les ajustements, nous utilisons le package
MILADY [20, 138] et nous privilégions le bi-spectrum SO(4) [121] comme descripteur
avec Jmar = 4.0. Le package MILADY permet de calculer analytiquement les forces et les
contraintes du potentiel grace aux dérivées analytiques par rapport aux positions des
atomes et peut donc étre directement utilisé pour faire de la dynamique moléculaire.
Pour les trois potentiels, nous donnons un fort poids aux configurations
représentatives des constantes élastiques afin de "fixer physiquement" les
potentiels ajustés. En effet, les potentiels générés sans contraintes fortes sur les
constantes élastiques se révelent souvent inutilisables car ils présentent un fort risque
de divergence apres un nombre restreint de pas de dynamique moléculaire.

6.2.2 Comparaison des grandeurs clefs avec ’expérience et la
théorie de la fonctionnelle de la densité

Dans cette section, nous comparons les grandeurs clefs calculées par les potentiels
Machine Learning développés, les données issues de la Théorie de la fonctionnelle
de la densité électronique et les données expérimentales. Ces comparaisons vont étre
effectuées pour les trois fonctionnelles utilisées pour les potentiels du tungstene (W) :

(i) LDA, (i) PBE et (iii) AM.
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Comparaison des données du tungsténe (W)

Nous commencons par comparer les valeurs de grandeurs "clefs" - thermodynamiques
et cinétiques - issues des potentiels Machine Learning ajustés et la DF'T. Ces grandeurs
concernent les propriétés des petits amas de lacunes, notamment la mono et la di-lacune,
ainsi que les constantes élastiques et le parametre de maille a 0 K. L’ensemble des
comparaisons pour les trois fonctionnelles étudiées (AM, PBE et LDA) est récapitulé
dans la table 6.1. On constate que les grandeurs prédites par le potentiels Machine
Learning sont tres proches des données issues de la DFT. Pour la suite de notre étude,
la propriété la plus importante est ’énergie d’activation E, = E} vac 4 Erln‘i’;‘c. L’erreur
entre la valeur prédite par les potentiels Machine Learning et la DFT, pour ’énergie
d’activation, est inférieure ou égale a 0.1 eV pour les trois fonctionnelles. Les trois
potentiels ajustés reproduisent parfaitement I’énergie d’activation DFT.

Nous présentons I'expansion thermique calculée pour le potentiel Machine Learning
pour le tungsténe obtenue avec les trois fonctionnelles étudiées : (i) LDA [38, 39], (ii)
PBE [41] et (iii) AM [44-46]. L’expansion thermique du potentiel a été calculée grace a
des calculs d’énergie libre par utilisation du package FEAR [103] et par la méthode des
courbes énergie libre/volume présentée dans le chapitre précédent 5. La comparaison
entre la fonction décrivant ’expansion thermique expérimentale renormalisée extraite
de Touloukian et al. [249] décrite par ’équation (6.8) et le potentiel est donnée
par la figure 6.2. La comparaison est effectuée entre les données du potentiel et
I’expansion thermique renormalisée a 300 K. Le tout est exprimé en unité de ay ab
initio. Comme on peut le constater, 'accord entre les données expérimentales et les
données calculées pour le potentiel est tres bon, méme pour les hautes température. Les
données issues du potentiel sont représentatives de ’expansion thermique
quadratique en température caractéristique des données expérimentales.
On note ici que c’est la fonctionnelle LDA qui est la plus représentative
de la propriété d’expansion thermique.

On peut noter que ’ensemble des potentiels ajustés pour le tungsténe présente une
expansion thermique proche de I'expansion thermique expérimentale et des propriétés
thermodynamiques des petits amas de lacunes au plus proche de la théorie de la
fonctionnelle de la densité. 11 nous reste maintenant a utiliser ces potentiels afin
de calculer 'énergie libre de formation et de migration de la mono-lacune grace
aux méthodes décrites dans le chapitre précédent (5). Nous pourrons alors calculer le
coefficient d’auto-diffusion grace a I’équation (6.2) et comparer nos résultats numériques

directement avec les données expérimentales.
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Table 6.1: Comparaison des grandeurs clefs entre les calculs ab initio et les calcul réalisés
grace au potentiel de type Machine Learning du W pour les trois fonctionnelles : (i) LDA [38,
39], PBE [41] et AM [44-46]. Les grandeurs clefs du potentiel sont trés proches des résultats
obtenus par la théorie de la fonctionnelle de la densité électronique.

Valeur calculée Unité
LDA ab initio potentiel ML
ag 3.14167 3.14159 A
B 336.0 335.8 GPa
Ci 568.3 563.1 GPa
Cha 219.9 222.1 GPa
Cus 150.8 146.5 GPa
E} vac 3.28 3.24 eV
E]% vac lnn 6.75 6.69 eV
Ej% vac2nn 7.04 6.99 eV
Eﬂnﬁgc 1.76 1.76 eV
E%gc 1.39 1.27 eV

Valeur calculée Unité
PBE ab initio potentiel ML
ao 3.185685 3.18568 A
B 304.7 304.6 GPa
Ci 515.4 513.5 GPa
Cu 139.9 139.8 GPa
E} vac 3.20 3.17 eV
E]% vac Inn 6.56 6.50 eV
EJ% vac2nn 6.89 6.83 eV
EM!‘;C 1.72 1.67 eV
Efnggc 1.30 1.20 eV
AM Valeur calculée Unité

ab initio potentiel ML

ao 3.15073 3.15070 A
B 327.9 327.6 GPa
Ciy 559.6 554.4 GPa
Cia 212.0 214.2 GPa
Cus 115.4 151.5 GPa
E} vac 3.53 3.48 eV
E]% vac Inn 7.20 7.13 eV
E]% vac2nn 7.50 7.45 eV
E}nﬁgc 1.78 1.74 eV
Efnggc 1.37 1.36 eV
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Figure 6.2: Comparaison de l’expansion thermique expérimentale renormalisée et
de l'expansion thermique du potentiel Machine Learning pour le tungsténe en uti-
lisant les fonctionnelles (i) AM [44-46], (ii) PBE et (iii) LDA. Nous suivons les
grandeurs : Aag™?(T)/ayg™(0) = (ag™(T) — ag™(0)) /ag™(0) présentée en pointillées et
Aa)!(T) /ad™(0) = (aé/[L(T) - ag/[L(O)) /a}'E(0) présentée par les cercles de couleurs.

Les données expérimentales sont issues de Touloukian et al. [249]

6.3 Application au cas de la mono-lacune dans
le tungstene : énergie libre de formation et
énergie libre de migration

Dans cette section, nous calculons 1'énergie libre de formation et de migration de
la mono-lacune dans le tungstene a ’aide des trois potentiels présentés précédemment.
Le calcul de 1'énergie libre de formation a été effectué grace au package FEAR [103].
Nous avons utilisé une super-cellule de volume 4ao(T") X 4ao(T) X 4ao(T) et nous
avons effectué deux calculs différents. Un calcul dans cette super-cellule contenant
un cristal parfait de 128 atomes et un calcul d’une super-cellule cubique centrée
contenant une mono-lacune de 127 atomes. Afin d’utiliser 1’énergie libre comme
potentiel thermodynamique, nous devons nous assurer que nous travaillons a pression
nulle P = 0. Si P # 0, alors le potentiel thermodynamique du systeme est I’enthalpie
libre G = F — PV. Afin d’assurer P = 0, nous avons utilisé la méthode courbes
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énergie libre/volume décrite dans le chapitre (5) et nous considérons que les calculs
sont convergés quand les quatre premieres décimales du parametre de maille
d’équilibre sont inchangées entre deux itérations. On calcule ensuite 1’énergie
libre de formation de la mono-lacune de la fagon suivante :

127

Fi(T) = Frae(T) — —= Fou(T) (6.11)

128
Ici, Foae(T) et Fyur(T) sont respectivement ’énergie libre du systéme contenant la
lacune et ’énergie libre du cristal parfait en fonction de la température.

Une fois ce calcul effectué, nous utilisons le package PAFI [111] (voir Sec. 5.3.2)
pour calculer I’énergie libre de migration de la mono-lacune. Cette méthode nécessite
la connaissance d'une coordonnée de réaction a 0 K. Nous avons utilisé le package
MILADY-LAMMPS [20, 138, 185] afin d’effectuer une NEB dont le parametre de maille a
0 K est donné par la méthode courbes énergie libre/volume pour le systéme contenant
la mono-lacune. De plus, afin de prendre en compte ’expansion thermique du matériau,
une fonction quadratique du parametre de maille du systeme contenant la mono-lacune
est ajustée en fonction de la température. Nous présentons, dans la suite de cette section,
les résultats obtenus pour les trois potentiels du tungstene décrits précédemment.

6.3.1 Mono-lacune dans le tungsténe (W) : grandeurs ther-
modynamiques et cinétiques a températures finies

Nous présentons les résultats obtenus pour les trois potentiels machine learning
("LDA", "PBE" et "AM") dans la figure 6.3. Dans la figure 6.3 de gauche resp. droite nous
présentons 1’évolution de 1'énergie libre de formation resp. I’énergie libre de migration
en fonction de la température pour les trois potentiels ajustés. Nous avons tracé, en
pointillés, ’évolution de ces deux grandeurs en fonction de la température dans le
cadre de 'approximation harmonique. De plus, nous donnons en encart les valeurs
de AUy et ASy correspondant aux modeles harmoniques et obtenus par régression
linéaire grace aux données basse températures.

Fppae(T) = AUy — TAS, (6.12)

On constate que le comportement de I’énergie libre de formation resp. énergie libre de
migration dévie grandement du modele harmonique pour des températures 7' > T, /2.
L’ensemble des modeles harmoniques - dont les parametres sont présentés en encart
de la figure 6.3 - sont du méme ordre de grandeur pour tous les potentiels. Seul
le modele harmonique de 1’énergie libre de migration du potentiel AM
présente une faible dépendance en température (AS, et pente faibles).

Le potentiel ajusté pour la fonctionnelle AM présente I’anharmonicité la plus
élévée pour I’énergie libre de formation. En effet le potentiel "AM" dévie de la
loi d’Arrhenius a partir de 7" > T,,,/3, alors que les deux autres potentiels commencent
a dévier de celle-ci a partir de T' > 2T,,,/3. Le potentiel ajusté pour la fonctionnelle
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LDA présente un comportement peu physique avec une remontée de 1'énergie libre a
partir de 2000 K, ce qui correspond a une entropie anharmonique de formation
négative de ce potentiel pour les hautes températures. Le potentiel ajusté pour
la fonctionnelle LDA présente I’anharmonicité la plus élevée pour 1’énergie libre
de migration. Nous retiendrons que le potentiel issu de la fonctionnelle
AM présente I’énergie d’activation la plus élevée a basse température et le
comportement des potentiels issus des fonctionnelles PBE et LDA seront
similaires en température (par un effet de compensation de l'energie libre de
migration et de formation pour la fonctionnelle LDA).
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Figure 6.3: Calcul de I'énergie libre de formation et de migration (Fyq et Fiiga) de la
mono-lacune dans le tungsténe en fonction de la température pour les fonctionnelles (i) LDA,
(ii) PBE et (iii) AM. La droite en pointillés représente le comportement harmonique attendu
de ces deux grandeurs en fonction de la température

Le "simple" calcul de I’énergie libre de formation et de migration de la mono-lacune
ne permet que de tirer des conclusions qualitatives. On peut cependant d’ores et déja
dire avec certitude que les effets anharmoniques sont importants - quelque
soit la fonctionnelle utilisée - pour une température 7" > T,,/2. Néanmoins,
ces deux grandeurs ne sont pas accessibles ni mesurables directement d’un point
de vue expérimental. Ainsi, nous devons maintenant calculer le coefficient d’auto-
diffusion pour ces trois potentiels afin d’effectuer une comparaison directe avec les
données expérimentales.

6.3.2 Mono-lacune dans le tungsténe (W) : coefficients d’auto-
diffusion et comparaison avec ’expérience

Nous allons calculer directement le coefficient d’auto-diffusion grace a 1’équa-

tion (6.2). Nous avons choisi d’ajuster un polynéme d’ordre 6 afin d’interpoler 1’énergie

libre de formation et de migration en fonction de la température et d’ajuster un
polynome d’ordre 2 afin d’interpoler I’évolution du parametre de maille d’équilibre en

Compilation du 23 mars 2022



6. Au-dela de l'approximation harmonique : auto-diffusion... 147

fonction de la température. Les données expérimentales concernant I’auto-diffusion dans
le tungstene sont issues de Neumann et al. [234]. Les résultats obtenus pour les trois
potentiels et leur comparaison directe avec les données expérimentales sont présentés
dans la figure 6.4 (gauche). Les ajustements des coefficients d’auto-diffusion pour les
différents potentiels sont représentés en traits pleins et les données expérimentales sont
représentées par les cercles noirs. Nous présentons aussi le comportement harmonique
ajusté sur les données numériques a basses températures pour les trois potentiels.
On constate que, quelque soit la fonctionnelle utilisée, le coefficient d’auto-diffusion
prenant en compte les effets anharmoniques de la mono-lacune présente I’incurvation
caractéristique des données expérimentales a hautes températures. Ce type
de résultat n’a jamais pu étre obtenu en utilisant la loi d’Arrhenius qui permet d’ajuster
seulement les données basses températures ou les données hautes températures mais
jamais les deux a la fois.

Néanmoins, les données issues des simulations numériques ne concordent pas par-
faitement avec les données expérimentales. Les résultats issus de nos potentiels
(qui reproduisent les propriétés de la théorie de la fonctionnelle de la densité -
surestiment toujours la valeur du coefficient d’auto-diffusion par rapport aux données
expérimentales. Pour les trois potentiels utilisés, le potentiel issu de la base de
données AM est le plus proche des mesures expérimentales. Afin d’expliquer
le décalage entre les valeurs obtenues par nos potentiels et les données expérimentales,
nous introduisons une correction énergétique indépendante de la température AFE
dans I’équation (6.2). Le nouveau coefficient d’auto-diffusion D*(T’) est alors donné
par ’équation suivante :

D*(T) = 3’“’2T FA2(T)e T [Fr D+ Fnia (D) AF] (6.13)

Ce nouveau coefficient d’auto-diffusion D,(T') correspond a une correction de la valeur
directe obtenue par les simulations numériques en faisant ’hypothese qu’il existe
une erreur intrinséque - AF - entre ’énergie d’activation expérimentale et
I’énergie d’activation issue de la DFT. Les résultats obtenus pour Dy(T') sont
présentés dans la figure 6.4 (droite). On constate que les trois potentiels permettent
d’ajuster parfaitement les données expérimentales une fois corrigés. Le potentiel issu
de la fonctionnelle AM est le plus proche de 'expérience (avec AE = 0.18 eV) et les
potentiels issus des fonctionnelles LDA et PBE présentent des comportements tres
similaires (AE = 0.62 ¢V). Dans le cas du tungsténe, c’est le potentiel issu
de la fonctionelle AM qui est le plus représentatif de la propriété d’auto-
diffusion. En effet, c’est ce potentiel qui nécessite la valeur de AF la plus
faible afin d’obtenir I’accord avec les données expérimentales.

Ce type de schéma de calcul "complet" permettant de calculer des grandeurs thermody-
namiques et cinétiques avec une erreur inférieure a 0.1 eV par rapport aux données ab
initio a 0 K ouvre de nouveaux horizons. Grace a cette "expérience" numérique, nous
pouvons proposer un choix éclairé d’une fonctionnelle d’échange-corrélation
électronique pour un probleme donné en faisant une comparaison directe
avec l’expérience. Ici, nous allons tenter de voir si la fonctionnelle AM est aussi
la plus représentative pour d’autres métaux cubiques centrés.
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Figure 6.4: Evolution du coefficient d’auto-diffusion D,(T) du tungsténe en fonction de
T,,/T. Comparaison directe entre les données issues des simulations numériques calculées &
I’aide des trois potentiels Machine Learning et ’expérience. Nous figurons aussi en pointillés
le coefficient d’auto-diffusion harmonique Dy, (T') attendu & partir des données a 0 K pour
les trois fonctionnelles. On constate que les trois potentiels présentent des coefficients
d’auto-diffusion tres proches de I'expérience mais que c’est la fonctionnelle AM [44-46] qui
I'approche le plus. La figure de droite présente les coefficients d’auto-diffusion D (7") donnés
par I’équation (6.13) pour les trois fonctionnnelles ainsi que leur comportements harmoniques
5.(T) attendus & partir des données a 0 K.

6.4 Coefficients d’auto-diffusion dans le molybdeéene
numérique vs. expérience

Dans le cas du molybdene, nous avons généré deux potentiels en utilisant la
procédure décrite dans la section 6.2. Nous avons généré deux bases de données en
utilisant la fonctionnelle (i) AM [44-46] et la fonctionnelle (ii) PBE [41]. De méme que
dans la section précédente, nous allons d’abord calculer I’ énergie libre de formation
et de migration de la mono-lacune pour obtenir une expression du coefficient d’auto-
diffusion en fonction de la témpérature.

6.4.1 Mono-lacune dans le molybdéne (Mo) : grandeurs ther-
modynamiques et cinétiques a températures finies

De méme que pour le tungstene, nous présentons l'expansion thermique des deux

potentiels ajustés en fonction de la température. Nous avons utilisé la méme procédure

de calcul que dans la section 6.3. Les résultats sont présentés dans la figure 6.5. Les
potentiels pour le molybdene présentent le méme comportement que ceux du tungstene.
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Pour ces deux potentiels issus de fonctionnelle de type GGA, 'expansion thermique
présente une forme quadratique spécifique des données expérimentales. Cependant,
la valeur du parameétre de maille haute température est quelque peu sous-
estimée pour les hautes températures (7" > 27,,/3).
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Figure 6.5: Comparaison de l'expansion thermique expérimentale renormalisée
et de l'expansion thermique du potentiel Machine Learning pour le molybdene
en utilisant les fonctionnelles (i) AM [44-46], (ii) PBE. Nous suivons les gran-
deurs : Aag™(T)/ag™(0) = (ag™"(T) —ay™(0)) /a5 (0) présentée en pointillés et
A} (T /ad™(0) = (ag/H“(T) - aéVIL(O)) /a}'F(0) présentée par les cercles de couleurs.

Les données expérimentales sont issues de Touloukian et al. [249]

La figure 6.6 présente I’évolution de 1'énergie libre de formation (gauche) resp.
I'énergie libre de migration (droite) de la mono-lacune dans le molybéne en fonction de
la température. Nous donnons en pointillés, I’ajustement d’un modele harmonique pour
ces deux grandeurs. Les parametres des modeles harmoniques AUy et ASy Eq. (6.12)
sont estimés en encart. Contrairement au tungstene, le comportement de 1’énergie
libre de formation du molybdeéne reste harmonique jusqu’a environ T = 27,,/3.
Le comportement anharmonique - au dela de T' > 27,,/3 - est alors plus prononcé
notamment pour le potentiel issu de la fonctionnelle PBE. Cette tendance se retrouve
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aussi pour 1’énergie de migration ou le potentiel issu de la fonctionnelle PBE devient
trés anharmonique au dessus de 2000 K.

De méme que pour le tungstene, la fonctionnelle AM possede 1énergie d’activation la
plus grande. On retiendra que dans le cas du molybdeéne c’est la "fonction-
nelle PBE" qui présente le comportement le plus anharmonique.
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Figure 6.6: Calcul de I'énergie libre de formation et de migration (Fyq et Fiiga) de la
mono-lacune dans le molybdéne en fonction de la température pour des fonctionnelles AM
et PBE. La droite en pointillés représente le comportement harmonique attendu de ces deux
grandeurs en fonction de la température

6.4.2 Mono-lacune dans le molybdéne (Mo) : coefficients d’auto-
diffusion et comparaison avec I’expérience

Nous comparons directement les données expérimentales issues de Maier et al. [250]
avec les résultats numériques obtenus via nos simulation et I’équation (6.2). De méme
que dans la section 6.3.2, nous avons choisi d’ajuster un polynéme d’ordre 6 afin
d’interpoler 1'énergie libre de formation et de migration en fonction de la température
et d’ajuster un polynéme d’ordre 2 afin d’interpoler I’évolution du parametre de maille
d’équilibre en fonction de la température. La comparaison directe entre les données
expérimentales et les données de simulation est présentée dans la figure 6.7 (gauche).
Comme dans le cas du tungstene, I’ensemble des données issu de nos potentiels
surestime le coefficient d’auto-diffusion et les données du potentiel issues
de la fonctionnelle AM présentent le meilleur accord avec ’expérience.

En utilisant I’équation (6.13), nous avons determiné la valeur de AE permettant
d’ajuster les données expérimentales. Les valeurs de AE obtenues pour le molybdéne
sont du méme ordre de grandeur que pour le tungsténe (0.12 eV pour AM et 0.56
eV). Il est intéressant de noter que le potentiel "PBE" interpole parfaitement les
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deux derniers points a hautes températures des données expérimentales
griace a sa plus grande anharmonicité. De méme que pour le tungstene, c’est le
potentiel "AM" qui a nécessité la valeur de AFE la plus faible afin d’obtenir ’accord
avec les données expérimentales.
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Figure 6.7: Evolution du coefficient d’auto-diffusion du molybdéne D, (T') en fonction de
1000.K ~!. Comparaison directe entre les données issues des simulations numériques calculées
a l'aide des deux potentiels Machine Learning et ’expérience. Nous figurons aussi en pointillés
le coefficient d’auto-diffusion harmonique Dy, (T') attendu & partir des données a 0 K pour
les deux fonctionnelles. On constate que les trois potentiels présentent des coefficients d’auto-
diffusion treés proches de 'expérience mais que c’est la fonctionnelle AM [44-46] qui approche
le plus l'expérience. La figure de droite présente les coefficients d’auto-diffusion D3 (7T') donnés
par I’équation (6.13) pour les deux focntionnnelles ainsi que leur comportements harmoniques
D; (T') attendus a partir des données a 0 K.

6.5 Conclusions de chapitre

Dans ce chapitre, nous avons montré que les méthodes d’énergie libre - de type
forces biaisantes adaptatives - couplées avec des potentiels de type Machine Learning
permettent de calculer des grandeurs directement quantifiables d’un point de vue
expérimental. Nous nous sommes intéressés aux coefficients d’auto-diffusion dans les
métaux cubiques centrés. Nous avons estimé que le calcul direct en utilisant
de la dynamique moléculaire ab initio afin d’échantillonner 1’énergie libre
d’activation de la mono-lacune nécessiterait environ 10° heures CPU par
fonctionnelle d’échange-corrélation. En utilisant notre schéma de calcul, nous
pouvons effectuer ce méme calcul - pour une fonctionnelle d’échange-corrélation donnée
- en 5 x 10% heures CPU tout en conservant une précision énergétique "ab initio". Ce
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calcul complet n’avait jamais été effectué jusqu’ici et nous avons montré que le
comportement non-Arrhenius haute température (7' > 7,,/2) du coefficient
d’auto-diffusion est dii aux effets anharmoniques. Les données issues de nos
potentiels surestiment systématiquement les coefficients d’auto-diffusion par rapport
aux valeurs expérimentales. Enfin, nous pouvons affirmer que c’est la fonctionnelle
AMO4 [44-46] qui reproduit le mieux les propriétés expérimentales de la mono-lacune
dans le cas du tungsténe et du molybdéne. Ce schéma complet de calcul
peut donc aussi étre utilisé de fagcon réciproque, c’est-a-dire en se basant
sur les propriétés expérimentales d’un phénomeéne afin de faire un choix
de fonctionnelle d’échange-corrélation électronique.
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World was on fire, and no one could save me, but you
Strange what desire will make foolish people do

I never dreamed that I’d meet somebody like you
And I never dreamed that I'd lose somebody like you.

— Wicked Game, Chris Isaak
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154 7.1. Une nouvelle définition des défauts cristallins

Dans ce chapitre, je décris brievement trois collaborations que j’ai effectuées au cours
de mon doctorat et qui concernent trois thématiques différentes liées aux méthodes
d’apprentissage automatiques appliquées a la science des matériaux :

— le développement d’une nouvelle approche statistique permettant de donner
une définition quantitative d’un défaut dans une structure cristalline. Cette
approche originale décrit la différence entre un défaut et une structure de référence
par une métrique appelée distortion score;

— le développement d’un nouveau type de descripteurs issu des observables GW
telles que : I'énergie cinétique et les projections sur un ensemble d’orbitales
atomiques. Ces descripteurs ont ensuite été utilisés afin de prédire précisément
I’énergie d’ionisation de molécules en se basant sur un calcul GW sur un faible
nombre de fonctions de base;

— le calcul de propriétés de température finies pour des potentiels de type Machine
Learning pour le fer et le tungsténe (expansion thermique et I’énergie libre de
formation de la mono-lacune);

Ces trois études ont mené a trois publications : (i) Goryaeva et al. [159], (ii) Bruneval
et al. [21] et (iii) Goryaeva et al. [23].

7.1 Une nouvelle définition des défauts cristallins

Ce travail a été mené en collaboration avec Alexandra Goryaeva, Chendi Dai, Julien
Déres, Jean-Bernard Maillet et Cosmin Marinica. Un défaut cristallin est avant tout une
anomalie dans une structure ordonnée. Aujourd’hui encore, il est difficile de donner un
caractere quantitatif a cette notion d’anomalie. Il existe dans la littérature un certain
nombre de stratégies existantes afin de détecter des défauts [251-253]. Néanmoins,
chaque stratégie est adaptée a un type de défaut et il n’existe pas d’approche
systématique et donc pas de définition quantitative systématique des défauts.

7.1.1 Introduction d’une distance statistique robuste

L’outil introduit ici est une distance statistique dans l’espace des descripteurs
par rapport a une référence. Nous introduisons d’abord la distance de Mahalonobis,
dm(z), associée & une base de données (de matrice convariance ¥ € RP*P et de
moyenne g € RP) et & un vecteur z € R :

du(z) = /(e — )T -2 (& — p) (7.1)

La distance de Mahalonobis mesure la distance d’un vecteur x a I’enveloppe
hyper-elliptique engendrée par X et centrée sur p. Dans le cas de la distance de
Mahalonibis, I’enveloppe elliptique est peu robuste (au sens ou elle intégre des données
anormales a la distribution dans I’enveloppe elliptique). Ce manque de robustesse
est illustré par la figure 7.1 issue de Hubert et al. [254] (en rouge). On constate que
les anomalies dans la distribution de données peuvent tout de méme étre intégrées
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a I'enveloppe elliptique dans le cas de la distance de Mahalonobis. Nous allons donc
utiliser une autre distance statistique basée sur la notion de "minimum covariant
determinant” (MCD) afin d’obtenir un indicateur statistique plus stable.

On définit la distance dite MCD, dycp, associée a une base de données (de matrice de

RDXD

convariance X € et de moyenne pu € RP*1) par la formulation suivante :

dyep(z) = \/(:c — )T (- ) (7.2)

Ici, ;mo et p, sont respectivement les estimations de la matrice de covariance et du

barycentre sur le sous-ensemble H,, vérifiant la condition suivante :

0

H,,, = arg R &ir}lilncard(m:mo {det \§H|} (7.3)
La méthode MCD permet de construire une enveloppe elliptique robuste pour une
distribution unimodale de données. Dans le cas de la distance MCD, les anomalies
de la distribution sont quantitativement mieux représentées car I'algorithme choisit le
sous ensemble de données H,,, de cardinal my, qui minimise la surface de ’hyper-
ellipse engendrée par ce sous-ensemble. L’application de la méthode MCD est
illustrée dans la figure 7.1 issue de Hubert et al. [254] (en rouge). Cette méthode est
beaucoup plus robuste que la distance de Mahalonobis pour identifier les anomalies.

7.1.2 Application au cas des défauts cristallins : stratification

La métrique MCD peut étre directement appliquée dans I'espace des descripteurs
afin de rendre compte d’anomalies de distribution. Les descripteurs étant des objets
permettant la description systématique des environnements locaux, il est raisonnable
de penser qu'une anomalie - au sens de la distance MCD - pour un vecteur de
descripteurs correspondant a un atome ¢ sera I'image directe d’'une anomalie au sens
configurationnelle - plus communément appelée défaut - de 'atome 7. La distance MCD
permet de rendre compte de fagon quantitative de la différence entre une structure de
référence et une anomalie. Nous appelons cette distance spécifique le distorsion score.
Un exemple d’utilisation du distorsion score est donné par la figure 7.2. Dans cette
figure, on calcule le distorsion score pour un di-amas de type C'15 dans le fer cubique
centré [7]. Les couleurs correspondent a la valeur du distorsion score. On constate que
le distorsion score permet de construire une "stratification" du niveau d’anomalie de la
structure. Ainsi, dans le cas du di-amas C15, les atomes ayant le distorsion score le
plus élévé sont les centres des polyhedres Z16. Le distorsion score diminue alors par
"échelon" au fur et a mesure que ’on se rapproche de la structure du cristal parfait.
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Figure 7.1: Illustration des enveloppes elliptiques engendrées par la méthode de Mahalonobis
(en rouge) et par la méthode de Minimum Covariant Determinant (MCD) (en bleu). Les
données présentées correspondent aux teneur des vins en proline et acide malique. La méthode
dite MCD est beaucoup plus robuste pour rendre compte des anomalies dans la distribution
de données. En effet, I’enveloppe définie par MCD correspond & une distribution unimodale
de données. Le modeéle classique va inclure des données que 'on qualifierait d’outliers.

La métrique induite par le distorsion score peut étre utilisée pour identifier d’autres
types de défauts, de fagon quantitative. La figure 7.3 illustre la détection de (i) défauts
ponctuels (lacunes, auto-interstitiels) ; (ii) défauts en deux dimensions (dislocation vis,
faute d’empilement) ou (iii) défauts en trois dimensions (amas de type C'15). Ces types
de défaut ont pu étre identifiés grace a une méthode unique, ce qui était impossible
jusqu’a présent avec les méthodes présentées dans la littérature [251-253].

Une telle méthode - générale - n’est possible que grace a 'utilisation de ’espace des
descripteurs. Celui-ci encode de facon systématique les informations géométriques
d’une configuration. Cet encodage permet de traiter les données dans un méme espace
ce qui rend possible une généralisation des méthodes de détections.

7.1.3 Invariances et structure : lien entre matrice de conva-
riance et Hamiltonien

L’espace des descripteurs est construit a I’aide de fonctions vérifiant les propriétés

de symétrie et d’invariance du réseau cristallin. Ceci implique que 1I’Hamiltonien du

systeme doit commuter avec I’ensemble des opérations de symétries, le laissant invariant
- ce qui est naturel et connu depuis les travaux de Bloch [255]. Par définition des
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Figure 7.2: Stratification du niveau de "défaut" par rapport a une structure de réference
(ici le fer cubique centré) grace au distortion score. La structure représentée est un di-amas
C15. Ce schéma est issu de Goryaeva et al. [159]
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Figure 7.3: Identification de différents types de défauts cristallin grace au distortion score
pour une référence de fer cubique centré. L’axe des abscisses représente les identifiants des
atomes normalisés de 0 a 1. Ce schéma est issu de Goryaeva et al. [159]

descripteurs, la matrice de convariance des descripteurs doit aussi commuter
avec lesdites opérations de symétries. Comme deux opérateurs qui commutent
peuvent étre co-diagonalisés, on peut se demander s’il existe un lien entre la structure
du Hamiltonien et la matrice de covariance des descripteurs. On peut alors faire un

lien quantitatif direct entre des observables telles que 'énergie E d’un systéme et
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la trace de la matrice de covariance associée Tr (E) :

) D
H=) aex@ey=X =) nu, v, (7.4)
A=1 A=1

E= é / en(€)d(e — e)de = Tr (L) = Az_l / n8(n — m)dn (7.5)

Nous pouvons utiliser les relations décrites dans les équations précédentes (7.5) afin de
relier 'énergie locale (E;) d'un atome i de coordonnées g; et de vecteur de descripteur
D, a la distance statistique d? associée a cet atome :

pile) = i e efale = o) = p(n) = Y10 mPot—m)  (76)
Bi= [ep(n(ede=d? = | ;m(n)dn (7.7)

La fagon d’aboutir aux observables E; et d? présente des analogies évidentes et il est
intéressant de comparer directement la corrélation entre E; et d? pour un atome i
donné. La corrélation entre I'énergie locale et la distance statistique sont présentés
dans la figure 7.4. Il est inconstestable que ces deux grandeurs sont fortement corrélées
- et méme proportionnelles -, ce qui démontre le lien structural entre ’espace de
Hilbert associé a I”Hamiltonien du systeme et I'espace des descripteurs. Il est méme
possible de construire des distances statistiques ad-hoc a la mécanique quantique
et donnant de meilleures corrélations [159].
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Figure 7.4: Corrélations directes entre I’énergie locale d’'un atome et la distance statistique
associée. Il est indéniable que ces deux grandeurs sont proportionnelles, ce qui implique
un lien fort entre ’espace de Hilbert associé a I’Hamiltonien du systeme et 1’espace des
descripteurs.

En conclusion, I'introduction de distances statistiques dans 1'espace des descripteurs
permet de construire une méthode systématique de détection des défauts dans les
matériaux cristallins grace a l'introduction d’une métrique quantitative, les distorsion
score, permettant de qualifier le niveau d’anomalie d’une structure par rapport
a une structure de référence. La corrélation forte entre les distances statistiques
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et 'observable d’énergie locale nous pousse a penser que les distances statistiques
peuvent étre utilisées comme descripteur d’entrée afin d’engendrer des mé-
tamodeéles pour certaines observables thermodynamiques (telle que ’énergie
ou l'entropie vibrationnelle harmonique). Enfin, cette corrélation entre distance
statistique et énergie locale montre une nouvelle fois le lien trés étroit qui
existe entre ’espace des phases et ’espace des descripteurs.

J’al pour ma part effectué une partie des calculs ab initio et de dynamique moléculaire
présentés dans la publication [159]. J’ai aussi pris part a des discussions sur les
distances statistiques.

7.2 Observables GW, Machine Learning et éner-
gies d’ionisation

Ce travail a été méné en collaboration avec Fabien Bruneval, Ivan Maliyov et
Cosmin Marinica. Cette étude porte sur le développement de nouveaux types de
descripteurs issus directement de quantités provenant d’'un calcul GW grace au
package MOLGW [256]. Ces descripteurs ont été ensuite utilisés afin de construire un
métamodele permettant de calculer ’énergie d’ionisation de molécules organiques en
se basant sur 'estimation d’'un calcul GW tronqué.

7.2.1 Observables GW et descripteurs

La méthode GW est une technique ab initio permettant de calculer la structure
électronique d’un systeme. La package MOLGW permet d’effectuer des calculs ab initio
dans I'approximation GW et donne acces a un certain nombre de quantités dérivées de
ce calcul. Nous allons nous intéresser plus précisément a deux quantités : (i) I'énergie
cinétique d’une orbitale donnée et (ii) la projection d’une fonction de base sur une
orbitale donnée.

Commencons par ’énergie cinétique, on définit 1’énergie cinétique de 'orbitale associée
a état |7) de la fagon suivante :

L, o2
Ti = =5 (i[V7]) (7.8)

Ici, V est 'opération gradient. On définit la projection de Mulliken d’un état |i) sur
une fonction de base |u) de la fagon suivante :

pf = Zcuig,uacai (79)

Les matrices C et 8 sont respectivement la matrice de coefficients de la fonction d’onde
et la matrice de recouvrement. On peut alors définir la projection de Mulliken pour un
état |i) sur un élément donné e et pour un moment orbital donné | dans une structure

el "
p; = ZMEe,l ;-
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Les deux quantités décrites plus haut - 1’énergie cinétique T; et la projection de
Mulliken pf’l - respectent les propriétés d’invariance et de symétrie de la structure
par construction. Ces quantités sont dérivées de la fonction d’onde électronique
solution de I’équation de Schridinger dans 'approximation GW, elles contiennent
donc '"l'information physique" de la structure électronique. Elles présentent toutes
les caractéristiques pour étre d’excellents descripteurs atomiques. Pour des raisons
physiques, nous retiendrons In(7;) et non pas T; (cf. Bruneval et al. [21] pour plus
de détails). Nous allons former un descripteur atomique en concaténant In(7;) ainsi
que le projection de Mulliken de pf’l. Nous nous limitons a 8 éléments de la table
périodique € = {H,C, N,O, F, P,S,Cl} et aux orbitales £ = {s,p}. La dimension
totale de notre nouveau descripteur est alors de 17. Le descripteur Q;r pour 'état
|i) basé sur les quantités GW peut alors étre écrit de la maniére suivante avec @
I'opérateur de concaténation :

D! =In(T)) i (7.10)

elee¢. g

7.2.2 Régression de ’énergie d’ionisation a partir d’un calcul
G W non-convergé

La quantité d’intérét que nous étudions est 1'énergie d’ionisation ' €; d'une molécule.
Dans le calcul GW, cette quantité nécessite un grand nombre de fonctions de base
initiales afin d’étre convergée, ce qui est tres coliteux en temps CPU.

Dans cette étude, nous cherchons a prédire des énergies d’ionisation convergées a
partir de calculs GW peu coliteux. Pour cela, nous avons utilisé un nombre restreint de
fonctions de base afin d’obtenir une estimation de ’énergie de ionisation €; et constuire
un modele de régression prédictif de la quantité Ae; = ¢; — ;.

Pour cela, nous allons utiliser le descripteur QZT- (décrit plus haut) et nous construisons
un modele linéaire de régression entre Ae¢; et QZ. De méme que dans le chapitre (3),
nous utilisons la régression linéaire Bayésienne et nous utilisons la base de données
d’entrainement utilisée par Bruneval et al. [21]. Les résultats de la régression pour
des molécules de la base de données sont présentés dans la figure 7.5. On constate
que le modele linéaire dans l'espace des descripteurs est tres précis quelque soit
les éléments chimiques présents dans la base de données. Les segments gris foncés
représentent 'incertitude minimale atteignable pour un calcul GW et les segments
gris clair représente l'incertitude minimale expérimentale. L’erreur commise par
notre modele linéaire est du méme ordre de grandeur que la précision
G W. De plus, ’erreur de notre modele est - presque - toujours plus faible
que lerreur expérimentale.

1. L’énergie d’ionisation est I’énergie nécessaire pour arracher un électron et former un cation.
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Figure 7.5: Résultats du modele de régression pour Ae¢; pour la base de données utilisée par
Bruneval et al. [21]. Nous utilisons le modele linéaire dans I’espace des descripteurs présenté
dans le paragraphe précedent. Ce modele est précis pour tous les éléments présents dans la
base de données. Cette figure est issue de Bruneval et al. [21]

Enfin, nous présentons directement les résultats obtenus pour les nucléotides
formant ’ADN et/ou 'ARN (non présents dans la base de données d’entrainement).
Les résultats de la convergence de la méthode sont donnés dans la figure 7.6. Nous
comparons la convergence de 1'énergie HOMO (Highest Occupied Molecular Orbital) en
fonction de la taille de la base pour les cing nucléotides de 'ADN et/ou ARN. Le trait
noir correspond au calcul asymptotique de I’énergie HOMO, les cercles correspondent
a la valeur calculée pour une taille de base de données et le carré correspond a la
méthode corrigée avec notre métamodele. On constate que le métamodele est toujours
tres proche de la valeur asymptotique. Un calcul GW "classique" nécessite environ
1185 fonctions de bases, tandis que le modele corrigé offre des résultats plus convergés
avec seulement 165 fonctions de base. Le métamodele est donc trés précis et
réduit de fagon importante la complexité numérique du probléeme.

Pour conclure, nous avons développé un métamodele de correction de 1’énergie
d’ionisation pour un ensemble de molécules organiques. Ce métamodele s’est révélé étre
tres précis sur la base de données d’entrainement et semble posséder une bonne capacité
d’extrapolation (cf. Bruneval et al. [21]). Nous nous sommes basés sur un modéle
de régression simple - un modéele linéaire - et sur des descripteurs nouveaux
issus des quantités calculées dans I'approximation G W. Ces descripteurs
respectent les propriétés de symétries et d’invariances des systémes étudiés.
Ainsi, de par leur nature méme, il contiennent "l’information" physique (ils
sont des projections de la fonction d’onde solution du probléme). Ce type
de descripteurs pourrait étre généralisé, par exemple en incorporant des projections
magnétiques. Ils pourraient aussi étre utilisés afin de construire des métamodeles pour
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Figure 7.6: Comparaison entre convergence de I’énergie HOMO en fonction de la taille de
la base pour les cinq nucléotides de ’ADN et/ou ARN. Le trait noir correspond au calcul
asymptotique de I’énergie HOMO, les cercles correspondent a la valeur calculée pour une
taille de base de données et le carré correspond a la méthode corrigée avec le métamodele.
On constate que le métamodele est toujours tres proche de la valeur asymptotique. Cette
figure est issue de Bruneval et al. [21]

d’autres grandeurs liées a I’ Hamiltonien du systeme.

Au cours de cette étude, j'ai participé a des discussions informelles sur les corrélations
statistiques, les descripteurs atomiques et les modeles linéaires avec Fabien Bruneval.
Je le remercie chaleureusement de m’avoir impliqué dans cette étude.

7.3 Potentiels Machine Learning et énergie libre

Ce travail a été méné en collaboration avec Alexandra Goryaeva, Julien Déres,
Petr Grigorev, Thomas D. Swinburne, James R. Kermode, Lisa Ventelon, Jacopo
Baima et Cosmin Marinica. Cette étude porte sur le développement de potentiels
de type Machine Learning pour le fer et le tungsténe. Comme nous 1’avons décrit
dans le chapitre (1), les potentiels de type Machine Learning sont plus lents que les
potentiels semi-empiriques classiques mais présentent - s’ils sont bien construits - une
précision et une transférabilité plus grandes. Les potentiels construits dans cette étude
sont & la fois représentatifs [23] : (i) des propriétés des défauts ponctuels; (ii) des
propriétés des structures de grandes tailles telles que les dislocations vis ou la stabilité
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relative des amas C'15 et des boucles de dislocation dans le fer; (iii) des propriétés
a températures finies telle que I'expansion thermique.Dans cette section, nous allons
nous concentrer sur les propriétés de températures finies.

7.3.1 Calcul de I’expansion thermique des potentiels Machine
Learning de 1’étude

En utilisant la m