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Introduction

La simulation numérique constitue l’un des piliers de l’industrie 4.0 dans le cadre de la transformation
digitale des entreprises. Elle permet en effet aux industriels d’optimiser leurs processus de conception
et de proposer des produits de meilleure qualité tout en réduisant leur temps de mise sur le marché, ce
qui représente un atout indéniable de compétitivité. Au cœur des nouvelles pratiques, sont apparus, ces
dernières années, les jumeaux numériques – Digital Twin – qui font l’objet d’un engouement prononcé.
Ces derniers peuvent intervenir à toute étape du cycle de vie : pour particulariser les plans de maintenance
prédictive, pour contrôler la qualité ou bien faciliter les étapes d’intégration lors de la fabrication, ou
encore pour valider la conception de nouveaux produits dont les essais physiques restent compliqués
voire impossibles à mettre en oeuvre. C’est le cas par exemple de l’hélicoptère Ingenuity (Figure 1) qui
réalise actuellement ses missions sur la planète Mars. Avec une composition d’atmosphère radicalement
différente, une pression atmosphérique moyenne de l’ordre de 600 Pa seulement et une plus faible gravité
– de l’ordre de 38% de celle sur Terre –, les conditions de vol sur Mars sont complètement différentes de
celles rencontrées sur Terre. Le Jet Propulsion Laboratory de la NASA a ainsi effectué des centaines de
simulations afin de pouvoir prédire les conditions de vol sur Mars [Koning et al., 2018].

FIGURE 1 – Modèle de l’hélicoptère Ingenuity pour la mission sur la planète Mars – Crédits NASA, 2021

Bien évidemment, l’avénement de ces nouveaux outils numériques coïncide avec la volonté de repré-
senter de mieux en mieux la réalité physique, ce qui passe par la résolution de problèmes d’une complexité
croissante. Ces problèmes bien souvent non-linéaires, multi-physiques, comprenant plusieurs millions de
degrés de liberté sur des échelles de temps toujours plus fines, peuvent demander plusieurs heures voire
jours de calculs. La Figure 2 illustre la simulation d’une valve aortique constituée de trois cuspides 1. Cette
simulation, réalisable avec le logiciel Simcenter STAR-CCM+

TM
qui modélise les interactions fluide-

structure, est l’exemple même d’un problème fortement non-linéaire : les cuspides sont des structures
extrêmement fines et flexibles, généralement associées à un comportement matériau hyper-élastique in-
compressible, qui, sous l’action du flux sanguin, se déforment pour permettre l’ouverture ou la fermeture
de la valve. À ces non-linéarités matérielles s’ajoutent donc des non-linéarités géométriques fortes liées

1. terme dédié pour désigner les composantes de la valve cardiaque

https://mars.nasa.gov/resources/25043/mars-ingenuity-helicopter-3d-model/


2 INTRODUCTION

aux grandes transformations, et où des processus d’instabilité de type snap-through entrent en jeu, mais
également des non-linéarités de contact entre les différents cuspides lors des phases de refermeture de
la valve, permettant ainsi d’empêcher le retour du fluide. Qui plus est, la dynamique relativement rapide
des mouvements lors des phases d’instabilité impose d’avoir une discrétisation temporelle extrêmement
fine – jusqu’à 10−5 seconde, pour un temps total de simulation de l’ordre d’une seconde – complexifiant
davantage encore la résolution.

FIGURE 2 – Simulation du fonctionnement d’une valve aortique au cours d’un cycle – ouverture
(20 ms 6 t < 40 ms), maintien (40 ms 6 t 6 230 ms), refermeture (230 ms < t 6 300 ms)

Ces simulations numériques non-linéaires déjà coûteuses le deviennent d’autant plus qu’elles sont
généralement assorties d’une exploration d’espaces paramétriques de grandes dimensions durant les pro-
cessus d’optimisation, se heurtant alors rapidement aux limites actuelles en matière de simulation. Ainsi,
malgré des progrès fulgurants en termes de puissance de calcul – permettant notamment l’utilisation de
clusters à architecture parallèle combinant plusieurs centaines voire plusieurs milliers de cœurs –, cette
démultiplication des temps de calcul pousse dans le même temps à développer de nouvelles stratégies
numériques de résolution plus performantes. De nombreuses méthodes ont été élaborées afin de mener
une exploration plus intelligente des espaces paramétriques comme la méthode des plans d’expérience
[Montgomery, 2017], basée sur des outils statistiques, ou encore les nombreuses méthodes d’optimisation
[Nocedal et Wright, 2006] comme par exemple les méthodes à gradients.

De manière alternative, les méthodes de réduction de modèles (ROM) [Benner et al., 2021] s’avèrent
particulièrement efficaces pour la résolution d’équations aux dérivées partielles paramétrées et présentent
donc un potentiel énorme pour le calcul hautes performances. Fondées sur l’idée que la complexité ap-
parente du problème de grande dimension peut bien souvent se résumer à rechercher la solution dans
un espace de dimension beaucoup plus petite avec une perte d’information négligeable, celles-ci visent à
construire des approximations de rang faible à variables séparées en exploitant la redondance de l’infor-
mation. Plusieurs voies ont été explorées pour construire de tels modèles réduits. Les méthodes Proper
Orthogonal Decomposition (POD) [Chatterjee, 2000] et Reduced-Basis (RB) [Maday et Rønquist, 2002]
se caractérisent par une première phase d’apprentissage issue d’une poignée de résolutions hautes fidéli-
tés. La méthode Proper Generalized Decomposition (PGD) [Chinesta et al., 2014] propose quant à elle
une démarche différente en venant directement construire à la volée l’approximation de rang faible par
un processus de minimisation. Une fois construits, ces modèles réduits permettent d’évaluer un très grand
nombre de scénarios en temps quasi-réel ce qui en fait de puissants outils d’aide à la décision.

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire
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La communauté autour des techniques de réduction de modèles est une communauté très active comme
en témoigne le GdR AMORE 2 regroupant plus de 150 chercheurs répartis au sein de 22 laboratoires de
recherche. Ce groupe de recherche à la croisée des chemins entre les mathématiques fondamentales, les
sciences pour l’ingénieur et les techniques numériques avancées s’intéresse à diverses thématiques comme
les modèles multi-paramétriques et non-linéaires, les modèles basés sur les données, les problèmes de cer-
tification, de vérification ou de validation, tout comme les formulations non-intrusives et le déploiement
des méthodes ROM dans l’industrie. Dans ce dernier cas, on ne peut que constater le fait que les méthodes
ROM restent encore bien souvent cantonnées au monde académique, ce qui motive les travaux présentés
ici.

Pour devenir accessibles plus largement à l’ensemble de la communauté scientifique, ces méthodes
doivent pouvoir se conformer aux habitudes d’utilisateurs experts (ou non) au sein des bureaux d’études,
et donc être judicieusement intégrées dans les logiciels industriels. L’un des principaux verrous réside
dans le caractère particulièrement intrusif de ces méthodes qui nécessitent des opérations et un format
de stockage de données non conventionnels des logiciels industriels. De nombreux efforts ont déjà portés
sur le développement de méthodes ROM non-intrusives. Dans un premier temps, ces efforts ont été prin-
cipalement orientés sur des approches a posteriori POD ou RB [Audouze et al., 2013, Casenave et al.,
2014]. Ce n’est que plus récemment que des approches PGD non-intrusives sont apparues [Ibáñez et al.,
2018, Borzacchiello et al., 2019], toujours basées sur l’utilisation de snapshots, du fait de la formulation
a priori – sous-jacente à la PGD – intrinsèquement plus intrusive. En parallèle, d’autres implémentations
non-intrusives de la PGD ont été dédiées à des cas spécifiques d’applications [Courard et al., 2016, Zou
et al., 2018, Leon et al., 2019] et reposent sur le couplage en externe de logiciels industriels avec des codes
maison développés en laboratoire, généralement sous Matlab R© ou bien Python

TM
– à défaut d’accès aux

codes sources des logiciels industriels.

L’idée d’introduire directement la PGD au sein même des logiciels industriels devient une question
d’actualité, afin de ne plus être lié à une application spécifique, mais de disposer d’un cadre général va-
lable pour tout type de non-linéarité, et d’ainsi dépasser les possibilités des codes prototypes développés
en laboratoire. Les efforts de couplage sont alors portés en interne, au plus proche du logiciel indus-
triel, quitte à être légèrement intrusif – dans le sens où un fort niveau d’expertise, et de connaissance du
logiciel industriel, est requis pour mener à bien la tâche. Cette faible intrusivité est à mettre en regard
de la robustesse qui demeure un point fondamental pour que les méthodes ROM fassent partie des ou-
tils des ingénieurs au quotidien. Dans ce contexte, la méthode LATIN-PGD [Ladevèze, 1985, Ladevèze,
1999] présente de nombreux atouts. En permettant de coupler l’utilisation de la PGD avec la résolution
de problèmes mécaniques non-linéaires paramétrés dépendant du temps, la méthode LATIN-PGD permet
d’aboutir à une réduction appréciable des temps de calcul [Relun et al., 2013, Néron et al., 2015], de
construire efficacement des abaques virtuels [Courard et al., 2016], mais également d’adresser tous les
types de non-linéarités [Abdali et al., 1996, Oumaziz et al., 2017]. Ces avantages, ainsi que les nombreux
travaux qui lui ont été consacrés, rendent la méthode attractive pour Siemens Digital Industries Software
qui souhaite donc la voir intégrée dans son code par éléments finis Simcenter Samcef

TM
– faisant partie de

la suite logiciel Simcenter 3D
TM

. La méthode LATIN-PGD sera alors un outil supplémentaire pour la ges-
tion des jumeaux numériques industriels [Chinesta et al., 2020, Hartmann et van der Auweraer, 2020], et
plus précisément pour la réalisation efficace de simulations ultra-hautes fidélités. Le volet données, autre
composante fondamentale du jumeau numérique [Glaessgen et Stargel, 2012], ne sera pas abordé dans le
cadre de ces travaux.

L’objectif de ces travaux de thèse est de proposer une nouvelle formulation faiblement intrusive de la
méthode LATIN-PGD, au sens où elle puisse être aisément implémentable dans un logiciel éléments finis

2. GdR AMORE : https://insis.cnrs.fr/fr/les-groupements-de-recherche
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industriel tel que Simcenter Samcef
TM

. Mener des actions conjointes avec un éditeur de logiciel confère
davantage de flexibilité quant à la possibilité d’intégration de nouvelles méthodes numériques mais de
multiples contraintes persistent néanmoins. Avoir accès au cœur du logiciel – au code source – permet
d’introduire les interfaces de couplage en interne, et d’ainsi assurer performance et robustesse. Le point
clé est toutefois de ne pas modifier l’architecture globale du logiciel hôte, pour conserver la capitalisation
des développements informatiques menés ces cinquante dernières années. Ces contraintes ont conduit au
développement d’une variante faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD, qui diffère de la variante la
plus couramment utilisée ces dernières années, basée sur la description à variables internes des matériaux
[Cognard et Ladevèze, 1993, Ladevèze, 1999, Bhattacharyya et al., 2018]. Elle peut toutefois être vue
comme une extension des premières variantes fonctionnelles historiques [Ladevèze, 1985, Boisse et al.,
1990, Bussy et al., 1990, Cognard et Ladevèze, 1991]. Alors que jusqu’à présent, la méthode LATIN-PGD
a été majoritairement utilisée pour résoudre des applications spécifiques, l’approche abordée dans le cadre
de ces travaux montre les possibilités offertes par la méthode avec un logiciel industriel sans qu’aucune
application particulière ne soit visée. Cette approche générale est guidée par trois éléments principaux :
la robustesse, la performance et la facilité d’utilisation vis-à-vis des utilisateurs. Ce travail est mené en
collaboration avec Siemens Digital Industries Software qui finance ces travaux par l’intermédiaire d’une
convention CIFRE décernée par l’ANRT (2018/0611).

Dans la suite du manuscrit, on détaille la méthodologie qui a été mise en place. Le manuscrit s’articule
en trois grandes parties :

— La première partie s’attache à présenter des éléments bibliographiques portant sur la résolution de
problèmes mécaniques non-linéaires au moyen de méthodes de réduction de modèles.

• Le Chapitre-1 fixe les différentes notations utilisées et précise le cadre de ces travaux en pre-
nant soin de fixer les éventuelles limites. Bien que notre approche puisse a priori s’appliquer
à tout type de non-linéarité – matérielle ou géométrique –, nous retenons plus spécifiquement
le cas des non-linéarités dépendantes du temps sous hypothèses de quasi-staticité et de dépla-
cements « modérés ». En particulier, les phénomènes d’instabilité et de flambage en grandes
transformations ne sont pas considérés pour l’instant. La formulation du problème de réfé-
rence étant écrite, nous rappelons ensuite brièvement la méthode Newton-Raphson ainsi que
ses différentes variantes possibles [Zienkiewicz et Taylor, 2005]. C’est le solveur non-linéaire
standard habituellement employé dans les logiciels éléments finis industriels. Une alternative
réside dans l’application de la méthode LATIN-PGD [Ladevèze, 1985], une méthode de réso-
lution non-linéaire non-incrémentale dont nous exposons les grands principes.

• Le Chapitre-2 commence par évoquer les spécificités des différentes méthodes ROM [Benner
et al., 2021] usuellement rencontrées en mécanique, avant de mettre l’accent sur le traitement
des non-linéarités. Les méthodes ROM s’appliquent notamment très bien aux problèmes li-
néaires mais dès que des non-linéarités apparaissent, il faut trouver un moyen pour linéariser.
Le solveur non-linéaire LATIN est une proposition – parmi d’autres – nativement conçue pour
fonctionner avec la PGD où la variable temps joue alors un rôle particulier.

• Le Chapitre-3 recense les différents points de blocage qui freinent le développement des mé-
thodes ROM dans l’industrie. Outre les opérations atypiques à réaliser, qui ne sont pas prévues
en standard dans les codes éléments finis industriels, on est également amené à manipuler des
quantités non-conventionnelles – sur l’espace, le temps et éventuellement d’autres paramètres.
Ceci constitue le principal frein ayant motivé l’élaboration de méthodes ROM non-intrusives
[Giraldi et al., 2014]. Généralement, ces dernières se basent soit sur des approches de type
snapshots [Ibáñez et al., 2018, Borzacchiello et al., 2019, Casenave et al., 2020b] soit sur des
stratégies de couplage logiciel [Courard et al., 2016, Zou et al., 2018, Tsiolakis et al., 2020]
– en externe. Nous proposons d’aller plus loin en implantant directement la PGD au sein d’un

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire
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logiciel industriel – en interne – par l’introduction du solveur LATIN non-incrémental dans
une architecture incrémentale. Ce sera le seul point intrusif de notre approche.

— La deuxième partie se focalise plus spécifiquement sur la présentation de notre démarche, qui vise
à faciliter la diffusion des méthodes ROM dans l’industrie.

• Le Chapitre-4 définit notre environnement de travail. Après une brève présentation du logiciel
industriel Simcenter Samcef

TM
, nous fixons les contraintes à satisfaire pour pouvoir s’intégrer

aisément dans le logiciel industriel. En particulier, l’introduction de la méthode LATIN-PGD
doit pouvoir se baser sur l’architecture incrémentale existante en faisant appel aux fonctions
classiques du logiciel, sans ajout d’argument, et dans la même chronologie qu’habituellement.
À cette fin, un premier démonstrateur semi-industriel ROMlab a été développé puis utilisé pour
simuler les différentes contraintes d’intégration.

• Le Chapitre-5 présente le cœur de notre approche qui demeure basée sur la séparation entre
les équations d’équilibre et les relations de comportement. Cette version faiblement intrusive
de la méthode LATIN-PGD ne s’inscrit pas dans la lignée des variantes à variables internes
[Ladevèze, 1999, Cognard et al., 1999] mais s’exprime plutôt comme une extension des pre-
mières variantes fonctionnelles [Ladevèze, 1985, Boisse et al., 1990, Cognard et Ladevèze,
1991]. La formulation passe par l’intermédiaire de grandeurs généralisées [Ladevèze, 2017]
où les forces généralisées sont supposées être uniquement fonction de l’histoire des déplace-
ments généralisés. La construction d’un tel opérateur permet d’englober une large variété de
relations de comportement, ce qui définit une approche très générale. Dans le même temps, la
construction de cet opérateur représente le seul point particulièrement intrusif de ce que nous
proposons. Nous détaillons également les choix des deux directions de recherche ainsi que les
différents critères mis en œuvre. Une analogie succincte avec la méthode Newton-Raphson est
ensuite élaborée, ce qui permet de mieux appréhender les changements à apporter au logiciel
industriel en vue de l’intégration du nouveau solveur LATIN-PGD non-linéaire. Pour finir, un
premier cas-test académique est présenté pour illustrer le fonctionnement de la méthode et
discerner l’influence du choix de la direction de recherche.

• Le Chapitre-6 complète la formulation proposée pour l’étendre aux non-linéarités géomé-
triques. Le cas des grandes rotations est tout spécialement analysé. Nous montrons que le
choix de la direction de recherche de descente doit être minutieusement établi pour assurer
la convergence. Cette extension reste bien évidemment compatible avec la gestion des non-
linéarités matériaux vue précédemment, ce qui permet d’envisager aisément des couplages
entre non-linéarités de natures différentes comme l’illustre un second cas-test académique.

• Le Chapitre-7 s’intéresse finalement aux non-linéarités de contact. En se basant sur une for-
mulation Lagrangien augmenté, nous enrichissons notre approche par l’ajout d’une direction
de recherche supplémentaire pour le contact. Une fois encore, nous utilisons les fonctions
existantes du logiciel pour la résolution des équations de contact, ce qui limite grandement
le niveau d’intrusivité de la méthode proposée. Un troisième cas-test académique vient com-
pléter l’analyse, ce qui permet finalement de valider la méthodologie mise en œuvre : par sa
grande généralité et généricité, notre approche est susceptible de traiter tout type d’élément,
tout type de relation de comportement, tout type de chargement, etc. – à savoir l’ensemble des
capacités offertes classiquement par un logiciel industriel généraliste de manière standard.

— La troisième partie est enfin dédiée aux détails d’implémentation dans le logiciel industriel par
éléments finis Simcenter Samcef

TM
ainsi qu’à la présentation de différents cas-tests industriels en-

globant différents types de non-linéarités.

• Le Chapitre-8 aborde les détails pratiques d’implémentation ainsi que les diverses étapes d’op-
timisation qui ont été menées au regard des performances. Sous forme de schémas, nous re-
groupons l’ensemble des algorithmes présentés afin d’offrir une vision claire et synthétique de

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire
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l’intégration faiblement intrusive proposée. Nous évoquons ensuite quelques points d’optimi-
sation – à différents niveaux – comme la mise en place d’une structure parallèle MPI 3 pour la
méthode LATIN-PGD.

• Le Chapitre-9 fournit finalement des illustrations sur des cas industriels, ce qui permet de
mettre en lumière la performance de notre approche. Sur le cas d’une aube de réacteur d’avion
possédant plus de cinq millions de degrés de liberté, nous montrons comment construire effi-
cacement une base réduite issue d’une étude paramétrique par application de notre approche
LATIN-PGD faiblement intrusive dans le logiciel industriel Simcenter Samcef

TM
.

3. Message Passing Interface

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire
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Chapitre 1

Résolution de problèmes mécaniques
non-linéaires

Ce chapitre est consacré à la présentation des problèmes mécaniques
non-linéaires dépendants du temps couramment rencontrés en environnement

industriel. On introduit tout d’abord les différents types de non-linéarités
abordés, ce qui permet d’aboutir à la formulation du problème de référence.

On présente finalement un bref état de l’art des différentes méthodologies
employées pour résoudre ces problèmes en distinguant deux types

d’approches : les méthodes incrémentales et celles non-incrémentales.
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1.1 Différentes sources de non-linéarités

Bien souvent, le modèle de l’élasticité linéaire sous hypothèse de petites perturbations s’avère trop
rudimentaire pour pouvoir représenter la physique de manière adéquate. Il convient alors d’enrichir les
modèles pour mieux prendre en compte les différents phénomènes non-linéaires dont nous détaillons dans
la suite trois principales classes. Les phénomènes d’instabilité et de flambage ne seront pas considérés
dans le cadre de ces travaux mais feront l’objet d’activités ultérieures.
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1.1.1 Comportements matériaux

La première grande source de non-linéarités se situe au niveau de la description du comportement des
matériaux, définissant de quelles manières la matière se déforme localement. Il existe une vaste pluralité
de matériaux – à l’état naturel ou élaborés par l’homme – allant des matériaux granulaires aux matériaux
composites en passant par les polymères ou encore les alliages métalliques, qui possèdent chacun leurs
propres propriétés mécaniques, thermiques ou chimiques. L’objectif de la science des matériaux [Germain,
1973, Chaboche, 1986] réside dans la compréhension des phénomènes physiques sous-jacents afin de
pouvoir proposer des modèles mathématiques susceptibles de représenter finement le comportement de ces
divers matériaux. Il en résulte une très large variété de lois de comportement faisant l’objet d’une vaste
littérature [Prager, 1949, Krempl, 1975, Valanis, 1978, Chaboche, 1989, Frederick et Armstrong, 2007,
Lemaitre et al., 2009] qui ne sera pas redéveloppée ici. Nous retiendrons simplement le fait que, basées
sur des observations phénoménologiques, des lois de comportement sont construites dans le but de refléter
le plus fidèlement possible la richesse physique à une certaine échelle – microscopique, mésoscopique
ou macroscopique. Nous nous limitons dans ce qui suit à donner un exemple sur une loi élasto-visco-
plastique. Cette loi sera en particulier utilisée Section-9.1.

Loi élasto-visco-plastique de type Lemaitre-Chaboche. Utilisée notamment pour les métaux et al-
liages à haute température, cette loi de comportement à écrouissage cinématique non-linéaire et écrouis-
sage isotrope [Lemaitre et Chaboche, 1990] modélise les phénomènes de fluage et de visco-plasticité qui
découlent des mécanismes de mouvements de dislocations des grains ainsi que des effets de glissement
intercristallins [Lemaitre et al., 2009]. Écrite dans un cadre de thermodynamique des processus irréver-
sibles [Germain et al., 1983], on stipule que l’état du matériau peut être entièrement décrit à partir de
variables d’état observables, comme la déformation totale ε, et de variables internes, comme la défor-
mation inélastique εp, la déformation plastique cumulée p ou la variable d’écrouissage α ; ces dernières
étant respectivement associées aux forces thermodynamiques R et X . Ainsi, étant données ces variables
primales et duales, on postule l’existence d’un potentiel thermodynamique – potentiel d’énergie libre spé-
cifique ψ – dont découlent les lois d’état. En notant ρ la masse volumique du matériau, et en supposant une
décomposition additive des déformations ε = εe + εp où εe représente la partie élastique, alors l’énergie
libre spécifique est donnée par l’équation (1.1) sous condition isotherme où K représente le tenseur de
Hooke élastique reliant la contrainte σ à la déformation élastique :

ρψ(εe, p,α) = 1
2ε

e : K : εe + 1
3Cα : α+

(
Qp− Q

b

[
1− e−bp]

)
(1.1)

avecC, b etQ trois paramètres matériaux scalaires. L’inégalité de Clausius-Duhem conduit à l’écriture des
lois d’état (1.2) par considération des différentes dérivées partielles du potentiel d’énergie libre spécifique :

Équations d’état :





σ = ρ
∂ψ

∂εe

R = ρ
∂ψ

∂p

X = ρ
∂ψ

∂α

⇒





σ = K : εe

R = Q
(
1− e−bp)

X = 2
3Cα

(1.2)

De plus, pour décrire les processus dissipatifs liés à l’évolution des différentes variables internes, il est né-
cessaire d’introduire un potentiel de dissipation φ ou, de manière équivalente, son dual φ∗ suivant la trans-
formation de Legendre-Fenchel. La formulation standard généralisée du modèle élasto-visco-plastique
[Ladevèze, 1999] est alors associée au pseudo-potentiel dual de dissipation φ∗ donné par l’équation (1.3)
où 〈•〉+ désigne les crochets de Macaulay donnant la partie positive :

φ∗(σ, R,X) = k

n+ 1

〈
f(σ, R,X)

k

〉n+1

+
(1.3)

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire



1.1 Différentes sources de non-linéarités 13

avec k et n deux paramètres scalaires. Dans l’espace des contraintes déviatoriques principales, la surface
seuil est un ellipsoïde d’élasticité évoluant en fonction de l’état actuel du matériau. Plus spécifiquement,
l’équation de la surface seuil (1.4) délimitant le domaine élastique est définie par :

f = J2(σ −X) + 3γ
4CX : X − σ0 −R(p)

{
f < 0 comportement élastique

f > 0 comportement visco-plastique
(1.4)

avec σ0 la taille de la zone élastique initiale, γ un paramètre scalaire et J2(•) le second invariant –
contrainte équivalente de Von Mises. Finalement, l’application du second principe de la thermodynamique
conduit à la formulation des équations d’évolution (1.5) où s• représente la partie déviatorique :

Équations d’évolution :





ε̇p = ∂φ∗

∂σ

−ṗ = ∂φ∗

∂R

−α̇ = ∂φ∗

∂X

⇒





ε̇p = 3
2 ṗ

sσ − sX
J2(sσ − sX)

ṗ =
〈
f

k

〉n

+

α̇ = ε̇p − γṗα

(1.5)

Pour résumer, en tenant compte des paramètres matériaux élastiques classiques (module d’Young E et
coefficient de Poisson ν), nous avons donc une loi de comportement à neuf paramètres pouvant éventuel-
lement dépendre de la température.

De manière générique, les lois de comportement définissent donc une relation entre un état de contrainte
σ et un état de déformation ε à un instant t que l’on représentera symboliquement par un opérateur H.
Suivant une approche fonctionnelle [Chaboche, 1986, Chaboche, 1989], on notera cet opérateur Hf (1.6)
de la forme :

σ(t) = Hf
(
t, ε(τ 6 t)

)
(1.6)

En effet, cet opérateur ne dépend pas seulement du temps mais aussi de toute l’histoire passée du charge-
ment dans la mesure où des processus irréversibles tels que la plasticité peuvent intervenir. Les éventuelles
variables internes demeurent alors cachées derrière la notation de l’opérateur. Abandonnant la vision fonc-
tionnelle pour une vision à variables internes, un autre choix possible dans l’écriture pourrait consister à
exhiber explicitement les variables internes au niveau de l’opérateur constitutif de la loi de comportement
– que l’on notera alors Hvi (1.7). En notant Ξ la collection des variables internes qui décrivent inté-
gralement l’état courant du matériau à un instant t, englobant par là même l’intégralité de l’histoire du
chargement, on aurait alors :

σ(t) = Hvi
(
t, ε(t),Ξ(t)

)
(1.7)

avec par exemple Ξ =
{
ε̇p,−ṗ,−α̇} pour la loi élasto-visco-plastique de type Lemaitre-Chaboche. Nous

reviendrons par la suite sur ces deux visions en Section-1.3.3, respectivement fonctionnelle et à variables
internes.

1.1.2 Grandes transformations

La deuxième grande source concerne les non-linéarités géométriques. Lorsque les déplacements, les
rotations ou encore les déformations deviennent « grands », l’hypothèse des transformations infinitési-
males n’est plus licite. Il convient alors de dissocier la configuration initiale C0(Ω0, ∂Ω0) et sa configura-
tion déformée C(Ω, ∂Ω) où ∂Ω désigne le bord d’un domaine spatial Ω ⊂ R3 quelconque. En notant ϕ
l’application bijective – ou transformation – qui à tout point x0 ∈ Ω0 dans la configuration de référence
fait correspondre un unique point x ∈ Ω dans la configuration déformée (cf. Figure 1.1), et u le champ

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire



14 CHAPITRE 1 : Résolution de problèmes mécaniques non-linéaires

de déplacement correspondant, alors on peut définir F l’application linéaire tangente (1.8) aussi appelée
tenseur gradient de la transformation :

F = ∂ϕ

∂x0
= ∂x

∂x0
= I + gradC0u (1.8)

ainsi que E le tenseur des déformations de Green-Lagrange (1.9) donné par :

E = 1
2
(
tFF− I

)
(1.9)

i

j

k

ϕ

u

x0

C0(Ω0, ∂Ω0)

dV0

n0
dS0

x

C(Ω, ∂Ω)

dV

n

dS

FIGURE 1.1 – Passage de la configuration initiale à la configuration déformée en transformation finie

Le jacobien de la transformation J = detF représente la variation de volume entre la configuration
initiale et la configuration déformée dV = J dV0, au même titre qu’une surface élémentaire de normale
n0 dans la configuration de référence se déforme en une surface de normale n dans la configuration ac-
tuelle par la formule ndS = J tF−1n0 dS0.

Alors qu’en petites perturbations il est naturel de travailler avec le tenseur (linéarisé) des petites dé-
formations ε, en grandes transformations, différents choix de variables sont possibles pour modéliser le
problème. On parle alors soit de grandeurs lagrangiennes (définies sur C0) soit de grandeurs eulériennes
(définies sur C). En fonction du choix de la configuration de travail (initiale ou déformée), différentes
mesures de déformation peuvent être introduites, auxquelles on associe systématiquement par dualité un
tenseur des contraintes au sens de la conservation de la puissance des efforts intérieurs (1.10) où D repré-
sente le tenseur des taux de déformation eulérien :

Pint = −
∫

Ω
σ : D dV (1.10)

avec D =
[
ḞF−1]

S
et Ė = tFDF =

[
tḞF

]
S

ce qui définit les opérations de pull-back et de push-
forward [Marsden et Hughes, 1984] permettant respectivement de passer de la configuration déformée à
la configuration de référence et réciproquement. Le Tableau 1.1 regroupe les mesures de déformation les
plus couramment utilisées où on note :

• σ le tenseur des contraintes de Cauchy défini sur C la configuration déformée ;

• τ le tenseur des contraintes de Kirchhoff défini sur C0 la configuration initiale ;

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire



1.1 Différentes sources de non-linéarités 15

• P le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff mixte et non-symétrique ;

• S le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff défini sur C0 la configuration initiale ;

• σR le tenseur des contraintes corotationnel associé au tenseur Σ̇ = tRDR des taux de déformation
tourné avec R l’opérateur de rotation issu de la décomposition corotationnelle.

TABLE 1.1 – Différentes mesures de déformation en transformation finie

Mesures de déformation Configuration Relations d’équivalence

(D,σ) Déformée C -
(D, τ ) Mixte τ = Jσ

(Ḟ,P) Mixte P = τ tF−1

(Ė, S) Référence C0 S = F−1P
(Σ̇,σR) Référence C0 σR = J tRσR

Deux contraintes guident principalement le choix d’utiliser une mesure de déformation plutôt qu’une
autre : la facilité d’implémentation numérique et l’écriture des lois de comportement matériaux. En effet,
le tenseur gradient de la transformation F par exemple, qui permet de faire le lien entre les configurations
C et C0, englobe et mélange à la fois les mouvements de corps rigides (notamment les grandes rotations),
et les déformations locales de la matière. Il est donc compliqué de l’utiliser en l’état pour pouvoir décrire
le milieu matériel et on lui préfère généralement soit le tenseur des déformations de Green-Lagrange E,
soit une décomposition permettant de séparer les différentes contributions. L’objectif in fine consiste à
manipuler des quantités Ω0-matérielles afin de respecter le principe d’objectivité.

Principe d’objectivité. Ce principe stipule que toute loi de comportement doit demeurer invariante par
changement de référentiel d’observation [Lemaitre et al., 2009], exigeant par là même de travailler avec
des grandeurs intrinsèques. À ce titre, les scalaires, les tenseurs écrits dans la configuration de référence
C0 ainsi que leur dérivée temporelle sont des grandeurs intrinsèques. En revanche, ce n’est pas le cas des
quantités relatives à la configuration courante (déformée) C comme le tenseur des contraintes de Cauchy σ
où il convient de surcroît d’employer d’autres dérivées temporelles objectives comme la dérivée de Lie ou
la dérivée de Jaumann. La dérivation s’effectue alors dans un repère tourné lié à la matière encore appelé
repère corotationnel.

Outre la décomposition polaire, la décomposition corotationnelle constitue l’autre principale décom-
position du tenseur F dans la littérature. La décomposition polaire survient classiquement dans les codes
éléments finis industriels. La décomposition corotationnelle, faisant quant à elle intervenir la rotation
R, définit un cadre de travail idéal pour la méthode LATIN en grandes transformations [Boucard et al.,
1997, Ladevèze, 1999] où les lois de comportement et les équations d’équilibre s’écrivent alors dans
le même espace [Rougée, 1997]. L’un des avantages d’un tel formalisme est que l’on peut obtenir les
lois de comportement en grandes transformations par simple extension des modèles développés en pe-
tites perturbations, en supposant de manière analogue une décomposition additive du taux de déformation
tourné (1.11) en une partie élastique Σ̇e et une partie plastique Σ̇p sous la forme :

Σ̇ = Σ̇e + Σ̇p (1.11)

À noter également que cette formulation des lois de comportement basée sur la partition du taux de dé-
formation [Dafalias, 1983] ne constitue pas une voie universelle pour la gestion de la plasticité en grandes
transformations. Une autre manière classique de procéder consiste à effectuer une décomposition multipli-
cative [Lee et Liu, 1967, Lee, 1969] du tenseur gradient de la transformation (1.12) en une partie élastique
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16 CHAPITRE 1 : Résolution de problèmes mécaniques non-linéaires

Fe et une partie plastique Fp telle que :

F = FeFp (1.12)

Ces deux modélisations ne sont pas équivalentes comme rappelé dans [Naghdi, 1990, Lemaitre et al.,
2009], ce qui ne permet pas de considérer la théorie de la plasticité en grandes transformations comme
une théorie achevée.

1.1.3 Contact entre solides

La troisième grande source de non-linéarités se rapporte aux phénomènes de contacts. Ces derniers
interviennent fréquemment dans les problèmes industriels que ce soit au niveau des processus de mise
en forme [Abdali et al., 1996], lors de la conception d’assemblages boulonnées [Verwaerde et al., 2021],
ou encore au niveau du calage des aubes de turbine par force centrifuge [Allara, 2009]. Étudiée dans un
premier temps dans le cadre de l’élasticité linéaire [Duvaut et Lions, 1976], où une relation d’équivalence
entre les conditions de Signorini et la formulation par inégalité variationnelle a été démontrée, la théorie
du contact a fait depuis l’objet de multiples travaux [Wriggers et Zavarise, 2004, Yastrebov, 2013]. Une
démonstration d’existence et d’unicité de la solution du problème de contact unilatéral sans frottement se
trouve dans [Kikuchi et Oden, 1988]. En transformations finies, l’existence a également été établie [Ciar-
let, 1988, Curnier et al., 1992]. De manière générale, l’existence et l’unicité des problèmes de contact
frottant restent des questions ouvertes [Klarbring, 1990] où seuls certains cas particuliers ont pu être dé-
montrés [Cocu, 1984, Alart et al., 1995], par le biais notamment de lois de contact régularisées.

Nous rappelons brièvement les lois de contact avec frottement de type Coulomb entre deux solides
déformables Ω1 et Ω2 (Figure 1.2). Au niveau de la zone de contact Γc des conditions statiques, cinéma-
tiques et mixtes existent pour faire transiter les efforts. Une illustration des lois de contact unilatéral (1.13)
et des lois de contact tangentiel en présence de frottement (1.14) est également donnée Figure 1.3. On
note dn la distance normale suivant la normale n au contact, Fc les efforts résultant du contact qui se
décomposent en une partie normale Fn et une partie tangentielle Ft, ainsi que ∆v̇t la vitesse de glisse-
ment au niveau de l’interface. De plus, µ représente le coefficient de frottement dont la valeur dépend des
matériaux considérés, de la rugosité des surfaces, de la lubrification, etc.

t1

t2

n

dn

Γc

Ω1 Ω2

FIGURE 1.2 – Définition d’un problème de contact
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Loi de contact normale.




dn > 0 Pas d’interpénétration

Fn 6 0 Pas d’adhésion

dnFn = 0 Condition de complémentarité

(1.13)

Loi de contact tangentiel.




si ‖Ft‖2 < µ |Fn| alors ∆v̇t = 0 Adhérence

si ‖Ft‖2 = µ |Fn| alors ∃βc > 0 Glissement

tel que ∆v̇t = −βcFt
(1.14)

L’ensemble de ces équations non-linéaires peut être vu comme une relation de « comportement » non-
linéaire et non régulière reliant les efforts et les déplacements au niveau de la zone de contact. Cette
remarque sera particulièrement utile quand on développera la méthode LATIN au Chapitre-7. De manière
analogue aux lois de comportement matériaux, nous définissons alors un opérateur Hc (1.15) qui englobe
de manière générique les lois de contact :

Hc

(
v,Fc

)
= 0 (1.15)

avec v = dnn+vt. Cet opérateur sera notamment utilisé pour écrire le problème de référence, Section-1.2.

(a) Effort normal fonction
du saut de déplacement

(b) Effort tangentiel fonction
de la vitesse de glissement

(c) Cône de frottement

dn

Fn

Décollement
Contact

‖∆v̇t‖2

‖Ft‖2
µ |Fn|

−µ |Fn|

Fn

‖Ft‖2

Adhérence
‖Ft‖2 < µ |Fn|

Glissement
‖Ft‖2 = µ |Fn|

FIGURE 1.3 – Illustration des lois de contact frottant de type Coulomb

1.2 Problème de référence

Jusqu’ici, nous avons décrit les grands types de non-linéarités communément rencontrées. Ces der-
nières interviennent soit au niveau local pour décrire la déformation de la matière (non-linéarités maté-
riaux), soit au niveau de la structure par des conditions aux limites (non-linéarités de contact) ou lors de
l’actualisation de la configuration de travail (non-linéarités géométriques). Le dernier ingrédient pour la
résolution réside dans l’équilibre de la structure. D’après le Principe des Puissances Virtuelles (1.16), la
puissance des efforts d’accélération Pacc s’équilibre avec la puissance des efforts intérieurs Pint et celle
des efforts extérieurs Pext selon la relation :

Pint + Pext = Pacc (1.16)

L’ajout des conditions aux limites et d’une condition initiale permet alors de définir intégralement le pro-
blème à résoudre.
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18 CHAPITRE 1 : Résolution de problèmes mécaniques non-linéaires

Dans toute la suite, nous considérons une structure définie par son domaine Ω ⊂ R3 soumise à diffé-
rents types de sollicitations : des conditions aux limites de Dirichlet ud sur le bord ∂DΩ, des conditions
aux limites de Neumann sur le bord complémentaire ∂NΩ, des efforts volumiques fd ainsi que des char-
gements thermiques Td sur l’ensemble de la structure Ω (cf. Figure 1.4). Parmi les conditions de bord de
Neumann, on distingue la contribution des efforts de contact Fc intervenant sur le bord ∂N1Ω du reste
des contributions Fd sur la partie complémentaire ∂N2Ω avec ∂NΩ =

(
∂N1Ω ∪ ∂N2Ω

)
. L’étude quasi-

statique en transformation finie se déroule sur un intervalle de temps I ⊂ R+ impliquant que l’ensemble
des champs recherchés dépendent également d’une variable temporelle t ∈ I . On considère de plus la
configuration initiale comme configuration de référence (approche Lagrangienne). On note U l’ensemble
des champs cinématiquement admissibles (1.17) et U0 les champs cinématiques admissibles à zéro (1.18)
définis sur Ω× I par :

U ≡
{
u(x, t) | ∃ ũ : I −→ (

H1(Ω)
)3 tel que ũ(t)(x) = u(x, t) et u = ud sur ∂DΩ

}
(1.17)

U0 ≡
{
u(x, t) | ∃ ũ : I −→ (

H1
0 (Ω)

)3 tel que ũ(t)(x) = u(x, t) et u = 0 sur ∂DΩ
}

(1.18)

Ω

∂DΩ

∂NΩfd

Fd

Fc

ud

Td

FIGURE 1.4 – Problème de référence

Formulation variationnelle. On cherche le champ de déplacement u sur Ω× I tel que l’ensemble des
équations suivantes (1.19 – 1.21) soient satisfaites :

• Équations cinématiques et conditions initiales :




u ∈ U , u|t=0 = 0, v = u|∂N1Ω

E = 1
2
(
tFF− I

)
avec F = I + gradC0u

(1.19)

• Équation d’équilibre :

∀w∗ ∈ U0, tel que δE∗ = DE ·w∗ = 1
2
[
tF gradC0w

∗ + tgradC0w
∗ F
]

−
∫

Ω0
S : δE∗ dV0 +

∫

Ω0
Jfd ·w∗ dV0 +

∫

∂N Ω0
JF−1(Fd + Fc

) ·w∗ dS0 = 0
(1.20)

• Relations de comportement et de contact :

∀t ∈ I,





S = Hu

(
t,E(τ 6 t)

)

Hc

(
t,v(t),Fc(t)

)
= 0

(1.21)
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De manière générale, hormis dans certains cas spécifiques où une solution analytique existe, recher-
cher la solution du problème dans un espace de dimension infinie s’avère souvent délicat voire impossible.
L’idée consiste alors à rechercher une approximation de la solution un dans un espace de dimension finie
Un ⊂ U où n = dim(Un) avec la propriété (1.22) de convergence :

lim
n→+∞

un = u (1.22)

Issue de la formulation faible des équations, la méthode des éléments finis [Zienkiewicz et Taylor, 2005]
est la méthode classiquement employée qui définit une manière de discrétiser la géométrie Ω pour se ra-
mener à rechercher la solution dans un espace de dimension finie V ≡ Rn avec n le nombre de degrés de
liberté. Les fonctions de forme permettent alors d’interpoler les champs dans tout l’espace par la simple
connaissance des valeurs aux nœuds du maillage. Écrite sous la forme de quantités généralisées, nous
donnons ci-après la formulation éléments finis du problème de référence où l’on note u ∈ IV les déplace-
ments généralisés, f int ∈ IV les efforts intérieurs généralisés et f ext ∈ IV les efforts externes généralisés
avec IV ≡ L2(I ; V). De plus, en présence de contacts, des conditions aux limites supplémentaires aux
interfaces de contact apparaissent. Ces contraintes font notamment intervenir la trace du déplacement sur
le bord v ∈ IVc avec Vc ≡ Rnc , IVc ≡ L2(I ; Vc) et nc le nombre de degrés de liberté associés aux
surfaces de contact, ainsi que sa quantité duale ξ ∈ IVc correspondant aux efforts de contact locaux.

Formulation éléments finis. On cherche le champ de déplacement u ∈ IV vérifiant les conditions
initiales u|t=0 = 0 tel que l’ensemble des équations suivantes (1.23 – 1.25) soient satisfaites :

• Contraintes cinématiques :

∀t ∈ I,





Cu
(
u(t)

)
= ud(t)

Cv
(
u(t)

)
= v(t)

(1.23)

• Équations d’équilibre :

∀t ∈ I,




f int
(
t,u(t)

)− f ext(t) + f ctc
(
t, ξ(t)

)
= 0

f ctc
(
t, ξ(t)

)
= Cξ

(
ξ(t)

) (1.24)

• Relations de comportement et de contact :

∀t ∈ I,





f int
(
t,u(t)

)
= Au

(
t,u(τ 6 t)

)

Ac

(
t,v(t), ξ(t)

)
= 0

(1.25)

où les opérateurs Cu, Cv et Cξ sont linéaires, tandis que les opérateurs non-linéaires Au et Ac rendent
compte respectivement des relations de comportement et des relations de contact ; ce sont les pendants
discrets des opérateurs continus non-linéaires Hu et Hc établis précédemment.

Bien évidemment, ce problème éléments finis non-linéaire est généralement résolu de nombreuses fois
en environnement industriel en fonction de différents jeux de paramètres µ ∈ D lors des processus d’opti-
misation. Par paramètres, nous entendons toutes données susceptibles de modifier la solution du problème
de référence : données matériaux, données de chargement, modification de la géométrie, etc. Il résulte que
chacune des quantités d’intérêt •(µ) dépend de µ, une collection de p paramètres µ = {µi}i∈J1, pK. Dans la
suite, par souci de concision d’écriture, nous n’écrirons pas explicitement la dépendance aux paramètres
lorsque celle-ci n’est pas utile, mais nous garderons à l’esprit cet aspect paramétrique qui interviendra
notamment lors des illustrations numériques.
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1.3 Méthodes de résolution non-linéaire

La recherche efficace de solutions de problèmes non-linéaires occupe une large place dans la com-
munauté scientifique ; de nombreuses techniques numériques ont ainsi émergé. On retrouve toutes les
méthodes d’optimisation sans contrainte, et avec contrainte d’égalité ou d’inégalité, ainsi que les mé-
thodes basées sur la linéarisation [Nocedal et Wright, 2006, Wriggers, 2008]. Dans ce cadre, l’analyse
convexe [Rockafellar, 2015] apporte des outils permettant de statuer sur la nature locale ou globale de la
solution obtenue. L’idée générale pour la résolution de système d’équations non-linéaires consiste bien
souvent à définir un schéma itératif convergeant pour se ramener à une résolution successive de systèmes
linéaires. Dans le domaine de la mécanique non-linéaire, la méthode Newton-Raphson ou l’une de ses
nombreuses variantes est habituellement mise en œuvre [Wriggers, 2008, Ibrahimbegovic, 2009, de Borst
et al., 2012, Bonnet et al., 2014]. Une alternative consiste à employer le solveur non-linéaire LATIN
[Ladevèze, 1985, Ladevèze, 1999] défini par l’intermédiaire d’une approche non-incrémentale.

1.3.1 Méthode Newton-Raphson

La méthode Newton-Raphson, dont les fondements ont été établis à la fin du 17e siècle [Newton,
1736], est la méthode employée dans tous les logiciels éléments finis industriels. Prenant la forme d’un
algorithme incrémental et itératif basé sur la linéarisation des équations, elle présente l’immense avantage
d’avoir un taux de convergence quadratique au voisinage de la solution (comme rappelé dans [Isaacson et
Keller, 2012]). Partant du problème non-linéaire d’évolution (1.19 – 1.21), une discrétisation temporelle
de l’intervalle de temps I est mise en place par découpage en petits incréments. Cette discrétisation permet
notamment de mettre la structure sous charge progressivement afin d’assurer la convergence. La méthode
consiste alors à effectuer une boucle de résolution non-linéaire en chacun des nt pas de temps {tj}j∈J1,ntK
ainsi définis, ce qui conduit à résoudre une succession de problèmes non-linéaires stationnaires. Puis, par
linéarisation, on se ramène finalement à résoudre une série de problèmes linéaires stationnaires jusqu’à
convergence.

Connaissant la solution au pas de temps tj−1, on cherche la solution au pas de temps suivant tj . On
note R le résidu d’équilibre (1.26), défini à partir de l’équation (1.20) par :

∀w∗ ∈ U0,

R
(
u,w∗

)
= −

∫

Ω0
S : δE∗ dV0 +

∫

Ω0
Jfd ·w∗ dV0 +

∫

∂N Ω0
JF−1(Fd + Fc

) ·w∗ dS0
(1.26)

où l’évaluation des termes manquants résulte de l’intégration locale des lois (1.21) définies précédemment.
Alors, par annulation du développement en séries de Taylor au premier ordre du résidu d’équilibre autour
de l’itéré précédent, et en notant u(k)

j (k ∈ N∗) les approximations successives de la solution recherchée

uj à l’instant tj , le schéma de résolution (1.27) consiste à trouver la correction ∆u(k+1)
j vérifiant :





DR
(
u

(k)
j ,w∗

)
·∆u(k+1)

j = −R
(
u

(k)
j ,w∗

)
∀w∗ ∈ U0

u
(k+1)
j = u

(k)
j + ∆u(k+1)

j

(1.27)

où DR
(
u

(k)
j ,w∗

) ·∆u(k+1)
j caractérise la dérivée directionnelle de R autour de l’itéré u(k)

j dans la di-

rection ∆u(k+1)
j . Dans [Wriggers, 2008, Ibrahimbegovic, 2009, de Borst et al., 2012, Bonnet et al., 2014],

on pourra trouver de plus amples détails. L’algorithme 1 récapitule les grandes étapes de résolution de la
méthode Newton-Raphson où η correspond à un critère d’arrêt fixé par l’utilisateur. L’évaluation de résidu
à chaque itération demande notamment l’intégration des équations locales du problème (1.25) où diverses
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techniques de résolution sont employées en fonction du type de non-linéarité considérée.

Une fois ramenée à la résolution successive de problèmes linéaires, n’importe quelle technique clas-
sique de résolution de système linéaire peut alors être utilisée : soit des solveurs directs comme MUMPS 1,
soit des solveurs itératifs tels que les méthodes de projection ou les solveurs de Krylov [Ciarlet, 2007, Go-
lub et Van Loan, 2013].

Algorithme 1 : Méthode Newton-Raphson

Initialisation : t0, u0

/* Boucle sur les pas de temps
{

tj

}
j∈J1,ntK */

for j = 1 .. nt do
Première estimation u(1)

j = uj−1

Evaluation du résidu d’équilibre R
(
u

(1)
j ,w∗

)

/* Boucle •(k) de résolution non-linéaire (k ∈ N∗) */

while ‖R‖ > η do
Calcul et assemblage de la matrice tangente
Détermination de la nouvelle correction DR

(
u

(k)
j ,w∗

) ·∆u(k+1)
j = −R

(
u

(k)
j ,w∗

)

Mise à jour de l’itéré u(k+1)
j = u

(k)
j + ∆u(k+1)

j

Evaluation du nouveau résidu d’équilibre R
(
u

(k+1)
j ,w∗

)

1.3.1.1 Spécificités des non-linéarités matériaux

Concernant les non-linéarités matériaux, il n’est pas rare d’avoir recours à un algorithme de Newton-
Raphson interne pour intégrer localement en chaque point de Gauss de chaque élément les équations
non-linéaires caractérisant le comportement telles que présentées en Section-1.1 pour le cas des lois élasto-
visco-plastiques de type Lemaitre-Chaboche. Dans toute la suite, quand nous ferons référence à la méthode
de Newton-Raphson, nous désignerons l’algorithme 1 dans son ensemble sans préciser la méthode d’inté-
gration locale des lois de comportement. En effet, une des forces de la méthode LATIN-PGD faiblement
intrusive qui sera présentée dans la deuxième partie de ce manuscrit est de pouvoir s’accommoder avec
les techniques de résolution utilisées dans les logiciels industriels sans aucune modification.

1.3.1.2 Spécificités des non-linéarités liées aux contacts

Concernant les non-linéarités de contact, une étape essentielle des codes éléments finis réside dans la
définition des opérateurs Cv et Cξ. Que le contact soit géré nœuds à nœuds, entre un groupe de nœuds et
un groupe de faces, ou entre deux groupes de faces, il est nécessaire de savoir évaluer les éléments qui
vont être reliés pour le contact. Ceci peut s’avérer être un véritable challenge au regard des performances
en grandes transformations (grands glissements par exemple) où l’algorithme de recherche topologique
peut devenir coûteux et représenter une part importante du coût total du calcul. Une fois la recherche du
contact effectuée, on détermine la projection et on résout les équations locales décrites par l’opérateur Ac

élément de contact par élément de contact. Il en résulte des conditions aux limites qui sont généralement
prises en compte par des méthodes de pénalisation, de Lagrangien ou encore de Lagrangien augmenté
[Wriggers et Zavarise, 2004].

1. MUltifrontal Massively Parallel sparse direct Solver : http://mumps.enseeiht.fr
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Pénalisation. Un coefficient de pénalisation p est rajouté dans la formulation énergétique pour forcer le
système à se conformer aux contraintes induites par les conditions de contact. Le choix de ce coefficient
de pondération est délicat : un coefficient trop faible ne permet pas de vérifier correctement les contraintes
tandis qu’un coefficient trop fort peut amener des difficultés numériques liées à une dégradation du condi-
tionnement. De manière générique, si F représente la fonctionnelle à minimiser sous la contrainte c alors
on introduit une nouvelle fonctionnelle G (1.28) telle que :

G(u) = F(u) + 1
2pc

2(u) (1.28)

Pour le cas du contact unilatéral par exemple, on passe ainsi d’un problème d’optimisation sous contrainte
d’inégalité à un problème d’optimisation sans contrainte ce qui permet ensuite d’utiliser les algorithmes
classiques d’optimisation sans contrainte [Nocedal et Wright, 2006].

Lagrangien augmenté. Un multiplicateur de Lagrange est introduit, ce qui permet de vérifier de ma-
nière exacte les contraintes du problème de contact. Un coefficient de pénalisation est généralement
conservé pour stabiliser la résolution ce qui conduit à une formulation de type Lagrangien augmenté (1.29)
donné par :

L(u, λ) = F(u) + λc(u) + 1
2pc

2(u) (1.29)

La formulation Lagrangien augmenté a été largement étudiée dans le cadre des problèmes de contact, que
ce soit sous hypothèse de petites perturbations [Kikuchi et Oden, 1988] ou en grandes transformations
[Alart et Curnier, 1991, Simo et Laursen, 1992]. Cette formulation débouche sur une fonctionnelle de type
point selle à minimiser [Pietrzak et Curnier, 1999].

La prise en compte des conditions aux limites par pénalisation ou par multiplicateurs de Lagrange
correspond à résoudre le problème de minimisation sous contrainte d’égalité. Un processus itératif est
donc nécessaire pour respecter les contraintes d’inégalité en venant mettre à jour les conditions de contact
à chaque itération. Pour ce faire, plusieurs méthodes sont possibles : la méthode des statuts, la méthode
d’Uzawa ou encore la méthode de Newton [Wriggers et Zavarise, 2004] en sont quelques illustrations.

Méthode des statuts. La méthode des statuts est relativement simple à mettre en œuvre [Wriggers,
1995]. Elle consiste à modifier les statuts des conditions de contact à chaque itération de l’algorithme en
imposant des conditions de Dirichlet et de Neumann. Typiquement, l’algorithme comporte deux grandes
étapes à chaque itération :

• la résolution de l’équilibre avec prise en compte des conditions aux limites induites par le contact ;

• la mise à jour des statuts des contacts en fonction des résultats de la résolution précédente. Par
exemple, si la résolution conduit à une interpénétration (dn < 0) alors une condition de Dirichlet
est imposée à l’itération suivante pour assurer la continuité des déplacements (dn = 0).

L’algorithme est considéré comme convergé lorsqu’aucun nœud n’a changé de statut entre deux itérations
successives. Malgré sa simplicité, l’opérateur de raideur doit être actualisé à chaque itération ce qui peut
s’avérer coûteux.

Méthode d’Uzawa. L’algorithme d’Uzawa [Bertsekas, 1984, Simo et Laursen, 1992] ajoute des rigi-
dités de type ressort – proportionnelles à la valeur de l’interpénétration – pour pénaliser les nœuds in-
terpénétrants et les ramener dans une situation acceptable. On se retrouve alors à itérer sur les efforts de
contact. Pour le cas du contact unilatéral par exemple, connaissant les efforts de contact normaux F (i)

n à
une itération, on vient résoudre l’équation d’équilibre (1.20) ce qui fournit une nouvelle valeur du saut de
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déplacement d(i)
n permettant alors de réactualiser la valeur des efforts de contact suivant la formule (1.30)

avec ρ un paramètre de la méthode :

F (i+1)
n = −〈F (i)

n + ρd(i)
n

〉
− (1.30)

L’algorithme d’Uzawa ne faisant intervenir que des conditions de Neumann, il présente l’avantage de
pouvoir mutualiser la factorisation de l’opérateur de rigidité sur l’ensemble des itérations lorsque l’on
utilise un solveur direct.

Méthode de Newton. Cette méthode est par exemple mise en œuvre dans [Curnier et Alart, 1988, Alart
et Curnier, 1991, Alart, 1997]. Les lois de contact n’étant pas toujours différentiables, il est possible de
les régulariser pour retrouver une loi bi-univoque. L’algorithme de Newton fait alors intervenir le jacobien
généralisé ce qui permet d’avoir une architecture commune de résolution pour intégrer simultanément les
non-linéarités matériaux et les non-linéarités de contact entre autres. C’est la version standard en grandes
transformations utilisée dans le logiciel Simcenter Samcef

TM
où la non-linéarité de type contact est gérée

comme n’importe quelle autre non-linéarité (matérielle ou géométrique). Cette résolution du contact cou-
plée se distingue donc d’une résolution découplée nécessitant l’introduction d’une boucle d’optimisation
supplémentaire pour gérer spécifiquement le contact entre chaque itération de l’algorithme 1 de Newton-
Raphson si d’autres non-linéarités entrent en considération. Dès que les non-linéarités géométriques sont
considérées (la configuration de référence C0 ne coïncide plus avec la configuration déformée C) alors un
reprofilage de la matrice jacobienne est requis à chaque itération dans la mesure où les opérateurs Cv et
Cξ peuvent varier d’une itération à une autre.

1.3.1.3 Spécificités des non-linéarités géométriques

Concernant les non-linéarités géométriques, il faut prendre en compte la variation de géométrie, ce qui
induit une rigidité – géométrique – supplémentaire [Zienkiewicz et Taylor, 2005, Ibrahimbegovic, 2009].
Sans perte de généralité, on se place dans le cadre de l’(hyper-)élasticité où on note C le tenseur d’élasticité
qui découle d’un potentiel densité d’énergie interne et on ne considère pas les efforts de contact. De plus,
pour simplifier les notations, on note ū = u

(k)
j l’itéré du schéma de résolution – supposé connu – autour

duquel on effectue la linéarisation. Ainsi, toutes les quantités •̄ sont connues et évaluées en ū. L’opérateur
de rigidité tangent KT éléments finis découle de la dérivée directionnelle DR

(
ū,w∗

) · ∆u, explicitée
en (1.31), qui se décompose en deux termes [Wriggers, 2008] :

DR
(
ū,w∗

) ·∆u =
∫

Ω0
δĒ∗ · C̄[∆Ē

]
dV0

︸ ︷︷ ︸
terme de rigidité matériaux

+
∫

Ω0
gradC0∆u S̄ · gradC0w

∗ dV0
︸ ︷︷ ︸

terme de rigidité géométrique

(1.31)

avec ∆Ē = 1
2
[
tF̄ gradC0∆u+tgradC0∆u F̄

]
l’incrément de déformation du tenseur de Green-Lagrange

qui possède la même structure que δĒ∗ = 1
2
[
tF̄ gradC0w

∗ + tgradC0w
∗ F̄
]
. À noter qu’en présence de

forces suiveuses, un troisième terme vient s’ajouter que nous ne détaillons pas ici.

Sous le formalisme éléments finis, l’expression (1.31) coïncide avec la formule (1.32) présentant les
matrices de rigidité matériaux Km et géométrique Kg respectivement. En notant B[e] l’opérateur élé-
ments finis élémentaire reliant les déformations δE[e] aux déplacements généralisés aux nœuds u[e] sur un
élément δE[e] = B[e]u[e] alors la matrice tangente K[e]

T élémentaire (1.32) s’écrit :

K[e]
T =

∫

Ωe

tB[e]C[e]B[e] dΩe

︸ ︷︷ ︸
K[e]
m

+
∫

Ωe

∂ tB[e]

∂u[e] S[e] dΩe

︸ ︷︷ ︸
K[e]
g

(1.32)
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où C[e] désigne la matrice tangente élémentaire constitutive de la loi matériau. Nous verrons notamment
au Chapitre-6 que cette rigidité géométrique possède un fort impact sur le choix de la direction de re-
cherche pour la méthode LATIN-PGD en grandes transformations.

De plus, en cas d’instabilité géométrique, des méthodes de continuation peuvent s’ajouter [Riks, 1972,
Crisfield, 1981] pour passer les points critiques. Elles ne sont pas étudiées dans le cadre de ces travaux.

1.3.2 Variantes autour de la méthode Newton-Raphson

L’évaluation systématique de la direction tangente et la résolution du système linéaire à chaque itéra-
tion peuvent s’avérer coûteuses dans la recherche successive des termes de la série convergente

(
∆u(k)

j

)
k∈N.

De multiples variantes de la méthode Newton-Raphson ont ainsi été développées. L’idée générale consiste
à utiliser une direction plus ou moins proche de la direction tangente mais plus simple à calculer quitte
à effectuer quelques itérations supplémentaires – moins coûteuses. On présente dans ce qui suit quelques
variantes [Matthies et Strang, 1979, Wriggers, 2008] couramment rencontrées dans les codes de calculs
industriels.

1.3.2.1 Newton-Raphson modifié

Cette variante, la plus simple, consiste à calculer et à assembler la matrice tangente à la première
itération puis à la conserver pour toutes les itérations suivantes. On peut alors garder en mémoire la facto-
risation de la matrice pour l’ensemble des itérations de la boucle de résolution non-linéaire, ce qui conduit
généralement à des gains en temps de calculs appréciables dès que le nombre n de degrés de liberté devient
grand. En effet, la factorisation de la matrice tangente possède une complexité algorithmique en O(n3)
alors que la résolution du système triangulaire résultant ne présente une complexité qu’en O(n2). En
contrepartie, le taux de convergence est dégradé : on passe d’une convergence quadratique à une conver-
gence linéaire localement. Un compromis est donc généralement trouvé sur la fréquence de réactualisation
de la matrice tangente en prenant en considération la vitesse de décroissance de l’erreur en résidu comparé
au coût de résolution sur une itération.

1.3.2.2 Quasi-Newton

Cette seconde variante, dont l’idée générale consiste à approximer la direction tangente par la sécante,
possède une convergence super-linéaire [Luenberger et Ye, 2016]. Se plaçant à un pas de temps tj donné,
on omet l’indice j dans ce paragraphe pour simplifier les notations. Plutôt que de résoudre le système
linéaire (1.27) à partir de la vraie direction tangente KT, on préfère utiliser la direction sécante KS définie
à partir de la formule (1.33) où G(k) représente le résidu évalué en u(k) – équivalent de R

(
u(k),w∗

)
–

sous le formalisme éléments finis, δ(k) = ∆u(k) et g(k) est la variation du résidu sur deux itérations
successives :

K(k)
S

(
u(k) − u(k−1)
︸ ︷︷ ︸

δ(k)

)
= G(k−1) −G(k)
︸ ︷︷ ︸

g(k)

(1.33)

Plus précisément, on cherche à évaluer à moindre coût l’inverse de la matrice K(k)
S lors de la résolution

du système linéaire. Plusieurs algorithmes ont été développés à cet effet dont la méthode BFGS [Broyden,
1965] couramment utilisée dans les codes industriels.

Méthode BFGS. Cette méthode développée à l’origine dans le cadre de problèmes d’optimisation non-
linéaires sans contrainte définit une procédure permettant de calculer aisément l’inverse

[
K(k)

S

]−1 à partir

de
[
K(k−1)

S

]−1 la matrice inverse des itérations précédentes [Matthies et Strang, 1979]. L’update de la
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matrice passe par une correction de rang faible (1.34) qui présente l’avantage de conserver les propriétés
intéressantes – le côté symétrique défini-positif :

[
K(k)

S

]−1
=
(
1 + a(k) tb(k)

)[
K(k−1)

S

]−1(
1 + b(k) ta(k)

)
(1.34)

avec 



a(k) = 1
tg(k)δ(k)δ

(k)

b(k) =
[ tδ(k)g(k)

tδ(k)K(k−1)
S δ(k)

]1/2
G(k−1) − g(k)

(1.35)

On note en particulier que l’on a également la relation K(k−1)
S δ(k) = −G(k−1) de l’itéré précédent.

Dans la pratique, on n’a pas besoin de déterminer explicitement la nouvelle approximation de la matrice
pour résoudre le système linéaire dans l’algorithme 1 de Newton-Raphson si on conserve en mémoire les
différents vecteurs a(k) et b(k) au cours des itérations. Cette procédure s’avère en général efficace dès lors
que le nombre de facteurs reste raisonnable (0 < k 6 15) ce qui permet de considérer le temps associé aux
différents produits scalaires de complexité O(n) négligeable devant la résolution du système triangulaire
factorisé par montée-descente. Lorsque k devient trop grand, on peut alors se donner une nouvelle matrice
initiale (et sa factorisation) et recommencer la procédure. L’algorithme 2 synthétise la procédure d’update
par la méthode BFGS à une itération k donnée.

Algorithme 2 : Procédure d’update-BFGS à une itération k donnée

/* Procédure permettant de calculer à moindre coût l’itéré u(k+1)
*/

Data : On connait K(0)
S = L tL (et sa factorisation) ainsi que u(k) et {a(k), b(k)}

Result : On cherche l’approximation
[
K(k)

S

]−1 (1.34) de rang 2 pour résoudre K(k)
S δ(k+1) = G(k)

/* Initialisation */

q(k) = G(k)

/* Résolution */

for i = k .. 1 do
On calcule q(i−1) =

(
1 + b(i) ta(i)

)
q(i)

On effectue la résolution
[
K(0)

S

]−1
q(0) = c(1) connaissant la factorisation K(0)

S = L tL

for i = 1 .. k do
On calcule c(i+1) =

(
1 + a(i) tb(i)

)
c(i)

/* Actualisation */

On a finalement c(k+1) = δ(k+1) et on déduit u(k+1) = u(k) + δ(k+1)

1.3.3 Méthode LATIN

La méthode LATIN [Ladevèze, 1985, Ladevèze, 1999] consiste à mener une approche globale et ité-
rative simultanément sur l’espace et le temps. Alors que dans le cadre d’une résolution classique par un
algorithme de Newton-Raphson, l’intervalle d’étude I est parcouru une unique fois afin d’orchestrer la
résolution pas de temps par pas de temps, avec la méthode LATIN cet intervalle temporel est pris d’un
seul tenant et étudié à de multiples reprises au cours de la résolution. La méthode LATIN est, de fait,
une méthode itérative non-incrémentale qui, à chaque itération, produit une meilleure approximation de la
solution sur l’ensemble de l’espace et du temps.
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Cette méthode a été largement étudiée avec différents cas d’application : en présence de non-linéarités
matériaux [Relun et al., 2013, Bhattacharyya et al., 2018], pour les problèmes d’assemblages [Blanzé
et al., 1996], de contact [Giacoma et al., 2014, Ribeaucourt et al., 2007] ou de décomposition de domaines
[Champaney et al., 1997], dans le cadre de la dynamique non-linéaire [Royer, 1990, Odièvre et al., 2010],
pour les problèmes multi-physiques [Dureisseix et al., 2003, Néron et Dureisseix, 2008], ou encore en
présence de grandes transformations [Boucard et al., 1997, Bellenger et Bussy, 1998]. On pourra trouver
en Annexe A un état de l’art des principaux développements menés autour de la méthode LATIN ces
dernières années. Avant tout, la méthode LATIN doit être vue comme un solveur non-linéaire capable de
traiter sous un même formalisme soit des problèmes d’évolution non-linéaires sur un domaine donné, soit
des méthodes de décomposition de domaines – avec ou sans présence de non-linéarités dans les sous-
domaines –, soit de jouer le rôle de couplage entre différentes physiques. Dans le cadre de ces travaux, on
s’intéresse tout particulièrement au premier cas impliquant n’importe quel type de non-linéarité.

1.3.3.1 Principes fondamentaux

La méthode LATIN se base sur 3 principes fondamentaux [Ladevèze, 1999] :
• Principe P1 : la séparation des difficultés. Les équations du problème sont séparées en deux

groupes : un premier groupe d’équations locales en temps et en espace, éventuellement non-linéaires,
noté Γ et un second groupe d’équations linéaires, éventuellement globales en espace noté Ad ;
• Principe P2 : un algorithme à deux directions de recherche. À chaque itération, on construit alterna-

tivement une solution dans chacun des groupes Γ et Ad : comme le montre la Figure 1.5, la première
étape, dite locale (aussi appelée étape de montée) consiste à rechercher la solution ŝ` ∈ Γ sachant
s` ∈ Ad en exploitant la direction de recherche de montée Υ+ tandis que la seconde étape, dite
globale ou linéaire (aussi appelée étape de descente), consiste à rechercher la solution s`+1 ∈ Ad

connaissant ŝ` ∈ Γ en utilisant la direction de recherche de descente Υ−. Les deux espaces Υ+

et Υ− additionnels sont caractérisés par deux opérateurs Θ+ et Θ− respectivement. L’opérateur
Θ− est choisi linéaire pour garantir une étape globale linéaire, tandis que l’autre opérateur Θ+ peut
potentiellement être pris non-linéaire mais doit rester local. Il faut noter que ces opérateurs sont
les paramètres clés de la méthode LATIN. Des résultats de convergence ont été démontrés dans
[Ladevèze, 1999] sous certaines conditions – en considérant les opérateurs Θ+ et Θ− linéaires
défini-positifs, strictement monotones et orthogonaux entre eux au sens d’une certaine norme ;
• Principe P3 : l’utilisation d’une représentation adaptée. Le fait de raisonner sur l’ensemble de l’es-

pace et du temps nous amène à manipuler des solutions qui peuvent s’avérer coûteuses en espace de
stockage et en temps de calculs. Cependant, le fait de connaître une approximation spatio-temporelle
complète à chaque itération nous permet de mettre en œuvre une technique de réduction de modèle
par PGD [Benner et al., 2021] au niveau de l’étape globale, d’où le nom de méthode LATIN-PGD.
Pour être plus précis, les différents champs sont alors décrits comme (1.36) une somme de produits
à variables séparées espace-temps :

s`(x, t) =
m∑̀

i=1
λi(t)Φi(x) (1.36)

avec {λi}16i6m`
∈ IR ≡ L2(I) et {Φi}16i6m`

∈ T ≡ H1
0 (Ω). Dans la suite, nous appellerons

ainsi modes PGD les m` produits spatio-temporels qui forment ensemble ce que l’on appelle une
base réduite. Nous reviendrons plus en détails sur les méthodes de réduction de modèles dans le
Chapitre-2.

Un critère d’arrêt basé sur la distance entre les quantités ŝ` ∈ Γ et s`+1 ∈ Ad au sens d’une certaine
norme est généralement utilisé. L’algorithme 3 décrit le fonctionnement de la méthode LATIN-PGD de
manière générique où une étape de relaxation est introduite pour aider la convergence et donc accroître la
robustesse.

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire
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Étape locale

ŝ` ∈ Γ
(ŝ` − s`) ∈ Υ+

︸
︷︷
︸

Étape linéaire

s`+1 ∈ Ad

(s`+1 − ŝ`) ∈ Υ−
︸
︷︷
︸

Ad

Γ

sχ s`

ŝ`

s`+1

Υ+Υ−

s0 ∈ Ad s` ∈ Ad ŝ` ∈ Γ s`+1 ∈ Ad sχ ∈ Ad ∩ Γ
︸ ︷︷ ︸

Itération `

locale linéaire

FIGURE 1.5 – Schéma itératif convergent méthode LATIN-PGD

Algorithme 3 : Méthode LATIN-PGD

Initialisation : s0 ∈ Ad

/* Boucle •` sur les itérations LATIN */

while ω` > η do
/* Étape locale */

Connaissant s` ∈ Ad, on cherche ŝ` ∈ Γ pour chaque pas de temps tel que :{
ŝ` ∈ Γ
(ŝ` − s`) ∈ Υ+

/* Étape globale */

Connaissant ŝ` ∈ Γ, on cherche s`+1 ∈ Ad pour chaque pas de temps tel que :{
s`+1 ∈ Ad

(s`+1 − ŝ`) ∈ Υ−
/* Relaxation */

s`+1 ← µrs`+1 + (1− µr)s`
/* Indicateur d’erreur */

On évalue l’erreur ω`

1.3.3.2 Les grandes variantes

Toujours basées sur les trois principes précédents, plusieurs variantes de la méthode LATIN-PGD
ont été étudiées. Ces différentes variantes se distinguent par trois choix principaux : la définition des
espaces Ad et Γ, les variables considérées dans s et le choix des directions de recherche. Historiquement,
trois grandes variantes ont émergé : une variante fonctionnelle avec s = (ε,σ) [Ladevèze, 1985, Bussy
et al., 1990, Boisse et al., 1991], une variante à variables internes s = (Ξ,Ξ∗) [Cognard et Ladevèze,
1993, Ladevèze, 1999, Relun et al., 2013] où Ξ∗ représente les quantités duales des différentes variables
internes Ξ et une variante pour les problèmes de contact [Ladevèze, 1999, Giacoma et al., 2014, Oumaziz
et al., 2017] – ou de décomposition de domaines. On pourra se référer à [Scanff et al., 2021] pour plus
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de détails. Dans le cadre de ces travaux, on retient une approche fonctionnelle qui présente sous certains
aspects de fortes similarités avec l’algorithme de Newton-Raphson comme nous le verrons au Chapitre-5.

1.3.3.3 Stratégie multi-paramétrique

Une des propriétés intéressantes de la méthode LATIN-PGD est de pouvoir initialiser l’algorithme
avec n’importe quel champ s0 ∈ Ad. Ainsi, lors d’études paramétriques, il est intéressant d’exploiter les
calculs précédents pour accélérer la résolution : en donnant dès l’initialisation une approximation proche
de la solution, quelques itérations supplémentaires de l’algorithme suffisent alors généralement pour capter
la solution complète. Cette méthodologie a déjà été employée dans [Boucard et Champaney, 2003, Re-
lun, 2011, Laurent, 2013, Nachar, 2019]. Plusieurs choix sont possibles pour définir l’initialisation d’un
nouveau calcul (pour une nouvelle valeur des paramètres) à partir des solutions déjà calculées :
• à partir du plus proche voisin dans l’espace paramétrique – au sens d’une norme euclidienne par

exemple ;
• grâce à une combinaison pondérée des points les plus proches dans l’espace paramétrique ;
• par interpolation dans la variété de Grassmann [Amsallem et Farhat, 2008].

Il convient de préciser que le choix des points procurant un cheminement optimal dans l’espace paramé-
trique, au sens de la minimisation du nombre d’itérations, est loin d’être trivial. Nous utilisons simplement
cette propriété avantageuse lors des applications présentées au Chapitre-9, aucun nouveau développement
n’étant envisagé dans le cadre de ce manuscrit.

1.4 Études fréquentes rencontrées en environnement industriel

Les systèmes industriels sont bien souvent complexes à mettre en œuvre car devant répondre à une
multitude de contraintes imposées par le cahier des charges. Ainsi, que ce soit au niveau de la conception,
de l’optimisation, de la validation ou de la maintenance prédictive des structures, il est courant de vou-
loir tester différentes configurations impliquant divers paramètres µ ∈ D. Ces derniers peuvent être de
natures très variées : données matériaux entachées d’incertitude, température, conditions aux limites mal
connues, modification de géométrie, etc. Des exemples faisant intervenir ces paramètres seront donnés
au Chapitre-9. Hormis la température peut-être, la définition de l’ensemble de ces paramètres demeure
fortement liée au problème d’intérêt, et ainsi, il n’est généralement pas possible de définir un espace
paramétrique D universel. Dit autrement, chaque application spécifique possède son propre jeu de pa-
ramètres d’influence. Forts de cette remarque, nous traiterons donc différemment ces paramètres µ des
autres grandeurs que sont l’espace et le temps, qui interviennent naturellement dans tout problème non-
linéaire quasi-statique. C’est d’ailleurs ce qui est naturellement fait dans les codes de calculs industriels :
à chaque calcul est exhibée une solution spatiale à certains instants (archivés) pour un jeu de paramètres
µ fixés. Il y a donc autant de calculs à réaliser que de valeurs de paramètres à tester ce qui conduit inexo-
rablement à la malédiction de la dimensionnalité.

Différentes techniques permettent de réduire cette complexité paramétrique exponentielle : les mé-
thodes des plans d’expériences, les méta-modèles et toute la famille des méthodes de réduction de modèles
[Benner et al., 2021]. Des logiciels d’exploration d’espace paramétrique comme HEEDS

TM
, généralement

utilisés en environnement industriel, conduisent à une exploration plus parcimonieuse de ces espaces.
Cette recherche optimisée, au sens d’un certain critère, permet notamment de générer des surfaces de
réponse, des abaques virtuels, exploitables par la suite en temps réel. Cependant, chaque calcul réalisé
lors du processus automatisé de cheminement dans l’espace de conception reste bien souvent coûteux à
mener, ce qui amène de plus en plus à se tourner vers d’autres outils comme les méthodes de réduction de
modèles. Dans le Chapitre-2, nous donnons plus de détails quant aux techniques de réduction de modèles
usuellement rencontrées en mécanique non-linéaire.

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire



Chapitre 2

Méthodes de réduction de modèles pour la
mécanique

Ce chapitre rappelle les différentes méthodologies usuellement rencontrées en
matière de réduction de modèles. On présente tout particulièrement la gestion

des non-linéarités ainsi que l’intérêt des méthodes de réduction de modèles
pour l’industrie.
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L’objectif des méthodes de réduction de modèles (ROM) est de limiter la complexité calculatoire des
modèles mathématiques lors des simulations numériques. La notion de réduction de modèles peut prêter à
confusion puisqu’il ne s’agit pas de trouver un modèle de substitution moins coûteux au modèle 3D (mo-
dèle 2D voire 1D ou encore de suppléer le modèle mathématique par des données au moyen de techniques
de Machine Learning par exemple), mais bien de conserver toute la richesse du modèle mathématique.
Seule la représentation des inconnues change : on cherche simplement à exhiber la solution du modèle
– inchangé, riche – sous un format réduit de rang faible. En exploitant la redondance de l’information
inhérente à la physique, on peut alors compresser cette information pour ne préserver que l’essentiel du
comportement, les effets dominants, limitant d’autant les temps de calculs associés. De plus, l’approxima-
tion introduite au niveau de la représentation des inconnues dépend directement de l’ordre de troncature.
Ces méthodes sont notamment d’une grande aide lors d’études paramétriques pour vaincre la malédiction
de la dimensionnalité. L’extension à un grand nombre de paramètres reste encore une question ouverte
[Paillet et al., 2018]. Dans ce qui suit, nous rappelons brièvement les différentes méthodes ROM couram-
ment utilisées en mécanique.
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2.1 Approximation de rang faible

Comme évoqué au Chapitre-1, en mécanique du solide, les champs u recherchés dépendent géné-
ralement de l’espace x ∈ Ω, du temps t ∈ I et de divers paramètres influents µ ∈ D qui intéressent
l’ingénieur lors des phases de conception ou de maintenance prédictive. Classiquement, on cherche la so-
lution u dans l’espace éléments finis Un de dimension n finie. Généralement, n est grand voire très grand
pour les problèmes industriels : n ≡ O(107). Cette solution, exhibée par tous les logiciels industriels par
éléments finis, peut être considérée comme solution de référence – solution haute fidélité. L’idée générale
des méthodes de réduction de modèles consiste à rechercher un espace de représentation adéquat de plus
petite dimension, sous forme à variables séparées (2.1) – aussi appelée forme canonique – composée de
m� n modes :

u(x, t ;µ) ≈ um(x, t ;µ) =
m∑

i=1
Λi(x)λi(t)

p∏

k=1
αki (µk) (2.1)

avec p le nombre de paramètres µ = (µ1, µ2, · · · , µp) dans l’espace D. Du point de vue des notations,
nous utilisons le « point virgule » pour faire la différence entre les variables spatio-temporelles qui sont
systématiquement impliquées dans n’importe quelle simulation et les paramètres µ qui peuvent éventuel-
lement venir s’ajouter. Par ailleurs, le champ u n’est pas nécessairement un champ vectoriel (déplacement
par exemple) : une telle décomposition peut également s’employer pour des champs scalaires (plasticité
cumulée) ou encore des champs tensoriels (tenseur des contraintes) en travaillant composante par compo-
sante.

Outre le format canonique (2.1) retenu dans le cadre de ces travaux, d’autres représentations de rang
faible sont possibles pour représenter les champs à plusieurs variables (x, t, µ) : on peut par exemple citer
les formats de Tucker [Tucker, 1966], Tucker hiérarchique [Hackbusch et Kühn, 2009], TT (Tensor-Train)
[Oseledets, 2011] ou encore tenseur de Kruskal (k-tensor) [Kolda et Bader, 2009]. Toutefois, ces différents
formats ne seront pas discutés ici et de plus amples détails se trouvent dans [Hackbusch, 2012, Benner
et al., 2017].

La décomposition sous forme à variables séparées fonctionne généralement bien lorsque les variables
demeurent peu couplées entre elles. Un nombre de modes m réduit permet alors de représenter la solution
avec une bonne précision. En revanche, ce n’est de manière générale pas le cas des problèmes de transport,
de convection ou encore de propagation d’ondes par exemple où les variables d’espace et de temps de-
meurent intimement couplées. Des techniques de changement de variables peuvent alors parfois permettre
de retrouver une forme facilement séparable [Cagniart et al., 2019]. Du point de vue mathématique, la
notion d’épaisseur de Kolmogorov permet d’appréhender la plus ou moins bonne séparabilité du champ
u ∈ U0 sous forme à variables séparées. Définie suivant (2.2), la m-épaisseur de Kolmogorov mesure
la possibilité d’approximer le sous-espace vectoriel de dimension infinie U0 ⊂ U par un sous-espace
vectoriel Mm de dimension m finie :

dm(U0) = inf
Mm⊂ U

{
sup
u∈U0

[
inf

um ∈Mm

‖u− um‖U
]}

(2.2)

Une épaisseur de Kolmogorov petite signifie que l’espace Mm fournit une assez bonne connaissance de
l’espace entier U0. On espère alors obtenir une épaisseur dm petite pour m assez petit : c’est la base des
méthodes de réduction de modèles. Ces dernières fonctionnent particulièrement bien lorsque dm décroit
relativement rapidement à mesure que la dimension m de l’espace Mm augmente. De manière quali-
tative, cela signifie que chaque nouveau mode ajouté dans la base génératrice de l’espace Mm apporte
une grande partie de l’information manquante pour décrire correctement l’espace U0. La notion de m
assez petit est bien sûr à mettre en regard de la dimension n de l’espace éléments finis : si (ϕi)16i6n
désigne les fonctions de forme éléments finis classiques qui engendrent l’espace Un = Vect

{
(ϕi)16i6n

}
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et Mm = Vect
{
(Λi)16i6m

}
, on espère avoir Mm proche de U0 pour m� n. C’est ce qui va permettre

de réduire efficacement les temps de calculs.

En pratique, la recherche du sous-espace vectoriel Mm optimal est infaisable puisque l’on ne sait
pas calculer l’épaisseur de Kolmogorov dm, hormis quelques cas particuliers. L’application des méthodes
de réduction de modèles passe alors par des algorithmes susceptibles de fournir un sous-espace vectoriel
proche du sous-espace optimal, comme par exemple l’algorithme glouton (greedy) que nous verrons par
la suite.

Toutes les méthodes de réduction de modèles permettent d’exhiber une décomposition sous la forme
d’une somme finie de fonctions à variables séparées (2.1), décomposition qui n’est pas unique. Les dif-
férentes méthodes de réduction de modèles découlent donc des diverses manières de faire pour aboutir à
une telle décomposition.

2.2 Analyse d’un champ connu : Analyse en Composantes Principales

L’Analyse en Composantes Principales (PCA) est un des piliers de l’analyse de données [Pearson,
1901, Jolliffe, 1986] utilisée notamment à l’origine en statistique multivariée. En fonction des domaines
d’application, et des différentes communautés scientifiques sous-jacentes, cette méthode s’assimile vo-
lontiers à la Décomposition de Karhunen-Loève (KLD) [Karhunen, 1947, Loève, 1955] ou encore à la
Décomposition en Valeurs Singulières (SVD) [Golub et Van Loan, 2013]. En dimension finie, la PCA et
la SVD sont d’ailleurs complètement équivalentes. La SVD est une opération classique des bibliothèques
d’algèbre linéaire comme LAPACK 1 par exemple. Cette opération est donc aisément accessible dans tous
les codes industriels.

La SVD peut être vue comme une généralisation aux matrices rectangulaires d’une décomposition
aux valeurs propres de matrices carrées. Soit X ∈ Mq,r(R) une matrice rectangulaire à coefficients
réels. Quitte à travailler avec la transposée, on peut supposer que q > r. Effectuer la SVD de X (2.3)
consiste à trouver les matrices U ∈ Oq(R) et V ∈ Or(R) orthogonales, ainsi que la matrice diagonale
Σ ∈Mq,r(R) telles que :

X = UΣ tV (2.3)

où, quitte à effectuer une renumérotation, on peut supposer que les valeurs singulières sont rangées par
ordre décroissant σ1 > σ2 > · · · > σr > 0 avec Σ = diag

(
(σi)16i6r

)
. La plupart du temps en méca-

nique, il est courant de manipuler des matrices où q � r, c’est-à-dire qu’une des dimensions est beaucoup
plus grande devant l’autre – en considérant pour q la dimension spatiale n = O(107) et pour r la dimen-
sion temporelle nt = O(102) par exemple. Il est alors plus commode de résoudre un problème aux valeurs
propres de plus petites dimensions. En effet, du fait de l’orthogonalité des matrices U et V , réaliser la
SVD de la matrice X se révèle être complètement équivalent à trouver les valeurs propres

{
σ2
i

}
16i6r de

la matrice carrée tXX ∈Mr,r(R).

Bien souvent, comme la décroissance des valeurs propres est relativement rapide, il semble raisonnable
de tronquer la décomposition à partir d’un certain rang. Considérer l’approximation de rang k (2.4) revient
à tenir compte des k premières valeurs propres uniquement :

X ≈Xk =
k∑

i=1
σiUi ⊗ Vi (2.4)

1. Linear Algebra PACKage : http://www.netlib.org/lapack/
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avec
{
Ui
}

16i6q les vecteurs singuliers à gauche et
{
Vi
}

16i6r les vecteurs singuliers à droite. La décom-
position en valeurs singulières n’est alors plus exacte mais la majeure partie de l’information peut être
conservée, l’erreur de troncature étant directement corrélée à la décroissance du spectre de tXX , soit la
décroissance des valeurs singulières. Pour fixer les idées, prenons l’illustration de l’application de la SVD
à une image de (2800×4200) pixels. La Figure 2.1 fournit la résolution obtenue en considérant différents
rangs d’approximation où les sous-figures 2.1d à 2.1f représentent la carte d’erreur résultante par rapport
à l’image de référence, en négatif (un pixel blanc signifie une erreur nulle, tandis qu’un pixel noir corres-
pond à une erreur maximale). La Figure 2.2 illustre la décroissance des valeurs singulières. L’erreur de
troncature commise (2.5) peut s’exprimer sous la forme :

eksvd =

r∑

i=k+1
σi

r∑

i=1
σi

(2.5)

On observe qu’une centaine de modes suffit pour avoir une représentation visuellement satisfaisante. Ce
nombre, relativement élevé, s’explique par une décroissance assez lente des valeurs singulières, liée aux
nombreuses discontinuités présentes dans l’image. Cependant, les champs usuellement rencontrés en mé-
canique sont de manière générale bien plus réguliers du fait de la physique régularisante. Ainsi, hormis
quelques exceptions comme les problèmes de contact ou les problèmes avec apparition de fissures, un
nombre de modes relativement faible suffit la plupart du temps pour représenter convenablement la solu-
tion.

(a) k = 5 (b) k = 20 (c) k = 150

(d) k = 5 (e) k = 20 (f) k = 150

FIGURE 2.1 – Différents rangs k d’approximation d’une image de (2800× 4200) pixels et cartes
d’erreurs correspondantes : (a) – (d) k = 5, (b) – (e) k = 20, (c) – (f) k = 150

La SVD permet donc une compression de l’information dans la mesure où l’image initiale composée
de (2800 × 4200) pixels nécessite un stockage de 11.76 MB tandis qu’une SVD tronquée au 150e rang
permet de ne stocker que 1.14 MB sans perte essentielle d’information. C’est l’idée principale reprise par
la Proper Orthogonal Decomposition (POD) que nous détaillons par la suite : une compression de données
offline avant une utilisation online efficace.
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FIGURE 2.2 – Décroissance des valeurs singulières normées par rapport à σ1

2.3 Résolution d’équations aux dérivées partielles paramétriques

Les méthodes de réduction de modèles [Benner et al., 2021] ont déjà largement été utilisées pour
la résolution des équations aux dérivées partielles paramétrées pour diverses applications en mécanique
du solide [Kerfriden et al., 2012, Ladevèze, 2014, Giacoma et al., 2016, Fauque et al., 2018], en bio-
mécanique [González et al., 2016, Quesada et al., 2016, Zou et al., 2018], en mécanique des fluides
[Dumon et al., 2011, Hesthaven et Ubbiali, 2018] ou encore pour les problèmes multi-physiques [Be-
ringhier et al., 2010, Néron et Ladevèze, 2010]. Parmi les méthodes les plus classiques rencontrées en
mécanique, on trouve les méthodes Proper Orthogonal Decomposition (POD), Reduced-Basis (RB) et
plus récemment Proper Generalized Decomposition (PGD). Usuellement, deux grandes catégories de mé-
thodes se distinguent : les méthodes a posteriori (POD et RB) opposées aux méthodes a priori (PGD).
Une première phase d’apprentissage offline – coûteuse – à partir de données, issues de l’exploration de
l’espace paramétrique, caractérisent les méthodes a posteriori, tandis que l’exploitation du modèle réduit
– peu coûteux – par projection des équations sur la base réduite n’intervient que dans une seconde phase
dite online. A contrario, les méthodes a priori permettent de calculer directement la solution du problème
d’intérêt sans nécessiter la résolution de problèmes connexes.

Bien que toutes ces méthodes puissent également intervenir dans le cadre des problèmes d’approxi-
mation – d’un champ connu –, nous nous intéressons plus spécifiquement à la résolution des équations
aux dérivées partielles paramétriques, classiquement résolues par les logiciels éléments finis industriels.

2.3.1 Méthode Proper Orthogonal Decomposition (POD)

La méthode Proper Orthogonal Decomposition (POD) [Chatterjee, 2000, Rowley et al., 2004], qui
est parfois assimilée à la KLD ou à la PCA [Jolliffe, 1986], est largement utilisée en mécanique dont les
premières applications se trouvent dès la fin des années soixante [Lumley, 1967]. En deux dimensions, la
POD peut être vue comme une version continue de la SVD. Dans sa version discrète, et en considérant la
norme L2(V), la POD et la SVD sont équivalentes. On présente ci-après la POD-Galerkin dans sa version
discrétisée éléments finis et on note 〈•, •〉 le produit scalaire dans L2(V). L’idée consiste à chercher la
solution u dans un espace Mm = Vect

{
(ψi)16i6m

}
de plus petite dimension (m) que l’espace éléments
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finis V (de dimension n) sous la forme (2.6) suivante :

u(ξ) =
m∑

i=1
ai(ξ)ψi (2.6)

où par rapport à (2.1) on regroupe dans ξ ∈ I × D l’ensemble des paramètres, y compris la variable
temporelle.

Construction et analyse de données offline. La phase offline ou phase d’apprentissage consiste à
construire la famille orthonormée génératrice de l’espace Mm. Pour ce faire, on se munit d’un ensemble
de snapshots issus de données expérimentales, d’images ou de solutions haute fidélité calculées à par-
tir d’un logiciel éléments finis par exemple. Chacun de ces snapshots correspond à une réalisation d’un
point (ξj)16j6N dans l’espace paramétrique avec N le nombre de tirages. C’est la phase coûteuse de la
méthode. En concaténant l’ensemble des snapshots, on définit la matrice d’observation X . Parmi l’en-
semble de ces snapshots, on cherche ensuite à déceler la structure de rang faible sous-jacente, c’est-à-dire
la meilleure approximation possible sous la forme (2.6) au sens d’une certaine norme – L2(V) ici – en
résolvant le problème de minimisation (2.7) suivant :

{
ψi
}

16i6m = arg min
〈ψi,ψk〉= δik

N∑

j=1

∥∥∥∥∥u(ξj)−
m∑

i=1
〈u(ξj),ψi〉ψi

∥∥∥∥∥

2

L2(V)
(2.7)

On peut montrer que la minimisation du problème (2.7) revient à maximiser une somme de quotients de
Rayleigh et donc à résoudre un problème aux valeurs propres, de manière similaire à ce qui est fait lorsque
l’on réalise une PCA ou une SVD, ce qui revient à :

• évaluer la matrice corrélation des snapshots S = tXX ;

• résoudre le problème aux valeurs propres défini par S pour déterminer les couples
(
σ2
i ,Vi

)
16i6N

associés aux plus grandes valeurs propres ;

• trouver les vecteurs de base
{
ψi
}

16i6m par la formule d’équivalence (2.8) suivante :

∀i ∈ J1,mK, ψi = 1
σi

N∑

j=1

(
Vi
)
j
u(ξj) (2.8)

Utilisation du modèle réduit online. Cette seconde phase consiste à déterminer à la volée les coeffi-
cients (ai)16i6m de la décomposition (2.6) pour de nouveaux jeux de paramètres ξ non encore évalués.
C’est la phase peu coûteuse en temps de calcul. On peut décider d’interpoler l’espace paramétrique (avec
des fonctions de formes éléments finis par exemple) ou bien on peut projeter les équations du problème
sur la base réduite afin d’obtenir un nouveau système d’équations bien moins coûteux à résoudre (de taille
(m × m) au lieu de (n × n) avec généralement m � n). Bien que ce problème soit de petite taille, il
demeure nécessaire d’assembler la matrice réduite qui généralement dépend de ξ (si données matériaux
par exemple) en vue de l’inversion.

La méthode POD s’avère particulièrement efficace [Casenave et al., 2020a, Quesada et al., 2021] en
permettant d’atteindre des gains en temps intéressants dès que l’utilisation du modèle réduit en phase on-
line est réalisée de manière intensive ce qui permet de contrebalancer la première phase coûteuse d’appren-
tissage. Cependant, toute la difficulté réside dans le choix des snapshots : comment les choisir ? L’analyse
de ces derniers par l’algorithmie POD permet de comprendre la structure de données sous-jacente, d’ap-
préhender l’influence des paramètres sur la solution, et donc de construire une base réduite représentatrice
des phénomènes physiques observés (avec une certaine précision). Tout manque d’information au travers
des snapshots peut alors conduire à biaiser le modèle réduit.

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire
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2.3.2 Méthode Reduced-Basis (RB)

La méthode Reduced-Basis (RB) est tout comme la méthode POD une méthode de projection sur base
réduite, avec apprentissage [Maday et Rønquist, 2004, Rozza, 2011]. Cependant, à la différence de la POD
où les snapshots sont choisis plus ou moins au hasard, ces derniers sont choisis de manière efficace avec la
méthode RB au moyen d’un algorithme glouton [Rozza et al., 2007]. Une telle procédure permet de pal-
lier un des inconvénients majeurs de la méthode POD, à savoir le choix des snapshots dont la pertinence
affecte directement la qualité de la solution finale.

La technique se fonde sur un enrichissement progressif de la base réduite en choisissant à chaque
fois le snapshot qui maximise l’erreur de projection de la solution u sur la base réduite déjà constituée,
c’est-à-dire en rajoutant l’information manquante, qui est la plus mal représentée par la base réduite ac-
tuelle. En considérant un premier tirage aléatoire d’un point ξ(0) dans l’espace paramétrique, on initialise
l’algorithme. Puis, en supposant que l’on ait déjà évalué k points dans l’espace paramétrique, on cherche
le point suivant ξ(k+1) en choisissant le moins bien représenté par la base existante au sens d’une certaine
norme (2.9) – énergétique par exemple :

ξ(k+1) = arg max
ξ∈ I×D

∥∥∥u(ξ)−Πku(ξ)
∥∥∥ (2.9)

avec Πku la projection de u sur la base déjà constituée. Généralement, la solution u sur l’ensemble de
l’espace paramétrique n’est pas connue à l’avance. On a alors recours à un estimateur d’erreur pour éva-
luer la norme. Un choix possible pourrait être de considérer le résidu d’équilibre pour chacun des jeux de
paramètres. Cet estimateur d’erreur est le point clé de la méthode : il doit être précis, garanti, robuste et
peu coûteux en temps de calcul pour que la méthode RB puisse être performante.

Étant donné que les snapshots ont été choisis suivant un cheminement optimal dans l’espace para-
métrique, on ne cherche généralement pas à extraire les modes propres comme avec la POD, mais on
conserve directement les vecteurs de base exhibés pour constituer le modèle réduit. Le cas échéant, on
peut toutefois reconstituer une base orthonormée par un processus de type Gram-Schmidt. Une fois la
base réduite construite, son utilisation en phase online ne diffère pas de la méthode POD au sein de la-
quelle les équations aux dérivées partielles sont projetées sur la base réduite dans l’optique de résoudre un
grand nombre de fois un problème de plus petite dimension beaucoup plus rapidement.

2.3.3 Méthode Proper Generalized Decomposition (PGD)

La méthode Proper Generalized Decomposition (PGD) est une technique introduite initialement sous
la dénomination d’approximation radiale par P. Ladevèze dans les années quatre-vingt [Ladevèze, 1989]
dans le cadre de la méthode LATIN pour traiter les problèmes non-linéaires matériaux dépendants du
temps [Ladevèze, 1999]. Ce n’est que dans les années deux-mille-dix, sous l’élan de P. Chinesta et
de P. Ladevèze que la méthode prend le nom de Proper Generalized Decomposition (PGD) pour souli-
gner son caractère général [Chinesta et Ladevèze, 2014], aussi bien dans l’approximation (espace-temps-
paramètres) obtenue que dans la variété des applications accessibles. Depuis, la méthode PGD a fait l’ob-
jet de nombreux développements : pour la résolution de problèmes multi-paramétriques [Chinesta et al.,
2010, Heyberger et al., 2013], multi-échelles [Ammar et al., 2012] ou multi-physiques [Beringhier et al.,
2010, Néron et Ladevèze, 2010], dans le cadre de problèmes inverses [González et al., 2012], pour la
recherche de solutions multiples [Beringhier et al., 2016], ou encore pour appréhender des problèmes de
validation [Bouclier et al., 2013] ou d’assimilation de données [Rubio et al., 2019] en temps réel. On
pourra se référer à [Chinesta et al., 2011, Chinesta et Ladevèze, 2020] pour plus de détails sur l’étendue
de ces nombreuses applications.

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire
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Contrairement aux méthodes précédentes, la méthode PGD ne s’intéresse pas à un système d’équa-
tions réduit mais directement à la solution paramétrée (2.1) elle-même. Aucune connaissance a priori sur
la solution, au même titre qu’aucune donnée précalculée (snapshots), ne sont requises ; seule la connais-
sance des équations aux dérivées partielles du modèle sont nécessaires dans la construction à la volée
du modèle réduit. Contrairement à la POD, les vecteurs de base de l’espace réduit Mm ne sont pas né-
cessairement recherchés orthogonaux entre eux, bien qu’en général un processus d’orthonormalisation de
type Gram-Schmidt soit mis en œuvre pour rendre la décomposition plus optimale. Alors que la SVD
garantit l’obtention d’une base optimale d’approximation (à une certaine précision fixée), avec la PGD,
cette propriété n’est pas d’office assurée. Certains travaux portent justement sur la construction de bases
réduites plus optimales [Giacoma et al., 2015, Alameddin et al., 2019] avec la PGD c’est-à-dire possédant
un nombre de modes équivalents à ce que donnerait une décomposition SVD.

Par la suite, pour simplifier la présentation, nous illustrons la méthodologie induite par la méthode
PGD sur la résolution d’un système linéaire (2.10) où la variable temporelle t correspond au paramètre du
modèle :

tw(t)
(
KT(t)u(t)− f(t)

)
= 0, ∀t ∈ I, ∀w ∈ IV (2.10)

Ce système découle classiquement des équations aux dérivées partielles – après discrétisation spatiale et
une éventuelle linéarisation – comme évoqué au Chapitre-1. L’approximation PGD consiste à chercher le
champ solution u sous la forme d’une décomposition à variables séparées (2.11) du type :

u(t) ≈ um(t) =
m∑

i=1
λi(t)Λi (2.11)

C’est en particulier cette décomposition spatio-temporelle qui sera implémentée dans Simcenter Samcef
TM

dans ces travaux de thèse. Les autres paramètres seront traités différemment pour assurer un maximum
de généralité et de robustesse. Toutefois, la philosophie de la méthode PGD demeure inchangée pour son
extension à plusieurs paramètres µ ∈ D comme illustré dans [Prulière et al., 2010].

La construction des modes
{
(λi,Λi)

}
16i6m∈

{IR ×V
}m dans l’approximation (2.11) s’effectue au

moyen d’un algorithme glouton. On suppose connue l’approximation (2.12) au rang k :

uk(t) =
k∑

i=1
λi(t)Λi (2.12)

Deux grandes étapes guident la résolution. Une première étape consiste à mettre à jour les fonctions
temporelles uniquement, sans générer de nouveau mode. Chaque couple étant déterminé séquentiellement
de manière totalement indépendante, cette étape de mise à jour représente un moyen simple d’obtenir une
meilleure approximation du champ u, ce qui peut conduire à réduire sensiblement le nombre de couples
nécessaires dans la décomposition pour approximer u à une précision fixée. La seconde étape consiste à
générer un nouveau mode en cherchant à apporter une correction de rang 1 à la base existante (2.13) sous
la forme :

uk+1(t) = uk(t) + δu(t) = uk(t) + λ(t)Λ (2.13)

Que ce soit pour l’une ou l’autre des deux étapes, lors de la mise en œuvre, plusieurs grandes approches
existent, chacune présentant ses avantages et ses inconvénients.

Galerkin progressif. La formulation Garlerkin progressive correspond à la formulation d’origine [La-
devèze, 1999]. Bien qu’aucune preuve de convergence n’existe dans le cas général, mais seulement pour
quelques types d’équations spécifiques, elle s’avère la plupart du temps extrêmement efficace – lorsqu’elle
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fonctionne – pour bon nombre d’applications. La recherche d’un nouveau mode passe par la résolution du
problème (2.14) suivant :

Trouver (λ,Λ) ∈ IR × V tels que
∫

I

t
[
δλ(t)Λ + λ(t)δΛ

][
KT(t)

(
uk(t) + λ(t)Λ

)
− f(t)

]
dt = 0, ∀(δλ, δΛ) ∈ IR × V

(2.14)

Minimisation du résidu. Plus récente, la formulation en résidu a été développée pour traiter les cas
où la formulation de Galerkin faisait défaut [Nouy et Ladevèze, 2004]. Cette seconde approche s’avère
plus robuste, et une preuve mathématique de convergence peut être formulée. Toutefois, bien qu’une dé-
croissance monotone de l’erreur soit assurée, le taux de convergence peut être médiocre dans certains cas.
À cela s’ajoute le fait que cette approche demeure généralement plus coûteuse à mettre en place. Ainsi,
on privilégie usuellement la formulation Galerkin lorsque celle-ci fonctionne. La recherche d’un nouveau
mode passe par la résolution du problème de minimisation (2.15) suivant :

Trouver (λ,Λ) ∈ IR × V tels que

(λ,Λ) = arg min
λk+1∈IR
Λk+1∈V

∥∥∥KT(t)
(
uk(t) + λk+1(t)Λk+1

)
− f(t)

∥∥∥
2

(2.15)

En fonction du choix de la norme utilisée, cette minimisation de l’erreur en résidu peut se retrouver être
complètement équivalente à la formulation de Galerkin. C’est en particulier le cas ici en considérant la
norme énergétique mais, dans le cas général, ce n’est pas toujours possible de trouver une telle norme.

Petrov-Galerkin progressif. Cette troisième formulation diffère de la formulation de Galerkin (2.14)
dans le sens où les fonctions tests sont cette fois prises dans un espace différent de celui des fonctions
inconnues recherchées. Développée notamment dans [Nouy, 2010], cette approche permet d’atteindre un
meilleur taux de convergence pour certains types de problèmes – équations d’advection-diffusion par
exemple. La recherche d’un nouveau mode passe par la résolution du problème (2.16) suivant :

Trouver (λ,Λ) ∈ IR × V tels que
∫

I

t
[
δλ̄(t)Λ̄ + λ̄(t)δΛ̄

][
KT(t)

(
uk(t) + λ(t)Λ

)
− f(t)

]
dt = 0, ∀(δλ̄, δΛ̄) ∈ IR × V

(2.16)

où les fonctions tests (λ̄, Λ̄) ∈ IR × V sont choisies pour préserver une certaine équivalence énergétique
suivant (2.17). Le critère additionnel s’écrit :

Trouver (λ̄, Λ̄) ∈ IR × V tels que




∫

I

t(λ(t)δΛ
)
KT(t)

(
λ̄(t)Λ̄

)
dt =

∫

I

t(λ(t)δΛ
)
KT(t)

(
λ(t)Λ

)
dt ∀δΛ ∈ V

∫

I

t(δλ(t)Λ
)
KT(t)

(
λ̄(t)Λ̄

)
dt =

∫

I

t(δλ(t)Λ
)
KT(t)

(
λ(t)Λ

)
dt ∀δλ ∈ IR

(2.17)

Les équations (2.16) et (2.17) peuvent également être vues comme les conditions de stationnarité d’une
certaine fonctionnelle L : (IR ⊗V)× (IR ⊗V)→ R, dont l’expression est donnée par la formule (2.18)
suivante :

L(w, w̄) = 1
2

∫

I

tw(t)KT(t)w(t) dt−
∫

I

tw̄(t)
[
KT(t)

(
uk(t) +w(t)

)− f(t)
]

dt (2.18)

Les quantités (λ,Λ, λ̄, Λ̄) ∈ (IR × V)2 découlent alors du problème (2.19) défini par :

(λ,Λ, λ̄, Λ̄) = arg max
λ̄k+1∈IR
Λ̄k+1∈V

(
min

λk+1∈IR
Λk+1∈V

L(λk+1Λk+1, λ̄k+1Λ̄k+1
))

(2.19)

En ce sens, cette formulation est aussi parfois appelée Minimax PGD.
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Il est également possible de mener des approches hybrides : les fonctions spatiales peuvent être re-
cherchées en suivant une approche Galerkin tandis que les fonctions temporelles le sont suivant une for-
mulation en résidu [Bhattacharyya et al., 2018]. Cette manière de procéder permet notamment de limiter
la complexité calculatoire lors de la résolution du sous-problème spatial.

Dans tous les cas, cela conduit à la résolution simultanée d’au moins deux sous-problèmes couplés,
résolubles par un algorithme de type point fixe. Dans la pratique, seules quelques itérations sont néces-
saires pour la résolution du point fixe : une convergence stricte n’est pas de mise dans la mesure où la
convergence s’effectue relativement rapidement et que l’ajout du couple suivant pourra venir corriger
l’éventuelle erreur commise à cette étape.

2.4 Modèles réduits et non-linéarités

L’ensemble des méthodes ROM fonctionnent très bien pour résoudre des problèmes linéaires para-
métrés, lorsqu’une dépendance affine aux paramètres existe. Cependant, la gestion de la perte d’affinité,
ou plus généralement la présence de non-linéarités de quelque nature que ce soit, et le développement
de méthodes ROM non-intrusives demeurent des challenges actuels qui ont fait très récemment – et font
encore – l’objet de nombreux travaux. Dans la suite de ce paragraphe, nous rappelons succinctement les
méthodes existantes pour la gestion des non-linéarités. Le caractère non-intrusif sera abordé au Chapitre-3.

En présence de non-linéarités, deux difficultés majeures apparaissent : (i) il faut trouver un moyen de
linéariser les équations afin de se ramener à une succession de problèmes linéaires aisément résolubles ;
(ii) il faut s’assurer que l’évaluation des termes non-linéaires soit indépendante de la dimension du modèle
haute-fidélité sous peine de compromettre l’efficacité de l’utilisation du modèle réduit.

2.4.1 Linéarisations courantes

Conjointement aux méthodes POD et RB, la méthode de Newton-Raphson est usuellement choisie
pour résoudre le cas échéant le système d’équations non-linéaires projetées sur la base réduite, comme
illustré par de nombreux travaux [Kerfriden et al., 2011, Radermacher et Reese, 2016, Hernández et al.,
2017, Casenave et al., 2020b]. Concernant la résolution de problèmes non-linéaires avec la PGD, l’utili-
sation d’un algorithme de Newton-Raphson est largement moins répandue. Seuls de rares travaux récents
existent à ce sujet comme [Hoareau et Deü, 2019] qui s’adresse à des problèmes d’interaction fluide-
structure dans des réservoirs sous pression partiellement remplis de liquides avec prise en compte des
forces suiveuses et des non-linéarités géométriques, ou [Ma et Shen, 2021] pour la résolution des équa-
tions de Allen-Cahn et Cahn-Hilliard qui régissent les phénomènes de changement de phase et de solidi-
fication.

D’autres choix ont été étudiés dans la littérature comme par exemple les Méthodes Asymptotiques
Numériques (ANM) [Cochelin et al., 1994]. En procédant par techniques d’homotopie et de perturba-
tion, les méthodes asymptotiques numériques consistent à transformer le problème non-linéaire en une
succession de problèmes linéaires par développement sous forme de séries de Taylor des différentes va-
riables. On peut se référer à [Najah et al., 1998] pour une brève revue sur ces méthodes. Dans [Chinesta
et al., 2013], les auteurs combinent les méthodes PGD et ANM dans la résolution d’équations thermiques
non-linéaires où l’un des avantages réside dans la mutualisation de l’opérateur différentiel au cours des
phases successives d’enrichissement. On retrouve également ce formalisme PGD-ANM pour traiter des
problèmes d’hyper-élasticité [Niroomandi et al., 2013].
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La méthode LATIN, une alternative possible au schéma de Newton-Raphson en tant que solveur non-
linéaire, est de fait beaucoup plus fréquemment utilisée avec la PGD [Ladevèze, 2016]. Cette vaste lit-
térature, rappelée en Annexe A, s’explique notamment par le fait que la méthode PGD – sous le nom
d’approximation radiale initialement – a été développée pour fonctionner spécifiquement avec la méthode
LATIN. Le choix qui a été fait est de poursuivre dans cette lignée en introduisant le solveur non-linéaire
LATIN-PGD dans le logiciel industriel Simcenter Samcef

TM
pour bénéficier des outils de réduction de

modèle. De multiples contraintes doivent néanmoins être satisfaites comme nous le verrons au Chapitre-3.

2.4.2 Hyper-réduction

Les techniques d’hyper-réduction apportent une réduction supplémentaire. Quelle que soit la méthode
ROM retenue, ces techniques d’hyper-réduction basées sur des processus d’interpolation plus ou moins
complexes permettent de s’affranchir complètement des dimensions du problème initial dans la conduite
des différentes opérations algébriques. Cette réduction supplémentaire intervient généralement pour trai-
ter les opérations coûteuses sur les paramètres (intégrales par exemple) ou lors du traitement de pro-
blèmes non-linéaires. Le terme d’hyper-réduction provient historiquement de [Ryckelynck, 2005] et de
nombreuses autres techniques ont par la suite été développées. Sans volonté d’exhaustivité, on peut par
exemple citer les méthodes :

• Empirical Interpolation Method (EIM) [Barrault et al., 2004, Grepl et al., 2007] ;

• Best Point Interpolation Method (BPIM) [Nguyen et al., 2008b] ;

• Discrete Empirical Interpolation Method (DEIM) [Chaturantabut et Sorensen, 2010] ;

• Gauss-Newton with Approximated Tensors (GNAT) [Carlberg et al., 2013] ;

• Energy Conserving Sampling and Weighting (ECSW) [Farhat et al., 2014] ;

• Generalized Empirical Interpolation Method (GEIM) [Casenave et al., 2016] ;

• Missing Point Estimation (MPE) [Astrid et al., 2008, Zimmermann et Willcox, 2016] ;

• Empirical Cubature Method (ECM) [Hernández et al., 2017] ;

• Reference Point Method (RPM) [Capaldo et al., 2017] ;

• Linear Program Empirical Quadrature Procedure (LP-EQP) [Yano et Patera, 2019].

Introduite dans [Ladevèze, 1997], et développée dans [Capaldo et al., 2017], la méthode RPM fonctionne
bien avec la méthode LATIN-PGD. La méthode consiste, pour chaque quantité d’intérêt, à stocker l’in-
formation en un certain nombre de points et d’instants de référence. La quantité d’intérêt pourra, par la
suite, être reconstruite sur Ω × I par une formule analytique ce qui permet de limiter grandement le coût
de reconstruction. La méthode RPM diffère de la technique plus répandue, mais aussi plus sophistiquée,
qu’est l’Empirical Interpolation Method introduite dans [Barrault et al., 2004]. Toutefois, combinée à la
méthode LATIN-PGD, la méthode RPM présente l’avantage de préserver la convergence quel que soit
le nombre de points et d’instants de référence choisi [Ladevèze, 2016], en augmentant éventuellement le
nombre de modes PGD calculés. Cette méthode n’a pas fait l’objet de nouveaux développements dans le
cadre des travaux présentés ici, mais figure parmi les perspectives.

2.5 Intérêts des modèles réduits pour l’industrie

Les modèles réduits possèdent un fort potentiel attractif vis-à-vis des industriels pour de nombreuses
raisons. Pour l’ingénieur en bureaux d’études, la conception de nouvelles structures toujours plus inno-
vantes passe par la nécessité de tester toute une panoplie de configurations possibles – régies par un en-
semble de paramètresµ ∈ D. Chacune de ces configurations demande du temps : pour la mise en données,
pour le calcul, pour le post-traitement et l’exploitation des résultats. À cela s’ajoute le temps nécessaire
pour dialoguer entre les différentes équipes que ce soit entre les différents experts techniques (dans le
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cadre du travail collaboratif au profit du design de systèmes complexes pour la plupart multi-physiques)
ou bien pour faire remonter une information pertinente aux personnes susceptibles d’acter les choix stra-
tégiques du développement du produit. L’élaboration de modèles réduits permet d’accélérer grandement
cette chaîne de valeur en permettant d’accélérer les temps de calculs, voire être dans la capacité de tester
beaucoup plus de configurations dans un temps donné, mais également de générer des abaques virtuels
débouchant sur des décisions rapides et simplifiées entre tous les acteurs.

L’aide à la conception de nouveaux produits n’est qu’une illustration possible des avantages des mo-
dèles réduits parmi d’autres. Un deuxième exemple pourrait être à destination de la maintenance prédictive
des structures par le biais de jumeaux numériques. L’avénement des outils informatiques et la nécessité
de procéder à un usage raisonné des ressources et de l’énergie ont conduit à de nouveaux paradigmes.
Que ce soit pour raison de sécurité ou bien pour raison écologique, des modèles économiques complets se
fondent dorénavant sur des programmes de maintenance plutôt que sur le remplacement systématique par
un produit neuf dès qu’une avarie est constatée. À ce titre, les jumeaux numériques sont un outil en plein
essor qui pourrait permettre de suivre l’état individualisé de chaque structure au cours de son cycle de vie.

Pour toutes ces raisons, les éditeurs de logiciels souhaitent être en mesure de fournir des solutions
intégrées fiables et robustes auprès des nombreux clients utilisateurs. Cependant, de nombreux obstacles
se dressent encore comme nous allons le voir au Chapitre-3.

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire



Chapitre 3

Limites au rayonnement des méthodes ROM
dans les codes industriels

Ce chapitre esquisse un panorama des différents verrous persistants quant à
la diffusion des méthodes de réduction de modèles dans les codes industriels.

On s’attache à analyser les solutions existantes avant de décrire la
méthodologie retenue dans le cadre de ces travaux.
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Bien que les méthodes de réduction de modèles aient été largement investiguées ces dernières années
dans le monde de la recherche académique, leur déploiement industriel demeure encore relativement limité
– malgré un fort engouement pour les bénéfices qu’elles peuvent apporter. En particulier, pour ne pas
rester uniquement dans le giron de quelques experts, les méthodes ROM devraient être accessibles plus
largement à l’ensemble des utilisateurs en bureaux d’études. Cependant, faute d’une intégration effective
dans les logiciels industriels commerciaux par éléments finis, ces méthodes ne font pas encore partie des
outils des ingénieurs au quotidien.

3.1 Points de blocage

De nombreux points de blocage freinent la diffusion des méthodes ROM dans les codes industriels.
Outre la nécessité d’avoir une connaissance parfaite de l’architecture interne du logiciel, un des freins
majeurs se situe au niveau de l’investissement (sur le plan humain et financier) à mettre en œuvre pour
disposer d’une solution de réduction de modèles fiable et performante. Un logiciel tel que Simcenter
Samcef

TM
résulte de plus de cinquante années de développements, ce qui en fait un outil certes très riche

mais tout aussi complexe à manipuler. Il n’est alors pas concevable de toucher à l’architecture cœur du
logiciel, sous peine de prendre le risque de détériorer la robustesse du code, de même qu’il n’est pas sou-
haitable de devoir repasser une dizaine d’années à valider et recertifier une nouvelle architecture. Il semble
alors préférable de se tourner vers des approches non-intrusives [Giraldi et al., 2014, Giraldi et al., 2015]
susceptibles de préserver les outils existants. Du point de vue technique, les méthodes ROM engendrent
des opérations et des manipulations de données atypiques pour les principaux logiciels industriels.
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3.1.1 Opérations et opérateurs atypiques

Comme nous l’avons vu au Chapitre-2, les méthodes ROM requièrent de manière générale des opéra-
teurs d’intégration sur le temps I – voire sur l’ensemble de l’espace paramétrique I ×D –, la résolution
de problèmes de minimisation, ou encore des algorithmes de type point fixe. Ces opérateurs découlent
d’opérations qui ne sont pas traitées en standard dans les logiciels industriels et demandent donc un effort
d’intégration particulier. À cela s’ajoute également le choix des quadratures dans les méthodes d’hyper-
réduction, en plus du processus d’interpolation sous-jacent permettant de faire le lien entre les quantités
réduites, connues uniquement aux points de quadrature, et les quantités souhaitées sur l’ensemble du do-
maine d’étude.

3.1.2 Manipulation de données

Un autre point délicat réside dans la manipulation et le stockage des données : l’utilisation des mé-
thodes ROM nécessite d’avoir accès à l’information partagée non plus uniquement sur l’espace mais
également sur le temps, voire sur l’ensemble de l’espace paramétrique. À titre d’exemple, le système
d’équations (2.10) impliqué dans la méthode PGD demande de stocker l’information sur l’ensemble de
l’espace et l’ensemble de l’intervalle de temps avant de mener à bien la résolution. Ce stockage n’est pas
aisé du fait de l’architecture souvent ancienne des logiciels dont les routines principales restent encore,
pour la plupart, en grande partie codées dans des langages de programmation ne possédant pas d’alloca-
tion dynamique de la mémoire – tels que le Fortran 77. Aussi, du fait d’une structure incrémentale régie
par l’algorithme classique de Newton-Raphson, les espaces mémoires (statiques) se limitent couramment
à des tableaux de taille n, la dimension de l’espace V éléments finis. Par ailleurs, il n’est pas souhaitable
de stocker des tableaux de taille n×nt complets au risque de faire exploser très rapidement les ressources
mémoires nécessaires à la résolution. La compression de l’information sous forme à variables séparées,
inhérente aux méthodes ROM, représente un point clé permettant d’introduire ces méthodes dans les logi-
ciels industriels sans toutefois dégrader drastiquement les ressources mémoires.

3.2 Analyse des solutions existantes

Ces dernières années, de nombreux auteurs ont contribué au développement de méthodes ROM non-
intrusives. La plupart des travaux se concentrent sur les méthodes a posteriori (POD ou RB) [Audouze
et al., 2013, Casenave et al., 2014, Hammond et al., 2019, Casenave et al., 2020a, Vizzaccaro et al.,
2020, Kadeethum et al., 2021] consistant à générer les snapshots en boîte noire – black-box. Concernant
la PGD, intrinsèquement plus intrusive du fait de sa formulation a priori, les développements demeurent
bien moins fréquents. Récemment, des efforts ont toutefois été produits pour édifier une formulation PGD
moins intrusive, suivant principalement deux axes majeurs : l’utilisation en boîte noire reprenant l’idée
des approches de type snapshots [Chinesta et al., 2020] et l’interfaçage avec des codes industriels pour
des applications spécifiques [Courard et al., 2016].

3.2.1 Utilisation en boîte noire

L’idée d’utiliser une approche de type boîte noire pour explorer l’espace paramétrique D permet de
générer aisément les snapshots par n’importe quel logiciel industriel disponible pendant la phase d’appren-
tissage, tandis que l’extraction du modèle réduit et, par la suite, son utilisation peuvent être usuellement
menées dans des codes ad-hoc externes. Le développement de ces derniers nécessite toutefois bien sou-
vent un effort particulier – qui peut s’avérer fastidieux. Basées sur cette idée de snapshots, les méthodes
PGD non-intrusives Sparse Subspace Learning (SSL) [Borzacchiello et al., 2019, Leon et al., 2019] et
sparse-PGD (sPGD) [Ibáñez et al., 2018, Ghnatios et al., 2021a] ont été développées.

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire
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Ces approches fonctionnent généralement bien dès que l’on est en capacité de produire suffisamment
de snapshots pour extraire une base réduite représentative. Cependant, en environnement industriel, le
nombre de snapshots accessible demeure bien souvent limité du fait des temps de calculs prohibitifs de
certains modèles. Ainsi, on s’autorise usuellement un certain budget temps pour générer ces snapshots et
on espère que ce sera suffisant pour emmagasiner la majeure partie de l’information. À ce titre, les espaces
paramétriques de grandes dimensions, souhaités par bon nombre de clients, se retrouvent souvent inac-
cessibles. C’est en ce sens qu’a été développée la méthode sPGD permettant de circonscrire l’évolution
exponentielle dans l’exploration de l’espace paramétrique.

3.2.2 Interfaçage spécifique avec des codes industriels

Dans le même temps, un autre type d’approche a été étudié, pour des applications spécifiques. Pour
élaborer une formulation PGD non-intrusive, l’idée repose sur l’utilisation externe de logiciels industriels
dans la méthodologie de résolution – pour adresser le problème spatial coûteux dans l’algorithme du point
fixe en particulier. Pour des problèmes d’optimisation topologique, on trouve dans [Courard et al., 2016]
l’idée préliminaire d’introduire la PGD dans le logiciel industriel Simcenter Samcef

TM
lui-même mais

cette idée n’a pas été retenue à l’époque car jugée trop compliquée à mettre en œuvre au regard de l’ar-
chitecture du code, comme évoqué en Section-3.1. Cela a donc donné lieu à l’encapsulation du logiciel
Simcenter Samcef

TM
dans un code Matlab R© externe consacré à la manipulation des différentes opérations

impliquées dans la résolution PGD. Cette idée de faire appel à un logiciel industriel pour réaliser une
brique de la résolution globale a plus tard été reprise dans [Zou et al., 2018] en bio-mécanique, pour
traiter des problèmes linéaires élastiques paramétrés avec Abaqus

TM
, et plus récemment dans [Tsiolakis

et al., 2020] pour la résolution des équations de Navier-Stokes laminaires incompressibles paramétrées
avec OpenFOAM R©.

Ainsi, dans tous ces travaux, la PGD demeure externe au logiciel industriel et requiert un effort d’in-
terfaçage avec d’autres logiciels tels que Matlab R© ou Python

TM
, plus propices aux développements parce

que plus accessibles. Toutefois, l’idée d’introduire une version PGD non-intrusive directement dans un
logiciel industriel commercial semble maintenant mature, de sorte que l’on ne se limite plus à des appli-
cations spécifiques, mais que l’on dispose d’un cadre beaucoup plus général et robuste, valable pour tous
types de non-linéarités. La Section-3.3 suivante apporte un éclairage plus détaillé à ce sujet.

3.3 Modèles réduits : vers une généralisation dans les logiciels industriels

Ces dernières années, les méthodes ROM ont permis de répondre à bon nombre de besoins portant
sur des applications spécifiques. Le niveau de maturité atteint et la montée en compétence sur ce type de
méthodes de la part des acteurs du monde industriel font que les concepteurs de logiciels commerciaux
souhaitent s’emparer de la question afin de pouvoir proposer des solutions fiables et robustes pour des
pans entiers de secteurs industriels. En effet, que ce soit pour la construction ou l’exploitation de modèles
réduits, les méthodes ROM ne peuvent se diffuser largement à l’échelle industrielle que si elles s’intègrent
harmonieusement dans les processus industriels préétablis de longue date, et dont les contraintes écono-
miques imposent une intégration la plus aisée possible dans les habitudes des bureaux d’études.

Par la même occasion, les paradigmes évoluent également : on passe de la stricte nécessité d’avoir des
approches non-intrusives – ne pouvant faire autrement – à la volonté de développer des approches faible-
ment intrusives. En ayant accès aux codes sources de logiciels industriels, on pourrait apporter toutes les
modifications nécessaires, mais les contraintes technico-économiques, dictées par l’architecture logicielle
historique, entravent fortement ces possibilités. L’idée consiste à minimiser le nombre de changements
à apporter dans le logiciel industriel lors de l’incorporation de ces nouvelles méthodes de réduction de

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire
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modèles afin de conserver la capitalisation de tous les développements passés.

Comme nous l’avons évoqué au Chapitre-2, dès que l’on traite des problèmes non-linéaires, il convient
de se munir au préalable d’un schéma permettant de linéariser les équations. Dans le cadre de ces travaux,
nous proposons d’introduire la méthode LATIN-PGD non-linéaire dans le logiciel industriel Simcenter
Samcef

TM
. Le choix d’implanter le solveur LATIN non-incrémental découle du constat suivant : dès que

l’on s’intéresse à des problèmes d’évolution non-linéaires, c’est-à-dire impliquant la variable temporelle,
alors il n’est possible de mettre en place la PGD – pour générer des modes à la volée – qu’en connais-
sant une première approximation de la solution sur tout l’intervalle de temps, ce qui n’est pas réalisable
avec des solveurs incrémentaux classiques avant d’atteindre la convergence. Le choix d’introduire – en
interne – ce nouveau solveur LATIN non-incrémental dans une architecture incrémentale constitue le seul
point intrusif de notre approche, toutes les actions propres à la PGD pouvant être interfacées dans des
parties bien séparées du code existant comme nous le verrons au Chapitre-8. Plus précisément, l’un des
objectifs de cette approche consiste à définir une interface au sein du logiciel – comme une API 1 – afin
que la méthode LATIN-PGD puisse être intégrée de manière transparente dans les logiciels éléments finis
industriels avec des modifications mineures.

De plus, pour rester le plus généraliste possible, nous avons choisi de ne construire que des modes
spatio-temporels via la méthode LATIN-PGD. L’espace et le temps sont de fait des quantités universelles
intervenant dans toute simulation numérique, ce qui n’est pas le cas des autres paramètres µ ∈ D pouvant
varier au gré des modèles. Ces derniers sont ainsi traités via une approche snapshots classique à partir
de la bibliothèque de modes spatio-temporels établie : à chaque nouveau jeu de paramètres µ correspond
une famille de modes espace-temps. À cette fin, une propriété intéressante de la méthode LATIN-PGD est
mobilisée : celle de pouvoir initialiser l’algorithme avec n’importe quelle solution déjà calculée – pour un
autre jeu de paramètres par exemple – comme évoqué en Section-1.3.3.3. Il est alors envisageable de re-
monter à une expression complète sous forme à variables séparées (2.1) en mettant en œuvre une seconde
PGD paramétrique basée sur la concaténation de l’ensemble de cette bibliothèque de modes.

Par le passé, il y a déjà eu la volonté d’introduire la méthode LATIN-PGD dans des codes industriels.
On peut par exemple citer le code prototype semi-industriel COFAST, basé sur l’approche CONTRAST,
développé par L. Champaney [Champaney et al., 1999] et dédié aux calculs d’assemblages de struc-
tures avec contacts frottants résolus avec la méthode LATIN mono-échelle dans Cast3M R©. Ce logiciel
de recherche avait notamment été utilisé par le CEA et EADS dans le cadre de contrats de recherche
aérospatiaux. Toutefois, c’est la première fois que la méthode LATIN-PGD est intégrée à un aussi haut
niveau dans un logiciel industriel généraliste comme Simcenter Samcef

TM
permettant d’adresser, non pas

une application spécifique, mais n’importe quel type de non-linéarités, n’importe quel type d’éléments, et
plus généralement l’ensemble des fonctionnalités déjà présentes dans le logiciel industriel.

? ?

?

1. Application Programming Interface
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Chapitre 4

Outils logiciels pour le développement des
modèles réduits

Ce chapitre a vocation à présenter les outils logiciels qui ont été utilisés ou
développés au cours de la thèse. On introduit en particulier le logiciel
industriel Simcenter Samcef

TM
au cœur de ces travaux en mobilisant la

méthode LATIN-PGD faiblement intrusive. Au préalable, un démonstrateur
semi-industriel – ROMlab – a également été développé afin de pouvoir

simuler en amont les différentes contraintes d’intégration auxquelles on serait
susceptible de faire face.
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4.1 Logiciel Simcenter SamcefTM

Les premiers développements de SAMCEF 1 – aujourd’hui Simcenter Samcef
TM

– datent de 1965, au
sein du Laboratoire des Techniques Aéronautiques et Spatiales de l’Université de Liège. Depuis 1986,
c’est la société SAMTECH, basée en Belgique, qui lance la commercialisation du logiciel et poursuit les
développements avant son rachat, en 2012, par Siemens.

4.1.1 Présentation du logiciel industriel

Le logiciel industriel Simcenter Samcef
TM

est le solveur thermo-mécanique non-linéaire appartenant
à la grande famille de solutions Simcenter 3D

TM
. Cette dernière est une plateforme qui fournit tout un

ensemble de solutions de simulations CAE 2 regroupant, en un même lieu, les outils de pré-traitement,
d’analyse et de post-traitement nécessaires, ainsi que des solutions d’exploration d’espace de conception
et de gestion de données. Concrètement, l’élaboration de la géométrie, le maillage, l’ensemble de la mise

1. Système pour l’Analyse des Milieux Continus par Eléments Finis
2. Computer-Aided Engineering
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en données du problème peuvent être réalisés grâce à l’interface graphique de Simcenter 3D
TM

. Ces mo-
dèles peuvent ensuite être résolus à l’aide d’un ensemble de solveurs dédiés. Enfin, les résultats obtenus
peuvent être visualisés directement dans l’interface graphique de Simcenter 3D

TM
, ce qui permet de réali-

ser des simulations complètes, de bout en bout, dans un seul et même environnement.

Simcenter Samcef
TM

est un logiciel industriel généraliste par éléments finis capable d’adresser tous
types de non-linéarités : matérielles, géométriques et conditions de contact comme présenté au Chapitre-1.
Plus précisément, il est organisé en divers modules permettant de simuler différentes physiques allant des
problèmes mécaniques non-linéaires, aux machines tournantes à grande vitesse, en passant par les méca-
nismes articulés ou encore la simulation thermique. Comme l’ensemble de ces modules font partie inté-
grante d’une seule et même famille – sous l’égide d’une architecture logicielle commune –, il est possible
de passer facilement d’une analyse à une autre, de combiner des analyses ou encore de réaliser des co-
simulations. Dans le cadre de ces travaux, le choix qui a été fait est de se concentrer plus spécifiquement
sur le module dédié au solveur mécanique non-linéaire ; bien que notre approche, par sa généralité, puisse
s’appliquer à d’autres modules (thermique par exemple) ou d’autres logiciels industriels, avec des modi-
fications mineures. Dans la suite, nous présentons succinctement le fonctionnement général du logiciel
Simcenter Samcef

TM
autour de l’algorithme de Newton-Raphson.

4.1.2 Grandes étapes de résolution

Au Chapitre-1 nous avons décrit l’algorithme de Newton-Raphson (Algorithme 1) usuellement em-
ployé dans la plupart des logiciels industriels traitant des problèmes non-linéaires. La Figure 4.1 reprend
les mêmes étapes sous forme d’un schéma que nous compléterons au Chapitre-8 avec les détails pratiques
d’implémentation de la méthode LATIN-PGD au sein du logiciel industriel. Partant de la mise en données
d’un modèle (fichier .dat), on passe successivement par trois grandes étapes lors de la résolution :

• l’évaluation des différentes non-linéarités permettant de calculer le résidu d’équilibre R (1.26) ;

• la résolution du système linéarisé (1.27) permettant de trouver la correction à apporter ;

• le calcul d’indicateurs d’erreur permettant d’estimer l’état de convergence.

NR loop

Time step loop

R

.dat

Non-linearities
integration

Linear
solve

.des/.fac

FIGURE 4.1 – Schématisation des grandes étapes de résolution de Simcenter Samcef
TM
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Évaluation des non-linéarités. Cette étape englobe toute la richesse du logiciel éléments finis. En effet,
c’est lors de celle-ci qu’est réalisée l’intégration de toutes les lois de comportement matériaux, que la
gestion des différents types d’éléments s’opère (éléments 3D ou de contact par exemple), ou encore que
les matrices de rigidité, caractérisant la raideur matérielle ou géométrique, sont évaluées et assemblées en
vue de la résolution. Pour résumer, si on fournit un champ de déplacement en entrée de cette étape, pour
un pas de temps donné, on est alors capable de récupérer en sortie les efforts internes et externes associés,
ainsi que la raideur tangente assemblée – pour le pas de temps correspondant.

Résolution du système linéarisé. Cette étape concentre l’ensemble des méthodes de résolution dispo-
nibles pour la résolution de systèmes linéaires : méthodes directes – solveurs multi-frontaux, MUMPS –
ou méthodes itératives. Ainsi, si on fournit un système linéaire en entrée, on est en mesure de déterminer
à la sortie le vecteur solution.

Indicateurs d’erreur. Cette étape globalise les différents indicateurs d’erreur permettant d’appréhender
l’état de convergence pour chaque itération k du pas de temps tj courant. Plusieurs indicateurs sont utilisés
dans Simcenter Samcef

TM
où ‖•‖1 désigne la norme 1 sur Rn et où ε• représente systématiquement une

petite quantité assurant que le dénominateur ne s’annule pas :

• un indicateur en effort ETESF (4.1) basé sur l’écart relatif en résidu d’équilibre ;

E(k)
TESF(tj) =

∥∥∥f (k)
int (tj)− f (k)

ext(tj)
∥∥∥

1∥∥∥f (k)
int (tj)

∥∥∥
1

+
∥∥∥f (k)

ext(tj)
∥∥∥

1
+ εTESF

∀k ∈ N∗ (4.1)

• un indicateur d’erreur en déplacement ETESQ (4.2) proportionnel à la correction ∆u(k) apportée à
chaque itération k ∈ N∗ de l’algorithme de Newton-Raphson ;

E(k)
TESQ(tj) =

∥∥∥∆u(k)(tj)
∥∥∥

1∥∥u(k)(tj)
∥∥

1 + εTESQ
∀k ∈ N∗ (4.2)

• un indicateur en énergie ETESE (4.3) où wint et wext désignent respectivement le travail des efforts
intérieurs et extérieurs ;

E(k)
TESE(tj) =




∥∥∥t∆u(k)(tj)
(
f (k)

int (tj)− f (k)
ext(tj)

)∥∥∥
1∥∥∥w(k)

int(tj)
∥∥∥

1
+
∥∥∥w(k)

ext(tj)
∥∥∥

1
+ εTESE




1/2

∀k ∈ N∗ (4.3)

• un indicateur d’erreur pour le contact ETESC (4.4) relié à la correction des efforts de contact ∆f ctc
calculée successivement au cours des itérations de convergence.

E(k)
TESC(tj) =

∥∥∥∆f (k)
ctc(tj)

∥∥∥
1∥∥∥f (k)

ctc(tj)
∥∥∥

1
+ εTESC

∀k ∈ N∗ (4.4)

L’algorithme est alors considéré comme convergé pour le pas de temps tj courant lorsque chaque indica-
teur possède une valeur inférieure à une certaine limite, fixée par l’utilisateur. Puis, une fois que tous les
pas de temps ont été évalués, on aboutit à la génération d’un ensemble de fichiers résultats (.des et .fac)
exploitable dans l’interface Simcenter 3D

TM
par exemple.
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4.1.3 Contraintes inhérentes aux codes de calculs industriels

Par souci de robustesse, l’un des souhaits réside dans la non-modification de ces grandes routines, ce
qui permet d’assurer qu’aucun artefact ne sera introduit dans le code. Il s’agit d’utiliser les mêmes routines
que celles utilisées dans la version commerciale, sans modification, en utilisant les entrées et sorties stan-
dards prévues à cet effet – et non de ne reprendre que quelques parties. La solution ainsi développée doit
rester compatible en tout point avec le logiciel existant, y compris être conforme aux différents protocoles
de certification qui attestent de la qualité du code quotidiennement.

Un point délicat se situe notamment dans la gestion de l’aspect temporel puisque les différentes rou-
tines ont été conçues pour prendre comme arguments des vecteurs indépendants du temps – vision séquen-
tielle incrémentale. L’utilisation de ces routines dans une architecture non-incrémentale, caractéristique de
la méthode LATIN-PGD, demande donc de revenir ponctuellement à une architecture compatible avec une
vision incrémentale de la résolution. De plus, au-delà des aspects purement algorithmiques de programma-
tion, plusieurs questions se posent. À titre d’exemple, on peut se demander quel critère d’arrêt conserver
afin d’obtenir des solutions comparables. Avec l’algorithme de Newton-Raphson, de nature incrémentale,
on itère en chaque pas de temps jusqu’à ce que tous les indicateurs d’erreur (4.1 – 4.4) soient plus petits
qu’une certaine valeur seuil : les itérations s’arrêtent dès que le critère est atteint. A contrario, avec la
méthode LATIN-PGD non-incrémentale, on peut être amené à converger beaucoup plus finement certains
pas de temps si on considère comme critère d’arrêt la norme infinie ‖•‖∞ sur IR, évaluée à chaque itéra-
tion de l’algorithme – sur l’ensemble des pas de temps.

Lors de la réflexion portant sur l’introduction de la méthode LATIN-PGD dans Simcenter Samcef
TM

de manière native et la moins intrusive possible, un démonstrateur semi-industriel a été construit pour
tester les idées. Cette plateforme de démonstration a notamment permis de simuler un code industriel
pour pouvoir expérimenter la méthode avant son incorporation effective dans le logiciel industriel.

4.2 Démonstrateur semi-industriel : ROMlab

Le code ROMlab a été largement utilisé et développé au cours de ces travaux en guise de démonstrateur
semi-industriel. Après avoir brièvement rappelé l’historique de ce code maison développé intégralement
au Laboratoire de Mécanique Paris-Saclay (LMPS) ces dernières années, nous donnons par la suite un
bref aperçu de ses capacités.

4.2.1 Présentation du logiciel

Le démonstrateur ROMlab est principalement écrit sous Matlab R©, bien que certaines parties du code
aient été codées en C pour des raisons de performances. La mise en donnée du problème résulte de dif-
férentes routines permettant, à partir d’un maillage généré sous Gmsh 3 [Geuzaine et Remacle, 2009], de
construire l’ensemble des opérateurs éléments finis classiques. Plusieurs méthodes sont alors disponibles
pour mener à bien la résolution : l’algorithme de Newton-Raphson ou la méthode LATIN-PGD – variante
fonctionnelle et variante à variables internes. Les différents résultats peuvent alors être exploités sous le
logiciel libre ParaView 4 [Ahrens et al., 2005].

Initiés à la base par D. Néron, les prémices de ROMlab remontent aux travaux de M. Vitse concernant
la résolution multi-paramétrique de structures en béton armé [Vitse, 2016]. S’ensuivent des développe-
ments portant sur les problèmes élasto-visco-plastiques avec l’approche à variables internes de la méthode
LATIN-PGD [Nachar, 2019], ainsi que sur l’optimisation du logiciel lui-même en exploitant au mieux les

3. Christophe Geuzaine et Jean-François Remacle (2021). Gmsh (https://gmsh.info)
4. ParaView : https://www.paraview.org
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architectures parallèles multi-threads actuelles. Un exemple de développement autour de l’optimisation se
retrouve dans la fonction einsum 5 développée par S. Nachar qui reprend dans les grandes lignes le fonc-
tionnement de la routine de même nom incluse dans la bibliothèque numpy 6 en Python

TM
. En parallèle,

R. A. Cardoso [Cardoso, 2019] s’intéresse aux problèmes de fretting fatigue et S. Rodriguez [Rodriguez-
Iturra et al., 2021] développe certaines capacités pour les problèmes de dynamique basse fréquence (char-
gement sismique). Ces travaux de thèse ont également permis de mener certains développements, donnés
en Section-4.2.2. Ce code est maintenant repris et développé par de nombreux doctorants : autour de pro-
blèmes de magnéto-statique avec décomposition de domaines par A. Ruda [Ruda et al., 2021], pour des
problèmes de dynamique en génie parasismique associé à la construction de courbes de fragilité par A.
Daby-Seesaram [Daby-Seesaram et al., 2021] et autour de problèmes multi-physiques thermo-mécaniques
couplés par F. Wurtzer [Wurtzer, 2021]. Le schéma 4.2 rassemble succinctement l’ensemble des actions
menées par les différents contributeurs au logiciel ROMlab tel qu’il est aujourd’hui.

ROMlab

D. Néron
Architecture

PGD &
méthodes

ROM en
linéaire

M. Vitse
Stratégie multi-
paramétrique

Béton armé

S. Nachar
LATIN-PGD variables internes

Élasto-visco-plastique
einsum

R. A. Cardoso
Fretting fatigue S. Rodriguez

Dynamique basse
fréquence

R. Scanff
LATIN-PGD fonctionnelle

Élasto-visco-plastique
Newton-Raphson

Architecture commune

A. Ruda
Magnéto-statique

A. Daby-Seesaram
Dynamique
Courbe de fragilité

F. Wurtzer
Multi-physique

(thermo-mécanique)

T. Verbeke
Intégration continue

FIGURE 4.2 – Développements des différents contributeurs de ROMlab

4.2.2 Contributions à la communauté ROMlab

L’algorithme de Newton-Raphson a été intégralement codé pour la résolution de problèmes élasto-
plastiques à écrouissage isotrope puis élasto-visco-plastiques à écrouissages cinématique et isotrope (loi
de Lemaitre-Chaboche détaillée Section-1.1.1). Cette méthode peut servir de solution de référence pour

5. Stéphane Nachar (2021). einsum (https://github.com/SNachar/einsum), GitHub. Retrieved August 27, 2021.
6. numpy.einsum(args) : https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.einsum.html
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ROMlab et permet d’émuler le fonctionnement d’un code éléments finis industriels. La méthode LATIN-
PGD, dans sa variante fonctionnelle, a alors été développée en se basant sur ces briques existantes. Diffé-
rentes idées ont ainsi pu être testées pour préparer le terrain d’implémentation dans le logiciel industriel
Simcenter Samcef

TM
proprement dit.

Un effort d’uniformisation des différents codes produits ces dernières années a également été mené
dans l’optique de pérenniser au mieux les nombreux développements. Sous une architecture logicielle
commune, il est désormais possible de résoudre des problèmes de mécanique non-linéaire (matériaux),
de thermique, de magnéto-statique ainsi que des problèmes multi-physiques (thermo-mécanique). L’en-
semble des outils de pré-traitement et de post-traitement se retrouvent mutualisés pour l’ensemble des uti-
lisateurs. Parmi les méthodes de résolution non-linéaires, les méthodes Newton-Raphson et LATIN-PGD
– dans ses variantes fonctionnelle et à variables internes – s’articulent sous un formalisme commun. Suite
à une phase d’optimisation, ceci a notamment permis de mener une étude comparative entre les deux
grandes variantes de la méthode LATIN-PGD sur des problèmes élasto-visco-plastiques [Scanff et al.,
2021]. Le démonstrateur semi-industriel ROMlab fait aujourd’hui l’objet d’un dépôt git (interne au LMPS)
permettant de mener de front les différents développements actuels de manière conviviale et collaborative.

4.2.3 Illustration sur un cas-test

Afin d’illustrer une partie des capacités du démonstrateur semi-industriel ROMlab, on présente dans
cette section la résolution d’un problème mécanique non-linéaire. Ce cas-test est simulé simultanément
dans ROMlab et dans le logiciel industriel Simcenter Samcef

TM
, ce qui permet de comparer les résultats

obtenus en vue de la certification du démonstrateur ROMlab pour les non-linéarités matériaux.

Le cas-test représente l’aube de turbine d’un étage haute pression d’un réacteur d’avion et comptabilise
n = 1.7 × 106 degrés de liberté. Le matériau élasto-visco-plastique considéré suit une loi de Lemaitre-
Chaboche telle qu’énoncée au Chapitre 1. À cela s’ajoute un chargement centrifuge sur l’ensemble de la
structure en rotation. Cette géométrie sera notamment reprise au Chapitre 9 comme illustration pour la mé-
thode LATIN-PGD implémentée nativement dans Simcenter Samcef

TM
de manière faiblement intrusive.

Que ce soit avec le démonstrateur semi-industriel ROMlab ou le logiciel industriel Simcenter Samcef
TM

, on
adopte une stratégie de résolution incrémentale par un algorithme de Newton-Raphson dans cette partie.
Les calculs sont réalisés sur une même machine pour s’affranchir des éventuelles différences liées aux
architectures informatiques. Par l’intermédiaire du logiciel ParaView, la Figure 4.3 présente la carte d’er-
reur spatiale de la contrainte de Von Mises obtenue en comparant les deux solutions pour le pas de temps
le plus chargé. On note ainsi une bonne concordance des solutions avec une erreur de l’ordre de 1 MPa
dans la zone d’intérêt. La différence est légèrement plus importante par endroits, notamment au niveau
des fortes discontinuités géométriques (trous du circuit de refroidissement), ce qui est principalement lié
à des erreurs de discrétisation et d’interpolation.

Concernant les performances, alors qu’avec le démonstrateur ROMlab 1562 secondes sont nécessaires
pour mener à bien la résolution, le logiciel industriel Simcenter Samcef

TM
demande 634 secondes pour

aboutir à une solution de qualité équivalente. Le démonstrateur ROMlab est ainsi capable de réaliser des
simulations complexes en un temps raisonnable, certes moins efficacement qu’un code industriel optimisé
depuis de longues années mais dans un temps tout à fait compatible avec les cycles de développement de
nouvelles méthodes en laboratoire. Un tel démonstrateur apporte notamment une grande souplesse pour
tester rapidement diverses idées, ce qui permet par la suite de concentrer les efforts sur celles qui semblent
les plus prometteuses.
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4.2 Démonstrateur semi-industriel : ROMlab 55

[M
Pa

]

0

40

80

120

160

200

(a) Contrainte de Von Mises

[M
Pa

]

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

(b) Carte d’erreur de la contrainte de Von Mises

FIGURE 4.3 – Contrainte de Von Mises et carte d’erreur associée issue de la comparaison des résultats
obtenus avec les logiciels ROMlab et Simcenter Samcef

TM
respectivement

REMARQUE 4.1 : La comparaison des temps de calculs exposée précédemment doit être relativisée
dans la mesure où l’architecture parallèle émanant des deux logiciels est radicalement différente : ROMlab
fonctionne exclusivement sur une architecture à mémoire partagée OpenMP (multi-threading) tandis que
Simcenter Samcef

TM
possède une architecture hybride MPI-OpenMP pouvant faire intervenir des proces-

sus à mémoire distribuée et partagée. À cela s’ajoute que les langages de programmation sont également
disjoints, ROMlab étant écrit majoritairement sous le langage Matlab R© avec quelques routines codées en
langage C tandis que Simcenter Samcef

TM
repose intégralement sur un langage Fortran compilé. De plus,

alors que tous les calculs sont réalisés en mémoire vive (RAM) sous ROMlab, certaines opérations néces-
sitent des écritures sur disques au cours du calcul dans le logiciel Simcenter Samcef

TM
, ce qui explique

notamment la différence des temps de calculs constatés au niveau de l’intégration locale des éléments (cf.
Tableau 4.1 fournissant la comparaison des temps de calculs des trois étapes majoritaires).

TABLE 4.1 – Comparaison des temps de calculs de certaines opérations

Factorisation [s] Résolution [s] Intégration locale [s]

ROMlab 548.7 26.7 1.1
Simcenter Samcef

TM 119.5 0.98 2.5
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Chapitre 5

Nouvelle version faiblement intrusive de la
méthode LATIN-PGD

Ce chapitre est centré sur la formulation faiblement intrusive de la méthode
LATIN-PGD destinée à être implémentée nativement dans un logiciel
industriel. Basée sur une variante fonctionnelle par l’intermédiaire de

grandeurs généralisées, cette formulation permet d’utiliser au mieux les
opérateurs déjà disponibles de manière standard. Les détails

d’implémentation pratiques, ainsi qu’une illustration sur un cas-test
académique, sont fournis.
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5.1 Formulation du problème mécanique non-linéaire

On considère dans ce chapitre que la seule source de non-linéarités se situe au niveau du comportement
matériaux. La configuration initiale est prise comme référence et aucun effort de contact n’est considéré.
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Reprenant les équations du problème de référence (1.23 – 1.25), le champ de déplacement u ∈ IV est
recherché tel que le système d’équations (5.1) soit satisfait. Le problème s’écrit :

Trouver u ∈ IV tel que :

u(t = 0) = 0 (conditions initiales)

∀t ∈ I,





Cu
(
u(t)

)
= ud(t) (contraintes cinématiques)

f int
(
t,u(t)

)− f ext(t) = 0 (équation d’équilibre)

f int
(
t,u(t)

)
= Au

(
t,u(τ 6 t)

)
(relation de comportement)

(5.1)

où l’opérateur Cu est linéaire. Au est un opérateur non-linéaire dépendant du temps, caractéristique du
matériau considéré. Il est associé aux efforts intérieurs de cohésion et possède une forme très générale :
nous supposons seulement que les forces généralisées f int au temps t dépendent de l’histoire des déplace-
ments généralisés u jusqu’à cet instant t.

Dans la suite, nous présentons la méthode LATIN-PGD sur une décomposition espace-temps : le
traitement des paramètres µ ∈ D supplémentaires sera détaillé au Chapitre-8.

5.2 Principes P1 et P2

L’application des deux premiers principes fondateurs de la méthode LATIN-PGD [Ladevèze, 1999] est
détaillée dans cette section. Le principe P3 avec l’introduction de la représentation sous forme à variables
séparées issue de la PGD sera quant à lui développé en Section-5.3.4 avec les détails d’implémentation.

5.2.1 Choix des variables et séparation des difficultés – Principe P1

Le premier principe P1 consiste à séparer les difficultés. Cette nouvelle version reste toujours basée
sur la séparation entre les équations d’équilibre et les équations issues des relations de comportement.
Nous adoptons dans le cadre de ces travaux une approche fonctionnelle de la méthode LATIN-PGD à
savoir que l’état au temps t ∈ R+ est défini au moyen de quantités généralisées s = (u, f int) ∈ IV×IV –
déplacements et forces généralisés respectivement. Le problème (5.1) peut se réécrire sous la forme (5.2 –
5.3) suivante où les variétés Γ et Ad sont définies :

Trouver s = (u, f int) ∈ IV × IV tel que :

(Γ) : f int
(
t,u(t)

)
= Au

(
t,u(τ 6 t)

)
, ∀t ∈ I (5.2)

(Ad) :





u(t = 0) = 0

∀t ∈ I,




Cu
(
u(t)

)
= ud(t)

f int
(
t,u(t)

)− f ext(t) = 0
(5.3)

La variété Γ regroupe l’ensemble des équations locales (éventuellement non-linéaires), tandis que la
variété Ad rassemble toutes les équations linéaires (éventuellement globales) du problème. Une représen-
tation géométrique de ces variétés est donnée Figure 5.1 où la variété Ad (linéaire) est représentée par
une droite alors que la variété Γ (éventuellement non-linéaire) est décrite par une courbe. L’intersection
sχ de ces deux variétés correspond à la solution exacte du problème de référence dont nous supposons
l’existence et l’unicité.

REMARQUE 5.1 : Suivant une approche fonctionnelle, la variété Γ englobe ici l’ensemble des équa-
tions découlant des lois de comportement matériaux (équations d’état et équations d’évolution). Usuel-
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lement, dans l’approche classique à variables internes, seules les lois d’évolution composent Γ, les lois
d’état – linéaires – étant assignées à la variété Ad.

5.2.2 Choix des directions de recherche – Principe P2

Le second principe P2 repose sur la définition de deux directions de recherche pour fermer le système
d’équations. Nous définissons ainsi deux espaces supplémentaires Υ+ et Υ− permettant de construire
alternativement, à chaque itération, une solution dans chacune des deux variétés, respectivement Γ et Ad,
comme illustré Figure 5.1. Les directions de recherche sont les paramètres majeurs de la méthode. Leur
choix affecte directement la vitesse de convergence de l’algorithme mais également la facilité d’implé-
mentation dans les logiciels industriels comme nous le verrons par la suite.

Ad

Γ

sχ

s`

ŝ`

s`+1

Υ+

Υ−

u(t)

f int(t)

FIGURE 5.1 – Schéma itératif convergent méthode LATIN-PGD avec s` =
(
u`, f int, `

)

L’initialisation de l’algorithme peut s’effectuer avec n’importe quel couple s0 ∈ Ad pourvu que les
conditions d’admissibilité statiques et cinématiques soient respectées. Lorsqu’aucune information préa-
lable n’est disponible, une initialisation élastique est usuellement retenue, celle-ci étant aisément acces-
sible. Puis, au travers d’une succession d’étapes locales et globales, on construit les termes d’une série
convergente

(
sk(t)

)
k∈N de limite sχ(t). Plus précisément, si on suppose connu le couple s` à une itéra-

tion donnée de l’algorithme, le couple s`+1 est recherché de la manière suivante :

Étape locale. Étant donné s`(t), nous cherchons un nouveau couple ŝ`(t) ∈ Γ selon la direction de
recherche Υ+ en résolvant les équations non-linéaires du problème. À cette fin, une direction de recherche
verticale (5.4) est exploitée

(
Θ+ ≡ ∞) :

∀t ∈ I, û`(t) = u`(t) (5.4)

Ce choix particulier que nous faisons, caractérisant l’espace Υ+, conduit à découpler naturellement les
quantités primales et duales au niveau de l’étape locale : la connaissance de la variable primale seule –
déplacements généralisés u` – suffit à résoudre l’ensemble du système d’équations. Pour obtenir les forces
internes généralisées f̂ int, ` correspondantes, il faut alors intégrer les différentes relations de comportement
grâce au logiciel industriel. Cette tâche n’est pas standard dans la mesure où l’ensemble de l’intervalle
de temps I doit être adressé simultanément, mais reste néanmoins faiblement intrusive. C’est la pierre
angulaire de la version proposée pour la méthode LATIN-PGD : l’opérateur Au doit être construit pour
englober l’ensemble des capacités du logiciel industriel – tous les types d’éléments, toutes les relations de
comportement, les algorithmes de résolution associés, etc.

Étape globale. Puis, connaissant ŝ`(t), nous cherchons un nouveau couple s`+1(t) ∈ Ad selon la di-
rection de recherche Υ− en résolvant les équations linéaires du problème – équation d’équilibre. Pour ce
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faire, une direction de recherche (5.5) caractérisée par un opérateur Θ−, noté H pour simplifier par la
suite, est sollicitée :

∀t ∈ I, H
(
u`+1(t)− û`(t)

)
= f int, `+1(t)− f̂ int, `(t) (5.5)

Le choix de l’opérateur H définissant l’espace Υ− est le paramètre majeur de la méthode. Là encore,
plusieurs choix sont possibles pour définir cette direction de recherche, guidés d’une part par la facilité
d’implémentation et, d’autre part, par la rapidité de convergence. Les différents choix possibles pour H
seront détaillés par la suite (Section-5.4.2). Lors de cette étape linéaire, un point important se situe dans
le calcul de la solution, mené par la méthode PGD. Cette méthode de réduction de modèle, incluse de
fait dans la méthode LATIN-PGD, est la source de l’efficacité remarquable de la méthode, minimisant le
nombre de systèmes linéaires à résoudre. Chacune des corrections est alors recherchée sous la forme à
variables séparées (5.6) suivante :

∀t ∈ I, ∆u`+1(t) = u`+1(t)− u`(t) =
m∑̀

i=1
λi(t)Λi avec

{
{λi}16i6m`

∈ IR
{Λi}16i6m`

∈ V
(5.6)

Cet algorithme itératif continue tant que le nouveau couple s`+1 reste trop éloigné de la vraie solution
sχ du problème avec une certaine tolérance. La vraie solution n’étant pas connue à l’avance, nous avons
recours à un indicateur d’erreur qui doit être garanti, robuste et aisément calculable. Le critère retenu dans
ces travaux est détaillé en Section-5.3.5.1.

5.2.3 Analogie avec le schéma de résolution par Newton-Raphson

L’un des avantages d’avoir effectué une telle séparation des difficultés dans la constitution des variétés
Γ et Ad est de rester conforme à l’algorithme de Newton-Raphson qui régit le logiciel industriel. En
considérant (Γ)j et (Ad)j comme les restrictions respectives des variétés Γ et Ad au pas de temps tj
donné, il s’ensuit que sous cette forme – et sans technique de réduction de modèle – la méthode LATIN
est équivalente à la méthode de Newton-Raphson par simple permutation des boucles sur les itérations et
sur les pas de temps. La Figure 5.2 illustre d’une part (a) la stratégie incrémentale de Newton-Raphson où,
à chaque pas de temps tj , plusieurs itérations entre l’intégration des lois de comportement et la résolution
de l’équilibre sont nécessaires pour atteindre la convergence, avant de passer au pas de temps tj+1 suivant ;
et, d’autre part, (b) la stratégie non-incrémentale LATIN-PGD où les itérations entre les variétés Γ et Ad

impliquent l’ensemble de l’intervalle de temps à chaque itération.

(Ad)j+1

(Γ)j+1

Pas de temps
suivant

(Ad)j

(Γ)j

(a) Newton-Raphson : stratégie incrémentale

Ad

Γ

(b) LATIN-PGD : stratégie non-incrémentale

t0

tj
tj+1

tnt

FIGURE 5.2 – Interprétation de l’algorithme de Newton-Raphson au regard du formalisme induit par la
méthode LATIN-PGD
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Qui plus est, considérer une direction de recherche verticale au niveau de l’étape locale permet d’en-
visager une implémentation fonctionnelle et commode dans un logiciel industriel avec des modifications
mineures. L’un des grands avantages d’une telle formalisation réside dans la manipulation du même type
d’équations (relations de comportement) de manière semblable (direction de recherche verticale) au même
endroit du code industriel. Seul l’ordonnancement des différentes opérations diffère dans la gestion de
l’intervalle de temps.

5.3 Détails sur la mise en œuvre

On fournit ci-après quelques détails supplémentaires quant à la mise en œuvre de la méthodologie
LATIN-PGD dans sa version faiblement intrusive destinée à être implémentée nativement dans un logiciel
industriel commercial. Les considérations numériques de l’implémentation effective au sein du logiciel
industriel Simcenter Samcef

TM
sont toutes rassemblées dans le Chapitre-8 pour plus de clarté.

5.3.1 Initialisation

L’initialisation de l’algorithme peut s’effectuer à partir de n’importe quelle approximation s0 ∈ Ad

comme cela a déjà été évoqué précédemment. Parmi tous les choix possibles, nous en avons retenu deux
qui se distinguent par leur accessibilité directe au logiciel industriel :
• une initialisation élastique (désactivation des non-linéarités matériaux) ;
• une initialisation non-linéaire partiellement convergée (en rehaussant les critères d’arrêt associés

aux indicateurs ETESF, ETESQ et ETESE donnés respectivement en (4.1), (4.2) et (4.3)).
Dans chaque cas, des paramètres numériques sont en effet accessibles directement au niveau de la mise en
données du problème, ce qui permet de générer aisément l’approximation initiale. Par technique SVD, il
est ensuite possible d’extraire les modes cinématiquement admissibles et d’obtenir un stockage à moindre
coût de cette solution. De plus, lors de la conduite d’études paramétriques, nous exploitons les solutions
antérieurement calculées.

5.3.2 Structure générale de l’algorithme

De nombreuses discussions avec l’éditeur de logiciel Siemens Digital Industries Software nous ont
conduit à imaginer une stratégie compatible avec la méthode LATIN-PGD d’une part, et avec les mul-
tiples contraintes industrielles d’autre part. La prise en compte de l’architecture non-incrémentale propre
à la méthode LATIN-PGD avec sa boucle de convergence externe sur les itérations – atypique des codes
industriels – a exigé de développer une structuration particulière et donc nécessité de légères modifica-
tions au niveau du code source de la part de l’éditeur de logiciels. C’est en ce sens que notre méthodologie
s’inscrit dans le cadre des méthodes faiblement intrusives. De plus amples détails seront donnés par la
suite et plus spécifiquement au Chapitre-8.

L’accès au code source, une très bonne maîtrise du logiciel industriel et l’ajout d’une poignée de
lignes de code ont été des ingrédients essentiels sans quoi ces travaux n’auraient pas été possibles – sous
cette forme tout du moins. Néanmoins, la nouvelle structure que nous avons mis en place a été pensée
pour être la plus ergonomique possible : les quelques modifications nécessaires ont pu être réalisées en
une seule fois et la délimitation d’un espace de travail adéquat a permis de circonscrire proprement les
nouveaux développements du code préexistant, de manière à minimiser le niveau d’intrusivité, et par la
même occasion les risques associés. Autrement dit, cette démarche très générale, conçue pour être la
moins intrusive possible, permet d’exploiter pleinement les capacités du logiciel lors de l’étape locale
tout en fournissant un cadre de travail indépendant pour la réalisation de l’étape globale. Toutefois, cette
démarche entraine également de nouvelles contraintes comme nous le verrons par exemple au Chapitre-7
pour le traitement des problèmes de contact.
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REMARQUE 5.2 : Une autre stratégie possible aurait été de réaliser la boucle globale sur les itérations
LATIN de manière complètement externe au logiciel Simcenter Samcef

TM
– en appelant le logiciel autant

de fois que nécessaire. Une telle façon de procéder aurait été encore moins intrusive mais beaucoup moins
performante.

5.3.3 Étape locale

L’étape locale consiste à construire l’opérateur Au par intégration des lois de comportement matériaux
sur l’ensemble de l’intervalle de temps. La résolution de ces équations non-linéaires nécessite la plupart
du temps un schéma de résolution spécifique – algorithme de Newton-Raphson interne ou toute autre tech-
nique. L’idée qui a été retenue pour adresser la création de cet opérateur Au non-linéaire, qui n’apparait
pas naturellement dans les codes industriels, consiste à s’appuyer sur les routines classiques préexistantes.
Nous englobons ainsi toute la richesse du logiciel industriel dans la variété des capacités offertes – toutes
lois de comportement, tous types d’élément, etc. En particulier, aucune modification n’est nécessaire dans
la gestion des différentes fonctionnalités dans la mesure où cette étape est traitée en tant que boîte noire :
nous fournissons simplement le champ de déplacement en entrée et nous récupérons en sortie les efforts
internes généralisés, tout comme les matrices de raideur le cas échéant, sans se préoccuper du fonctionne-
ment des algorithmes internes de résolution non-linéaire dissimulés derrière. Par exploitation de la boucle
temporelle native du logiciel Simcenter Samcef

TM
, nous réalisons cette intégration du comportement avec

le temps. La construction de l’opérateur Au ne nécessite en définitive qu’une petite modification destinée à
faire volontairement fi de toute résolution de systèmes linéaires au niveau de l’étape locale et entreprendre
systématiquement la gestion du pas de temps suivant.

REMARQUE 5.3 : Pour assurer la convergence globale de la méthode LATIN-PGD faiblement in-
trusive, une condition nécessaire est que l’étape locale converge, et plus particulièrement l’algorithme de
résolution dédié à l’intégration des lois de comportement non-linéaires.

5.3.4 Étape linéaire – Principe P3

La résolution de l’étape linéaire est réalisée via la méthode PGD espace-temps classique, par l’inter-
médiaire d’un algorithme glouton – aussi appelé greedy. À une itération ` donnée, on suppose connue
l’approximation précédente c’est-à-dire les m` premiers modes

{
(Λi, λ

`
i)
}

16i6m`
∈ {

V × IR
}m` de

la décomposition à variables séparées (5.7) où les conditions aux limites non homogènes sont prises en
compte au moyen d’un relèvement à partir de l’approximation u0 issue de l’initialisation :

∀t ∈ I, u`(t) =
m∑̀

i=1
λ`i(t)Λi + u0(t) (5.7)

On cherche alors une nouvelle approximation, de meilleure qualité, toujours sous forme à variables sépa-
rées par résolution du problème (5.8) concaténant l’ensemble des équations linéaires :

Connaissant ŝ` = (û`, f̂ int, `) ∈ Γ trouver s`+1 = (u`+1, f int, `+1) ∈ Ad tel que :

(Ad) :





u`+1(t = 0) = 0

∀t ∈ I,




Cu
(
u`+1(t)

)
= ud(t)

f int, `+1(t)− f ext(t) = 0

(Υ−) : ∀t ∈ I,
{

H∆u`+1(t) = f int, `+1(t)− f̂ int, `(t)
u`+1(t) = û`(t) + ∆u`+1(t)

(5.8)

Résoudre ce problème sous la condition de rechercher les solutions dans un espace à variables sépa-
rées conduit naturellement à la définition d’un problème sur-contraint. Une façon de relaxer le problème
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consiste alors à ne vérifier qu’en moyenne l’équation de la direction de recherche, ce qui conduit à l’écri-
ture d’un problème de minimisation équivalent. On détaille dans la suite les deux grandes étapes inhérentes
à l’application de la méthode PGD en considérant une certaine direction de recherche H générique. Le
calcul de l’opérateur H est mené au niveau de l’étape locale précédente, en même temps que les efforts
internes généralisés. Deux cas sont déclinés :

• le cas général où la direction de recherche H(t) est variable – dépendante du temps t ∈ I ;

• le cas spécifique où la direction de recherche H est constante – indépendante du temps.

REMARQUE 5.4 : Du fait de la direction de recherche û` = u` particulière employée, le champ û`
connu de l’étape locale précédente s’écrit également sous forme à variables séparées.

5.3.4.1 Étape de mise à jour (ou update)

Nous cherchons une actualisation {λupi }16i6m`
des fonctions temporelles seules – les modes spatiaux

étant fixés. La meilleure approximation ∆u`+1 (5.9) solution du problème (5.8) est recherchée sous la
forme :

∆u`+1(t) =
m∑̀

i=1

(
λupi (t)− λ`i(t)︸ ︷︷ ︸

βi(t)

)
Λi ∀t ∈ I (5.9)

En considérant que l’équation de la direction de recherche n’est vérifiée qu’en moyenne, cette étape pré-
liminaire de mise à jour revient à résoudre le problème de minimisation (5.10) suivant :

{
βi
}
i∈J1,m`K

= arg min
αi ∈ IR
i∈J1,m`K

J

( m∑̀

i=1
αi(t)Λi

)
(5.10)

où la fonctionnelle J est donnée par la formule (5.11) avec Q = f ext− f̂ int, ` pour simplifier les notations :

J(w) = 1
2

∫

I

tw(t)
[
Hw(t)− 2Q(t)

]
dt (5.11)

Selon les propriétés de l’opérateur H, le calcul peut s’avérer plus ou moins direct.

Direction de recherche H(t) variable – dépendante du temps. Dans le cas général, l’opérateur H
dépend du temps. La résolution du problème de minimisation (5.10) conduit alors à nt inversions de petits
systèmes linéaires (5.12) – de taille (m` × m`) – dont le coût de calcul demeure généralement modéré
puisque la résolution peut être aisément parallélisée en temps, et qu’un nombre de modes m` limité (une
dizaine) est la plupart du temps suffisant pour représenter adéquatement la solution :

∀t ∈ I, ∀j ∈ J1,m`K, tΛj

[
H(t)

( m∑̀

i=1
βi(t)Λi

)
−Q(t)

]
= 0 (5.12)

Il est également possible de réduire sensiblement la complexité des opérations algébriques en considérant
un opérateur H plus spécifique, notamment constant.

Direction de recherche H constante – indépendante du temps. Dans le cas particulier où l’opérateur
H est constant et indépendant du temps, l’actualisation des fonctions temporelles se réduit à une formule
explicite. C’est par exemple le cas en considérant comme direction de recherche l’opérateur de Hooke
élastique K – matrice de raideur assemblée. Sous hypothèse d’orthogonalité des modes spatiaux, au sens
de l’énergie élastique associée au produit scalaire (5.13) suivant :

〈
v,w

〉
K = twKv ∀(v,w) ∈ V × V (5.13)
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alors l’équation (5.12) se résume à la formule explicite (5.14) donnée ci-dessous :

∀i ∈ J1,m`K, ∀t ∈ I, βi(t) = tΛiQ(t) (5.14)

Une direction de recherche plus riche sous la forme d’un produit à variables séparées H(t) = g(t)K
constitue un second exemple. La formule explicite d’actualisation des fonctions temporelles est alors
légèrement modifiée en (5.15) où la fonction g(t) joue un rôle de pondération supplémentaire :

∀i ∈ J1,m`K, ∀t ∈ I, βi(t) = 1
g(t)

tΛiQ(t) (5.15)

L’étape de mise à jour des fonctions temporelles représente ainsi un moyen peu coûteux d’utiliser au
mieux la base réduite déjà constituée, ce qui permet de limiter le nombre de modes générés. On construit
ainsi d’office une base plus optimale – au sens où moins de modes sont nécessaires pour représenter la
même quantité d’information – plus rapidement, puisque l’ajout d’un nouveau mode est de loin l’étape la
plus coûteuse comme nous allons le voir.

REMARQUE 5.5 : Bien que l’étape de mise à jour de la base existante puisse s’appliquer aussi bien
aux fonctions spatiales que temporelles, seule la mise à jour des fonctions temporelles est effectuée dans le
cadre de ces travaux. Cela permet de conserver une étape préliminaire peu coûteuse. Dans le cas général,
l’actualisation des fonctions spatiales conduirait en effet à inverser un système linéaire de grande dimen-
sion – de taille (nm`)×(nm`) – ce qui peut rapidement devenir inaccessible. Un exemple d’actualisation
des fonctions spatiales est donné dans [Giacoma et al., 2015] pour les problèmes de contact frottant.

5.3.4.2 Génération de modes

Si, en un certain sens, l’étape de mise à jour s’avère inefficace dans l’amélioration de l’approxi-
mation sur base spatiale fixée, nous recherchons un nouveau couple (Λ, λ) pour enrichir l’espace ré-
duit. Les critères associés au choix d’augmentation du nombre de modes seront discutés ultérieurement
(Section-5.3.5). En considérant toujours que l’équation de la direction de recherche n’est vérifiée qu’en
moyenne, ceci conduit à la résolution du problème de minimisation (5.16) donné ci-après :

(
Λ, λ

)
= arg min

α∈IR
γ∈V

J

(
αγ +

m∑̀

i=1
βiΛi

)
(5.16)

Nous aboutissons alors à un problème classique de type point fixe (5.17) que nous écrivons formellement :
{

Λ = ξΛ(λ)
λ = ξλ(Λ)

(5.17)

où les fonctions ξΛ(λ) et ξλ(Λ) sont respectivement données par les formules (5.18) et (5.19) suivantes :

ξΛ(λ) =
[ ∫

I
λ2(t)H dt

]−1 ∫

I
λ(t)Q̌(t) dt (5.18)

ξλ(Λ) =
tΛQ̌
tΛHΛ (5.19)

avec Q̌ = Q−H
m∑̀

i=1
βiΛi obtenu par déflation.

Dans la pratique, seules quelques itérations sont nécessaires pour la résolution du point fixe : la conver-
gence s’effectue relativement rapidement et une convergence stricte n’est pas de mise dans la mesure où
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l’ajout des couples suivants pourra venir corriger l’éventuelle erreur commise à cette étape. Dans la suite,
on note np le nombre d’itérations de l’algorithme du point fixe (np ≈ 3). La nouvelle approximation u`+1
s’exprime alors (5.20) comme :

u`+1(t) = u`(t) +
m∑̀

i=1
βi(t)Λi + λ(t)Λ ∀t ∈ I (5.20)

=
m∑̀

i=1

(
λ`i(t) + βi(t)︸ ︷︷ ︸
λ̌`+1
i (t)

)
Λi + λ(t)Λ (5.21)

Nous décidons de n’ajouter qu’au plus un mode à chaque itération de l’algorithme LATIN-PGD, quitte
à tolérer une certaine erreur d’approximation de l’équation caractérisant la direction de recherche sur les
premières itérations. Du fait de la structure même de notre algorithme, les forces internes généralisées qui
apparaissent au second membre sont de facto évaluées de manière imparfaite au début de l’algorithme. Il
paraît donc peu raisonnable de résoudre les premières équations globales d’équilibre avec une précision
extrêmement fine – en générant d’emblée un grand nombre de modes – alors que ces modes ne seront
probablement pas les plus optimaux pour représenter la solution à convergence.

Qui plus est, chaque couple étant déterminé séquentiellement de manière totalement indépendante, il
n’est pas impossible qu’au cours de l’algorithme certains couples trouvés soient dépendants de couples
précédents, déjà exhibés à une itération antérieure. Il est alors possible de rendre la décomposition plus
optimale en rajoutant une étape d’orthogonalisation – ce que nous faisons – de sorte que chaque nouvelle
correction soit systématiquement recherchée dans un espace orthogonal à la base existante. Suivant un pro-
cessus de type Gram-Schmidt, on suppose que la base spatiale {Λi}16i6m`

de l’itération ` précédente est
orthonormée au sens de l’énergie élastique. En réécrivant l’équation (5.20) sous la forme (5.22) suivante :

u`+1(t) =
m∑̀

i=1

(
λ̌`+1
i (t) + λ(t)

〈
Λ,Λi

〉
K︸ ︷︷ ︸

λ`+1
i (t)

)
Λi + λ(t)

(
Λ−

m∑̀

i=1

〈
Λ,Λi

〉
KΛi

)
∀t ∈ I (5.22)

et notant Λ̌ = Λ−
m∑̀

i=1

〈
Λ,Λi

〉
KΛi puis Λm`+1 =

∥∥∥Λ̌
∥∥∥
−1

K
Λ̌ alors la correction apportée (5.23) s’écrit :

∆u`+1(t) =
m∑̀

i=1

(
βi(t) + λ(t)

〈
Λ,Λi

〉
K

)
Λi + λ(t)

∥∥∥Λ̌
∥∥∥

K︸ ︷︷ ︸
λ`+1
m`+1(t)

Λm`+1 ∀t ∈ I (5.23)

où la nouvelle base spatiale {Λi}16i6m`+1 est orthonormée au sens de l’énergie élastique. Le nouveau
mode obtenu n’est alors retenu que s’il possède un poids non négligeable par rapport à la base {Λi}16i6m`

préalablement établie, c’est-à-dire qu’il est capable d’apporter de nouvelles informations.

Finalement, nous appliquons une étape de relaxation (5.24), ce qui permet d’assurer la convergence
de l’algorithme :

∀t ∈ I, u`+1(t) = u`(t) + µr∆u`+1(t) (5.24)

où µr représente le coefficient de relaxation. L’algorithme est d’autant plus stable que la valeur de la
relaxation est faible. A contrario, un coefficient de relaxation élevé assure un meilleur taux de convergence.
Il faut donc trouver un compromis entre stabilité et performance – avec usuellement 0.5 6 µr 6 0.95 selon
les cas.
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REMARQUE 5.6 : Cette étape de relaxation apporte plus de stabilité mais, dans le même temps,
conduit naturellement à s’écarter de la direction de recherche souhaitée.

Impact du choix de la direction de recherche. Du point de vue des performances, à chaque itération du
point fixe, il est nécessaire d’inverser un système linéaire de taille (n×n) lors de l’évaluation de la fonction
ξΛ(λ). Ceci entraîne une étape de factorisation coûteuse – dont on note nf la complexité algébrique – si on
utilise un solveur direct. Ainsi, il est intéressant de chercher à mutualiser cette opération sur l’ensemble des
itérations LATIN-PGD, ce qui est notamment possible en considérant une direction de recherche constante
et indépendante du temps. Un tel choix occasionne la factorisation de l’opérateur une seule fois pour
l’ensemble du calcul, ce qui permet de limiter grandement la complexité algébrique liée à la génération
d’un nouveau mode qui se résume alors à l’inversion du système triangulaire résultant – dont on note
ns la complexité algébrique. Considérer une direction de recherche constante et indépendante du temps
peut s’avérer particulièrement pertinent dès que l’on traite des problèmes industriels – n grand – bien
que ce choix puisse ralentir la vitesse de convergence par rapport à un opérateur tangent. Typiquement,
pour des opérateurs full on a nf ≡ O(1

3n
3) � ns ≡ O(2n2). Ce rapport de force reste vrai pour nos

opérateurs sparse bien que la complexité de chacune des opérations soit inférieure compte tenu du fait
que l’opérateur ne possède que nz termes non nuls – avec n2 � nz � n. Le Tableau 5.1 fournit un
résumé de la complexité sous-jacente des différentes étapes en fonction du choix retenu pour la direction
de recherche – pour une itération ` donnée dont on suppose que m` modes ont déjà été construits.

TABLE 5.1 – Comparaison des complexités algébriques selon différentes directions de recherche avec
ε = 1 pour la toute première résolution de ξΛ(λ) (m` = 0) et ε = 0 autrement

Étape préliminaire Génération d’un nouveau mode

H(t) O
(
ntnzm`

(
m` + 1

)) O
(
2nznt

(
m` + 2np

))
+ np

(
nf + ns

)

K O
(
2ntnm`

)
O
(
2nnt

(
m` + np + 3

2
)

+ 2nz
(
np +m`

))
+ εnf + npns

Du point de vue du stockage en mémoire, choisir un opérateur H dépendant du temps s’avère également
beaucoup plus gourmand en ressources, comparativement à un opérateur constant indépendant du temps.
Au cours du calcul, il faut alors disposer d’un espace mémoire de taille ntnz qui croît exponentiellement à
mesure que le problème industriel s’enrichit. La problématique du stockage en mémoire est prédominante
en bureau d’étude où chaque calcul ne peut nécessairement pas être mené sur de gigantesques clusters,
bien que les solutions SaaS 1 apportent plus de flexibilité. Une des contraintes émanant du développement
de nouvelles méthodes numériques réside dans la dualité performance versus empreinte mémoire. À ce
titre, cette version faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD, destinée à accroître les performances
du logiciel industriel, ne doit pas, dans le même temps, dégrader sensiblement l’espace mémoire nécessaire
à la réalisation d’un calcul. Nous donnerons des valeurs numériques en Section-5.4.2 à titre d’exemple.
Plusieurs solutions existent pour limiter le stockage en mémoire vive (RAM) :

• le choix de l’opérateur lui-même, en considérant une direction de recherche indépendante du temps ;

• l’emplacement mémoire, en décidant de stocker ponctuellement une partie de l’information sur
disque dur (SSD) plutôt qu’en mémoire vive (RAM), au risque cependant de dégrader fortement les
performances ;

• l’usage d’une méthode d’hyper-réduction telle que la méthode RPM [Capaldo et al., 2017].

Ainsi, à moins que le problème soit fortement non-linéaire, ou bien qu’un niveau élevé de plasticité soit
atteint, – auquel cas un opérateur H tangent dépendant du temps semble plus judicieux – dans la plupart

1. Software as a Service
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des cas un opérateur H constant peut s’avérer suffisant et particulièrement efficace pour réduire de manière
significative la complexité des opérations algébriques à mener, avec qui plus est une gestion parcimonieuse
de la mémoire. Comme nous le verrons par la suite, l’ensemble des études réalisées dans le cadre de ces
travaux a suscité une large supériorité quant à l’utilisation d’un opérateur H constant.

5.3.5 Critères mis en place

Différents critères guident le fonctionnement général de l’algorithme. Ces critères sont de fait des
paramètres supplémentaires de la méthode dont le choix découle de l’analyse de campagnes d’essais
numériques : ils ont été choisis pour satisfaire au mieux les critères de performance et de robustesse.

5.3.5.1 Indicateur d’erreur global ω`

Un critère basé sur la norme énergétique moyennée sur l’intervalle de temps (5.25) a été retenu. Ce
critère permet de mesurer, en un certain sens, la distance géométrique entre les espaces Γ et Ad :

ω` =
[

‖u`+1 − û`‖2K
1
2 ‖u`+1‖2K + 1

2 ‖û`‖
2
K

]0.5

avec ‖u`‖2K =
〈
u`,Ku`

〉
IV

=
∫

I

tu`(t)Ku`(t) dt (5.25)

Le calcul s’arrête dès que le seuil de convergence η est atteint à savoir ω` 6 η avec η = 10−4 par défaut.
Cette valeur a été validée numériquement afin de garantir une solution de bonne qualité comme nous le
verrons dans les applications. Il est également possible d’ajouter un critère en effort (5.26) qui s’appuie
directement sur le critère en résidu d’équilibre ETESF (4.1) natif du logiciel Simcenter Samcef

TM
:

ωf
` = ‖ETESF‖1

nt
(5.26)

Ce critère présente l’avantage d’être aisément accessible puisqu’il intervient classiquement dans le logiciel
industriel.

5.3.5.2 Choix d’augmentation du nombre de modes

Chaque génération d’un nouveau mode conduit inexorablement à l’inversion d’un système linéaire
de grande taille – d’ordre n, le nombre de degrés de liberté spatiaux – ce qui représente une opération
coûteuse à réaliser. Le critère qui détermine la pertinence de l’étape de mise à jour conduisant, ou non,
à l’élaboration d’un nouveau mode, pilote ainsi directement la performance de l’algorithme. Ce critère
doit donc être choisi minutieusement pour assurer à la fois performance et robustesse, cette dernière étant
d’une importance capitale en environnement industriel pour pouvoir considérer tous types de problèmes
non-linéaires. Nous avons envisagé plusieurs critères chacun ayant ses avantages et ses inconvénients.

Critère purement algébrique. Le premier critère est basé sur les variations relatives des fonctions
temporelles lors de l’étape de mise à jour et présente l’avantage d’être aisément calculable. L’étape d’aug-
mentation du nombre de modes n’est mise en œuvre que si l’équation (5.27) est vérifiée :

α`(1 +m`)
ntm`

m∑̀

i=1

nt∑

j=1

∣∣∣∣∣
βi(tj)

λupi (tj) + λ`i(tj)

∣∣∣∣∣ 6 ηc1 (5.27)

où ηc1 caractérise un certain seuil et α` représente un coefficient de pondération pouvant varier au gré des
itérations. Ce coefficient modérateur procure une propriété intéressante à savoir une tendance à générer
de moins en moins de modes au fur et à mesure que ` augmente. Cependant, ce critère présente certains
défauts : il ne prévient pas des phénomènes de permutations circulaires, au même titre qu’une forte varia-
tion des fonctions temporelles n’implique pas nécessairement que l’équation de la direction de recherche
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– qui n’est vérifiée qu’en moyenne – soit correctement décrite. Pour éviter les phases de stagnation, nous
pouvons jouer sur le coefficient α` en diminuant sa valeur à mesure que les itérations sans génération d’un
nouveau mode s’enchaînent, dans la limite d’un certain seuil (5 itérations par exemple) où la génération
d’un nouveau mode est alors forcée.

Critère d’erreur en direction de recherche. Le second critère s’articule autour de l’analyse de l’équa-
tion caractérisant la direction de recherche – qui n’est vérifiée qu’en moyenne. L’étape d’augmentation du
nombre de modes est réalisée uniquement lorsque la condition (5.28) est satisfaite :

max
t ∈ I

(
max

V

∣∣∣f ext(t)−H∆u`+1(t)− f̂ int, `(t)
∣∣∣
)

max
t ∈ I

(
max

V

∣∣∣f̂ int, `(t)− f ext(t)
∣∣∣
) > ηc2 (5.28)

où ηc2 symbolise un certain seuil de tolérance. Ce critère permet d’appréhender l’erreur relative commise
entre la direction de recherche souhaitée et celle effectivement empruntée. Typiquement, au début de
l’algorithme, l’espace réduit est généralement trop pauvre pour représenter convenablement la direction
de recherche, ce qui conduit à un enrichissement par l’ajout de modes supplémentaires. Puis, au fil des
itérations, l’étape de mise à jour devient de plus en plus efficace permettant de s’affranchir de la génération
de nouveaux modes. La Figure 5.3 fournit une interprétation géométrique de ce critère : si à l’issue de
l’étape de mise à jour, la direction de recherche empruntée s’avère être trop éloignée de la direction
souhaitée, alors nous procédons à la génération d’un nouveau mode ce qui permet de mieux satisfaire
l’équation de la direction de recherche en moyenne.

Ad

Γ

sχ

s`

ŝ`

s`+1

u(t)

f int(t)

New mode

FIGURE 5.3 – Interprétation géométrique de la vérification de l’équation de la direction de
recherche en moyenne

Critère basé sur les distances relatives aux espaces Ad et Γ. Le troisième critère s’intéresse à l’évo-
lution des distances entre les espaces Ad et Γ entre deux itérations successives. L’étape d’augmentation
du nombre de modes est requise dès que l’inégalité (5.29) suivante est constatée :

d` − d`+1
d`

6 ηc3 (5.29)

où ηc3 fixe un certain seuil et la distance d` est donnée par la formule (5.30) ci-contre :

d` = ‖s` − ŝ`‖K‖s` + ŝ`‖K
avec ‖s`‖2K =

∫

I

tu`(t)Ku`(t) + tf int, `(t)K−1f int, `(t) dt (5.30)

Ce type de critère a déjà été utilisé dans [Heyberger et al., 2012] par exemple avec ηc3 = 0.2 pour des
problèmes de thermique instationnaire.
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5.4 Illustration sur un cas-test académique

Sous le prisme d’un premier cas-test, nous illustrons dans cette partie le fonctionnement de la méthode
LATIN-PGD faiblement intrusive implémentée dans le logiciel industriel Simcenter Samcef

TM
.

5.4.1 Description du cas-test

Ce premier cas-test académique correspond à la sollicitation en traction d’un barreau entaillé. Le
chargement est appliqué à l’une des extrémités (z = L) tandis que l’autre extrémité reste encastrée (z = 0)
comme illustré en Figure 5.4. Le maillage est composé d’éléments volumiques tétraédriques du second
degré et recense n = 9 × 104 dégrés de liberté. La source des non-linéarités se situe au niveau de la
loi de comportement matériau supposée élasto-visco-plastique. La déformation plastique cumulée p est
notamment gouvernée par une loi d’évolution de type Norton (5.31) écrite sous la forme :

ṗ =
〈
J2(σ)− σ0
kp1/m

〉n

+
(5.31)

avec k,m et n trois paramètres scalaires, auxquels s’ajoute le seuil de plasticité σ0 ainsi que les paramètres
élastiques usuels pour un matériau supposé isotrope – module d’Young E et coefficient de Poisson ν. Le
Tableau 5.2 recense les différentes valeurs retenues pour ces paramètres.

ud

0

x

y

z

FIGURE 5.4 – Premier cas académique : barreau entaillé

TABLE 5.2 – Paramètres matériaux de la loi élasto-visco-plastique de type Norton

E [MPa] ν [-] σ0 [MPa] m [-] n [-] k [MPa.s1/n]

2.0× 105 0.28 10 12.1 15 713

5.4.2 Résultats numériques et analyses des performances

Ce cas-test étant relativement simple, il ne permet bien sûr pas d’analyser convenablement les perfor-
mances au regard d’un éventuel gain en temps de calculs. Ce paragraphe s’intéresse plus particulièrement à
l’influence des différents paramètres de la méthode LATIN-PGD sur le fonctionnement général de l’algo-
rithme et sur le taux de convergence – en nombre d’itérations. Il convient de noter que les choix permettant
de minimiser le nombre d’itérations ne conduisent pas nécessairement à une minimisation du temps global
de simulation. Nous reviendrons sur ce point au Chapitre-9 lors de l’étude des cas industriels.

Influence du choix de la direction de recherche. L’un des paramètres majeurs de la méthode LATIN-
PGD se situe dans le choix de la direction de recherche, c’est-à-dire dans le choix de l’opérateur H pouvant
éventuellement dépendre du temps. Matérialisées sur la Figure 5.5, nous avons étudié trois directions
particulières :

• la direction tangente H`(t) dépendante du temps t ∈ I évaluée à chaque itération LATIN-PGD ;

• la direction tangente H0(t) dépendante du temps t ∈ I calculée uniquement à la première itération
LATIN-PGD, et conservée pour l’ensemble des itérations suivantes ;

• la direction de recherche élastique K constante et indépendante du temps.
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À titre de comparaison, ont été également ajoutées les courbes de décroissance de l’indicateur d’erreur,
d’une part pour la méthode LATIN pure (sans technique PGD mise en œuvre) et, d’autre part, en forçant
la génération d’un mode à chaque itération sans effectuer d’étape de mise à jour au préalable – avec H`

comme direction de recherche. Sans surprise, avoir recours à une direction tangente H` fournit la méthode
la plus efficace au regard du nombre d’itérations.
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FIGURE 5.5 – Influence du choix de la direction de recherche sur le taux de convergence
en fonction du nombre d’itérations

Le Tableau 5.3 expose quelques détails supplémentaires sur les différents calculs réalisés. Nous observons
notamment une forte disparité des ressources en mémoire requises. Comparée aux ressources classiques
demandées par le logiciel industriel dans sa version commerciale (algorithme de Newton-Raphson), l’in-
troduction de la méthode LATIN-PGD nécessite d’apporter un supplément mémoire : un opérateur tangent
entraîne une augmentation de près de 70% de la mémoire vive lorsqu’un opérateur indépendant du temps
ne requière que 30% d’augmentation. Par ailleurs, comme nous l’avons déjà évoqué, ce premier cas-test
académique demeure trop simple pour examiner les performances. Le propre de la méthode LATIN-PGD
étant de réduire sensiblement le nombre de systèmes linéaires à résoudre, encore faut-il que l’étape glo-
bale soit largement prépondérante devant l’étape locale, ce qui n’est pas le cas sur cet exemple. On peut
toutefois noter que même si deux fois plus d’itérations sont nécessaires pour atteindre la convergence entre
les opérateurs H` et K, les temps de calculs demeurent similaires.

TABLE 5.3 – Caractéristiques relevées pour les différents calculs

H` H0 K
Nombre d’itérations [-] 13 16 25

Nombre de modes générés [-] 6 8 10
*** Mémoire totale *** [GB] 3.83 3.83 2.95

Ressources classiques [GB] 2.27 2.27 2.27
Supplément LATIN-PGD [GB] 1.56 1.56 0.68

*** Temps total *** [s] 113 128 127
Prorata étape locale [%] 71.3 69.4 89.2

Prorata étape globale [%] 28.7 30.6 10.8
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Influence du critère d’arrêt. Le calcul de l’indicateur d’erreur ω` permet d’estimer l’état de conver-
gence. Afin d’avoir une comparaison plus explicite, nous avons juxtaposé sur la Figure 5.6 l’évolution de
l’indicateur d’erreur et l’évolution de l’erreur vraie eχ donnée ci-après (5.32) en fonction des itérations :

eχ = max
t ∈ I




max
V
|u(t)− uχ(t)|

1
n ‖uχ(t)‖1


 (5.32)

où uχ représente la solution de référence donnée par le logiciel Simcenter Samcef
TM

dans sa version
commerciale. On observe ainsi qu’une valeur ω` ≈ 10−4 de l’indicateur d’erreur coïncide avec une erreur
vraie eχ de l’ordre de 1%, occasionnant l’obtention d’une solution de bonne qualité.
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FIGURE 5.6 – Correspondance entre l’indicateur d’erreur ω` et l’erreur vraie eχ en fonction

des itérations avec illustrations spatiales des niveaux d’erreur relative
|u− uχ|
|uχ|

(en %) pour le

pas de temps le plus chargé

En fonction du besoin, il est également possible de considérer des approximations plus grossières en
rehaussant le critère d’arrêt. C’est une des forces de la stratégie non-incrémentale LATIN-PGD de pou-
voir fournir très rapidement une approximation de la solution sur l’ensemble de l’espace et du temps.
En effet, bien souvent en environnement industriel, la ressource du temps disponible, dictée par les im-
pératifs économiques, n’est pas extensible. Ainsi, la méthode LATIN-PGD est susceptible d’apporter la
meilleure approximation possible dans le budget temps imparti ce qui permet d’envisager des prises de
décisions éclairées au moment opportun. Le cas échéant, il est ensuite possible d’accroître ce budget temps
disponible dans l’optique d’affiner la qualité de l’approximation obtenue.
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Chapitre 6

Extension de la méthode LATIN-PGD aux
non-linéarités géométriques

Ce chapitre complète la formulation proposée pour l’étendre aux
non-linéarités géométriques. On s’intéresse tout spécialement au cas des

grandes rotations où l’on montre que la direction de recherche de descente
doit être minutieusement choisie afin d’assurer la convergence. Cette

extension reste en tout point compatible avec la gestion des non-linéarités
matériaux vues au chapitre précédent, ce qui permet d’envisager des

couplages entre non-linéarités de différentes natures.
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Dans ce chapitre, seuls les éléments nouveaux ou différents par rapport au chapitre précédent de la
méthode LATIN-PGD faiblement intrusive sont explicités. On pourra ainsi se référer au Chapitre-5 lorsque
cela s’avèrera nécessaire. Sauf mention contraire, les mêmes notations sont conservées. On suppose de
plus que l’on reste dans le cadre de déplacements « modérés », en dehors des zones d’instabilité.

6.1 Équations du problème en grandes transformations

En plus des éventuelles non-linéarités liées au comportement des matériaux, on considère aussi doré-
navant la prise en compte des non-linéarités géométriques. La formulation du problème (5.1) à résoudre
demeure inchangée, au détail près que le champ de déplacement u caractérise non plus uniquement la dé-
formation de la matière mais également la variation de la géométrie. Suivant une approche Lagrangienne,
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la configuration initiale est conservée comme configuration de référence.

Aucune modification dans l’énoncé des principes P1 et P2 de la méthode LATIN-PGD n’est néces-
saire, la séparation des difficultés et la définition des espaces supplémentaires Υ+ et Υ−, caractérisant les
directions de recherche, restant valides en grandes transformations. C’est d’ailleurs un point fondamental
qui a été recherché afin d’assurer un maximum de robustesse et de généralité à la méthodologie propo-
sée : sous un même formalisme fonctionnel, et sans avoir à modifier l’architecture déjà mise en œuvre,
nous sommes alors capables d’adresser à la fois les non-linéarités matériaux, mais aussi les non-linéarités
géométriques. Les quantités généralisées s = (u, f int) ∈ IV × IV – déplacements et forces généralisés
respectivement – choisies comme inconnues du problème (5.2 – 5.3) sont universelles dans le sens où
ce sont des grandeurs macroscopiques intervenant avec n’importe quel type de non-linéarités. Seules les
variables locales derrière – variables internes, choix des mesures de déformation, etc. – varient en fonc-
tion de l’application mais demeurent cachées sous l’opérateur Au géré au niveau de l’étape locale, ce
qui permet de s’appuyer pleinement sur l’ensemble des outils du logiciel industriel préexistants. Ainsi,
l’unique modification à prévoir se situe dans l’adaptation de certains paramètres, typiquement le choix de
l’opérateur H définissant la direction de recherche de descente, comme nous allons le voir par la suite.

6.2 Particularités du non-linéaire géométrique

On reprend ci-après succinctement les grandes étapes de la méthode LATIN-PGD dans sa version
faiblement intrusive formulée précédemment en précisant les quelques particularités supplémentaires in-
tervenant en non-linéaire géométrique.

6.2.1 Initialisation

L’initialisation de l’algorithme s’effectue toujours à partir de n’importe quelle approximation s0 ∈ Ad.
En fonction du type de non-linéarités impliquées, nous avons retenu plusieurs choix. En présence de non-
linéarités géométriques uniquement, un choix aisément accessible consiste à utiliser une initialisation
élastique – linéaire géométrique. Le paramètre numérique NLIS de Simcenter Samcef

TM
permet en effet,

directement au niveau de la mise en données du problème, de définir si l’on souhaite tenir compte, ou
non, des non-linéarités géométriques. Par ailleurs, lorsqu’aux non-linéarités géométriques s’ajoutent les
non-linéarités matériaux, il est alors envisageable d’initialiser l’algorithme de plusieurs manières :

• par l’intermédiaire d’une approximation élastique – en linéaire géométrique ;

• grâce à une approximation prenant en compte les non-linéarités matériaux – en linéaire géomé-
trique ;

• au moyen d’une approximation élastique – prenant en considération les non-linéarités géométriques.

Qui plus est, lors de la réalisation d’études paramétriques, n’importe quelle solution déjà calculée peut
servir d’initialisation.

6.2.2 Étape locale

Nous nous appuyons une fois de plus sur l’intelligence du logiciel industriel qui possède déjà tous les
outils nécessaires aux calculs des différentes quantités intervenant en non-linéaire géométrique. La mé-
thodologie boîte noire mise en œuvre lors de l’étape locale, consistant à fournir le champ de déplacements
généralisés en entrée pour récupérer en sortie les efforts internes généralisés, englobe de fait l’ensemble
des opérations liées aux non-linéarités matériaux et géométriques. On rappelle que c’est l’un des points
forts de cette version LATIN-PGD faiblement intrusive que de pouvoir réexploiter autant que possible
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toute la richesse d’un logiciel industriel tel que Simcenter Samcef
TM

. En particulier, nous explicitons ci-
dessous quelques étapes incontournables intervenant en non-linéaire géométrique que nous réutilisons
sans aucune modification.

Choix de la mesure de déformation. Lors de l’écriture des lois de comportement matériaux, définis-
sant une relation entre un état de contrainte et un état de déformation, le choix de la mesure de déforma-
tion n’est pas unique. Par exemple, alors que les lois hyper-élastiques découlent d’une fonction densité
d’énergie de déformation écrite à partir soit des invariants, soit des directions principales, du tenseur des
déformations de Green-Lagrange E, les lois plastiques sont généralement définies par l’intermédiaire du
tenseur des déformations naturelles ε issu du tenseur des taux de déformation eulérien D ≡ ε̇ afin de res-
pecter l’incompressibilité en grandes déformations. Ainsi, chaque loi de comportement est écrite suivant
une hypothèse sur la mesure de déformation utilisée dont les différents choix disponibles dans Simcenter
Samcef

TM
sont rassemblés dans le Tableau 6.1 – où la notation •Rp désigne des quantités tournées, indé-

pendantes de la rotation de la matière. Ces lois sont intégrées localement en chaque point de Gauss de
chaque élément.

TABLE 6.1 – Différentes mesures de déformation disponibles dans Simcenter Samcef
TM

Mesures de déformation Contrainte associée

Green-Lagrange E S 2nd tenseur de Piola-Kirchhoff
Naturelles γε σRp Cauchy
Naturelles γε τRp Kirchhoff

Biot αε h Biot

Dans un souci de robustesse et de facilité d’implémentation, c’est le tenseur des déformations de Green-
Lagrange E – couplé au second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff S – qui est utilisé par défaut
dans le logiciel Simcenter Samcef

TM
au niveau local, à l’échelle de l’élément, et ce quelle que soit la

mesure de déformation sous-jacente constitutive de la loi de comportement. Ce choix permet de respecter
le principe d’objectivité en grandes transformations dans la mesure où, d’une part, toutes les mesures
de déformation peuvent se baser sur le tenseur symétrique des déformations pures U intervenant dans la
décomposition polaire F = RpU du tenseur gradient de la transformation, avec Rp l’opérateur orthogonal
de rotation pure, et, d’autre part, le tenseur des déformations de Green-Lagrange E et le tenseur des
déformations pures U possèdent les mêmes directions principales. On peut également montrer qu’il existe
un lien (6.1) entre les déformations principales de E et celles de U, notées respectivement

(
λEi
)
16i63 et(

λU
i

)
16i63 dans la suite :

∀i ∈ J1, 3K, λU
i =

√
1 + 2λEi (6.1)

Ainsi, quelle que soit la mesure de déformation retenue pour l’écriture de la loi de comportement, la simple
connaissance du tenseur des déformations de Green-Lagrange E est suffisante pour pouvoir remonter aux
autres mesures de déformation – fonction de U excluvisement – lorsque cela s’avère nécessaire. Plus
précisément, ces mesures de déformation appartiennent toutes à la même famille de tenseurs

(
En
)
n∈Z∗

symétriques (6.2) du second ordre qui possèdent comme propriété de s’annuler pour tout mouvement de
corps rigide :

∀n ∈ Z∗, En = 1
n

(
Un − I

)
(6.2)

De plus, en définissant le logarithme d’un tenseur U symétrique défini positif de la manière (6.3) sui-
vante, où

(
λU
i ,VU

i

)
16i63 caractérisent les valeurs propres et les vecteurs propres de U – respectivement
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déformations principales et directions principales de déformation :

Si U =
3∑

i=1
λU
i VU

i ⊗VU
i alors ln(U) =

3∑

i=1
ln(λU

i )VU
i ⊗VU

i (6.3)

alors, par extension pour n = 0, on définit également E0 = ln(U). En reprenant les différentes mesures
établies dans le Tableau 6.1, on aboutit aux formules (6.4) ci-dessous :

(E0) γε = ln(U) (E1) αε = U− I (E2) E = 1
2
(tUU− I

)
(6.4)

où la contrainte associée à chaque mesure de déformation est déterminée par équivalence énergétique.

REMARQUE 6.1 : La vitesse des déformations conjuguée du tenseur des contraintes de Cauchy tourné
σRp = tRpσRp = J−1USU, qui s’exprime sous la forme γ̇ε =

[
U̇U−1]

S
par dualité, n’est a priori

pas intégrable analytiquement de manière exacte. Par conséquent, on cherche une approximation de cette
mesure des déformations en postulant la loi γε = ln(U) dont on peut vérifier a posteriori que l’intégration
est exacte dès que les contraintes et les déformations possèdent les mêmes directions principales dans un
repère lié à la matière. Dans le cas général, par développement en séries, on montre que l’approximation
est vérifiée jusqu’au deuxième ordre.

En résumé, en disposant pour chaque élément de la connaissance des déplacements généralisés u aux
nœuds, on est alors capable d’évaluer aux différents points de Gauss de l’élément le tenseur des déforma-
tions de Green-Lagrange E et le tenseur gradient de la transformation F. Ensuite, par intégration des lois
de comportement matériaux, on détermine le tenseur des contraintes associé S en réalisant ponctuellement,
le cas échéant, un changement de mesures de déformation via le tenseur des déformations pures U et sa
décomposition en valeurs propres – les lois constitutives n’étant pas nécessairement écrites sous le même
formalisme (E, S) de l’élément. Finalement, on remonte aux efforts internes généralisés f int aux nœuds
de l’élément par formules de quadrature. La Figure 6.1 récapitule ce cheminement dans un organigramme
où la notation U

∼
sera explicitée dans le paragraphe qui suit.

É
L
É
M
E
N
T
S

M
A
T
É
R
I
A
U
X

E
γε = tVEdiag

(
0.5 ln

(
1 + 2λEi

))
VE

αε = tVEdiag
(√

1 + 2λEi
)
VE − I

S
S = U−1JσRpU−1

S = U
∼
−1 : h

E

S

CHANGEMENT MESURES DE DÉFORMATION

Green-Lagrange

Naturelle

Biot

2nd Piola-Kirchhoff

Cauchy

Biot

VU = VE ∈ O3
(
R
)

λU
i =

√
1 + 2λEi ∈ R i ∈ J1, 3K

FIGURE 6.1 – Gestion des différentes mesures de déformation

REMARQUE 6.2 : Lorsque les déformations sont petites, le tenseur symétrique des déformations pures
U est quasiment unitaire, ce qui rend les différentes mesures de déformation équivalentes.
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Contribution de la raideur géométrique. Comme évoqué au Chapitre-1, la prise en compte des non-
linéarités géométriques apporte une contribution supplémentaire à l’opérateur de rigidité tangent KT élé-
ments finis. L’impact de la variation de la géométrie intervient majoritairement à deux endroits : (i) au
niveau du respect de la cohérence des différentes mesures de déformation lors de l’intégration des lois de
comportement matériaux ; (ii) au niveau de la construction proprement dite de l’opérateur tangent dans le
formalisme éléments finis grâce aux fonctions de forme de l’élément.

(i) Supposons par exemple que la loi de comportement définisse une relation h = Kh : αε entre les
tenseurs des déformations et des contraintes de Biot. La raideur tangente cohérente Kh est donc connue
dans le formalisme de Biot. Cependant, au niveau de l’élément, c’est la mesure des déformations basée
sur le tenseur des déformations de Green-Lagrange E qui nous intéresse, ce qui nécessite de déduire la loi
tangente KS qui relie le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff S au tenseur des déformations
de Green-Lagrange E sous la forme S = KS : E. Sachant que la contrainte h associée à αε est définie par
la formule h =

[
SU
]

S
, il s’ensuit la relation (6.5) qui lie les deux lois tangentes :

KS = U
∼
−1 :

(
Kh − S

∼

)
: U
∼
−1 (6.5)

où les quantités •
∼

désignent à chaque fois l’unique tenseur symétrique d’ordre 4 vérifiant l’égalité (6.6)
donnée ci-contre :

U
∼

: S = 1
2
(
US + SU

)
= S
∼

: U (6.6)

Au sein de la relation (6.5), on distingue qu’à la rigidité classique Kh vient s’ajouter un terme de rigidité
géométrique S

∼
qui découle du changement de mesures de déformation. Des relations équivalentes peuvent

être établies pour les autres mesures de déformation, que nous ne détaillons pas ici par souci de concision.

(ii) Comme nous l’avons déjà évoqué au Chapitre-1 (cf. Section-1.3.1.3), la variation de la géométrie
impacte également l’élaboration de la matrice tangente élémentaire K[e]

T où une rigidité géométrique K[e]
g

supplémentaire vient s’additionner à la raideur K[e]
m classique issue du comportement matériaux. On rap-

pelle la formule en (6.7) pour faciliter la lecture où la matrice élémentaire C[e] désigne de fait le pendant
du tenseur KS symétrique d’ordre 4 sous un formalisme matriciel :

K[e]
T =

∫

Ωe

tB[e]C[e]B[e] dΩe

︸ ︷︷ ︸
K[e]
m

+
∫

Ωe

∂ tB[e]

∂u[e] S[e] dΩe

︸ ︷︷ ︸
K[e]
g

(6.7)

Ce second apport intervient cette fois-ci à l’échelle de l’élément.

Que ce soit lors de l’intégration des lois matériaux ou à l’échelle locale de l’élément, l’ensemble de
ces contributions sont évaluées automatiquement par le logiciel Simcenter Samcef

TM
dont nous récupé-

rons directement la raideur tangente assemblée globale KT à l’issue de l’étape locale – éventuellement
en chacun des pas de temps. Comme l’ensemble des opérations est réalisé localement en chaque point de
Gauss de chaque élément, il n’est pas possible dans notre approche de type boîte noire faiblement intru-
sive de pouvoir discerner puis scinder les contributions. L’opérateur tangent assemblé est nécessairement
récupéré d’un seul tenant.

REMARQUE 6.3 : L’implémentation numérique réalisée dans Simcenter Samcef
TM

n’est pas la seule
manière de faire. Dans d’autres codes, en grandes déformations, on préfère actualiser la géométrie et
travailler en vitesse de déformations. Ceci n’a pas d’impact sur la méthodologie LATIN-PGD faiblement
intrusive proposée dès que l’on est capable de récupérer les efforts internes généralisés et les raideurs
associées à l’issue de l’étape locale.
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6.2.3 Étape linéaire

La résolution de l’étape linéaire s’opère par l’intermédiaire de la méthode PGD espace-temps classique
où seulement quelques ajustements mineurs doivent être effectués lors de la prise en compte des non-
linéarités géométriques.

6.2.3.1 Choix de la direction de recherche

Afin d’assurer la convergence de la méthode en grandes transformations, la direction de recherche
doit être minutieusement choisie. En particulier, la raideur géométrique joue un rôle important en grandes
rotations où elle introduit un terme de rappel sur la partie antisymétrique du gradient de la transforma-
tion. Si ce terme de rappel n’est pas du bon ordre de grandeur, le schéma de résolution peut devenir
instable comme nous l’illustrerons sur le cas-test académique (cf. Section-6.3). Plusieurs choix de direc-
tion de recherche ont été testés : l’opérateur tangent H`(t) complet – dépendant du temps – assurant un
maximum de robustesse, mais également des versions à opérateur constant – indépendant du temps –
permettant d’asseoir les performances de l’algorithme. L’opérateur constant est obtenu par combinaison
linéaire d’opérateurs tangents à différents instants t, par technique SVD avec troncature au premier ordre,
ou encore par l’intermédiaire d’une moyenne temporelle. Cependant, ces dernières versions – direction de
recherche constante, indépendante du temps – n’ont pas montré de résultats aussi concluants que ceux qui
ont été obtenus en présence de non-linéarités matériaux uniquement. La robustesse demeurant un point
primordial dans l’élaboration de la stratégie proposée, nous n’avons pas retenu ces versions à opérateurs
constants au profit de versions plus stables basées sur l’opérateur tangent H`(t).

6.2.3.2 Résolution PGD

Bâties sur une direction de recherche tangente, deux versions ont été retenues en grandes transforma-
tions. Nous détaillons ci-après dans les grandes lignes chacune d’entre elles.

Version analogue au cas tangent H`(t). Cette première version est rigoureusement la même que celle
présentée au chapitre précédent en présence de non-linéarités matériaux – direction de recherche tangente
H`(t) dépendante du temps, évoluant au gré des itérations. La seule différence se situe au niveau du
contenu de l’opérateur tangent H`(t) qui englobe de fait une contribution supplémentaire liée aux non-
linéarités géométriques – évaluées à l’étape locale. Cette contribution est calculée automatiquement par
le logiciel industriel sans aucune modification particulière à apporter. On pourra se référer au Chapitre-5
pour davantage de détails.

Version avec conditionneur Hc constant. Cette seconde version vise à tirer profit d’un opérateur
constant pour réduire la complexité algébrique des différentes opérations à mener. Cette version se base
toujours sur une direction de recherche tangente H`(t) mais l’étape d’augmentation du nombre de modes
est réalisée par l’intermédiaire d’un conditionneur Hc constant et symétrique, ce qui permet de s’affran-
chir de l’étape coûteuse de factorisation à chaque nouveau mode généré. Plus précisément, à une itération
` donnée de l’algorithme, où on suppose que les m` premiers modes

{
(Λi, λ

`
i)
}

16i6m`
∈ {V × IR

}m`

ont déjà été construits, on cherche une nouvelle approximation du problème (5.8) sous forme à variables
séparées. L’équation de la direction de recherche (6.8) – en notant Q = f ext− f̂ int, ` le résidu d’équilibre :

∀t ∈ I, H`(t)
(
u`+1(t)− u`(t)

)
= Q(t) (6.8)

n’est invariablement vérifiée qu’en moyenne, ce qui conduit à la résolution de nt petits systèmes li-
néaires (6.9) – de taille (m`×m`) – lors de l’étape préliminaire de mise à jour des fonctions temporelles :

∀t ∈ I, ∀j ∈ J1,m`K, tΛj

[
H`(t)

( m∑̀

i=1
βi(t)Λi

)
−Q(t)

]
= 0 (6.9)
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Les nouvelles fonctions temporelles
{
βi
}

16i6m`
définissent alors classiquement la nouvelle approxima-

tion (6.10) sous la forme :

u`+1(t) = u`(t) +
m∑̀

i=1
βi(t)Λi ∀t ∈ I (6.10)

À ce niveau-ci, il n’y a pas de différence par rapport à la première version. C’est la génération de modes
qui marque le point de divergence. Plutôt que de chercher à générer un nouveau mode suivant la direction
de recherche H`(t) tangente, nous cherchons préférentiellement le premier terme de la Hc-PGD associé
au second membre Q̌ caractérisant le résidu (6.11) de l’étape de mise à jour précédente :

Q̌(t) = Q(t)−H`(t)
( m∑̀

i=1
βi(t)Λi

)
∀t ∈ I (6.11)

Autrement dit, nous nous donnons un conditionneur Hc constant et symétrique, puis le nouveau couple
(Λ, λ) est recherché par résolution du problème de minimisation (6.12) ci-dessous :

(
Λ, λ

)
= arg min

α∈IR
γ∈V

J̌
(
αγ
)

(6.12)

où la fonctionnelle modifiée J̌ est donnée par la formule (6.13) suivante :

J̌(w) = 1
2

∫

I

tw(t)
[
Hcw(t)− 2Q̌(t)

]
dt (6.13)

Ceci conduit à la résolution d’un problème de type point fixe. Une étape d’orthogonalisation des modes par
rapport au conditionneur Hc est ensuite réalisée comme d’habitude, permettant de constituer la nouvelle
base

{
(Λi, λ

`+1
i )

}
16i6m`+1 ∈

{
V × IR

}m`+1 orthonormée. Pour constituer le conditionneur Hc, une
large variété de choix est envisageable dans la mesure où les deux seules propriétés souhaitées – avoir
un conditionneur constant et symétrique – ne sont pas très contraignantes. Sans exhaustivité, on peut
par exemple opter pour la famille de conditionneurs (6.14) aisément accessible, élaborée à partir d’une
combinaison linéaire des opérateurs tangents symétriques H0(t) :

Hc =
nt∑

j=1
αjH0(tj) (6.14)

Lorsque le nt-uplet
(
αj
)
16j6nt

prend la valeur (1, 0, ..., 0) nous retrouvons le cas particulier de la rigidité
élastique Hc = K. En outre, étant donné que l’équation de la direction de recherche n’est vérifiée qu’en
moyenne et, qui plus est, suivant un conditionneur Hc autre que la direction tangente H`(t) souhaitée,
une nouvelle étape de mise à jour des fonctions temporelles post-génération est entreprise. Cette étape
supplémentaire est en tout point similaire à l’étape préliminaire classique de mise à jour, au détail près
qu’elle intervient, non plus en préambule de la génération, mais à l’issue de la génération d’un nouveau
mode. Nous cherchons ainsi une nouvelle actualisation des fonctions temporelles – les modes spatiaux
étant fixés – par résolution d’un problème de minimisation (6.15) connexe :

{
β̌i
}
i∈J1,m`+1K = arg min

αi ∈ IR
i∈J1,m`+1K

ˇ̌
J

(m`+1∑

i=1
αi(t)Λi

)
(6.15)

où en notant ˇ̌Q le second membre actualisé (6.16) selon :

ˇ̌Q(t) = Q(t)−H`(t)
( m∑̀

i=1

(
λ`+1
i (t)− λ`i(t)

)
Λi + λ`+1

m`+1(t)Λm`+1

)
∀t ∈ I (6.16)
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la nouvelle fonctionnelle (6.17) s’écrit :

ˇ̌
J(w) = 1

2

∫

I

tw(t)
[
H`(t)w(t)− 2 ˇ̌Q(t)

]
dt (6.17)

Finalement, la correction ∆u`+1 recherchée (6.18) solution de l’étape linéaire (5.8) prend la forme :

∆u`+1(t) =
m∑̀

i=1

(
λ`+1
i (t)− λ`i(t) + β̌i(t)

)
Λi +

(
λ`+1
m`+1(t) + β̌m`+1(t)

)
Λm`+1 ∀t ∈ I (6.18)

Grâce au conditionneur Hc, la génération d’un mode n’est pas trop chronophage ce qui permet d’envisager
la création de plusieurs modes à chaque itération LATIN-PGD afin d’accroître le taux de convergence.
Nous nous donnons alors un critère zHc supplémentaire – donné dans la Section-6.2.4 suivante – pour
déterminer si l’on passe à l’itération suivante ou si, au contraire, il est plus intéressant de construire un
nouveau mode en reprenant les étapes (6.12) puis (6.15) – génération et post-génération respectivement.
L’algorithme 4 récapitule l’ensemble de la démarche.

Algorithme 4 : Méthode LATIN-PGD faiblement intrusive avec conditionneur Hc constant

Initialisation : s0 ∈ Ad

/* Boucle •` sur les itérations LATIN-PGD */

while ω` > η do
/* Étape locale s` ∈ Ad −→ ŝ` ∈ Γ */

for j = 1 .. nt do
Génération des efforts internes f̂ int, `

(
tj ,u(tj)

)
= Au

(
tj ,u(τ 6 tj)

)
et externes f ext(tj)

Évaluation de la raideur tangente H`(tj)
/* Étape globale ŝ` ∈ Γ −→ s`+1 ∈ Ad */

Étape de mise à jour (6.9)
while

(
zHc = 1

)
.AND.

(
m`+1 6 mM

)
.AND.

(
m`+1 −m` 6 mgen

)
.AND.(

ΛiHcΛj 6 10−10, ∀(i, j) ∈ J1,m`+1K2, i 6= j
)

do
Étape de génération de modes avec conditionneur Hc constant (6.12)
Étape de mise à jour post-génération (6.15)
Critère d’augmentation de modes supplémentaires (6.20)

/* Relaxation */

s`+1 ← µrs`+1 + (1− µr)s`
/* Compression de la base réduite */

if
(
m`+1 > mM

)
.OR.

(∃(i, j) ∈ J1,m`+1K2, i 6= j | ΛiHcΛj > 10−10) then
Compression par technique SVD

/* Indicateur d’erreur */

On évalue l’erreur ω`

REMARQUE 6.4 : Il convient de noter que cette nouvelle version, développée plus spécifiquement
pour la gestion des non-linéarités géométriques en grandes transformations, n’est pas pour autant dévolue
exclusivement à ce type de non-linéarités. Il est de fait tout à fait envisageable de mettre en œuvre cette
approche en présence de non-linéarités matériaux uniquement.

6.2.4 Critères additionnels

Cette nouvelle version avec conditionneur nécessite la prise en compte de critères supplémentaires
pour connaître le nombre de modes à générer à chaque itération, mais également pour limiter l’expansion
de la base réduite en venant effectuer des phases de compression par technique SVD dans le but d’obtenir
une décomposition plus optimale.
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Choix d’augmentation du nombre de modes. L’un des critères possibles consiste à évaluer à chaque
étape k le résidu d’équilibre Y(k) (6.19) suivant une certaine norme :

Y(k)(t) = Q(t)−H`(t)∆u(k)
`+1(t) ∀t ∈ I (6.19)

avec ∆u(k)
`+1 la correction apportée à l’issue de chaque nouvelle étape post-génération. Nous décidons

d’ajouter systématiquement un mode à chaque itération LATIN-PGD, puis l’ajout de modes supplémen-
taires est assujetti au respect de la condition (zHc = 1) donnée en (6.20) dans la limite d’un nombre
maximum de modes générés mgen atteint par itération :

zHc

(
Y(k)(t), Y(k+1)(t)

)
=





1 si
z

(k)
1 − z(k+1)

1

z
(k)
1

> η
(1)
Hc ou

z
(k)
2 − z(k+1)

2

z
(k)
2

> η
(2)
Hc

0 sinon

avec z
(k)
1 = max

t ∈ I

(
max

V

∣∣∣Y(k)(t)
∣∣∣
)

et z(k)
2 = 1

nt

nt∑

j=1
max

V

∣∣∣Y(k)(tj)
∣∣∣

(6.20)

où η(i)
Hc représente une certaine tolérance – éventuellement variable – dont la valeur est fixée par l’utili-

sateur. Ce critère reflète la quantité d’information apportée par chaque nouveau mode comparé à l’apport
du mode précédent. Autrement dit, nous continuons d’enrichir la base réduite aussi longtemps que la gé-
nération d’un nouveau mode apporte une information substantielle et pertinente pour faire décroître soit
l’erreur maximale, soit l’erreur moyenne – dans la limite du nombre maximal mgen de modes générés à
chaque itération. Le choix d’augmentation du nombre de modes est ainsi achevé avec parcimonie dans
la mesure où, les efforts internes et externes évoluant au fil des itérations, il n’est pas souhaitable de
construire un grand nombre de modes à chaque itération.

Compression de la base par SVD. La génération de plusieurs modes à chaque itération LATIN-PGD
peut rapidement conduire à une base de dimension conséquente dont on sait pertinemment qu’une grande
partie de l’information y est redondante. Pour pallier ce constat, une compression de la base de modes
obtenus par PGD est opérée par technique SVD à intervalles réguliers : soit lorsque le nombre maximum
de modes admissibles mM est atteint, soit lorsqu’une perte d’orthogonalité est constatée – signifiant que
l’on n’est plus capable en l’état de produire un nouveau mode tel qu’une quantité suffisante d’informations
puisse encore être décelée dans une nouvelle direction orthogonale non encore explorée.

6.2.5 Différentes méthodologies envisageables

La méthodologie mise en place jusqu’ici possède l’avantage d’être peu intrusive dans le sens où peu
de modifications ont été nécessaires par rapport à la version présentée au Chapitre 5, et que les quelques
modifications apportées se basent sur des opérateurs classiques du logiciel Simcenter Samcef

TM
, aisément

accessibles. C’est en ce sens que nous avons privilégié cette approche. Toutefois, partant du constat que
la séparation des variables espace/temps n’est généralement pas optimale en grandes transformations,
d’autres méthodologies sont envisageables [Ladevèze, 2017] – bien que plus compliquées à mener. En
effet, la séparation des variables espace/temps ne fonctionne bien que dans un repère lié à la matière. Ainsi,
plutôt que de chercher une décomposition à variables séparées du champ de déplacements généralisés u,
on peut proposer une autre représentation associée à la dérivée de Jaumann. On cherche alors le champ
des vitesses u̇ sous la forme (6.21) suivante :

u̇(t) = R(t)W(t) ∀t ∈ I (6.21)

avec W le champ des vitesses tournées et R ∈ O3(R) la rotation associée à la dérivée de Jaumann – fonc-
tion des variables d’espace et de temps – que l’on exprime par la formule remarquable de Rodrigues (6.22)
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selon :
R = I + sin θ

θ
i(Ω) + 1− cos θ

θ2 i(Ω)i(Ω) avec θ2 = tΩΩ (6.22)

où i symbolise l’opérateur du produit vectoriel. Chacune des quantités W et Ω est ainsi recherchée sous
la forme (6.23) à variables séparées :

W(t) =
mw∑

i=1
λw
i (t)Λw

i Ω(t) =
mΩ∑

i=1
λΩ
i (t)ΛΩ

i (6.23)

Par l’intermédiaire de la rotation R, un nouveau référentiel est ainsi défini : le référentiel d’espace co-
rotationnel dans lequel la matière au voisinage d’un point matériel se déforme sans tourner. Ce choix
de représentation n’implique aucune modification lors de l’étape locale et seule l’étape globale nécessite
d’être adaptée. Lors de cette dernière, on cherche alors à chaque itération ` une nouvelle approximation à
variables séparées du champ des vitesses tournées W`+1 telle que la rotation soit associée à l’approxima-
tion résultant de l’itération précédente R` – qui dépend de toute l’histoire de la déformation. La rotation
R` découle plus précisément de l’intégration (6.24) donnée ci-dessous :

{
Ṙ`

tR` =
[
Ḟ` F−1

`

]
AS

R`

∣∣
t=0 = I

(6.24)

ce qui nécessite d’avoir accès aux opérateurs éléments finis qui évaluent les gradients de la transformation,
et plus spécifiquement la partie anti-symétrique. Ces opérateurs se situent généralement au niveau des
routines sur les éléments et se retrouvent par là même peu accessibles dans une vision faiblement intrusive.
À cela s’ajoute la résolution non classique de l’équation aux dérivées partielles (6.24), ce qui conduit à
l’utilisation d’outils non standards des codes industriels. Cette variante n’a pas été privilégiée au regard
de son intrusivité, bien qu’elle serait vraisemblablement plus optimale en termes de représentation des
différents champs solutions.

6.3 Illustration sur un cas-test académique

Faisant suite au premier cas-test présenté au Chapitre-5, un second cas-test académique est exposé dans
ce chapitre mettant en lumière les nouveautés liées à la prise en compte des non-linéarités géométriques.

6.3.1 Description du cas-test

Le second cas-test académique représente une structure en forme d’équerre sollicitée en flexion à l’une
de ses extrémités tandis que l’autre extrémité est encastrée (cf. Figure 6.2). L’amplitude du chargement
ud est choisie telle que l’on sorte du cadre HPP – de manière à activer les non-linéarités géométriques
au sein de la structure. Typiquement, nous considérons un chargement de 40 mm à titre d’exemple. Aux
non-linéarités géométriques, il est également possible de juxtaposer des non-linéarités matériaux en consi-
dérant une loi élasto-plastique à écrouissage linéaire isotrope de fonction seuil R(p) = σ0 +hp avec σ0 et
h deux paramètres matériaux – caractérisant respectivement la limite d’élasticité et le module d’écrouis-
sage. Le Tableau 6.2 recense les différentes valeurs retenues pour ces paramètres. Plus précisément, cette
loi matériau est définie par les équations (6.25) suivantes :

Équations d’état :





σRp = K : γeε
R(p) = σ0 + hp

γeε = γε − γpε
Équations d’évolution :





γ̇ε
p = 3

2 ṗ
sσRp

J2(sσRp
)

ṗ > 0
ṗf = 0
f 6 0

(6.25)
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où l’équation de la surface seuil est donnée par f(σRp , p) = J2(σRp) − R(p). Ainsi, au fur et à mesure
du chargement, l’équerre se plie pour faire intervenir des grandes rotations et, le cas échéant, une zone
plastique localisée au niveau du coude géométrique.

ud · ez

0
x

yz
L1

L1

L2

r

e
L1 = 80 mm
L2 = 92 mm
r = 10 mm
e = 2 mm

FIGURE 6.2 – Deuxième cas académique : structure en forme d’équerre

TABLE 6.2 – Paramètres matériaux de la loi élasto-plastique à écrouissage linéaire isotrope

E [GPa] ν [-] σ0 [MPa] h [MPa]

68 0.29 188.41 557.66

6.3.2 Résultats numériques

Dans la suite, on fournit quelques résultats issus de différentes simulations numériques. En particulier,
on s’attache à mettre en exergue deux points spécifiques : d’une part, l’importance de circonscrire correc-
tement la raideur géométrique dans la direction de recherche et, d’autre part, la pertinence de la version
avec conditionneur Hc comparée à la version standard ne faisant intervenir que l’opérateur tangent H`(t).

Impact de la raideur géométrique. Pour comprendre et illustrer les différents phénomènes sous-jacents,
liés à la caractérisation de la raideur géométrique, nous traçons spécifiquement dans ce paragraphe la
courbe donnant les efforts de réaction en fonction du déplacement suivant l’axe z (axe de sollicitation)
pour un nœud de l’extrémité de la structure – là où le déplacement est imposé. La Figure 6.3 fournit l’al-
lure du comportement de la structure avec, et sans, prise en compte des non-linéarités géométriques : la
sous-figure 6.3a montre la déformée de la structure soumise à un chargement de 40 mm, tandis que l’on
retrouve sur la sous-figure 6.3b le déplacement imposé ud ·ez en abscisse et l’effort de réaction correspon-
dant en ordonnée. On observe une perte de linéarité dès que le chargement devient suffisamment important
– au-delà d’une quinzaine de millimètres, soit pour un angle d’inclinaison supérieur à dix degrés environ.
Ceci s’apparente au moment où le développement limité au premier ordre des différentes fonctions n’est
plus suffisant, nécessitant la prise en compte des termes d’ordre supérieur. La formule (6.26) fournit par
exemple les premiers termes du développement en série de Taylor de la fonction tangente en 0 (de rayon
de convergence π

2 ) :
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tan(ϑ) =
3∑

n=1
|B2n|

4n
(
4n − 1

)
(
2n
)
!

ϑ2n−1 + o(ϑ5) = ϑ+ 1
3ϑ

3 + 2
15ϑ

5 + o(ϑ5) (6.26)

avec Bn le nième nombre de Bernoulli. Pour des petites valeurs du déplacement imposé, on retrouve

classiquement tan(ϑ) =
(
L1 + r√

2

)−1
ud · ez ≈ ϑ ≈ sin(ϑ) au premier ordre si ϑ représente l’angle

d’inclinaison entre la configuration initiale et la configuration déformée (cf. sous-figure 6.3a).

ϑ

Configuration initiale

Solution linéaire
géométrique

Solution non-linéaire
géométrique

(a) Configurations initiale et déformée de la structure
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(b) Effort de réaction en bout de structure en fonction
du déplacement imposé

FIGURE 6.3 – Comparaisons avec, et sans, prise en compte des non-linéarités géométriques

REMARQUE 6.5 : On note en particulier que la prise en compte des non-linéarités géométriques
conduit globalement à rigidifier la structure : plus le déplacement imposé augmente et plus l’effort de
réaction est grand. La non-linéarité géométrique possède donc une nature différente des non-linéarités
matériaux provenant de comportements plastiques (venant assouplir la structure) et s’apparente plutôt à
des non-linéarités matériaux de type hyper-élastiques.

Sous l’hypothèse de linéarité géométrique, la déformation correspond à la partie symétrique du gradient.
En grandes transformations, il convient de prendre également en compte la partie antisymétrique du gra-
dient afin de décrire correctement la déformation effective de la structure. Cela se matérialise par une
contribution supplémentaire – une rigidité géométrique – dans l’opérateur de la direction de recherche.
Comme évoqué précédemment, cette contribution joue le rôle d’un terme de rappel sur la partie antisy-
métrique du gradient dont il est important de capter le bon ordre de grandeur pour assurer la convergence.
Pour illustrer ces propos, nous réalisons une petite étude très simple : on considère le matériau comme
étant élastique linéaire, on fournit la solution du problème non-linéaire géométrique en tant qu’initiali-
sation de notre algorithme et on réalise les quelques premières itérations de la méthode LATIN (sans
technique PGD). Connaissant parfaitement la solution du problème dès l’initialisation, nous avons donc
également accès aux bonnes valeurs des rigidités – somme d’une rigidité élastique (matériau) et d’une
rigidité géométrique. La Figure 6.4 donne l’évolution de l’effort de réaction en fonction du déplacement
imposé à l’issue de la deuxième itération pour différents choix de la direction de recherche H – supposée
constante :

• H0(1) : somme des raideurs élastique K et géométrique du premier pas de chargement ;
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• H0(nt
2 ) : somme des raideurs élastique K et géométrique du pas de chargement milieu ;

• H0(nt) : somme des raideurs élastique K et géométrique du dernier pas de chargement.
On observe alors que la stabilité du schéma du résolution est intimement liée à l’évaluation de la raideur
géométrique : on reste stable – c’est-à-dire que l’on ne dévie pas de la solution – uniquement dans les
zones où la raideur géométrique est correctement estimée. Considérer l’opérateur tangent complet H0(t)
semble donc préférable pour assurer la stabilité, bien que cela puisse engendrer un coût supplémentaire
non négligeable lorsque le problème se complexifie. Nous présentons par la suite les résultats issus de la
version avec conditionneur Hc constant, destinée à circonscrire la complexité algébrique dans la conduite
des différentes opérations.
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FIGURE 6.4 – Influence du choix de la direction de recherche sur la stabilité du schéma de résolution
illustrée par l’évolution de l’effort de réaction en fonction du déplacement imposé à l’issue de la

deuxième itération

REMARQUE 6.6 : Avec la méthode LATIN uniquement (sans technique PGD), tous les pas de temps
sont traités indépendamment les uns à la suite des autres au niveau de l’étape linéaire.

Comparaison des deux versions H`(t) versus Hc. On étudie la version basée sur le conditionneur
constant et symétrique Hc. Plusieurs paramètres influencent grandement le taux de convergence de la
méthode : le choix du conditionneur, son éventuelle actualisation au cours des itérations, ainsi que le
nombre de modes générés à chaque itération. Nous choisissons comme conditionneur la combinaison
Hc = H0(1) + H0(nt

2 ) + H0(nt) qui a semblé suffisamment robuste dans cette étude, quitte à redécou-
per l’intervalle de temps et mener une stratégie de résolution semi-incrémentale. L’idée de la résolution
semi-incrémentale consiste à découper l’intervalle de temps I en plusieurs sous-intervalles de temps Ii
(avec I = ∪ Ii ) et à faire converger successivement chacun de ces sous-intervalles avant de considérer
la résolution de l’intervalle suivant. Ainsi, les modes générés s’accommodent mieux à chaque étape de
résolution de ces sous-intervalles Ii ce qui permet d’atteindre une convergence relativement rapide par
sous-intervalle. De plus, lors du calcul de l’intervalle suivant, on se base alors sur une meilleure apprécia-
tion de la rigidité géométrique, résultant de la résolution de l’intervalle précédent. La Figure 6.5 témoigne
de l’influence respective de la fréquence d’actualisation du conditionneur Hc au cours des itérations et
du nombre de modes générés – supposé identique à chaque itération. On observe en particulier qu’un
optimum se dessine pour mgen = 3 et une actualisation du conditionneur Hc toutes les dix itérations
LATIN.
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FIGURE 6.5 – Influences respectives sur le taux de convergence de la fréquence d’actualisation du
conditionneur Hc au cours des itérations et du nombre de modes générés mgen par itération

Produire toujours le même nombre de modes par itération est une possibilité mais il est également en-
visageable d’utiliser un critère basé sur l’erreur en direction de recherche (6.20) ce que nous employons
à partir de maintenant – avec η(i)

Hc = 5%, i ∈ {1, 2} et mgen = 3. La Figure 6.6 compare au cours des
itérations l’évolution de l’erreur vraie eχ entre les versions avec et sans conditionneur, ainsi qu’avec la
méthode LATIN pure (sans technique PGD) suivant une direction de recherche tangente H`(t). Sous un
formalisme continu, eχ est définie par la formule (6.27) suivante :

eχ = max
t ∈ I

[
δu(t)

|uχ(x0, t)|

]

avec δu(t) = max
x ∈ Ω

|u(x, t)− uχ(x, t)| et x0 = arg max
x ∈ Ω

(
|u(x, t)− uχ(x, t)|

) (6.27)

où uχ symbolise la solution du problème, donnée par le logiciel Simcenter Samcef
TM

dans sa version
commerciale standard.
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FIGURE 6.6 – Évolution de l’erreur vraie eχ en fonction des itérations pour différentes versions
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On observe en particulier un meilleur taux de convergence sur les premières itérations de l’algorithme, par
rapport à celui de la version LATIN pure (sans technique PGD). En effet, l’introduction de la PGD conduit
à la vérification en moyenne de l’équation de la direction de recherche impliquant une propagation plus
rapide de l’information au début : tous les pas de temps ne sont alors plus traités indépendamment les uns
des autres lors de l’étape globale linéaire. En revanche, une fois passées les premières itérations, le taux de
convergence s’essouffle quelque peu et il faut plus d’itérations pour atteindre la convergence fine. Chaque
nouveau mode construit peut être assimilé à un mode global – issu d’une moyenne temporelle – alors
que la rigidité réelle de la structure au dernier pas de chargement dépend fortement des états convergés
précédents et donc des rigidités effectives précédentes. Or, l’approximation aux premiers pas de temps
n’étant encore que trop partiellement évaluée, l’estimation de la rigidité globale s’en retrouve dégradée.
Qui plus est, on remarque un taux de convergence similaire entre les versions avec et sans emploi du
conditionneur Hc ce qui légitime l’utilisation d’un conditionneur pour réduire la complexité algébrique,
sans toutefois dégrader sensiblement le taux de convergence. Le Tableau 6.3 fournit une analyse succincte
du nombre d’opérations macroscopiques à réaliser en fonction de la version retenue.

TABLE 6.3 – Complexité algébrique des différentes versions étudiées pour atteindre une erreur
vraie eχ inférieure à 1%

Factorisation Résolution spatiale Mise à jour Étale locale

LATIN H`(t) 750 750 0 750
LATIN-PGD H`(t) sans Hc 120 120 40 2000
LATIN-PGD H`(t) avec Hc 4 231 107 1500

Aux non-linéarités géométriques, il est également possible de rajouter les non-linéarités matériaux
(plasticité). En reprenant la version avec conditionneur, on est alors capable de déceler une approximation
de bonne qualité – erreur eχ inférieure à 1% – en 247 itérations. La Figure 6.7 complète la sous-figure 6.3b
précédente en rajoutant l’évolution correspondant à la prise en compte simultanée des non-linéarités géo-
métriques et de comportements matériaux.
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FIGURE 6.7 – Impact de la nature des non-linéarités sur l’évolution des courbes d’effort de réaction en
fonction du déplacement imposé

Sans surprise, la considération simultanée de plusieurs types de non-linéarités engendre un problème
de plus grande complexité, occasionnant un nombre d’itérations plus élevé pour atteindre la convergence.

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire



88 CHAPITRE 6 : Extension de la méthode LATIN-PGD aux non-linéarités géométriques

Parmi les pistes d’amélioration, dans la lignée de la stratégie semi-incrémentale, une idée pourrait consister
à réaliser une PGD pondérée : on donnerait plus de poids à certains instants lors de la construction des
modes, de manière à privilégier les premiers pas de temps au début de l’algorithme pour accélérer la
convergence.
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Chapitre 7

Gestion des non-linéarités de contact avec la
méthode LATIN-PGD faiblement intrusive

Ce chapitre étend la méthodologie proposée à la gestion des non-linéarités de
type contact. Basées sur une formulation du Lagrangien augmentée, des

directions de recherche supplémentaires sont introduites, reliant les
inconnues liées au contact. On continue de s’appuyer au maximum sur les

outils préexistants en limitant le niveau d’intrusivité.
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On présente dans ce chapitre les nouveautés liées à la prise en compte des conditions de contact. La
méthodologie proposée s’appuie sur les développements précédents de sorte que l’on reste compatible
avec les autres types de non-linéarités. On s’intéresse en particulier au cas du contact entre deux solides
déformables où l’on fait l’hypothèse, pour commencer, que les déplacements dans les zones de contact
restent petits.

7.1 Équations du problème en présence de contact

Quel que soit le type de contact, celui-ci peut être adressé de différentes manières au sein du logi-
ciel Simcenter Samcef

TM
: (i) soit au moyen d’un algorithme découplé annexe à l’algorithme classique

de Newton-Raphson, (ii) soit directement de manière couplée par l’intermédiaire d’un algorithme de
Newton-Raphson généralisé :

• (i) cette première manière de procéder repose sur la séparation des degrés de liberté en deux caté-
gories : ceux associés aux conditions de contact et les autres. On résout alors, à chaque itération de
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chaque pas de temps, le système d’équations issu de la condensation statique des inconnues libres
de toute condition de contact. Les non-linéarités de type contact sont alors traitées séparément des
autres formes de non-linéarités – matérielles ou géométriques ;

• (ii) cette seconde manière de procéder s’appuie sur l’introduction d’inconnues supplémentaires,
caractérisant les contraintes cinématiques liées au contact, par l’intermédiaire de multiplicateurs de
Lagrange. L’ensemble des inconnues du problème sont alors résolues d’un seul tenant, directement
au niveau de l’algorithme de Newton-Raphson grâce au jacobien généralisé, et les non-linéarités de
contact sont traitées comme toute autre forme de non-linéarités.

Motivés d’un côté par l’intérêt d’avoir tous les types de non-linéarités sous un même formalisme –
analogue à une loi de comportement –, et d’un autre côté par le fait que (ii) est la méthode standard utilisée
dans Simcenter Samcef

TM
en présence de non-linéarités géométriques importantes, nous avons décidé

de privilégier cette seconde option pour le développement de la méthodologie LATIN-PGD faiblement
intrusive. Aussi, les contraintes supplémentaires, qui apparaissent au niveau des différentes surfaces de
contact, induisent une nouvelle paire de variables (ξ,v) ∈ IVc × IVc reliant les nœuds des surfaces en
contact. Plus précisément, v ∈ IVc correspond à la trace des déplacements généralisés sur la zone de
contact et ξ ∈ IVc désigne la quantité duale, à savoir les multiplicateurs de Lagrange supplémentaires
représentant les efforts de contact. On rappelle alors les équations du problème de référence en (7.1 –
7.2) que nous séparons classiquement en deux groupes suivant le principe P1 de la méthode LATIN-PGD
– séparation des difficultés :

Trouver s = (u, ξ, f int,v) ∈ [IV × IVc ]2 tel que :

(Γ) : ∀t ∈ I,




f int
(
t,u(t)

)
= Au

(
t,u(τ 6 t)

)

Ac

(
t,v(t), ξ(t)

)
= 0

(7.1)

(Ad) :





u(t = 0) = 0

∀t ∈ I,





Cu
(
u(t)

)
= ud(t)

Cv
(
u(t)

)
= v(t)

f int
(
t,u(t)

)− f ext(t) + f ctc
(
t, ξ(t)

)
= 0

f ctc
(
t, ξ(t)

)
= Cξ

(
ξ(t)

)

(7.2)

On détaille par la suite le choix des directions de recherche, ainsi que les spécificités liées à l’applica-
tion de la méthode LATIN-PGD faiblement intrusive dans le cadre des non-linéarités de type contact.

7.2 Spécificités de la méthode LATIN-PGD pour la gestion du contact

Historiquement, la variante de la méthode LATIN la plus couramment employée pour les problèmes
de contact est celle dédiée à la décomposition de domaines (cf. Annexe A). L’idée très générale consiste
à définir des interfaces entre les différents sous-domaines auxquelles on peut associer, par la suite, un
comportement non-linéaire de type contact – comportement d’interface. Ces interfaces renferment leur
propre jeu d’inconnues : déplacements et efforts d’interface. L’application des directions de recherche
conduit alors généralement à introduire des raideurs d’interface dont les opérateurs s’apparentent classi-
quement à une matrice de masse éléments finis. Comme discuté dans [Oumaziz, 2017], la construction
et l’assemblage de ces opérateurs ne sont pas toujours aisées dans les codes industriels, ce qui a poussé
les auteurs à proposer une version non-intrusive de la méthode LATIN pour la décomposition de domaine
par l’ajout d’une couche d’éléments, appelée semelle, aux interfaces. De cette manière, plutôt qu’une im-
pédance d’interface complexe à déterminer, les conditions de Robin sont assimilées à un comportement
de type ressort dont la rigidité découle d’un assemblage classique des codes éléments finis industriels.
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Cette méthodologie a notamment été employée avec le logiciel libre code_aster développé par EDF. Dans
notre cas, le logiciel industriel Simcenter Samcef

TM
dispose d’éléments spécifiques, appelés éléments de

contact, sur lesquels nous allons tout naturellement nous appuyer pour développer notre méthodologie
– Section-7.2.2.

REMARQUE 7.1 : Dans la littérature, la méthode PGD n’est que très rarement déployée, conjointe-
ment à la méthode LATIN, lors du traitement des phénomènes de contact – voir [Giacoma et al., 2015] pour
un exemple. Les efforts sont généralement plutôt portés sur les aspects de décomposition de domaines,
alliant solveurs de Krylov performants et stratégies multi-échelles [Passieux et al., 2010, Oumaziz et al.,
2021].

7.2.1 Initialisation

Aucune nouveauté n’intervient à ce stade, l’initialisation de l’algorithme étant toujours réalisée à partir
de n’importe quelle approximation s0 ∈ Ad. Un point particulier mérite toutefois que l’on y porte atten-
tion : des difficultés peuvent apparaître lorsque les conditions de contact figurent être les seules conditions
aux limites cinématiques de certains domaines. Il convient alors d’éviter de générer des mouvements de
corps rigides. Ce sera notamment le cas de la seconde illustration industrielle présentée au Chapitre-9 où
l’aube n’est retenue dans son mouvement que par la condition de contact existante avec le disque. Ainsi,
en fonction de la configuration, nous pouvons par exemple choisir pour l’initialisation :

• de résoudre le problème de contact uniquement, en désactivant les autres non-linéarités ;

• de définir un problème de substitution équivalent (possédant le même nombre de degrés de li-
berté) en suppléant les conditions de contact non-linéaires par d’autres conditions cinématiques
plus simples – moyenne, collage, etc. – et de résoudre alors le problème élastique linéaire qui en
résulte.

7.2.2 Étape locale

Entièrement basée sur les éléments de contact, la conduite de l’étape locale repose sur le logiciel exis-
tant. On présente tout d’abord succinctement ces types d’éléments, utilisés classiquement dans le logiciel
Simcenter Samcef

TM
. Au sein de notre approche fonctionnelle de la méthode LATIN-PGD faiblement

intrusive, ce sont ces éléments de contact qui vont jouer le rôle d’interfaces.

REMARQUE 7.2 : Dans le logiciel Simcenter Samcef
TM

, on s’appuie sur le traitement des équations
de contact qui s’effectue à partir du champ des déplacements (contact de Signorini) – et non pas du champ
des vitesses.

7.2.2.1 Éléments de contact

En fonction de la nature de la zone de contact, différents éléments sont mobilisés : on retrouve les
contacts nœuds / faces et faces / faces classiques où à chaque fois soit le groupe de faces regroupe des
surfaces 3D (triangles, quadrangles, etc.), soit il se réduit à des lignes en 2D. Dans la suite, on se concentre
sur un élément de contact nœud / face à base triangle pour illustrer les propos. Du point de vue topologique,
cet élément est crée entre chaque nœud potentiellement en contact avec sa face en regard. Par définition,
chacun de ces éléments comporte donc 15 inconnues en 3D – 3 inconnues de déplacement pour le nœud, 9
inconnues de déplacement pour les 3 nœuds formant la surface de contact et 3 inconnues supplémentaires
pour les multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes cinématiques. Un tel élément peut donc
être vu comme un élément volumique pyramidale 3D (cf. Figure 7.1) dont le comportement interne régit
les lois cinématiques reliant les différentes inconnues de déplacement impliquées. Plutôt que de travailler
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avec les déplacements d’interface
{
v(i)}

16i64 de chacun des nœuds, on préfère manipuler la distance d
du contact dans la base locale (n, t1, t2). La projection orthogonale du nœud N1 sur la face en P donne la
distance normale dn qui, à convergence, doit satisfaire au mieux l’égalité (dn = 0). Cette condition dicte
les contraintes cinématiques à prendre en compte grâce aux multiplicateurs de Lagrange ξ.

x

y

z

n

t1 t2

P

d

N3 N4

N2

N1

FIGURE 7.1 – Exemple d’un élément de contact 3D de typologie nœuds / faces connectant le nœud N1
aux 3 autres nœuds N2, N3 et N4 formant la surface en regard

REMARQUE 7.3 : Contrairement aux éléments volumiques classiques, les éléments de contact ne sont
pas « figés » puisqu’au cours du calcul un même nœud peut successivement rentrer en contact avec dif-
férentes surfaces. C’est le cas notamment dès que les déplacements tangentiels deviennent importants au
niveau de la zone de contact.

En définissant tout d’abord les quantités αn et αt, dépendantes de la trace des déplacements générali-
sés v aux nœuds de l’élément, par les relations (7.3) et (7.4) suivantes :

αn(v) = kcξn + pcdn(v) (7.3)

αt(v) = kcξt + pcδdt(v) (7.4)

avec δdt les variations de déplacements tangentiels durant le pas de chargement, on construit alors la
fonctionnelle ψ de type point-selle (7.5) par la méthode du Lagrangien augmenté où kc ∈ R+ et pc ∈ R+
représentent respectivement un facteur d’échelle et un paramètre de régularisation :

ψ(v, ξn, ξt) = kcξndn(v) + pc
2 d

2
n(v)− 1

2pc
〈
αn(v)

〉2
+

+ kcξt · δdt(v) + pc
2 δdt(v) · δdt(v)− 1

2pc
〈 ‖αt(v)‖2 − µ |αn(v)| 〉2+

(7.5)

Ces deux paramètres kc et pc sont soit fixés par l’utilisateur, soit déterminés automatiquement par le logi-
ciel au cours de la résolution. Nous décrivons par cette formule le cas du contact isotrope où les coefficients
de frottement, suivant les deux directions tangentielles, sont supposés identiques – on note µ = µt1 = µt2
pour simplifier. Des formes similaires sont proposées dans [Alart et Curnier, 1991, Pietrzak et Curnier,
1999] bien qu’une différence réside au niveau du facteur d’échelle kc intervenant conjointement aux mul-
tiplicateurs de Lagrange. L’interprétation physique de ces derniers s’en retrouve modifiée : dans Sim-
center Samcef

TM
les multiplicateurs de Lagrange ξ sont homogènes à un déplacement d’interface plutôt

qu’à un effort d’interface. Les efforts de contact, ainsi que la matrice de rigidité élémentaire, découlent
alors respectivement des dérivées partielles premières et secondes de ce potentiel ψ qui prend une forme
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particulière – équations (7.6a – 7.6c) – en fonction des statuts des contacts (cf. Tableau 7.1) :

ψ ≡





kcξndn + pc
2 d

2
n −

1
2pc

α2
n −

k2
c

2pc
ξt · ξt si αn > 0 (7.6a)

(
kcξ + pc

2 d
)
· d si αn 6 0 et β − |αn| 6 0 (7.6b)

(
kcξ + pc

2 d
)
· d− 1

2pc

(
‖αt‖2 − µ |αn|

)2
si αn 6 0 et β − |αn| > 0 (7.6c)

avec β2 =
(
αt1
µ

)2
+
(
αt2
µ

)2
le seuil délimitant le passage du contact adhérant (stick) au contact glissant

(slip).

TABLE 7.1 – Différents statuts du contact

Contact inactif Contact actif

Contact normal αn > 0 αn 6 0
Contact

-
stick slip

tangentiel β − |αn| 6 0 β − |αn| > 0

REMARQUE 7.4 : Il convient de noter la coïncidence appréciable au niveau de l’étape locale entre
l’approche LATIN classiquement déployée dans la littérature [Giacoma et al., 2015, Oumaziz et al., 2017]
et l’approche orchestrée nativement dans Simcenter Samcef

TM
– certes bien plus générale dans la mesure

où les grandes transformations sont d’office prises en compte. La manipulation du même type de grandeur
(ξ,v) par l’intermédiaire de quantités αn et αt similaires représente un atout indéniable qui a permis
l’élaboration de notre méthodologie.

7.2.2.2 Bref aperçu du cheminement de l’algorithme dédié au contact

L’un des nombreux avantages lié au fait de s’appuyer sur un logiciel industriel réside dans la possibilité
de remobiliser l’ensemble des outils existants. La gestion du contact ne fait pas figure d’exception et on tire
ainsi parti des nombreux développements, souvent complexes, déjà réalisés et optimisés depuis de longues
années. À titre d’exemple, la prise en compte des non-linéarités de type contact nécessite un algorithme
de recherche topologique performant pour associer chaque nœud potentiellement en contact avec sa face
en regard, mais aussi le calcul des projections, dans toutes les configurations spatiales envisageables,
incluant bien souvent des tests de proximité supplémentaires pour déceler si la projection obtenue est
licite ou non – c’est-à-dire pas trop éloignée de la face –, ou encore l’ensemble des opérations liées à
la cinématique et la sténique du contact. Plus spécifiquement, la recherche topologique du contact en
grandes transformations peut aboutir à des situations délicates de self-contact qui, pour être prises en
compte correctement, nécessitent la plupart du temps la mise en place d’algorithmes d’évaluation coûteux
et demandent donc une forte optimisation. Nativement conçu pour fonctionner en grandes transformations,
le logiciel Simcenter Samcef

TM
possède un algorithme performant dans ce domaine. À cela s’ajoute toute

l’intelligence dans le cheminement des différents algorithmes dédiés au contact, émanant de l’expérience
emmagasinée, ainsi que les multiples options disponibles pour faciliter la convergence – comme l’ajout
d’une raideur de contact pour atténuer les discontinuités dans la loi de frottement ou encore la prise
en compte des jeux initiaux par exemple. Dans le cadre de notre méthodologie LATIN-PGD faiblement
intrusive, nous mettons à profit l’ensemble de ces capacités offertes sans aucune modification.
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7.2.2.3 Choix de la direction de recherche

On suppose qu’on connait les quantités (u`, ξ`) de l’étape linéaire précédente et on cherche les nou-
velles quantités (û`, ξ̂`, f̂ int, `, d̂`) par achèvement de l’étape locale. Nous conservons une direction de
recherche verticale pour les déplacements (7.7), à savoir :

∀t ∈ I, û`(t) = u`(t) (7.7)

tandis que les quantités locales (ξ̂`, d̂`) et (ξ`,d`) sont reliées par la direction de recherche (7.8) que nous
choisissons d’adopter :

∀t ∈ I, pcd̂`(t)− pcd`(t) = kcξ`(t)− kcξ̂`(t) (7.8)

L’intégration des lois locales au niveau de chaque élément contact permet finalement de clore le sys-
tème d’équations où les efforts de contact locaux sont donnés par les formules (7.9) ci-dessous :

kcξ̂n, ` = −〈αn, `
〉
−





kcξ̂t, ` = αt, ` si αn, ` 6 0 et β` − |αn, `| 6 0 (stick)

kcξ̂t, ` = αt, `
|αn, `|
β`

si αn, ` 6 0 et β` − |αn, `| > 0 (slip)

αn, ` = kcξn, ` + pcdn, ` αt, ` = kcξt, ` + pcδdt, ` β` = 1
µ
‖αt, `‖2

(7.9)

La méthodologie a été pensée en parfaite adéquation avec le logiciel industriel Simcenter Samcef
TM

de sorte
que l’on puisse réutiliser sans modification les différentes routines préexistantes. Aussi, la construction de
l’opérateur Ac s’effectue de manière analogue à celle de l’opérateur Au intervenant dans l’intégration des
diverses lois matériaux. On retrouve, à l’issue de la génération des éléments, les efforts de contact calculés
par le logiciel industriel sous la forme f̂ ctc, `(t) = kc

tBξ̂`(t) où tB désigne l’opérateur de changement
de base permettant de réaliser la projection des quantités locales sur les nœuds de l’élément. Les efforts
internes généralisés f̂ int, ` sont quant à eux évalués comme d’habitude par intégration des lois de comporte-
ment matériaux lors de la construction de l’opérateur Au sur l’ensemble de l’intervalle de temps. Un point
délicat mérite toutefois que l’on y prête attention : par l’intermédiaire du logiciel industriel, nous récupé-
rons en réalité directement l’ensemble des efforts assemblés, c’est-à-dire qu’il n’est a priori pas possible
de séparer les contributions entre les efforts internes f̂ int, ` et les efforts de contact f̂ ctc, `, provenant de
l’intégration respective des lois matériaux et des lois de contact. Afin de limiter le niveau d’invasivité de
la méthode LATIN-PGD, nous récupérons donc uniquement la contribution totale des efforts généralisés
f̂ tot, ` = f̂ int, ` + f̂ ctc, ` de manière indivisible, ainsi que l’opérateur B et les paramètres kc et pc qui nous
serviront lors de l’étape linéaire.

En résumé, l’étape locale consiste à injecter au début de chaque pas de temps les quantités (u`, ξ`)
connues de l’étape linéaire précédente, pour récupérer en définitive l’ensemble des efforts généralisés
f̂ tot, ` provenant de toutes les contributions possibles, éventuellement l’opérateur de raideur – de ma-
nière indivisible également –, ainsi que quelques quantités supplémentaires liées au contact. Typiquement,
connaissant les deux facteurs kc et pc, nous pouvons aisément remonter aux valeurs de d̂` par l’intermé-
diaire de la direction de recherche (7.8) réécrite en (7.10) sous un format différent :

{
pcd̂n, ` = αn, ` − kcξ̂n, ` =

〈
αn, `

〉
+

pcδd̂t, ` = αt, ` − kcξ̂t, `
(7.10)

Pour ne pas intervenir de manière intempestive dans le code existant, ces calculs sont menés en amont
de l’étape globale – bien qu’appartenant théoriquement à l’étape locale. Le fait d’avoir besoin de tra-
vailler sur des quantités locales, au niveau de l’élément, rend nécessairement cette méthodologie dédiée
au contact légèrement plus intrusive par rapport aux cas non-linéaires matériaux ou géométriques.
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REMARQUE 7.5 : La direction de recherche choisie (7.8) possède comme propriété particulière de
satisfaire la relation δd̂t, ` = 0 dans le cas du contact adhérant, tandis qu’une valeur non nulle est observée

dans le cas du contact glissant : δd̂t, ` = αt, `
(
1− |αn, `|

β`

)
.

7.2.3 Étape linéaire

Faisant suite à l’étape locale précédente, et connaissant dorénavant les quantités (û`, ξ̂`, f̂ int, `, d̂`),
on cherche alors les nouvelles quantités (u`+1, ξ`+1) par résolution de l’étape linéaire. Nous choisissons
en (7.11) une direction de recherche analogue à celle employée lors de l’étape locale, à savoir :

∀t ∈ I, kcξ`+1(t)− kcξ̂`(t) = pcd`+1(t)− pcd̂`(t) (7.11)

où les coefficients kc et pc sont issus de l’étape locale, menée par les routines classiques de Simcenter
Samcef

TM
. Le système d’équations à résoudre se présente alors sous la forme (7.12) suivante, en notant

B l’opérateur de projection de la restriction des déplacements généralisés aux nœuds de l’élément de
contact :

(Ad) :





u`+1(t = 0) = 0

∀t ∈ I,





Cu
(
u`+1(t)

)
= ud(t)

d`+1 = Bu`+1

f int, `+1(t) + Cξ
(
ξ`+1(t)

)
= f ext(t)

Cξ
(
ξ`+1(t)

)
= kc

tBξ`+1(t)

(Υ−) : ∀t ∈ I,





H∆u`+1(t) = f int, `+1(t)− f̂ int, `(t)
u`+1(t) = û`(t) + ∆u`+1(t)
kcξ`+1(t)− kcξ̂`(t) = pcd`+1(t)− pcd̂`(t)

(7.12)

où nous conservons la direction de recherche H pour décrire Υ− globalement sur l’ensemble de l’espace.
Il s’ensuit que la résolution peut s’effectuer de manière découplée, en cherchant tout d’abord la correction
∆u`+1 sous forme à variables séparées telle que l’équation (7.13) soit vérifiée :

∀t ∈ I,
(
H + pc

tBB
)
∆u`+1(t) = f ext(t)−

(
f̂ int, `(t) + kc

tBξ̂`(t)︸ ︷︷ ︸
f̂ tot, `

)
+ pc

tB
(
d̂`(t)−d`(t)

)
(7.13)

puis la correction du multiplicateur de Lagrange ∆ξ`+1 selon la direction de recherche (7.11) réécrite
en (7.14) de manière équivalente :

∀t ∈ I, ∆ξ`+1(t) = ξ̂`(t) + pc
kc

(
d`(t) + B∆u`+1(t)− d̂`(t)

)
− ξ`(t) (7.14)

La résolution de l’équation (7.13) est menée classiquement par technique PGD de manière analogue à
ce qui a été présenté au Chapitre-5. Seuls l’opérateur de rigidité et le second membre sont légèrement mo-
difiés : l’un avec l’ajout d’une raideur d’interface, l’autre avec l’apport d’une contribution supplémentaire
aisément calculable. De plus, l’opérateur de la direction de recherche H peut être choisi constant – rigidité
élastique K – ou tangent comme à l’accoutumée. Toutefois, en présence de contact, il est plus difficile de
capitaliser sur la factorisation de cet opérateur dans la mesure où dès qu’une condition de contact change,
l’opérateur B varie. Dans le cas général, ce dernier fluctue donc au gré des itérations LATIN et suivant
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les pas de temps. Recourir à un opérateur H constant nécessite alors de mener quelques étapes supplé-
mentaires au cours de la résolution, comme l’utilisation de la formule de Sherman-Morrison-Woodbury
généralisée (7.15) entre autre, si l’on souhaite mutualiser la factorisation de l’opérateur :

(
H̆ + pc

tB̆IncB̆
)−1

= H̆−1 − H̆−1
pc
tB̆
(
I−1
nc

+ B̆H̆−1
pc
tB̆
)−1

B̆H̆−1
(7.15)

où les différents termes seront explicités par la suite.

On se place à une itération ` donnée de l’algorithme où on suppose connue une approximation de
∆u`+1 sous forme à variables séparées. La résolution de l’équation (7.13) par technique PGD s’effectue
classiquement au moyen d’une étape préliminaire de mise à jour des fonctions temporelles, avant de gé-
nérer le cas échéant un nouveau mode. En considérant toujours que l’équation de la direction de recherche
n’est vérifiée qu’en moyenne, la recherche d’un nouveau mode passe par la résolution du problème de
minimisation (7.16) donné ci-contre :

(
Λ, λ

)
= arg min

α∈IR
γ∈V

J̆

(
αγ +

m∑̀

i=1
βiΛi

)
(7.16)

où la fonctionnelle J̆ est définie par la formule (7.17) et {βi}16i6m`
représentent les fonctions temporelles

issues de la première étape de mise à jour :

J̆(w) = 1
2

∫

I

tw(t)
[(

H + pc
tBB

)
w(t)− 2Q̆(t)

]
dt (7.17)

avec Q̆ = f ext − f̂ tot, ` + pc
tB
(
d̂` − d`

)
le second membre de l’équation (7.13) pour simplifier les

notations. Nous aboutissons alors à un problème classique de type point fixe (7.18) que nous écrivons
formellement : {

Λ = ΞΛ(λ)
λ = Ξλ(Λ)

(7.18)

où les fonctions ΞΛ(λ) et Ξλ(Λ) sont respectivement données par les formules (7.19) et (7.20) suivantes :

ΞΛ(λ) =
[ ∫

I
λ(t)

(
H + pc

tBB
)
λ(t) dt

]−1 ∫

I
λ(t) ˘̆Q(t) dt (7.19)

Ξλ(Λ) =
tΛ ˘̆Q

tΛ
(
H + pctBB

)
Λ

(7.20)

avec ˘̆Q = Q̆−
(
H + pc

tBB
) m∑̀

i=1
βiΛi obtenu par déflation.

En considérant alors un opérateur H constant – indépendant du temps –, il s’ensuit que l’équation (7.19)
peut se mettre sous la forme (7.21) à laquelle nous pouvons ensuite appliquer la formule (7.15) de
Sherman-Morrison-Woodbury généralisée :

ΞΛ(λ) =
[(∫

I
λ2(t) dt

)
H

︸ ︷︷ ︸
H̆

+ pc

∫

I
λ(t)tBBλ(t) dt

︸ ︷︷ ︸
pc
tB̆IncB̆

]−1 ∫

I
λ(t) ˘̆Q(t) dt (7.21)

avec Inc l’opérateur identité de taille (nc × nc). Ainsi, plutôt que de devoir inverser un opérateur de taille
(n× n) à chaque itération du point fixe, l’inversion n’est réalisée que sur un opérateur de taille bien plus
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raisonnable – de taille (nc × nc) avec généralement nc � n.

Par ailleurs, le choix des directions de recherche qui a été fait conduit à un découplage des résolutions,
en permettant de trouver en premier lieu la correction du champ des déplacements généralisés avant d’en
déduire la correction des multiplicateurs de Lagrange à appliquer. Cette manière de procéder fait ainsi
abstraction du terme de couplage potentiel intervenant entre les inconnues ∆u`+1 et ∆ξ`+1 lors de la
recherche de la correction des déplacements généralisés. Écrit sous forme algébrique, le système non-
symétrique à résoudre peut se mettre sous la forme (7.22) suivante :

[
H + pc

tBB 0
−pcB kc Inc

] [
∆u`+1(t)
∆ξ`+1(t)

]
=


f ext(t)− f̂ tot, ` + pc

tB
(
d̂`(t)− d`(t)

)

kcξ̂`(t) + pc
(
d`(t)− d̂`(t)

)
− kcξ`(t)


 (7.22)

Un choix différent des directions de recherche pourrait conduire à prendre en compte ces termes de cou-
plages, intervenant naturellement dans le logiciel industriel Simcenter Samcef

TM
.

7.2.4 Critère additionnel de vérification des efforts de contact

Par rapport au Chapitre-5, nous ajoutons un critère supplémentaire pour vérifier la bonne convergence
des efforts de contact. Ce critère prend la forme (7.23) suivante en désignant par ‖ • ‖∞ la norme infinie
sur V × I :

ωξ` =




2
∥∥∥sξ` − ŝ

ξ
`

∥∥∥
∞∥∥∥sξ`

∥∥∥
∞

+
∥∥∥ŝ ξ`

∥∥∥
∞




1/2

(7.23)

où les quantités sξ` et ŝ ξ` sont données par les relations (7.24) définies respectivement à partir de la norme 2
– notée ‖•‖2 – des fonctions multi-variées s�` = (kcξ`+1, pcd`+1) et ŝ �` = (kcξ̂`, pcd̂`) :

{
sξ` = ‖s�`‖2 = k2

cξ
2
`+1 + p2

cd
2
`+1

ŝ ξ` = ‖ŝ �` ‖2 = k2
c ξ̂

2
` + p2

c d̂
2
`

(7.24)

Un critère analogue peut être trouvé dans [Giacoma et al., 2015] en séparant les contributions normales et
tangentielles (7.25) sous la forme :

ωξn/t, ` = max




2
∥∥∥sξn, ` − ŝ

ξ
n, `

∥∥∥
∞∥∥∥sξn, `

∥∥∥
∞

+
∥∥∥ŝ ξn, `

∥∥∥
∞

;
2
∥∥∥sξt, ` − ŝ

ξ
t, `

∥∥∥
∞∥∥∥sξt, `

∥∥∥
∞

+
∥∥∥ŝ ξt, `

∥∥∥
∞




1/2

(7.25)

où les quantités sξ•, ` et ŝ ξ•, ` sont données par les relations (7.26) suivantes :





sξn, ` = k2
cξ

2
n, `+1 + p2

cd
2
n, `+1 sξt, ` = k2

cξ
2
t, `+1 + p2

cδd
2
t, `+1

ŝ ξn, ` = k2
c ξ̂

2
n, ` + p2

c d̂
2
n, ` ŝ ξt, ` = k2

c ξ̂
2
t, ` + p2

cδd̂
2
t, `

(7.26)

La convergence de l’algorithme est assurée lorsque la valeur seuil fixée par l’utilisateur pour chacun des
critères est atteinte : ω` 6 η globalement et ωξ` 6 ηξ pour le contact.
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7.3 Illustration sur un cas-test académique

Un troisième cas-test académique est dévoilé dans ce chapitre afin de mieux cerner le fonctionne-
ment de la méthode LATIN-PGD faiblement intrusive dans le logiciel Simcenter Samcef

TM
en présence de

contact.

7.3.1 Description du cas-test

Le troisième cas-test académique est constitué de deux solides déformables en contact l’un avec l’autre
(cf. Figure 7.2). Le disque, encastré au niveau de sa circonférence, se déforme sous l’action d’un indenteur
cylindrique soumis à un déplacement imposé suivant z à son extrémité. Les conditions de contact font
transiter les efforts entre l’indenteur, supposé linéaire élastique, et le disque composé d’un matériau élasto-
visco-plastique de type Lemaitre-Chaboche. Le Tableau 7.2 recense les différentes valeurs retenues pour
ce modèle. Un coefficient de frottement µ = 0.08 est considéré dans la zone de contact. Le maillage,
élaboré à partir d’éléments volumiques tétraédriques du premier ordre, compte 2.6× 104 degrés de liberté
dont 3 × 103 multiplicateurs de Lagrange associés aux conditions de contact. Avec une amplitude de
chargement de 3 mm, nous considérons dans cet exemple les non-linéarités matérielles et géométriques
ainsi que celles liées aux contacts – pour lesquelles l’opérateur B peut varier.

TABLE 7.2 – Paramètres matériaux des lois de comportement élastique (indenteur) et
élasto-visco-plastique de type Lemaitre-Chaboche (disque)

E [GPa] ν [-] σ0 [MPa] k [MPa] n [-] γ [-] C [MPa] Q [MPa] b [-]

Indenteur 210 0.28 - - - - - - -

Disque 69 0.28 60 150 12 300 24800 80 10

x

y
z

z

x y• •
e

ud · ez

r

R

e = 5 mm
r = 15 mm
R = 50 mm

FIGURE 7.2 – Troisième cas académique : contact d’un indenteur sur un disque

7.3.2 Analyse des résultats

La Figure 7.3 présente une vue en coupe des champs de déplacements, de contraintes de Von Mises et
de déformations plastiques cumulées correspondant au pas de temps le plus chargé. Le disque se déforme
en son centre avec une localisation des contraintes et des déformations sur la face inférieure.
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(a) Champ de déplacements

(b) Champ de contraintes de Von Mises
(deux vues)

(c) Champ de déformations plastiques cumulées
(deux vues)

[mm]
0

0.648

1.296

1.944

2.592

3.239

3.887

[MPa]
130.09

141.49

152.88

164.28

175.67

187.07

198.46

[-]
0.0031

0.0129

0.0227

0.0325

0.0423

0.0520

0.0618

FIGURE 7.3 – Vue en coupe de différents résultats au pas de temps le plus chargé : (a) champ de
déplacements, (b) champ de contraintes de Von Mises et (c) champ de déformations plastiques cumulées

La Figure 7.4 apporte quelques détails supplémentaires quant à la convergence des différentes quan-
tités liées au contact au cours des itérations LATIN-PGD. Un opérateur tangent H` a été considéré pour
la direction de recherche. On observe en particulier une convergence relativement rapide des efforts de
contact – normal et tangentiel – avec quelques oscillations sur les premières itérations (cf. sous-figures 7.4b
et 7.4c). Ces oscillations parasites s’atténuent rapidement pour obtenir une bonne estimation des efforts
de contact – à 5% près – mais deux à trois fois plus d’itérations sont encore nécessaires pour atteindre
la convergence fine – erreur inférieure à 1%. La distance normale de contact diminue progressivement à
mesure que le nombre d’itérations augmente (cf. sous-figure 7.4d) – avec une fréquence d’oscillation deux
fois supérieure du fait de la valeur absolue |dn| retenue.

Enfin, la sous-figure 7.4a illustre la décroissance des différents indicateurs d’erreur ω`, ω
ξ
` et ωξn/t, `,

ce qui permet de corroborer les analyses précédentes. L’indicateur d’erreur global ω` converge rapide-
ment vers la valeur seuil fixée à η = 10−4 correspondant au moment où l’atténuation des différentes
oscillations est constatée ; l’approximation est donc globalement correcte – d’un point de vue énergétique.
Mais des itérations supplémentaires sont ensuite nécessaires pour satisfaire le second critère ωξ` portant
sur les quantités liées au contact. Le seuil, que nous fixons usuellement à ηξ = 10−3, permet d’atteindre
une approximation de bonne qualité. En séparant les contributions normales et tangentielles, l’indicateur
ωξn/t, ` possède un taux de convergence similaire mais présente un offset. De manière générale, on pourra
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retenir que ces différents indicateurs arborent deux pentes : une convergence relativement rapide au début,
conduisant à une approximation globalement correcte, puis une convergence plus lente pour saisir une
approximation haute fidélité.
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FIGURE 7.4 – Évolution des quantités liées au contact et des indicateurs d’erreur en fonction des
itérations LATIN-PGD

La méthodologie mise en place pour le contact a montré des résultats satisfaisants pour les cas de
glissement modéré que nous avons testés. L’étude des cas à forts glissements, et le couplage avec les
non-linéarités géométriques intervenant en grandes transformations, restent encore à étudier.

? ?

?
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Chapitre 8

Implémentation pratique dans un code
industriel

Ce chapitre évoque quelques détails pratiques d’implémentation dans le
logiciel industriel Simcenter Samcef

TM
. Un schéma arbore en particulier

l’ensemble des étapes mentionnées dans les chapitres précédents afin d’offrir
une vision claire et synthétique de la démarche faiblement intrusive proposée.
Pour finir, on met l’accent sur les performances en précisant quelques points

d’optimisation qui ont été regardés attentivement.
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8.1 Détails sur l’implémentation

Une approche faiblement intrusive est adoptée pour incorporer la méthode LATIN-PGD dans le logi-
ciel industriel Simcenter Samcef

TM
sans aucune interférence. Cette approche a été élaborée pour répondre

aux différentes exigences industrielles.

8.1.1 Contraintes à satisfaire

Une des spécificités de notre approche réside dans la nature même de la collaboration instituée. En
effet, la société Siemens Digital Industries Software, en tant qu’éditeur de logiciels, fournit des outils
avancés en matière de simulations à une large communauté scientifique, y compris à d’autres acteurs
industriels, et non uniquement à un partenaire spécifique, comme un fabricant de moteurs d’avion par
exemple. Les questions de généralité et de robustesse des solutions proposées sont donc fondamentales.
Autrement dit, on doit être capable de traiter tout type de problème incluant tout type d’élément, tout type
de relation de comportement, tout type de chargement, etc., et ce quelque soit le secteur industriel dont est
issue l’application.
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N’étant pas un simple utilisateur de logiciels éléments finis industriels, nous avons aisément accès à
l’intérieur de ces logiciels – au code source – ce qui soulève de nouvelles opportunités mais également
de nouvelles contraintes. D’une part, l’ensemble des fonctionnalités et des routines du logiciel industriel
deviennent accessibles ; mais d’autre part, et pour des raisons évidentes d’ergonomie et d’expérience uti-
lisateur, on souhaite disposer d’une version unifiée incluant d’office tous les outils propres aux méthodes
de réduction de modèles – et plus spécifiquement propres à la méthode LATIN-PGD développée. Par
conséquent, on aspire non seulement à construire des modèles réduits mais aussi à les manipuler, voire
les enrichir, directement au sein du logiciel industriel – ou par l’intermédiaire de son interface graphique.
Dans cette optique, le recours à un code externe pour effectuer les différentes opérations semble être un
frein, au même titre qu’il est impératif de ne pas bouleverser l’architecture du logiciel existant : la méthode
LATIN-PGD doit pouvoir s’accommoder sans aucune entrave aux outils préexistants, d’où l’idée d’une
l’implémentation native – au plus proche du code source – faiblement intrusive comme nous l’avions évo-
qué au Chapitre-3.

Une autre aspiration réside dans la possibilité d’utiliser les mêmes étapes de certification lors des
phases de construction de chaque nouvelle version. Ces étapes de certification permettent d’assurer que
la méthode LATIN-PGD fonctionne correctement, de manière fiable et robuste pour l’ensemble des cas
possibles, mais surtout de vérifier qu’aucun effet indésirable n’est produit par interaction avec le logiciel
commercial.

8.1.2 Méthodologie mise en œuvre

L’un des objectifs a été de définir une interface dédiée à la méthode LATIN-PGD afin que celle-ci
puisse s’intégrer de manière transparente dans le logiciel Simcenter Samcef

TM
. Notre choix s’est porté

sur un module Fortran permettant d’allier les nouvelles capacités inhérentes à la méthode LATIN-PGD
avec l’ensemble des fonctionnalités déjà présentes dans le logiciel hôte industriel. La Figure 8.1 fournit
l’architecture générale de la méthodologie retenue dont on détaille par la suite les différents blocs.

Étape globale – nouveautés des modèles réduits. Cette étape, qui englobe la majeure partie des nou-
veaux algorithmes caractérisant la méthode PGD, est de fait une étape intrusive par essence – nécessitant
des opérations et opérateurs atypiques des codes industriels standards comme abordé au Chapitre-3. Usuel-
lement traitée en externe, cette étape est maintenue indépendante ce qui signifie qu’il n’y a aucune risque
d’endommager le logiciel existant. Plutôt qu’en Fortran, cette partie aurait d’ailleurs très bien pu être
externalisée dans un autre langage (en C, en Matlab R© ou encore en Python

TM
), mais pour des raisons de

performances, il a semblé plus approprié de conserver un code Fortran compilé. Cette manière de procéder
permet en effet d’exploiter pleinement les différentes opérations – SVD –, les différentes bibliothèques
d’algèbre linéaire – BLAS ou LAPACK incluses nativement dans la librairie Intel R© MKL – ou encore les
différents solveurs – MUMPS – déjà intégrés et gérés efficacement en harmonie avec le compilateur. Cette
partie du code étant conservée volontairement indépendante, sa potentielle intrusivité est d’office reléguée
au niveau de l’interface.

Interface – lieu des échanges de données. L’interface est justement le lieu où transite – de manière
exclusive – l’ensemble des informations, faisant le lien entre l’étape globale précédente et le logiciel
industriel qui réalise l’intégralité de l’étape locale. Prenant la forme d’un module Fortran, cette interface
a été conçue pour minimiser le nombre d’interactions avec le logiciel industriel. Elle englobe en son
sein l’ensemble des données à véhiculer (grandeurs généralisées), stocke les modes PGD (sous un format
réduit) et régit les différents protocoles de communication au travers de diverses opérations permettant
de jongler entre les différents formats de données – complets (full) ou réduits. Qui plus est, l’interface
concentre l’intégralité des paramètres de la méthode, tout en étant capable d’interagir en interne avec les
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étapes locales et globales, mais aussi en externe avec n’importe quelle base de données préexistante. Ainsi,
cette interface est en quelque sorte le noyau de la méthode LATIN-PGD, rassemblant en un seul et même
endroit toute l’intelligence de la méthodologie développée.
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FIGURE 8.1 – Architecture de la méthodologie faiblement intrusive mise en place afin d’introduire la
méthode LATIN-PGD dans un logiciel éléments finis industriel généraliste tel que Simcenter Samcef

TM

Étape locale – capitalisation sur le logiciel industriel. Pour finir, l’étape locale repose sur l’architec-
ture incrémentale originelle du logiciel industriel de sorte que l’ensemble des capacités offertes classique-
ment par le logiciel industriel Simcenter Samcef

TM
soit conservé. L’étape locale, dont le principal objectif

est de façonner l’opérateur Au non-linéaire sur l’ensemble de l’intervalle de temps, a été pensée pour
ne nécessiter aucune modification particulière dans l’architecture existante, le cheminement classique du
logiciel industriel demeurant intact. En effet, par un simple jeu sur les critères d’arrêt de chacun des in-
dicateurs d’erreur, il est possible de ne jamais opérer la boucle de convergence interne de l’algorithme de
Newton-Raphson – correspondant à la recherche de la correction à apporter par la résolution du système
linéarisé. Deux points seulement demandent une attention particulière au niveau de l’étape locale :

• le premier consiste à fournir, en chaque pas de temps, les quantités primales en amont de la gé-
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nération des éléments pour pouvoir récupérer les quantités duales à l’issue. Cela est réalisé par
l’intermédiaire de l’interface et ne nécessite qu’une opération de branchement de cette dernière
au sein du code source du logiciel industriel. Bien que nous ayons pris l’initiative d’utiliser une
interface spécifiquement conçue pour la méthode LATIN-PGD faiblement intrusive pour des rai-
sons de performance, il aurait été tout à fait envisageable, par ailleurs, d’exploiter le superviseur de
Simcenter Samcef

TM
, précisément destiné à accomplir des couplages entre logiciels – pour réaliser

des simulations multi-physiques par exemple. L’emploi de ce superviseur, disponible nativement
dans Simcenter Samcef

TM
au même titre que d’autres coupleurs génériques, aurait permis de réduire

encore davantage la voilure en minimisant le nombre de changements à apporter au code source ;

• le second point concerne l’architecture non-incrémentale, inhérente à la méthode LATIN-PGD, où il
convient de surcroît d’ajouter une boucle supplémentaire sur les itérations LATIN englobant l’inté-
gralité des différentes opérations susmentionnées. Ceci constitue finalement le seul point légèrement
intrusif de notre approche. Le choix d’inclure cette boucle de manière interne au logiciel industriel
permet de satisfaire au mieux les exigences en termes de performances. Un autre choix possible
– tout à fait non-intrusif – aurait été de définir cette boucle de manière externe au logiciel indus-
triel. Pour mener à bien la résolution, il conviendrait alors de faire appel non plus une et une seule
fois au logiciel industriel, mais autant de fois que d’itérations LATIN nécessaires pour atteindre la
convergence. Ces multiples appels dégraderaient sensiblement les performances dans la mesure où
les phases d’initialisation et post-calculatoire représentent un temps non négligeable comme nous
le verrons au Chapitre-9 (Section-9.1.4). C’est en ce sens que cette solution n’a pas été retenue.

REMARQUE 8.1 : Pour simplifier, le schéma (Figure 8.1) est représenté ici à l’image de la méthodolo-
gie développée au Chapitre-5 portant sur les non-linéarités matériaux – au plus un mode PGD généré par
itération. Il demeure néanmoins aisément extensible aux autres cadres formulés, les seules modifications
apparaissant au niveau de l’étape globale (version avec conditionneur Hc, gestion des multiplicateurs de
Lagrange, etc.).

8.2 Gestion des extra-paramètres

Lors de la présentation de la méthode LATIN-PGD au Chapitre-5, nous avions volontairement laissé
en suspens la gestion des paramètres µ ∈ D supplémentaires intervenant classiquement dans bon nombre
de problèmes d’ingénierie. Revenant maintenant au traitement de ces problèmes paramétrés, nous ex-
ploitons les techniques non-intrusives développées notamment dans [Heyberger et al., 2013, Relun et al.,
2013]. Nous avons implémenté la version la plus rustique à savoir que l’espace paramétrique D est tout
d’abord discrétisé selon une grille régulière, puis défini grâce à un processus d’interpolation, subordonné
à la série de snapshots uniformément répartis sur l’espace paramétrique. Ces snapshots, associés à une
certaine valeur des paramètres, sont calculés de proche en proche par application de la méthodologie
LATIN-PGD faiblement intrusive développée jusqu’ici. Ceci ne s’avère guère coûteux dans la mesure où
l’algorithme LATIN-PGD possède la propriété remarquable de pouvoir être initialisé à partir de n’importe
quelle solution précédemment calculée. De manière plus précise, supposons que l’on cherche à calculer
un nouveau point (µ + ∆µ) ∈ D de l’espace paramétrique. Connaissant la solution spatio-temporelle
s(µ) pour le jeu de paramètres µ ∈ D précédent, ainsi que les modes spatiaux (8.1) correspondants :

{
Λi
}

16i6m(µ) ∈ V (8.1)

alors la première itération de la méthode LATIN-PGD se déroule comme suit :

• Étape locale : étant donné s(µ+∆µ)
0 (t), nous cherchons ŝ(µ+∆µ)

0 (t) tel que :

u(µ+∆µ)
0 (t) = u(µ)(t) ∀t ∈ I (8.2)
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• Étape linéaire : étant donné ŝ(µ+∆µ)
0 (t), nous cherchons s(µ+∆µ)

1 (t) où de l’étape préliminaire de
mise à jour des fonctions temporelles, on obtient :

u(µ+∆µ)
1 (t) =

m(µ)∑

i=1
λ

(µ+∆µ)
i (t)Λi + u(µ)

0 (t) (8.3)

puis l’algorithme continue avec ` > 1 comme détaillé précédemment. Pour de nombreuses valeurs de
paramètres, il n’est pas nécessaire d’ajouter de nouveaux modes à la base réduite. Après quelques itéra-
tions, on atteint la convergence – pilotée par certains indicateurs d’erreur – et l’algorithme s’arrête pour
entamer la gestion du point suivant dans l’espace paramétrique D, ce qui représente un gage de perfor-
mance. Ainsi, c’est l’interface qui joue pleinement son rôle dans la gestion des multiples reprises (restart)
en permettant de faire le lien avec la base de données déjà constituée.

REMARQUE 8.2 : Lorsque l’espace paramétrique D fait intervenir des variations au sein des condi-
tions aux limites, et plus spécifiquement au niveau des conditions de Dirichlet, il n’est alors plus possible
de réexploiter directement l’initialisation cinématiquement admissible s(µ)

0 ∈ A(µ)
d issue de la solution

s(µ) précédente. Toutefois, ayant accès au logiciel industriel, nous pouvons aisément recalculer une ini-
tialisation admissible le cas échéant.

8.3 Quelques mots autour de l’optimisation

On rappelle que la robustesse, l’ergonomie ou l’expérience utilisateur et la performance sont les trois
piliers fondamentaux qui guident l’élaboration de notre approche. Un effort d’optimisation, à différentes
échelles, a ainsi été fourni pour ériger une approche la plus efficace possible. On précise dans la suite
quelques points spécifiques qui ont fait l’objet d’une attention particulière, allant d’une vision macrosco-
pique – haut niveau – à une vision plus microscopique – bas niveau, proche de l’architecture machine.

8.3.1 Vision macroscopique – paramètres & stockage mémoire

L’un des premiers leviers pour agir sur les performances consiste à trouver la meilleure adéquation
possible entre les paramètres de la méthode et le problème traité. Dans cette optique, le choix de la direc-
tion de recherche joue un rôle fondamental comme nous l’avons déjà évoqué dans les chapitres précédents.
Sans volonté d’exhaustivité, on peut par exemple citer le nombre d’itérations maximum dans l’algorithme
du point fixe, le coefficient de relaxation ou encore les différents critères mis en œuvre en tant qu’autres pa-
ramètres numériques susceptibles d’affecter directement le taux de convergence de la méthode. Il convient
toutefois de garder à l’esprit que, conjuguée à l’optimisation, la méthodologie développée se doit d’être
accessible à un utilisateur non-expert et robuste – pour adresser une large variété de cas d’application.
Ainsi, autant que possible, on doit disposer de valeurs par défaut universelles pour ces paramètres numé-
riques. De plus, le nombre de ces paramètres accessibles à l’utilisateur doit être le plus réduit possible.

Un second point capital sur les performances concerne le stockage et l’optimisation de la mémoire.
De manière analogue au solveur MUMPS, deux choix sont possibles : soit on décide de garder toute
l’information en mémoire vive (RAM), soit on peut ponctuellement réaliser des écritures et lectures sur
disques durs, ce qui permet de limiter l’empreinte mémoire – au détriment cependant des performances.
Deux versions ont ainsi été développées : une version in-core plus performante, et une version out-of-core
plus économe en ressources. Un point délicat concerne le stockage des différentes quantités et grandeurs
généralisées dans la mesure où des approximations spatio-temporelles complètes interviennent à chaque
itération de la méthode LATIN-PGD. Le logiciel industriel étant conçu historiquement pour travailler avec
des tableaux de taille n et non pas de taille (n × nt) – et encore moins avec des formats réduits –, c’est
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encore une fois l’interface qui prend la charge de stocker l’information au bon format pour la délivrer le
moment opportun au bon endroit. L’utilisation conjointe d’espaces mémoires préexistants et de quelques
allocations dynamiques parcimonieuses au sein de l’interface ont permis de mener à bien la méthodologie,
en tirant partie du fait que la solution s’écrit sous forme à variables séparées.

8.3.2 Vision mésoscopique – gestion du parallélisme hybride MPI-OpenMP

Un second volet de l’optimisation s’est porté sur la parallélisation du code. L’idée a été d’étendre
l’architecture parallèle hybride MPI-OpenMP déjà existante nativement dans Simcenter Samcef

TM
à l’en-

semble de l’interface et de l’étape globale. Choisir d’effectuer un calcul parallèle à mémoire distribuée
MPI consiste à lancer simultanément plusieurs instances du logiciel industriel Simcenter Samcef

TM
(cf. Fi-

gure 8.2). Chacune de ces instances, ou processus, parcourt en parallèle le même algorithme mais ne traite
qu’une partie des éléments – soit en séquentiel, soit en parallèle si plusieurs threads OpenMP sont mobili-
sés. Ensuite, des communications MPI sont nécessaires à certains moments pour distribuer ou rassembler
l’information entre les différents processus. En particulier, certaines quantités sont conservées spécifi-
quement sur leur instance respective (matrices sparse) – chaque instance ne connait qu’une partie de la
matrice –, tandis que d’autres quantités sont systématiquement partagées (modes PGD) sur l’ensemble des
instances – chaque instance connait la même information.
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FIGURE 8.2 – Principe de l’architecture MPI parallèle classique

REMARQUE 8.3 : La mémoire étant distribuée entre les différentes instances, le calcul peut être
réalisé indépendamment sur une même machine ou sur plusieurs. L’unique différence réside dans la nature
des communications MPI où l’information transite soit en interne soit par le réseau via protocole ssh –
InfiniBand.

8.3.3 Vision microscopique – code source & compilateur

Le troisième point d’intérêt se concentre sur le code lui-même dont l’écriture affecte directement les
performances. En particulier, certaines fonctions élémentaires peuvent être appelées de très nombreuses
fois. Une légère perte d’efficacité au niveau de ces appels répétés peut alors avoir un impact considérable
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sur les performances globales de l’algorithme. À titre d’exemple, on donne ci-dessous quelques lignes en
Fortran permettant de réaliser une multiplication matrice-vecteur de trois manières différentes :

• en utilisant la fonction intrinsèque Fortran prévue à cet effet ;

• en écrivant explicitement les boucles avec la notation d’Einstein yi = Aijxj ;

• en exploitant la bibliothèque BLAS de la librairie Intel R© MKL.

S’ajoute ensuite la surcouche du compilateur où différentes options d’optimisation sont disponibles, no-
tamment pour la gestion des boucles. Le Tableau 8.1 fournit les temps d’exécution associés à chacune des
méthodes pour différentes tailles de tableaux, ainsi que le nombre moyen d’opérations en virgule flottante
effectuées par seconde (Gflops).

1 ! D é c l a r a t i o n des v a r i a b l e s
2 INTEGER :: I,J,L
3 DOUBLE PRECISION :: A(L,L),X(L),Y(L)
4 ! Méthode 1 : f o n c t i o n i n t r i n s è q u e
5 Y = MATMUL(A,X)
6 ! Méthode 2 : n o t a t i o n d ’ E i n s t e i n
7 DO J = 1,L
8 DO I = 1,L
9 Y(I) = Y(I) + A(I,J)*X(J)

10 ENDDO
11 ENDDO
12 ! Méthode 3 : b i b l i o t h è q u e I n t e l MKL
13 CALL DGEMV(’N’,L,L,1.D00,A,L,X,1,0.D00,Y,1)

TABLE 8.1 – Temps d’exécution associés à chacune des méthodes

Méthode 1 Méthode 2 Méthode 3

Temps [s]
L = 5× 104 1.284 1.274 0.874
L = 1× 105 6.045 6.012 3.436
L = 2× 105 25.012 25.385 13.421

Gflops moyen - 3.467 3.468 5.834

Ceci reste bien entendu un exemple très simple, à visée purement didactique. Il permet toutefois d’en-
trevoir l’immense avantage de pouvoir s’appuyer sur un logiciel industriel dont l’ensemble des opérations
classiques ou élémentaires sont déjà optimisées depuis de très longues années.
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Chapitre 9

Cas-tests industriels

Ce chapitre illustre le fonctionnement de la méthode LATIN-PGD faiblement
intrusive au sein du logiciel Simcenter Samcef

TM
sur des cas-tests industriels.

On présente des cas d’application variés qui mettent en lumière la robustesse
et les performances de notre approche dans la conduite de problèmes

paramétriques non-linéaires dépendant du temps.
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Une des nouveautés de ces travaux réside dans l’intégration de la méthode LATIN-PGD faiblement
intrusive dans un logiciel industriel (Simcenter Samcef

TM
), fournissant une solution de bout en bout effi-

cace et robuste pour traiter un large panel d’applications industrielles avec des non-linéarités de différentes
natures. À titre d’exemple, on fournit dans ce chapitre deux illustrations portant sur l’étude de solutions
non-linéaires de problèmes multi-paramétriques.

9.1 Première illustration industrielle : aube de réacteur d’avion

L’ensemble des calculs ont été effectués sur un cluster de machines linux à architecture parallèle
MPI multi-nœuds. Chaque nœud de calcul possède 24 cœurs et dispose de 192 GB de mémoire vive
(RAM) – processeur Intel R© Xeon R© Gold 6126 CPU @ 2.60 GHz (19.25 Mo de mémoire cache L3).
Parmi l’ensemble de ces ressources disponibles, 12 cœurs ont été utilisés pour cette application, parfois
répartis sur 2 nœuds de calcul lorsque la mémoire disponible sur un seul nœud n’était pas suffisante.
Le logiciel industriel Simcenter Samcef

TM
permet de générer les solutions soit à partir de la méthode

classique, incrémentale, de Newton-Raphson, soit en employant la méthodologie LATIN-PGD faiblement
intrusive mise en œuvre dans le cadre de ces travaux. Qui plus est, la version commerciale du logiciel
Simcenter Samcef

TM
joue le rôle de référence pour effectuer les comparaisons. Les phases de pré et post-

traitements sont réalisées par l’intermédiaire de l’interface Simcenter 3D
TM

ce qui permet de clore la
boucle : la construction de modèles réduits peut s’effectuer via une solution bout en bout en environnement
industriel.
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9.1.1 Description du cas-test

Le premier cas d’illustration se concentre sur l’étude d’une aube d’un étage haute pression du mo-
teur M88 équipant le Rafale dont la géométrie a été standardisée pour des questions de confidentialité.
L’ensemble de la mise en données du problème est réalisée via le logiciel Simcenter 3D

TM
. Le maillage,

composé d’éléments tétraédriques de second degré, comptabilise n = 5×106 degrés de liberté. L’aube en
rotation autour de son axe subit des efforts centrifuges sur l’ensemble de sa structure, ainsi que des efforts
surfaciques localisés sur la partie supérieure et paramétrés par un angle α comme représenté Figure 9.1.
Le disque n’étant pas modélisé dans le cadre de cette étude, on suppose que l’aube est encastrée à sa
base. Le matériau utilisé répond aux lois de Chaboche élasto-visco-plastiques explicitées au Chapitre 1
où les coefficients matériaux présentent une forte dépendance à la température. Une étude sur l’espace
paramétrique D = Dα ×DT à deux dimensions est réalisée avec α ∈ Dα ≡ [45, 170] (en degrés) l’angle
de chargement et T ∈ DT ≡ [850, 1010] la température (en degrés Celsius) supposée uniforme pour
simplifier. On peut noter en particulier que ces deux paramètres influencent chacune des variétés Γ et Ad

inhérentes à la méthode LATIN-PGD : chaque nouvelle valeur de la température T influe sur les 9 para-
mètres de la loi matériau donc affecte principalement Γ tandis que chaque nouvelle valeur de l’angle α
impacte directement les efforts externes intervenant dans Ad.

Forces surfaciques Fd

Encastrement

x

y

z

(a) Vue 3D

α
z

x

Fd

(b) Vue suivant l’axe y

FIGURE 9.1 – Conditions aux limites appliquées à l’aube de réacteur d’avion

9.1.2 Analyse fine d’une résolution

La Figure 9.2 montre les résultats obtenus pour un point donné (α = 155 ◦ et T = 890 ◦C) dans l’es-
pace paramétrique D. De manière plus précise, les sous-figures 9.2a et 9.2b sont consacrées respective-
ment aux champs de déplacement, et de contrainte de Von Mises, résultants de l’application de la méthode
LATIN-PGD faiblement intrusive. Des zones de concentration de contraintes apparaissent naturellement
au niveau des connexions entre la partie supérieure et la partie inférieure de l’aube, ainsi qu’autour des
différents trous de ventilation. Les sous-figures 9.2c et 9.2d donnent les cartes d’erreur correspondantes
par comparaison avec la référence. Afin de mieux apprécier les éventuelles erreurs commises, ces cartes
d’erreur sont tracées en quantités relatives. On note une bonne concordance des solutions haute-fidélités
avec une erreur relative inférieure à 1% pour seulement 8 modes PGD composant la base réduite.
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(a) Champ de
déplacements

(b) Champ de contraintes
de Von Mises

(c) Déplacements relatifs (d) Contraintes de Von Mises
relatives

FIGURE 9.2 – Résultats obtenus avec la méthode LATIN-PGD faiblement intrusive dans Simcenter
Samcef

TM
: (a) champ de déplacements et (b) champ de contraintes ; avec cartes d’erreur correspondantes

par rapport à la référence : (c) déplacements relatifs et (d) contraintes relatives (en pourcents [%])

Optimisation de la direction de recherche. L’opérateur de la direction de recherche H est le paramètre
principal de la méthode. En tant que paramètre, plusieurs choix sont possibles qui, comme nous l’avons
déjà évoqué, affectent directement les performances et le taux de convergence de la méthode. Deux cas
extrêmes peuvent être distingués. Le premier consiste à considérer l’opérateur tangent H`(t) conduisant à
un taux de convergence optimal par rapport au nombre d’itérations. Malheureusement, comme cet opéra-
teur dépend du temps t, il peut conduire à un coût élevé de chaque itération. Le second cas extrême réside
dans l’utilisation de la rigidité élastique K qui possède deux propriétés intéressantes : cet opérateur est
indépendant du temps et ne varie pas au cours des itérations, ce qui induit des itérations à plus faible coût,
au détriment cependant du taux de convergence. Au Chapitre-5, on avait déjà noté ce point mais le cas
académique présenté n’avait pas permis d’assoir la supériorité de l’emploi d’une direction de recherche
par rapport à une autre. Ce cas industriel apporte un nouvel éclairage à ce sujet comme l’illustre le Ta-
bleau 9.1 exposant le nombre total d’itérations et le temps de calcul pour atteindre un même niveau de
précision.
De manière plus générale, l’ensemble des cas-tests industriels qui ont été testés dans le cadre des non-
linéarités matériaux, avec éventuellement la présence de contact, donnent un avantage indéniable à la
rigidité élastique. Seul le cas des grandes transformations – sous l’hypothèse de déplacements modérés –
met en défaut cette direction de recherche élastique en nécessitant une direction plus élaborée comme
évoqué au Chapitre-7. La Figure 9.3 fournit plus précisément le détail des temps de calculs pour chacune
des étapes locale et globale en considérant pour direction de recherche l’opérateur d’élasticité K. On
observe notamment la propension de l’étape locale à devenir particulièrement gourmande en ressources –
occupant le principal centre de coûts de calculs – lorsque l’on traite des cas représentatifs d’une complexité
industrielle. L’étape locale étant aisément parallélisable en espace – sur l’ensemble des éléments et des
points de Gauss –, au premier abord l’augmentation des ressources informatiques – nombre de cœurs –
permettrait de circonscrire efficacement le poids associé à cette étape locale. Toutefois, cette assertion
théorique reste à nuancer à la lumière des courbes qui seront présentées en Section-9.1.4 : la parallélisation
n’est que rarement parfaite. Ceci est dû au fait que les calculs préliminaires et les opérations d’archivage
de l’étape locale ne sont pas hautement parallélisables – nécessitant des écritures et lectures disque –, alors
que, dans le même temps, ces opérations représentent plus de 20% des temps de calculs. Aussi, dans une
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optique de recherche de meilleures performances, ce point mérite une attention particulière qui fera l’objet
de certaines perspectives.

TABLE 9.1 – Comparaison des temps de calcul et du nombre d’itérations selon différentes
directions de recherche

Temps de calcul [s] Nombre d’itérations

Étape locale Étape globale Compléments Total -
H`(t) 1324 (32.9%) 2373 (59.0%) 326 (8.1%) 4023 (100%) 13

K 2206 (73.9%) 354 (11.9%) 425 (14.2%) 2985 (100%) 26

Initialisation (192)

Génération de modes (310)

Mise à jour (5)

Autres opérations (39)

Indicateurs (110)

Calculs préliminaires (343)

Boucle sur les éléments (1478)

Archivage (385)

Restant (123)

6.43%
10.39%

0.17%
1.31%
3.69%

11.49%

49.51%

12.9%
4.12%

2985 s

Étape globale (354 s)

Étape locale (2206 s)

FIGURE 9.3 – Détails des temps de calculs [s]

9.1.3 Résultats de l’étude paramétrique

On présente ci-après les résultats, issus de l’étude paramétrique, qui mettent en lumière d’une part
un gain en temps de calculs lors de la génération d’abaques virtuels et, d’autre part, les atouts que pro-
curent un solveur multi-fidélité en environnement industriel. Il convient également de noter que la solution
paramétrée obtenue n’est en aucun cas réduite à la simple connaissance d’une quantité d’intérêt : par la
méthodologie faiblement intrusive mise en place, la solution spatio-temporelle complète est accessible
facilement pour n’importe quelle valeur des paramètres.

Construction du modèle réduit et performance. L’abaque virtuel de la contrainte maximale de Von
Mises sur l’ensemble de l’espace paramétrique D est donné en Figure 9.4. Ces graphiques résultent de
plus de 250 calculs haute-fidélités obtenus par un balayage séquentiel et uniforme de l’espace paramé-
trique. On met en évidence une forte variation non-linéaire en fonction de l’évolution de la température
et une variation plus modérée – mais existante – en fonction de l’angle de chargement α (cf. sous-figure
9.4a). De plus, nous avons une excellente approximation de la quantité d’intérêt puisque l’erreur est de
l’ordre du pourcent sur l’ensemble de l’espace paramétrique D (cf. sous-figure 9.4b). Qui plus est, l’aspect
performance de notre approche est mis en exergue sur la Figure 9.5 où l’on peut observer un gain d’un
facteur 3. Ainsi, en plus d’être capable de générer des modèles réduits dans un environnement industriel,
la méthodologie LATIN-PGD faiblement intrusive déployée permet une génération efficace, compatible
avec les exigences industrielles. Il convient également de noter que l’accélération obtenue serait vraisem-
blablement encore plus impressionnante si on avait considéré plus de points ou plus de paramètres. En
effet, les deux ingrédients principaux qui permettent d’atteindre ces performances sont d’une part l’en-
capsulation faiblement intrusive de la méthode PGD spatio-temporelle, et d’autre part, la propriété de la
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méthode LATIN-PGD permettant d’initialiser un calcul par n’importe quel point proche dans l’espace pa-
ramétrique [Néron et al., 2015]. Bien que non étudiés ici, d’autres développements autour des processus
d’optimisation par utilisation de méta-modèles [Laurent et al., 2013, Courrier et al., 2014, Nachar et al.,
2020] permettraient d’accroître encore plus les performances. Les logiciels d’exploration d’espaces para-
métriques tels que HEEDS

TM
sont déjà compatibles avec la plateforme Simcenter 3D

TM
, et donc de fait

également compatibles avec la méthodologie LATIN-PGD proposée. Cette fonctionnalité de couplage n’a
toutefois pas été approfondie et mériterait de l’être pour de futurs travaux.
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Étude probabiliste en temps réel. Une fois de tels abaques virtuels disponibles, il est alors aisé de
réaliser des études stochastiques en temps réel (cf. Figure 9.6). Par exemple, en supposant une distribution
de probabilité Gaussienne pour la température T ∼ N (Tm, σ2) (de moyenne Tm et d’écart-type σ) et une
loi de densité de probabilité uniforme pour le second paramètre α, il est alors possible de réaliser plus de
dix millions de tirages de Monte-Carlo en moins d’une seconde. La sous-figure 9.6a représente la fonction
densité de probabilité résultante pour la contrainte maximale de Von Mises avec T ∼ N (990, 25

)
et α uni-

formément distribué sur l’intervalle [75, 140] (en degrés). Les incertitudes sur les paramètres peuvent donc
être facilement appréhendées lors de la conception de nouvelles structures, ou bien même lors de phases
de maintenance prédictive – si on imagine que ces données proviennent de différents capteurs reflétant
l’état de la structure en fonctionnement. La sous-figure 9.6b fournit les bornes probabilistes associées à la
contrainte maximale de Von Mises. Dans cet exemple en particulier, on recense une probabilité de 95%
d’avoir 136.61 6 σ95%

M 6 149.19 MPa.
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)
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Solveur multi-fidélité. Une autre propriété intéressante de la méthode LATIN-PGD réside dans la des-
cription globale des principales caractéristiques de la solution dès les premières itérations – solveur non-
incrémental. Ainsi, après chaque itération LATIN, on peut décider si la précision est suffisante au regard
des qualités recherchées ou s’il est nécessaire de poursuivre la résolution jusqu’à l’obtention d’une solu-
tion haute-fidelité. La Figure 9.7 présente l’évolution de l’erreur sur la contrainte de Von Mises – pour
une valeur donnée des paramètres au pas de temps le plus chargé – en fonction de ζ`, l’inverse du gain
donné par la formule (9.1) caractérisant le rapport entre le temps ∆tr nécessaire à la résolution classique
par le schéma de Newton-Raphson et le temps cumulé ∆t` associé à la méthode LATIN-PGD faiblement
intrusive au cours des itérations :

ζ` = ∆t`
∆tr

(9.1)

Cela signifie que plus ζ` est petit, plus la méthode LATIN-PGD est performante. La courbe en pointillés
noirs symbolise l’objectif à atteindre : avoir une erreur globale inférieure à 1% par rapport à la référence.
La courbe rouge fournit l’erreur moyenne sur l’ensemble de l’espace Ω et les deux courbes bleues déli-
mitent quant à elles les bornes d’erreur en dessous desquelles respectivement 95% ou 99% des éléments
sont inclus. Enfin, les petites illustrations 3D révèlent la distribution spatiale de l’erreur en pourcentage
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par rapport à la référence selon l’échelle de couleur qui figure à droite. Ainsi, on peut voir qu’en moyenne,
une bonne approximation de la solution est rapidement atteinte puisque la courbe rouge croise la courbe
en pointillés noirs autour de ζ` = 0.2 sur l’axe des abscisses, ce qui se traduit par un gain d’un facteur 5
en temps de calculs. En d’autres termes, les premiers modes PGD capturent les principales tendances de
la solution et peuvent être considérés comme des modes globaux. Ensuite, si on a besoin d’obtenir une
approximation plus fine de la solution – dans les zones spatiales encore trop mal représentées –, des modes
supplémentaires peuvent être ajoutés pour diminuer l’erreur. Ces nouveaux modes ont un effet de plus en
plus localisé au fur et à meure que la base réduite s’enrichit, et permettent ainsi une décroissance de l’er-
reur pour les quelques éléments qui ne satisfont pas encore les exigences souhaitées (courbes bleues). Par
exemple, on peut noter que pour ζ` = 0.4 alors 95% des éléments ont une erreur inférieure à 1%. Disposer
d’un solveur multi-fidélité peut s’avérer être un véritable atout en bureaux d’études pour le suivi en temps
réel des simulations directement dans l’interface Simcenter 3D

TM
et ainsi ne pas laisser une simulation se

poursuivre inutilement. À cela s’ajoute une tolérance accrue aux avaries informatiques : suite à une inter-
ruption (volontaire ou involontaire) du calcul, une approximation spatio-temporelle complète – issue de la
dernière itération achevée – est connue grâce à la structure non-incrémentale de la méthode LATIN-PGD.
Cette approximation peut a posteriori être analysée, voire affinée, et servir de base à un calcul ultérieur.
A contrario avec la méthode de Newton-Raphson, seul le dernier pas de temps archivé serait accessible
ce qui rend l’analyse plus délicate et nécessite la plupart du temps de relancer le calcul – en repartant
éventuellement du dernier pas de temps archivé.
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FIGURE 9.7 – Faisceaux de courbes montrant l’évolution de l’erreur sur la contrainte de Von Mises en
fonction de l’inverse ζ` du gain au cours des itérations LATIN-PGD avec illustrations 3D de la répartition

spatiale de l’erreur en certaines itérations

9.1.4 Compléments

On donne ici quelques compléments quant aux caractéristiques de la méthode LATIN-PGD faiblement
intrusive incorporée nativement dans Simcenter Samcef

TM
.

Étude du parallélisme. On mène une analyse plus approfondie des performances de la méthode dé-
ployée au regard des ressources hardware mobilisées – évolution du speed-up en fonction du nombre de
cœurs (cf. Figure 9.8). L’ensemble de l’étude a été réalisée sur un unique nœud de calcul doté d’un proces-
seur Intel R© Xeon R© Gold 6242R CPU @ 3.10 GHz (35.75 Mo de mémoire cache L3) possédant 40 cœurs
et disposant de 754 GB de mémoire vive (RAM). Pour s’affranchir au mieux des différents artefacts indé-
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pendants de la méthode LATIN-PGD proprement dite, chacun des calculs ont été exécutés suivant 5 occur-
rences. Pour chacune des courbes sont ainsi tracées la moyenne et la variabilité associée (sous-figures 9.8a
à 9.8d). Globalement, on observe deux tendances : une nette amélioration du speed-up jusqu’à 20 cœurs
suivie d’une phase de stagnation – couplée à une plus forte variabilité. Ceci est majoritairement dû à
l’architecture informatique utilisée, le processeur exploitant la technologie Intel R© Hyper-Threading.
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FIGURE 9.8 – Évolution du speed-up en fonction du nombre de cœurs utilisés sur un unique nœud
de calcul doté d’un processeur Intel R© Xeon R© Gold 6242R CPU @ 3.10 GHz (35.75 Mo de

mémoire cache L3) possédant 40 cœurs et disposant de 754 GB de mémoire vive (RAM)

Dans la suite, on s’intéresse donc plus spécifiquement à la première moitié des différentes courbes où un
speed-up aux environs de 9 est constaté – par rapport au calcul séquentiel – pour la méthode LATIN-
PGD avec 20 cœurs. Ces performances globales s’expliquent par l’agrégation des différents speed-up des
différentes grandes étapes composant la méthode – au prorata des contributions respectives :
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• l’étape locale, fortement parallélisable et, représentant la majeure partie du temps de calcul (cf.
sous-figure 9.8b) ;

• l’étape globale, moins avantageusement parallélisable et, représentant le deuxième poste le plus
coûteux en temps de calcul (cf. sous-figure 9.8c) ;

• l’initialisation et l’ensemble des autres opérations non répertoriées, excessivement peu paralléli-
sables (cf. sous-figure 9.8d).

Plus précisément, l’étape locale souffre d’une opération d’archivage présentant un speed-up bien plus
faible que celui apparenté à la boucle sur les éléments, ce qui pénalise le speed-up général de l’étape
locale. Ce phénomène s’amplifie à mesure que le nombre de cœurs augmente : chaque processus MPI,
associé à chaque cœur, demande simultanément des écritures et lectures sur un même et unique disque dur.
Ceci peut engendrer un certain temps de latence piloté par la vitesse maximale d’échange d’informations
avec le disque. Au niveau de l’étape globale maintenant, on constate que les diverses opérations autres que
MUMPS ont tendance à entraver les performances globales. Une optimisation du code Fortran permettrait
sans doute d’améliorer davantage le speed-up de l’étape globale – en tirant au maximum profit de la
technologie Intel R© AVX-512 incluse dans la librairie Intel R© MKL par exemple, pour mener les diverses
opérations sur les vecteurs, matrices, tenseurs, etc. Pour finir, l’initialisation inhibe également, dans une
certaine mesure, le speed-up global de l’algorithme, cette phase étant de plus en plus lente à mesure que
le nombre de cœurs augmente – du fait principalement de la synchronisation nécessaire entre tous les
processus. Ainsi, alors que les quatre phases (dénommées respectivement initialisation, mise à jour, autres
opérations et restant) ne représentent qu’à peine 1.5% du temps total en séquentiel, cette contribution
grimpe à plus de 20% du temps total lorsque 20 cœurs sont sollicités. Ceci représente un temps substantiel
clairement non optimisé puisque le speed-up de ces quatre phases est affiché à seulement 0.69 pour 20
cœurs : ne serait-ce que d’avoir un speed-up de 2 pour ces opérations permettrait d’accroître le speed-up
global de la méthode LATIN-PGD de plus de 15%. De cette analyse, on gardera à l’esprit que l’allure de
ces courbes est susceptible d’évoluer en fonction de la manière de coder d’une part, et des caractéristiques
de la machine utilisée ainsi que son architecture d’autre part.

Jumeaux numériques – Digital Twins. La méthode LATIN-PGD faiblement intrusive, incluse native-
ment dans le logiciel Simcenter Samcef

TM
, fournit l’ensemble de la solution spatio-temporelle complète

pour chacune des valeurs discrètes µ ∈ D dans l’espace paramétrique. Comme développé précédemment,
on peut alors avoir accès à une quantité d’intérêt spécifique – contrainte de Von Mises par exemple – pour
mener diverses études, esquisser des abaques virtuels, etc. Mais on peut également mettre à profit l’en-
semble de l’information disponible en vue de constituer des jumeaux numériques. Par techniques d’inter-
polation multi-variées ou PGD ou encore HOSVD, il est possible de remonter à une quantité paramétrée
globale (9.2) telle que :

u(t, α, T ) =
m∑

k=1
λk(t)ωk(α)χk(T )Λk (9.2)

où dorénavant les (extra-)paramètres α et T deviennent des variables à part entière du champ des dépla-
cements généralisés u solution. De telles quantités peuvent être visualisées en temps réel au niveau de
l’interface graphique du logiciel Simcenter 3D

TM
et l’agrégation de données issues de capteurs permettrait

d’enrichir encore ce modèle, afin de proposer des jumeaux numériques les plus fidèles possibles. Dans le
cadre de ces travaux, nous n’avons pas eu l’occasion de travailler sur le volet données mais ceci constitue
une voie à suivre dans le futur.

9.2 Seconde illustration industrielle : assemblage aube-disque

L’ensemble des calculs ont été menés sur une machine linux doté d’un processeur Intel R© Xeon R© CPU
E5-2687W v4 @ 3.0 GHz (30 Mo de mémoire cache L3) possédant 24 cœurs et disposant de 252 GB de
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mémoire vive (RAM). Une des particularités supplémentaires de ce cas d’illustration par rapport au cas
précédent se situe dans la prise en compte des non-linéarités de contact.

9.2.1 Présentation du cas-test

Le second cas d’illustration se focalise sur l’étude d’un assemblage aube-disque d’une turbine à gaz
impliquant des non-linéarités matériaux – plasticité et fluage – et des non-linéarités de contact à la jonc-
tion entre le disque et le pied d’aube. La structure est soumise à des forces centrifuges ainsi qu’à des
forces de pression sur la surface de l’aube. Qui plus est, un gradient de température est appliqué suivant la
coordonnée radiale. Au vu du chargement et de la périodicité de la géométrie caractérisant la machine tour-
nante, des conditions de symétrie cyclique sont prescrites sur les parties latérales. Le maillage, composé
d’éléments volumiques de différentes natures – tétraédriques ou hexaédriques – et d’éléments spécifiques
dédiés aux interfaces entre les différentes parties du maillage – pour écrire les conditions cinématiques
correspondantes –, regroupe un million de degrés de liberté parmi lesquels figurent 4 × 104 multiplica-
teurs de Lagrange. Dans ce qui suit, une étude à deux paramètres est menée où l’espace paramétrique
D = DE×Dαth

se compose des valeurs du module d’Young E ∈ DE ≡ [200, 260] MPa et du coefficient
de dilatation thermique αth ∈ Dαth

≡ [1.38 × 10−5, 1.42 × 10−5] K−1 de l’aube. Liées aux différents
processus de fabrication, les valeurs de ces paramètres sont supposées être insuffisamment connues. Une
petite variation de la valeur nominale de ces coefficients affecte directement la valeur de la contrainte
maximale de Von Mises dans la zone de contact, c’est-à-dire dans la zone d’apparition des phénomènes
de fluage sur de longues périodes de temps, ce qui peut endommager la structure plus rapidement que
prévu. Bien que d’autres paramètres puissent avoir une influence, nous nous concentrons uniquement sur
l’espace paramétrique D = DE ×Dαth

dans le cadre de cette étude.

9.2.2 Résultats

Soumis aux différents chargements, l’assemblage aube-disque d’une vingtaine de centimètres se dé-
vrille légèrement. Sur la Figure 9.9, on peut apprécier les configurations initiale et déformée où un dépla-
cement maximal de 3.86 mm est constaté à l’extrémité de la structure au dernier pas de chargement.

FIGURE 9.9 – Déformée de l’assemblage aube-disque soumis aux différents chargements et comparaison
avec la configuration initiale de référence

On fournit également la carte de contrainte de Von Mises obtenue pour un point donné (E = 220 MPa
et αth = 14×10−6 K−1) dans l’espace paramétrique D (cf. Figure 9.10) avec l’erreur relative par rapport
à la référence – issue du logiciel Simcenter Samcef

TM
dans sa version commerciale. On observe une bonne
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concordance des solutions avec une erreur relative inférieure au pourcent dans la zone d’intérêt pour 10
modes PGD composant la base réduite.
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FIGURE 9.10 – Carte du champ des contraintes de Von Mises [MPa] avec zoom sur la zone d’intérêt et
comparaison par rapport à la référence [%]

L’abaque virtuel de la surface de réponse de la contrainte maximale de Von Mises sur l’espace para-
métrique D dans la zone de contact est donné Figure 9.11. Ce graphe met en évidence une forte variation
non-linéaire par rapport au module d’Young, tandis qu’une tendance linéaire est constatée par rapport au
second paramètre αth. En utilisant la même méthodologie que précédemment, cet abaque résulte du calcul
de 70 points dans l’espace paramétrique par un balayage séquentiel et uniforme des données.
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FIGURE 9.11 – Abaque virtuel de la contrainte maximale de Von Mises dans la zone de contact sur
l’ensemble de l’espace paramétrique D résultant de 70 points uniformément répartis dans l’espace

paramétrique
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Grâce notamment à une réutilisation raisonnée des différents modes PGD générés, ainsi qu’à la struc-
ture même de l’algorithme LATIN-PGD – permettant de redémarrer un calcul à partir de n’importe quel
point précédemment convergé proche dans l’espace paramétrique –, seulement 3 heures ont été néces-
saires pour esquisser cet abaque virtuel. À titre de comparaison, plus de 21 heures auraient été requises
avec une utilisation classique du logiciel Simcenter Samcef

TM
dans sa version commerciale, ce qui conduit

à un gain d’un facteur 7 par rapport à cette référence. En outre, ce second cas-test met en évidence l’un
des avantages lié au fait d’avoir incorporé nativement – de manière faiblement intrusive – la méthode
LATIN-PGD dans un logiciel industriel. L’ensemble des capacités offertes par le logiciel hôte peuvent
alors être aisément réexploitées : tous types d’éléments, tous types de lois de comportement, tous types de
non-linéarités, etc. Ce cas-test recense par exemple 3 lois de comportement non-linéaires (fonction de la
température) et 6 types d’éléments dont des éléments non-linéaires de contact.

? ?

?

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire







Conclusions & perspectives

Ces travaux portent sur le développement d’une méthodologie faiblement intrusive de la méthode
LATIN-PGD destinée à être implémentée nativement dans n’importe quel logiciel industriel par éléments
finis généraliste. Plus spécifiquement, c’est au sein du logiciel Simcenter Samcef

TM
propriété de Siemens

Digital Industries Software que la démarche a été mise en œuvre, ce qui a permis d’aboutir à des gains,
d’une part en termes de performance – d’un facteur allant de 3 à 7 sur les illustrations proposées –, et
d’autre part en termes de robustesse – grâce à une méthodologie générique, compatible avec tous les types
de non-linéarités incluses usuellement dans les logiciels industriels.

L’apport de ces travaux s’inscrit pleinement dans la volonté de pouvoir disposer d’outils propres aux
méthodes ROM en environnement industriel, impliquant de fait l’utilisation de logiciels commerciaux par
des ingénieurs non nécessairement experts de ces méthodes. L’originalité de l’approche tient à la relation
privilégiée qui a été établie avec l’éditeur de logiciel Siemens Digital Industries Software, ce qui a donné
lieu à cette démarche faiblement intrusive au sens où le nombre de modifications à apporter au logiciel
industriel a été minimisé. Cela a nécessité un accès au code source, une excellente maîtrise et connais-
sance du logiciel industriel, ainsi qu’une poignée de modifications ponctuelles, apportées par l’éditeur de
logiciel, pour rendre l’architecture du code Simcenter Samcef

TM
compatible avec la stratégie LATIN-PGD

non-incrémentale. Ce cheminement se différencie des autres approches non-intrusives couramment ren-
contrées dans la littérature (cf. Section-3.2). En particulier, c’est la toute première fois que la méthode
LATIN-PGD est intégrée nativement, et à un aussi haut niveau, dans un logiciel industriel généraliste,
laissant espérer une meilleure diffusion des méthodes ROM à l’ensemble de la communauté scientifique
à l’avenir, afin que celles-ci fassent partie au quotidien des outils des ingénieurs en bureaux d’études.

Dans le cadre de ces travaux, plusieurs formes de non-linéarités ont été considérées. Partant des non-
linéarités matériaux pour définir une première esquisse de notre démarche, nous l’avons ensuite étendue
aux non-linéarités géométriques et à la prise en compte des phénonènes de contacts. Nous nous sommes
toutefois limités aux cas des déplacements modérés, en dehors des zones d’instabilité. À chaque fois,
nous nous sommes appuyés sur l’ensemble des fonctionnalités existantes du logiciel industriel – pour la
réalisation de l’étape locale notamment –, avant de compléter la formulation par les ingrédients propres
à la méthode LATIN-PGD. Le fer de lance de la méthodologie proposée repose en effet sur sa capacité à
pouvoir s’appuyer sur les multiples outils, développés et optimisés depuis de longues années, qui font la
force des logiciels industriels dans la variété des cas qu’ils sont susceptibles d’adresser : tous types d’élé-
ments, tous types de chargements, tous types de non-linéarités, tous types de lois de comportement, etc.
Ceci représente une véritable opportunité permettant de concentrer les efforts sur de nouveaux développe-
ments, plutôt que de recoder des parties de codes non-linéaires complexes sans réelle valeur ajoutée par
rapport à l’existant. Toutefois, cela a impliqué de devoir imaginer, concevoir, mettre en œuvre et optimiser
les nouvelles fonctionnalités propres aux méthodes ROM, et plus spécifiquement propres à la méthode
LATIN-PGD. Ces travaux ont donc donné naissance à de nombreux développements théoriques et logi-
ciels : réflexion et mise en place de l’architecture LATIN, création d’une interface faisant le lien entre les
étapes locales et globales, élaboration des outils et opérateurs propres à la stratégie PGD, création d’un
module de post-traitement permettant de visualiser directement les modes générés sous l’interface gra-
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phique Simcenter 3D
TM

, etc.

Qui plus est, grâce à cette démarche, l’ensemble des améliorations à venir apportées au solveur natif
Simcenter Samcef

TM
bénéficieront également à la nouvelle méthodologie LATIN-PGD déployée – comme

par exemple l’accélération de la résolution de systèmes linéaires (que ce soit par MUMPS ou par méthodes
itératives) ou encore l’ajout de nouvelles lois de comportement non-linéaires.

Pour récapituler, cette version faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD entièrement intégrée
dans le logiciel Simcenter Samcef

TM
permet la construction rapide et efficace de modèles réduits en envi-

ronnement industriel. Balayant un large spectre d’activités – allant des niveaux 3 à 7 de l’échelle TRL 1 –,
ces travaux de thèse ont montré de premiers résultats prometteurs que Siemens Digital Industries Software
souhaite consolider dans les prochaines années. À ce titre, de nombreuses perspectives sont envisagées.

Perspectives à court terme. Pour commencer, à court terme, il s’agit de pérenniser les développements
qui ont été effectués, ainsi que de valider la méthode sur d’autres cas non encore explorés : matériaux
composites ou endommageables, phénomènes de type snap-back [Vandoren et al., 2013], ou encore ges-
tion des grands nombres de cycles lors d’études de fatigue.

Fonctionnant en environnement industriel, il pourrait être également intéressant de jumeler la version
LATIN-PGD faiblement intrusive développée à d’autres outils logiciels. Pour ne citer que deux exemples :
(i) mobiliser des logiciels d’exploration d’espaces paramétriques tels que HEEDS

TM
– déjà capable d’in-

teragir avec le logiciel Simcenter Samcef
TM

– permettrait de mener une exploration plus parcimonieuse et
optimisée de ces espaces de grandes dimensions ; (ii) utiliser des outils de morphing de maillages, native-
ment inclus dans l’environnement Simcenter 3D

TM
, permettrait de mener à bien des études paramétriques

comportant des paramètres géométriques. Dans ces deux cas, des gains intéressants sont attendus en mo-
bilisant notamment la propriété remarquable de la méthode LATIN-PGD qui consiste à pouvoir initialiser
l’algorithme à partir de n’importe quelle approximation issue de calculs antérieurs.

Un autre point qui mériterait une attention particulière concerne la gestion automatique des pas de temps.
Disponible dans le logiciel commercial, cette fonctionnalité n’a en effet pas encore été étendue au cadre
de la méthode LATIN-PGD, ce qui représente un frein en termes de robustesse.

Perspectives à moyen terme. Pour continuer, à moyen terme, il serait intéressant de mettre en œuvre
des stratégies d’hyper-réduction au niveau de l’étape locale. Comme nous l’avons constaté sur les illus-
trations industrielles, cette étape peut représenter la majeure partie du temps de calcul. Ces techniques
permettraient en effet de s’affranchir des dimensions initiales du problème dans la conduite des diffé-
rentes opérations algébriques, ce qui réduirait de fait le coût non négligeable de l’étape locale au fil des
itérations. Parmi l’ensemble des techniques d’hyper-réduction envisageables (cf. Section-2.4.2), la mé-
thode RPM [Capaldo et al., 2017] pourrait être déployée. D’une part, cette dernière s’accommode bien
avec la méthode LATIN-PGD, et d’autre part, son côté automatique basé sur les points et instants de réfé-
rence semble adapté à une implémentation effective dans les logiciels industriels.

Faisant suite à l’utilisation conjointe de logiciels d’exploration d’espaces paramétriques tels que HEEDS
TM

,
des stratégies couplant méthodes de réduction de modèles et méta-modèles multi-fidélités permettraient
d’accroître davantage les performances [Nachar et al., 2020]. Un travail cette fois au niveau du logiciel
HEEDS

TM
serait alors nécessaire pour tirer au mieux profit du caractère non-incrémental de la méthode

LATIN-PGD naturellement génératrice d’approximations multi-fidélités, en ne considérant, le cas échéant,

1. Technology Readiness Level
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des simulations que partiellement convergées.

De plus, la grande généralité de l’approche pourrait également permettre dans le futur, avec seulement
quelques adaptations mineures, d’aborder la résolution d’autres physiques telles que la thermique ou la
magnéto-statique. Le logiciel Simcenter Samcef

TM
regroupe de fait, sous une architecture commune, un

solveur mécanique non-linéaire, mais également un solveur thermique instationnaire, ce qui permet d’en-
visager la simulation de problèmes multi-physiques. Ces capacités alliant simulations mécaniques et ther-
miques sont aujourd’hui à la base des outils utilisés pour modéliser les procédés de fabrication additive,
extrêmement gourmands en temps de calcul. Les méthodes de réduction de modèles pourraient apporter
une aide précieuse dans ce cadre [Quaranta et al., 2020, Ghnatios et al., 2021b].

Perspectives à plus long terme. Enfin, à plus long terme, il s’agirait de lever l’hypothèse des déplace-
ments modérés, en dehors des zones d’instabilité, pour étendre la méthodologie aux cas du flambage ou
encore du contact avec grands glissements.

Un autre axe de recherche s’inscrit dans la lignée générale des jumeaux numériques – Digital Twins. La
méthode LATIN-PGD présente de nombreux avantages pour adresser efficacement la partie simulation
haute fidélité [Barabinot et al., 2021], mais d’autres travaux connexes seraient nécessaires pour enrichir le
modèle avec des données. Ceci permettrait à terme la création d’un outil de maintenance prédictive fiable
et robuste.

Une vision faiblement intrusive de la méthode LATIN-PGD en non-linéaire



Annexe A

Contributions non-exhaustives aux
développements de la méthode LATIN

Scope LATIN
version

Search directions References Features MS MP PGDΘ+ Θ−

Large deformation
F

∞ Tŝ (Γ) [Bussy et al., 1990] Plasticity X
αK αK [Liu et al., 1996] Forming process X

∞ αK
[Abdali et al., 1996] Sheet cutting X

[Bellenger et Bussy, 1998] Visco-plasticity, damage X
[Bellenger et Bussy, 2001] Creep damage X

IV ∞ αK [Boucard et al., 1997] Beam buckling X
[Aubard et al., 2002] Elastomers damage

Elasto-visco-
plasticity, large

number of cycles,
fatigue, damage,

quasi-brittle
materials

F Tŝ (Γ) Tŝ (Γ)

[Ladevèze, 1985] Reference work X
[Boisse et al., 1990] X
[Boisse et al., 1991] X

[Cognard et Ladevèze, 1991] IV premises X
[Hu et Thomson, 1996] X

∞ αK [Vandoren et al., 2013] Snap-backs

IV

Tŝ (Γ) Tŝ (Γ)

[Arzt et al., 1992] X
[Cognard et Ladevèze, 1993] X

[Ladevèze, 1999] Reference work X
[Ladevèze et Perego, 2000] Generalized variables

∞ Tŝ (Γ)

[Boucard et Ladevèze, 1999] Buckling X X
[Cognard et al., 1999] Thermo-mechanical X

[Pelle et Ryckelynck, 2000] Verification X
[Relun et al., 2013] X
[Néron et al., 2015] X X

[Bhattacharyya et al., 2018] Cyclic damage X
ε̂ = ε` Tŝ (Γ) [Nachar, 2019] Multi-fidelity kriging X X
αK αK [Vitse et al., 2019] Concrete damage X X

DDM [Ladevèze, 1999]
[Passieux et al., 2010] MS in space & time X X

Thermal F Tŝ (Γ) Tŝ (Γ) [Heyberger et al., 2013] Optimal MP X X

Non-linear
dynamics, fast

dynamics, shocks,
wave propagation

F
K K [Royer, 1990] X
∞ K [Jourdan et Bussy, 2000] Sheet cutting X
∞ Tŝ (Γ) [Givoli et al., 2017] Causality principle

IV ∞ Tŝ (Γ) [Gaignebet, 1996] Visco-plasticity X

DDM

[Lemoussu et al., 2002]
Assembly

[Boucard et al., 2003]
[Sen Gupta et al., 2006] Composite damage
[Odièvre et al., 2010] X X
[Boucard et al., 2011] Frictional contact X X

Composite damage

F ∞ K
[Allix et al., 1989] X

[Allix et Ladevèze, 1992] X
[Guinard et al., 2002]

IV ∞ Tŝ (Γ) [Douchin et Ladevèze, 2001]

DDM

[Violeau et al., 2009] X
[Kerfriden et al., 2009] X
[Trovalet et al., 2009] X
[Roulet et al., 2013] Assembly X X

[Saavedra et al., 2017] Buckling X
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Inverse problems,
identification

IV ∞ Tŝ (Γ) [Allix et Vidal, 2002] X
[Nguyen et al., 2008a] Visco-plasticity, damage

Assembly,
frictional contact,

parallelism,
cracking

F

[Dolbow et al., 2001] X-FEM
[Gravouil et al., 2011] Stabilized X-FEM

[Trollé et al., 2012] Frictional cracks
[Giacoma et al., 2014] POD & MG-FAS X
[Giacoma et al., 2015] Quasi-optimality X

DDM

[Ladevèze et Lorong, 1991]
[Blanzé et al., 1992] 2D - axisymmetrical

[Cognard et al., 1996]
[Champaney et al., 1999] 3D

[Ladevèze et Dureisseix, 1999] X
[Blanzé et al., 2000]

[Ladevèze et al., 2001] X
[Loiseau et al., 2002] Composite X

[Boucard et Champaney, 2003] X
[Nouy et Ladevèze, 2004] Visco-plasticity, damage X

[Boucard et al., 2007] Optimization
[Guidault et al., 2008] X-FEM X

[Alart et Dureisseix, 2008] Discrete systems X
[Caignot et al., 2010] Damping X

[Capaldo, 2015] Hyper-reduction RPM X X
[Oumaziz et al., 2017] Non-intrusive X

[Claus et Kerfriden, 2018] CutFEM

Multi-physics DDM [Dureisseix et al., 2003] Poro-elasticity X X
[Néron et Dureisseix, 2008] Thermo-poro-elasticity X X

MS : multi-scale MP : multi-parametric T
ŝ

(Γ) : search direction related to tangential operator

F : functional variant IV : internal variables variant DDM : domain decomposition variant

Search directions for F variant :
(
σ̂` − σ`

)
+ Θ+(ε̂` − ε`

)
= 0

(
σ`+1 − σ̂`

)− Θ−
(
ε`+1 − ε̂`

)
= 0

(A.1)

Search directions for IV variant :

(
Ξ̂` −Ξ`

)
+ Θ+(Ξ̂∗` −Ξ∗`

)
= 0

(
Ξ`+1 − Ξ̂`

)− Θ−
(
Ξ∗`+1 − Ξ̂∗`

)
= 0

(A.2)
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Résumé : Portées par une digitalisation omni-
présente et grandissante, comme en témoigne
l’intérêt porté aux jumeaux numériques, les mé-
thodes de réduction de modèles (ROM) sont de
plus en plus convoitées par l’ensemble du sec-
teur industriel, qui souhaite bénéficier d’outils
novateurs et de techniques robustes pour réduire
drastiquement les temps de calcul. Cependant,
le caractère particulièrement intrusif de ces mé-
thodes, ainsi que leur robustesse, représentent en-
core deux obstacles majeurs qui entravent la dif-
fusion des méthodes ROM dans les logiciels in-
dustriels. Cette thèse propose une version faible-
ment intrusive de la méthode LATIN-PGD des-
tinée à construire et enrichir des modèles ré-
duits nativement au sein de n’importe quel logi-
ciel industriel par éléments finis généraliste. En
considérant des problèmes non-linéaires paramé-
trés dépendant du temps en mécanique du solide,
et sous hypothèse de quasi-staticité, nous pro-

posons une démarche générique permettant de
combiner la PGD avec toutes les non-linéarités
usuellement rencontrées dans les logiciels com-
merciaux – matériaux, géométriques et contact.
Cette manière de procéder conduit à la concep-
tion d’outils unifiés – pour la construction de
modèles réduits non-linéaires – tous intégrés au
sein d’un seul et unique logiciel certifié, en co-
hérence avec les besoins des ingénieurs des bu-
reaux d’études au quotidien. Grâce à la première
implémentation réalisée au sein du logiciel pi-
lote Simcenter Samcef

TM
de Siemens Digital In-

dustries Software, nous soulignons les atouts de
cette approche sans jamais redévelopper aucune
partie non-linéaire du logiciel. Enfin, sur la base
de deux cas-tests industriels, présentant diverses
non-linéarités et plusieurs paramètres, nous met-
tons en lumière des gains intéressants en termes
de performance.

Title : A weakly-invasive LATIN-PGD method in the non-linear content

Keywords : Non-linear, Weakly-invasive, Reduced-order models, LATIN-PGD, Industrial software

Abstract : Driven by a high digitalization
context with Digital Twins, reduced-order mode-
ling (ROM) methods are becoming increasingly
coveted by the industrial sector, keen to benefit
from new tools and robust techniques that allow
faster computations. However, the spread of these
ROM methods within commercial finite element
software is currently hindered by two main obs-
tacles : non-intrusiveness and robustness. This
arises directly from the nature of the associated
algorithms involving many unconventional ope-
rations and thus preventing from getting robust
and reliable tools all integrated into one certified
product. This thesis introduces a weakly-invasive
reformulation of the LATIN-PGD method desi-
gned to compute and improve reduced-order mo-
dels directly into any general-purpose industrial
finite element software. Under the quasi-static as-
sumption, we assume any time-dependent non-

linear parametrized problems in solid mechanics.
The guiding thought we propose to pursue is
to combine PGD with all facilities offered by
such software, implying de facto the ability to
handle any non-linearities – materials, contacts,
large transformations. This way of proceeding
provides unified tools – for the construction of
reduced-order models in non-linear context – all
integrated into one certified product in consis-
tency to have end-to-end processes. Thanks to the
first implementation conducted within Simcenter
Samcef

TM
pilot software owned by Siemens Digi-

tal Industries Software, we emphasize the assets
of this approach without ever redeveloping any
non-linear part of the software. Finally, attractive
performance gains are achieved on some non-
linear time-dependent industrial test-cases invol-
ving some parameters.
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