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Résumé La programmation mathéma-
tique fournit un cadre pour 1'étude et
la résolution des problemes d’optimisation
contraints ou non. Son domaine d’application
est extrémement vaste et riche, passant, sans
étre exhaustif, par la recherche opérationnelle,
I'analyse numérique, les sciences de l'ingé-
nieur, les réseaux, l’économie et la finance.
Elle a fait I'objet d’une littérature abondante,
depuis la deuxiéme moitié du XXeéme siecle et
constitue une branche active des mathéma-
tiques appliquées.

L’objet de cette these est la résolution d’'un
programme mathématique non convexe non
linéaire en variables entieres, sous contrainte
linéaire d’égalité. Le probleme proposé, bien
qu’abordé dans cette étude uniquement pour
le cas déterministe, trouve son origine en fi-
nance, sous le nom d’écoulement de larges
blocs d’actifs, ou de liquidation optimale de
portefeuille.

11 consiste & vendre une (trés large) quantité
M donnée d’un actif financier en temps fini
(discrétisé en N instants) en maximisant le
produit de cette vente. A chaque instant, le
prix de vente est modélisé par une fonction de
pénalité qui reflete le comportement antago-
niste du marché face a I’écoulement progressif.
Du point de vue, de la programmation mathé-
matique, cette classe de problémes est difficile
a résoudre et NP-difficile selon Garey et John-
son [51], car la non-convexité de la fonction
objectif impose d’adapter les méthodes clas-
siques de résolutions (e.g Branch & Bound,
coupes) en variables entiéres. De plus, comme
on ne connait pas de méthode de résolution
générale pour cette classe de problemes, les
méthodes utilisées doivent étre adaptées aux
spécificités du probleme.

La premiére partie de cette these est consacrée
a la résolution exacte ou approchée utilisant la
programmation dynamique. Nous montrons
en effet, que ’équation de Bellman s’applique
au probléme proposé et permet ainsi de ré-
soudre exactement et rapidement les petites
instances.

Pour les moyennes et grandes instances, ot la
programmation dynamique n’est plus dispo-
nible et/ou performante, nous proposons des

bornes inférieures via différentes heuristiques
utilisant la programmation dynamique ainsi
que des méthodes de recherche locale, dont
nous étudions la qualité (optimalité, temps
CPU) et la complexité.

La seconde partie de la these s’intéresse a
la reformulation équivalente du probleme de
these sous forme factorisée et a sa relaxa-
tion convexe via les inégalités de McCormick.
Nous proposons alors deux algorithmes de ré-
solution exacte du type Branch & Bound, qui
fournissent 'optimum global ou un encadre-
ment en temps limité.

Dans une troisiéme partie, dédiée aux expé-
rimentations numériques, nous comparons les
méthodes de résolutions proposées entre elles
et aux solvers de I'état de I'art. Nous obser-
vons notamment que les bornes obtenues sont
souvent proches et mémes parfois meilleures
que celles des solvers libres ou commerciaux
auxquels nous nous comparons (LocalSolver,
Scip, Baron, Couenne et Bonmin). De plus,
nous montrons que nos méthodes de réso-
lutions peuvent s’appliquer & toute fonction
de pénalité suffisamment réguliére et crois-
sante, ce qui comprend notamment des fonc-
tions qui ne sont pas actuellement pas prises
en charge par certains solvers, bien qu’elles
aient un sens économique pour le probleme,
comme par exemple les fonctions trigonomé-
triques ou la fonction arctangente.
Numériquement, la programmation dyna-
mique permet de résoudre & l'optimum, sous
la minute, des instances de taille N < 100
et M < 10 000. Les heuristiques proposées
fournissent de trés bonnes bornes inférieures,
qui atteignent tres souvent ’optimum, pour
N < 1000 et M < 100 000. Par contraste,
la résolution du probléme factorisé n’est effi-
cace que pour N < 10, M < 1 000, mais nous
obtenons des bornes supérieures relativement
bonnes. Enfin, pour les grandes instances
(M > 1 000 000), nos heuristiques & base de
programmation dynamique, lorsqu’elles sont
disponibles, fournissent les meilleures bornes
inférieures, mais nous n’avons pas d’encadre-
ment précis de 'optimum car nos bornes su-
périeures ne sont pas fines.
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Abstract Mathematical programming
provides a framework to study and resolve
optimization problems, constrained or not.
Its field of application is vast and rich,
ranging, non exhaustively, from Operational
Research, Numerical Analysis, Engineering
Sciences, Networks, Economy and Finance. It
has been extensively studied in the literature,
from the second half form the 20" century
and represents an active domain of Applied
Mathematics.

The aim of this thesis is to solve an non
convex, non linear, pure integer, mathemati-
cal program, under a linear constraint of equa-
lity. This problem, although studied in this
dissertation only in the deterministic case,
stems from a financial application, known as
the large block sale problem, or optimal port-
folio liquidation.

It consists in selling a (very large) known
quantity M of a financial asset in finite time,
discretized in N points in time, while maximi-
zing the proceeds of the sale. At each point
in time, the sell price is modeled by a penalty
function, which reflects the antagonistic be-
havior of the market in response to our pro-
gressive selling flow.

From the standpoint of the mathematical
programming, this class of problems is hard
to solve and NP-hard according to Garey
et Johnson [51], because the non convexity
of the objective function imposes on us to
adapt classical resolutions methods (Branch
& Bound, cuts) for integer variables. In addi-
tion, as no general resolution method for this
class of problems is known, the methods used
for solving must be adapted to the problem
specifics.

The first part of the thesis is devoted to
solve the problem, either exactly or approxi-
mately, using Dynamic Programming. We in-
deed prove that Bellman’s equation applies
to the problem studied and thus enables to
solve it exactly and quickly for small ins-
tances. For medium and large instances, for

which Dynamic Programming is either not
available and/or efficient, we provide lower
bounds using different heuristics relying on
Dynamic Programming, or local search me-
thods, for which performance (tightness and
CPU time) and complexity are studied.

The second part of this thesis focuses on the
equivalent reformulation of the problem in a
factored form, and on its convex relaxation
using McCormick’s inequalities. We introduce
two exact resolution algorithms, which be-
longs to the Branch & Bound category. They
return the global optimum or bound it in li-
mited time.

In a third part, dedicated to numerical expe-
riments, we compare our resolution methods
between each other and to state of the art sol-
vers. We notice in particular that our bounds
are comparable and sometimes even better
than solvers’ bounds, both free and commer-
cial (LocalSolver, Scip, Baron, Couenne, and
Bonmin), which we use as benchmark. In ad-
dition, we show that our resolution methods
may apply to sufficiently regular and increa-
sing penalty functions, especially functions
which are currently not handled by some sol-
vers, even though they make economic sense
for the problem, as does trigonometric func-
tions or the arctangent function for instance.
Numerically, Dynamic Programming does op-
timally solve the problem, within a minute,
for instances of size N < 100 and M <
10 000. Our heuristics provide very tight lo-
wer bounds, which often reach the optimum,
for N < 1 000 and M < 100 000. By
contrast, optimal resolution of the factored
problem proves efficient for instances of size
N < 10,M < 1 000, even though we ob-
tain relatively good upper bounds. Lastly, for
large instances (M > 1 000 000), our heuris-
tics based on Dynamic Programming, when
available, return the best lower bounds. Ho-
wever we are not able to bound the optimum
tightly, since our upper bounds are not thin.
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Glossaire

BARON : Branch-And-Reduce Optimization Navigator.

BONMIN : Basic Open-source Nonlinear Mixed INteger programming.

Branch & Bound : méthode exacte par séparation et évaluation, introduite initialement
par Land et Doig [70].

COIN-OR. : COmputer INfracstructure for Operations Research.

COUENNE : Convexr Over and Under ENvelopes for Nonlinear Estimation.

DAG (Directed Acyclic Graph) : graphe acyclique orienté.

DP (Dynamic Programming) : programmation Dynamique. Théorie générale des processus
de décisions multi-états (cf. définition de Bellman [15]).

Dark pool : marché ou bourse privée permettant d’échanger des instruments financiers
entre institutionnels, de maniere opaque, sans reporter les détails de la transaction au
reste du marché avant son exécution.

ELBA : Ecoulement de Larges Blocs d’Actifs.

ILS (Iterated Local Search) : recherche locale par itérations.

MINLP (mized integer non linear programming) : programmation non linéaire en variables
mixtes.

OPL (ou LOP) (Optimal Liquidation Portfolio) : liquidation optimale de portefeuille.
PLNE/PLVE : Programmation (mathématique) linéaire en nombres entiers / variables
entieres.

PNL : Programmation mathématique non linéaire.

PNLNE/PNLVE : programmation (mathématique) non linéaire en nombres entiers / va-
riables entieres.

PNS : Probléme non séparable. Acronyme du probléme de these.

PQVE : Programmation quadratique en variables entieres.

PRC : Probleme relaché convexe. Relaxation convexe du probleme PNS.

RLT (Reformulation and linearization techniques) : techniques de reformulations et de
linéarisation (d’un programme mathématique).

rRLT (reduced RLT) : RLT réduite (réduction du nombre de contraintes).

SCIP : Solving Constraint Integer Programs.

Survey : (littéralement : sondage ou enquéte) revue de I’état de l’art sur un sujet donné.
TSDP (Two Stage Dynamic Programming) : méthode en deux étapes fondée sur la pro-

grammation dynamique.
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Upstairs market : (littéralement «marchés de 1’étage au dessusy). Dans une banque, le
bureau ou la salle de marché dédiée aux transactions de large blocs d’actifs est séparée
physiquement de la salle de marché principale. L’appellation fait référence a sa location

géographique, qui se trouve, communément, dans les étages supérieurs.
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Introduction

La programmation mathématique fournit un cadre pour 1’étude et la résolution des
problémes d’optimisation contraints ou non. Son domaine d’application est extrémement
vaste et riche, passant, sans étre exhaustif, par la recherche opérationnelle, ’analyse nu-
mérique, les sciences de 'ingénieur, les réseaux, I’économie et la finance. Elle a fait I’objet
d’une littérature abondante, depuis la deuxiéme moitié du XXeme siecle et constitue une

branche active des mathématiques appliquées.

L’objet de cette these est la résolution exacte d’un programme mathématique non convexe
non linéaire en variables entiéres, sous contrainte linéaire d’égalité. Le probléeme proposé,
que nous notons (PN Sy ), bien qu'abordé dans cette étude uniquement pour le cas
déterministe, trouve son origine en finance, sous le nom d’Ecoulement de Larges Blocs
d’Actifs (ELBA), ou de Liquidation Optimale de Portefeuille (LOP).

Il consiste a vendre une (tres large) quantité M donnée d’un actif financier en temps fini
(discrétisé en N instants) en maximisant le produit de cette vente. A chaque instant, le
prix de vente est modélisé par une fonction de pénalité qui reflete le comportement anta-

goniste du marché face a I’écoulement progressif.

Du point de vue de la programmation mathématique, cette classe de problemes est difficile
a résoudre et NP-difficile selon Garey et Johnson [51], car la non-convexité de la fonction
objectif impose d’adapter les méthodes classiques de résolutions (e.g Branch & Bound,
coupes) en variables entiéres. De plus, comme on ne connait pas de méthode de résolution
générale, les techniques utilisées doivent étre adaptées aux spécificités du probleme. Nous

explorons dans cette étude deux axes principaux de résolution exacte.

Le premier axe est inhérent a la structure du probléme. En effet, nous montrons que
(PNSn.) peut se décomposer en plusieurs problémes plus simples et satisfait ’équa-

tion de Bellman, qui fournit une relation de récurrence entre les optima selon la taille de
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I'instance. Dés lors, les techniques de Programmation Dynamique (DP), introduites par
Bellman [14], vont s’appliquer et permettre de le résoudre exactement et efficacement pour
les petites instances.

Pour les moyennes et grandes instances, ot la DP n’est plus disponible et /ou performante,
nous proposons des bornes inférieures via différentes heuristiques utilisant la DP, dont

nous étudions la qualité (optimalité, temps CPU) et la complexité.

Le second axe de résolution consiste a convexifier le probléme. Dans un contexte de maxi-
misation, cela signifie que nous proposons des fonctions majorantes concaves, appelées
surestimations concaves, de plus en plus proches de la fonction objectif initiale. Les pro-
blemes convexes correspondants, appelés problémes relachés convexes, sont d’une part plus
faciles a résoudre a ’optimum, et fournissent d’autre part des bornes supérieures, qui, sous
certaines conditions, convergent vers 'optimum global du probléme traité.

Pour pouvoir convexifier le probléme, nous passons au préalable, par une étape de reformu-
lation, c’est a dire une transformation du probleme initial en un probléme équivalent, qui
permet d’en isoler les termes non convexes, afin de pouvoir les majorer. La reformulation
proposée s’appuie sur la notion de programme factorisable introduite par McCormick [79].
La relaxation convexe de (PN Sy ) peut alors nous servir de fonction d’évaluation pour
un algorithme d’énumération implicite de type Branch & Bound. Il est important de noter
que nous ne pourrons pas utiliser la relaxation continue de (PNSy ) directement, car
elle est non convexe. Sa résolution globale, dont nous aurions besoin a chaque étape du

Branch & Bound, est aussi difficile que celle du probléme initial.

Notre démarche face a ce probleme est une approche en ciseau. Nous essayons donc de
le résoudre exactement (préférentiellement par la DP dont la complexité est quasi po-
lynomiale). Cependant, lorsque la résolution exacte n’est pas efficace, nous proposons un
encadrement de 'optimum, en s’appuyant «a gauche» (dans un contexte de maximisation)
sur les heuristiques proposées issues de la DP et «& droite» sur les bornes supérieures four-

nies par les relaxations convexes.

Contributions : les principales contributions de cette thése sont les suivantes :

— Nous proposons un modele de pénalité & mémoire longue, avec une fonction de
pénalité g en 9(2?:1 xj), ce qui, pour des fonctions fortement non linéaires crois-

santes ¢ est, a notre connaissance, nouveau pour la littérature financiere reliée au
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probleme ELBA.

— Nous utilisons la DP pour résoudre un programme mathématique non convexe,
non linéaire en variables entiéres, de maniére exacte pour les instances de petites
tailles et nous proposons une méthode en deux étapes (TSDP), basée sur la DP,
qui renvoie des bornes inférieures tres fines, voire optimales, pour les instances de
tailles moyennes.

— Nous proposons différents algorithmes pour obtenir des bornes inférieures pour le
probleme (PNSy i) en variables entiéres.

— Nous établissons, via la factorisation du probleme, une relaxation convexe fine
du probléme traité. Nous utilisons cette relaxation au sein d’algorithmes de type
Branch & Bound, afin d’obtenir 'optimum global pour les trés petites instances,
ou une borne supérieure fine permettant d’encadrer I'optimum.

— Nous comparons les performances de nos méthodes a celles des solvers de 1’état de
I’art. Pour la résolution par DP, nous faisons mieux, sur de nombreuses instances,
que le solver (fournissant des solutions admissibles) commercial LocalSolver (v9.5,
cf. Benoist et al. [21]) et obtenons un ratio de couverture optimale beaucoup plus
élevé.

— Nous obtenons des bornes inférieures tres proches et parfois meilleures que celles
de Bonmin (v1.8.8, cf. [31],[30]). Notre ratio de couverture optimale est plus élevé
que celui du solver, pour les petites et moyennes instances.

— Pour la résolution par convexification, les bornes supérieures obtenues sont meilleures,
sur la plupart des instances, que celles du solver libre Scip (v7.0.1, cf. [50]), que
celles de Baron (v.2022.11.3 cf. [110],[98]).

Nous obtenons également une résolution exacte sur quelques instances de plus que
Scip et Baron.
— Pour certaines fonctions de pénalité, les bornes supérieures obtenues sont meilleures

que Couenne (v0.5.8, cf. [18],[16]), qui est notre solver global de référence.

Organisation du document :

Le chapitre 1 est consacré a la formulation du probléme. Nous introduisons le probléme
a la section 1.1, puis nous présentons l'intérét du probléme traité et ses applications a la
section 1.2.

Le chapitre 2 situe le probleme traité dans I’état de ’art. Nous nous intéressons aux ap-

17



proches et aux reformulations classiques de la programmation mathématique non convexe
dans la littérature. Nous commencons, a la section 2.1, par la programmation quadratique
non convexe, puis, nous étendons au cas polynomial, a la section 2.2. Nous nous intéres-
sons ensuite aux différentes approches dans le cas général a la section 2.3. Nous présentons

enfin, & la section 2.4, I’état de l’art financier relatif a ’application ELBA .

Le chapitre 3 est consacré a la DP. Apres des rappels de DP, a la section 3.1, nous
démontrons 1’équation de Bellman et en déduisons une résolution exacte a la section 3.2.
Nous présentons ensuite a la section 3.3 différents algorithmes permettant de d’obtenir un
maximum local de bonne qualité pour le probléme traité. Nous introduisons notamment
notre méthode en deux étapes TSDP. Nous proposons des résolutions approchées du pro-
bleme continu & la section 3.4. Nous proposons enfin, a la section 3.5 une premiere borne

supérieure du probléme initial en utilisant un argument de monotonie.

Le chapitre 4 est consacré a la convexification du probleme traité. Nous démarrons
par des rappels de convexité et de factorisation a la section 4.1, puis nous appliquons cette
technique au probléme traité et en déduisons une factorisation dans le cas général a la
section 4.2. Nous établissons la relaxation convexe du probleme a la section 4.3 avec des
contraintes de bornes indépendantes pour chaque variable de décision. Nous proposons
une linéarisation du probleme relaché convexe a la section 4.4. Nous présentons enfin les

algorithmes de Branch & Bound utilisés a la section 4.5.

Le chapitre 5 est consacré aux expérimentations numériques. Nous définissons les ou-
tils, les données et les conventions utilisées, a la section 5.1. Nous discutons notamment
la calibration des fonctions de pénalité. Nous présentons les résultats de la comparaison
numérique des méthodes, a la section 5.2, pour les petites et moyennes instances, puis a

la section 5.3 pour les (tres) grandes instances.

Enfin, le chapitre 6 offre une conclusion générale et présente les perspectives de notre

étude.
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Chapitre 1

Formulation du probleme

Dans ce chapitre, nous présentons le probléeme étudié. Dans la section 1.1, nous en
définissons le cadre formel, les hypotheses de travail et en établissons la complexité.
Puis, nous consacrons la section 1.2 aux motivations qui ont conduit & 1’étude de ce
probleme. Nous nous intéressons en particulier a une application financiére possible du

probléme d’Ecoulement de Larges Blocs d’Actifs (ELBA) dans un cadre déterministe.

1.1 Formulation et complexité

N i
Soit f: NV — R, telle que f(z) = Z {pi - -g( Z :rk)} -x; , ou g est une fonction
i=1 k=1
croissante de N dans R et les coefficients p; et ¢; sont des réels strictement positifs. Les va-

riables (x1,-++ , 24, ,xN) sont a composantes entiéres. Nous considérons le programme
mathématique non linéaire, en général non convexe, non séparable en variables entieres,

noté (PNSn ) qui s’énonce de la maniére suivante :

N i
max f(z) =) {pi —Ci‘g<zﬂfk)} -
i=1 k=1
N
(PNSN,M) s.c sz =M (1.1)
Vi, z; € N

Les z; , pour ¢ allant de 1 a NV, sont les N variables de décisions du probleme. Elles prennent
leurs valeurs parmi les entiers naturels.
Le probléme n’a qu’une contrainte linéaire d’égalité, de second membre M, ou M est une

constante positive. La fonction g est appelée fonction de pénalité.
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Chapitre 1. Formulation du probléme

Soit D I’ensemble des solutions admissibles :
N
D:{(:z:l,...,xN)ENN, lezM} (1.2)
i=1

(PN SN, ) est bien défini car D est fini. Il peut également s’écrire en notation réduite :
Opt = max f(z

ptn,m = max f(z)
Nous nous intéressons également & sa relaxation continue (PNSy ). Pour cela, nous

étendons les définitions précédentes. Soit C, I’ensemble des solutions admissibles & valeurs

réelles :
N
C:{(wl,...,xN)eRf,Vixi<M, sz:M} (1.3)
i=1
i B B N
Soit T;(x;) = lpi — ¢ E(Z :L'k>] z; et f, de RY — R, définie par : f(z) = Zvﬁ(ml)
k=1 i=1

ol g est I'extension réelle de g, définie, continue et strictement croissante sur R, et f celle
de f de RN - R.

Par analogie au probléme en variables entiéres, (PN Sn, M) s’énonce :

max f(z) = Z {pi —¢ -§( Z xk)}xz
i=1 k=1
. N
(PNSN,M) s.c le =M (1.4)
Vi, x; € Rf

En notation réduite :
Opt y pr = max f(z)
’ zeC
Pour montrer que (PN Sy ) est bien défini, nous nous appuyons sur le résultat suivant :

Lemme 1. C est compact.

Démonstration. Soit N un entier (égal au nombre variables de décision), M un réel (égal
au second membre) et u la fonction de RN — R définie par u(z) = SN, ;.

Le singleton { M} est un fermé de R (car R\{M } est ouvert) donc son image réciproque par
une fonction continue est un fermé de RY (caractérisation topologique de la continuité).
De plus [0; M]V est un fermé borné de RY. Par conséquent C = w1 ({M}) N [0; M]V est

un fermé borné de RY ce qui prouve sa compacité. ]
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1.1. Formulation et complexité

Nous en déduisons que lorsque g est continue alors le probléme (1.4) est bien défini.
Nous supposerons, dans toute notre étude que g est au moins continument différentiable

et on confondra g et g, f et f, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, pour simplifier les notations.

Remarque 1. Lorsque M > N, le probléme en variables entiéres fournit une bonne borne

inférieure du probléme en variables continues.

Remarque 2. La fonction objectif f est bornée.
Nous notons p = max p; et nous obtenons alors, 0 < f(z) < M p. Cette majoration donne
(2

une borne supérieure naturelle de l’objectif, indépendante de la pénalité.

Remarque 3. Dans Uapplication financiére ELBA, nous supposerons également que g(0) =
0 et Iimg = 1. Cette hypothése supplémentaire n’est pas restrictive, car pour toute fonc-
[e.e]

tion h, C! strictement croissante sur Ry (ou au moins sur [0; M]), nous pouvons définir
h(zx) — h(0)

h(M) — h(0)’
alors g(0) = 0 et g(M) = H, arbitrairement proche de 1.

g par : g(x) = H - avec H une constante réelle de ]0;1]. Nous avons bien

Complexité : Les problemes (PNSy ) et (PNSy ) sont NP-difficiles.

En effet, la programmation linéaire en variables binaires est un des problémes de Karp
dont il a montré la NP-complétude dans Karp [65] . La Programmation Linéaire en Va-
riables Entieres (PLVE ou PLNE) est NP-complet au sens fort (cf. Garey et Johnson [51]
et Karp [65]). Selon Liberti [73], la Programmation Linéaire en Variables Mixtes (PLVM)
est NP-difficile par réduction au probléme SAT (Boolean Statisfiability), qui est lui méme
NP-difficile (selon l'article fondateur de Cook [38]).

Nous en concluons donc que la classe des Programmes Non Linéaires en Variables Mixtes
(en abrégé PNLVM) (resp. PNLVE) est NP difficile car elle contient la sous-classe des
PLVM (resp. PLVE).

Par ailleurs, nous montrons que (PNSy ) peut étre résolu par programmation dyna-
mique en temps pseudo polynomial. Nous en concluons donc qu’il n’est pas NP difficile au

sens fort, comme observé dans Garey et Johnson [51] (p95, observation 4.2).

NP complétude : Nous considérons le probleme de décision associé a (PN SN, M) ou
a sa relaxation continue (PN SN, M). Soit B un réel donné, existe-t-il un élément de D
(resp. C) tel que f(x) > B. Soit 20 une solution fournie par un "oracle'. Son appartenance

a l'ensemble des solutions admissibles se vérifie en temps linéaire (donc polynomial), par
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Chapitre 1. Formulation du probléme

linéarité de la contrainte. Pour les fonctions de pénalisation considérées dans nos expéri-
mentations numériques f(x) > B se vérifie en temps polynomial. Nous en concluons que
notre probléme est NP-complet dans sa version continue et faiblement NP-complet dans

sa version discrete.

1.2 Intérét du probleme

Il y a plusieurs raisons d’étudier le probléme (PN Sy as) . Tout d’abord, il fait écho a
des problemes de recherche opérationnelle de I’histoire récente, comme la taille des convois
de bateaux alliés durant la seconde guerre mondiale.

Le probleme est alors d’acheminer des convois de bateaux & travers I’Atlantique, sillonnée
par la marine ennemie, supérieure techniquement. En effet, comme le raconte Falconer
[45], les équipes de recherche opérationnelles de la Royal Navy, menées par le Profes-
seur Patrick Blackett, ont étudié le risque de détection, la taille des escortes et les pertes
alliées correspondantes face aux sous-marins allemands U-Boat et ont convaincu l’état
major britannique (et vraisemblablement Winston Churchill, qui jugeait que la «bataille
de I’Atlantique» était d’une importance capitale dans l'issue de la guerre) de changer
de politique en préférant, a partir du printemps 1943, aux petits convois, les plus larges
convois (plus de 40 vaisseaux). Cette décision a joué, selon Falconer [45], un role prépon-
dérant dans la préparation du débarquement des troupes alliées en Europe. L’'impact de

la recherche opérationnelle en temps de guerre est également rapporté par McCloskey [78].

Un autre parallele a notre probleme de these, se trouve également en sciences naturelles,
dans I’étude du comportement de chasse des prédateurs en approche de leurs proies. Les
variables clés, sont la distance a la proie, le risque de détection par celle-ci et par le trou-
peau entier en réaction a une tentative attaque et la vitesse relative de la proie par rapport
au prédateur. Dans la littérature, le probléme, abordé par 'optimisation combinatoire est
désigné par Hunter Prey Optimization (HPO), ou Predator Prey Optimization (PPO). Un
probléme connexe est également Grey Wolf Optimization (GWO) qui propose des heu-
ristiques inspirées des techniques de chasse en meutes des loups. Nous nous référons aux
récents travaux de Naruei et al. [88] et Mirjalili et al. [85], Faris et al. [47] et rappelons

néanmoins que nous ne sommes pas des spécialistes.

Nous nous intéressons, dans cette these, a une application financiére du probléme, I’Ecou-

lement de Larges Blocs d’Actifs (ELBA), dans un cadre déterministe.
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1.2. Intérét du probléme

Nous considérons un investisseur dans un marché financier. Il détient initialement un grand
nombre M unités d’un actif et souhaite I’écouler (le vendre) entiérement durant un inter-
valle de temps de déterminé, discrétisé en N pas de temps. Nous supposons en général que
M est large devant N.

Nous pouvons alors interpréter (PN Sy ps) dans le cadre déterministe suivant : x; s’inter-
préte comme la quantité d’actif écoulée au temps t;. © = (z1, -+, 2, -+ ,xxN) correspond
a une solution, appelée stratégie d’écoulement.

Nous nous plagons dans le cadre d’un écoulement unidirectionnel (uniquement composé
de ventes), pour lequel nous supposons, a chaque pas de temps, que x; > 0.

Par conséquent, I’ensemble D correspond a ’ensemble des stratégies réalisables (ou solu-
tions admissibles) du probléme en variables entiéres. Le coefficient p;, strictement positif,
correspond alors au prix de 'actif a 'instant ¢;. Nous supposons également qu’il existe un
prix plancher g; > 0, pour les ordres de tres larges blocs, avec 0 < ¢; < p;.

Pour simplifier les notations, nous définissons également : ¢; = p; — ¢; > 0.

La fonction g croissante de N dans [0, 1], telle que g(0) = 0 et LE’E.% g = 1, correspond a la
fonction de pénalité de I’écoulement.

Au temps t;, le prix d’exécution du bloc de x; unités d’actif est donné par :

vi(zi) =pizi— (pi — @) ~Ti- g (Xl: fflc) = [pi — ¢ Q(iﬂfk)] T (1.5)
k=1

k=1

Soit f la fonction objectif de NV — R :

N N i
fla) = viz:) =) {pi—ci‘g(zxk)}xi (1.6)
im1 im1 h=1

La fonction de pénalité g traduit la réponse du marché a l'action de vente de 'investis-
seur, prenant en compte la mémoire du marché. En effet, p; n’est valide que pour un tres
faible volume comparé a taille M du bloc initial. Des volumes plus importants engendrent
un prix d’exécution plus faible, cependant la vitesse de décroissance des prix reflete la
connaissance des participants de marché vis a vis de nos intentions. Plus grande est cette
connaissance, plus faible sera le prix. La fonction de pénalité g s’applique a y; = 22:1 Tk
qui représente la quantité d’actif écoulé jusqu’au temps courant t. Le terme y; mesure éga-
lement 'information disponible dans le marché a mémoire parfaite. Ainsi ¢; correspond a
I'impact maximum sur le prix d’exécution, lorsque le marché réagit, tout en connaissant
parfaitement nos intentions. Le terme y; est croissant en ¢ et la pénalité g est croissante

en y;. Plus la valeur de y; est élevée, plus le prix d’exécution se rapproche de ¢;, ce qui
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Chapitre 1. Formulation du probléme

justifie nos hypotheéses (monotonie, limites) sur la fonction g. Par conséquent, le probléme
(PN Sy n) modélise le probléme de investisseur, qui cherche & maximiser le produit de

la vente du bloc dans le marché, sous contrainte de temps et s’énonce de la facon suivante.

N i
max f(z) = Z [pz' — G- g(zﬂfk)]:ﬂz
i=1 k=1
N
(PNSN,M) s.c Zmz =M (1.7)
Vi, z; € N

Dans ce cadre, I’étude théorique de sa version discrete est une étape dans la résolution
du probléme classique ELBA. Cependant, comme le montre la section 2.4 de 1’état de
I’art financier, les majorités des travaux font I’hypothése d’un prix stochastique qui fait
intervenir I'impact de la vente de blocs, tandis que notre maximisation suppose un prix

déterministe et indépendant de 1’écoulement.

Comme nous l'avons remarqué a la section précédente, bien que I'on ait particularisé
la fonction de pénalisation a quelques cas, pour les expérimentations numériques, les tech-
niques de résolutions de notre étude sont valables pour toute fonction C! strictement
croissante sur Ry (ou au moins sur [0; M])

De ce fait, nous ne nous limitons pas aux fonctions de pénalité de type ingénieur (ex-
ponentiel, logarithme, puissance, etc.). Nous pouvons notamment inclure les fonctions
trigonométriques et arc-trigonométriques, qui ne sont pas actuellement prises en charge
par les solvers, bien qu’elles puissent avoir du sens dans le contexte du probleme étudié,

comme par exemple l'arctangente pour le probleme ELBA.

Du point de vue empirique, pour les opérateurs financiers, le probléeme ELBA reste
tout a fait pertinent. En effet, comme ’a rappelé 1’étude empirique récente du Wall Street
Journal (cf. Hoffman et al. [60], mars 2022) sur la vente de larges blocs, la dissémination
de l'information (parfois méme pré-écoulement) dans le marché, a des conséquences tres
néfastes sur les résultats de 'investisseur, ce qui tend & montrer I'importance cruciale de ne
pas trahir ses intentions en adoptant une stratégie d’écoulement appropriée (qui minimise

I'information transmise au marché).

Enfin, une derniére motivation pour étudier ce probleme particulier tient a la diversité
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des méthodes de résolutions, exactes ou approchées, qui lui sont applicables, ce que nous
n’avions pas anticipé au début de la theése (la DP est venue apres 1’étude du probléme).
En effet, la programmation dynamique, étudiée dans le chapitre 3, permet une résolution
exacte et rapide pour les petites instances et fournit des bornes inférieures tres fines, sou-
vent optimales, pour les moyennes instances (une définition précise des caractéristiques des
instances ainsi que la terminologie correspondante «petite, moyenne ou grandey, instance

est présentée au chapitre 5, en amont des expérimentations numériques).
La factorisation du probleme et sa relaxation convexe, étudiées au chapitre 4, ne résolvent

quant a elles que les trés petites instances a 'optimum, mais fournissent de relativement

bonnes bornes supérieures sur les petites et moyennes instances.
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Chapitre 2

Etat de 'art

Souvent guidée par les besoins industriels, comme la modélisation de réseaux de trans-
port de gaz (Koch et al. [68], chapitre 7), d’eau (Bragalli et al. [33]), d’électricité (Donde
et al. [42]) ou le refroidissement d’un réacteur nucléaire (Leyffer et al. [72]) 'optimisation
non convexe est I’objet d’intenses recherches. Sans chercher ’exhaustivité, qui n’entre pas
dans le cadre de cette étude, nous renvoyons le lecteur vers les ouvrages de Horst et Tuy
[61] et de Tawarmalani et Sahinidis [111], ainsi qu’aux nombreux surveys, dont Burer et

Letchford [34] et Belotti et al. [17], pour une vue synthétique.

Nous nous intéressons, dans cette these, & un programme mathématique non convexe,
non séparable, non linéaire en variables entieres. Nous présentons, dans cette section, la
démarche que nous avons suivie pour situer notre probleme dans ce vaste état de 'art.

En général, ces problemes sont NP-difficiles, comme discuté dans Garey et Johnson [51],
et plus particuliérement pour notre probléme, a la section 1.1. Cette classe de problémes,
qui trouve dans de nombreuses applications dans la vie réelle, est, en théorie comme en
pratique, plus ardue a résoudre que les problémes convexes non linéaires (la linéarité en-

traine la convexité), car elle pose deux nouvelles difficultés.

La premiere réside dans la réduction de la portée des techniques d’optimisation locale,
qui ont également fait ’objet d’une littérature extensive. Nous nous référons notamment
a louvrage de Minoux [84]. Ces techniques fournissent toujours des extrema locaux, mais,
contrairement au cas convexe, elles ne suffisent plus a assurer la résolution globale du

probléme a l'optimum.

La seconde est que, pour les problemes en variables entieres, la relaxation continue du
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probleme, reste non convexe, ce qui la rend, a priori, aussi difficile a résoudre que le
probléme discret. Cela a pour conséquence directe que notre meilleur outil, a ce jour,
d’énumération implicite qu’est I’algorithme de Branch & Bound, ne peut plus s’appuyer
sur cette relaxation comme fonction majorante, dans un contexte de maximisation, pour
obtenir une borne supérieure fine.

Comme I’a souligné Rockafellar [94], dans ses travaux sur les multiplicateurs de Lagrange,
«le grand fossé en optimisation n’est pas entre la linéarité et la non linéarité, mais entre

la convezité et la non convexité.» 1.

Dans ce contexte, comme on ne connait pas d’algorithme générique, les méthodes de
résolution dépendent fortement de l'origine de la non convexité et donc du type de pro-
bleme étudié. Nous distinguons alors, pour la programmation en variables mixtes, trois
catégories principales de recherche : le cas quadratique, que nous abordons a la section 2.1,
le cas polynomial, dans la section 2.2 et le cas général, auquel appartient notre probléme
de these, abordé a la section 2.3. Nous présentons enfin ’état de 'art de I'application

financiére ELBA & la section 2.4.

2.1 Programmation quadratique non convexe

Lorsque nous avons démarré notre étude, nous nous sommes familiarisés avec la notion
de convexité, et aux conséquences de son absence, a partir de la Programmation Quadra-
tique en Variables Entiéres (PQVE). En effet, en dimension un, la parabole fournit une

représentation graphique simple et directe de la notion de convexité.

max f(z) =‘tczx—3'zQu
sc| Ax<b
(PQVE) V0 <2 <m (2.1)
Vi, x; € N

La premiére idée naturelle est de transformer ce probleme en un probléme équivalent plus
simple. Pour le cas quadratique, sous contraintes linéaires, en variable binaires, les travaux
de Billionnet et al. [27], en 2009, présentent une réformulation quadratique convexe (la
méthode QCR), & 'aide de matrices semi-définies positives.

Ce probléme convexe équivalent peut alors étre résolu par un Branch & Bound classique

dont la fonction d’évaluation correspond a la relaxation continue (convexe) du probléme

1. ...,the great watershed in optimization isn’t between linearity and nonlinearity, but convexity and
nonconverity.

28



2.1. Programmation quadratique non convexe

équivalent. L’approche a été étendue aux variables entiéres dans Billionnet et al. [25] en
2012, puis aux variables entiéres sous contraintes quadratiques dans Billionnet et al. [26]

et Elloumi et Lambert [44].

Les travaux d’habilitation d’Amélie Lambert [69] montrent comment construire une suite
de problemes, paramétrés par des matrices semi-définies positives, équivalents au probléme
initial et dont la relaxation (convexe) est de plus en plus fine. Elle montre la convergence
de ces probleme relachés convexes vers I'optimum global, a € pres du probleme quadratique
(non convexe) initial.

Un autre intérét pratique de ce type d’approche est que la résolution de ces sous-problemes
plus simples, peut étre sous-traitée a un algorithme ou a un solver dédiés, afin d’améliorer

la performance.

Une autre reformulation du probléme quadratique non convexe sous contraintes linéaires
est proposée par Quadri et Soutil [92], ainsi que Soutil et al. [107]. Ils transforment tout

d’abord le probleme en un probleme séparable équivalent en variables mixtes.

maxg(y) = ‘ay—3'yDy
sc| Ax<b
Rrx=y
Vi, 0 <xz; <m
Vi, z; € N
Vi, y; € R™

(PQVE) (2.2)

Une méthode intuitive pour cela est de diagonaliser la matrice de la forme quadratique,
qui est symétrique donc diagonalisable en base orthonormée. On peut donc, sous réserve
d’étre capable de trouver rapidement les matrices de passage, transformer le probléme
initial en un probleme équivalent séparable. Cette transformation n’assure cependant pas

la convexité. La discussion va alors porter sur le signe des valeurs propres.

Si elles sont toutes de méme signe, mettons positives (resp. négatives), la forme qua-
dratique sera semi-définie positive (resp. négative) et le probleme convexe (resp. concave).
C’est le cas particulier simple et rare en pratique pour lequel le probleme initial est convexe
dans un contexte de minimisation (resp. maximisation). Dans ce cas, nous pouvons lui ap-

pliquer les méthodes de 'optimisation convexe.
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En pratique néanmoins, Quadri et Soutil [92] montrent que les valeurs propres, par leur
irrationalité potentielle, et la complexité de 'algorithme de matrices de passage, posent
des problémes de précisions numériques. Quadri [91], dans ses travaux d’habilitation, leur
préfere une similitude a une matrice diagonale obtenue une décomposition de Gauss, ce
qui assure la rationalité des termes de la matrice diagonale et une complexité polynomiale

pour obtenir les pivots de Gauss.

Le cas le plus fréquent et le plus intéressant est celui ou termes diagonaux d; (qui ne
sont pas des valeurs propres) du probléme équivalent séparable ne sont pas de méme
signe. Alors la matrice n’est pas semi-définie positive et le probléme (initial ou séparable)

n’est donc pas convexe.

La deuxieme étape est alors de linéariser le probleme séparé pour obtenir, dans un contexte
de maximisation, un probléme majorant linéaire fournissant une borne supérieure fine.
Quadri et Soutil [92] utilisent des fonctions linéaires par morceaux obtenues a l'aide des

cordes et/ou de tangentes afin de linéariser le probléme séparé.

FIGURE 2.1 — Méthodes des cordes, lorsque le terme diagonal d; < 0 (cf. [91])
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FIGURE 2.2 — Méthodes des tangentes, lorsque le terme diagonal d; > 0 (cf. [91])

Quadri et Soutil [92] montrent pour un probléme quadratique convexe en variables
entieres, la solution optimale du probléme équivalent tend vers celle du probléme initial,
lorsque le pas de la subdivision est suffisamment faible. Des travaux sont en cours pour
étendre ce résultat au cas non convexe en variables entiéres et mixtes. D’autres méthodes

de linéarisation par morceaux sont proposées par GeiBler et al. [55].

L’approche en deux étapes de Quadri et Soutil [92] repose donc sur une reformulation
équivalente en un probléme séparable (plus simple) puis une relaxation convexe du pro-
bléme équivalent, obtenue ici par linéarisation. Ce type d’approche est trés commun dans

la littérature et on verra qu’il est également utilisé dans le cas général.

Une approche similaire est de reformuler le probléme en un probléeme linéaire. Adams
et Sherali [1] en 1986, pour des programmes quadratiques en variables binaires, linéarisent
en rajoutant des variables auxiliaires dites de Fortet [48] pour les termes produits (cela
revient aux inégalités de McCormick pour des variables binaires). Puis, ils construisent
des inégalités linéaires valides de plus en plus fines pour le probléme initial. Ils nomment
cette technique Reformulation and Linearization Techniques (RLT en abrégé). Le lecteur

peut se reporter a ’ouvrage de Sherali et Adams [103] sur les extensions de cette technique.

Enfin, RLT peut également étre utilisée pour générer des coupes. Par exemple, Audet
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et al. [10] propose un algorithme de Branch & Cut pour résoudre le cas non convexe avec
des contraintes quadratiques qui s’appuie sur ces linéarisations.

Apres avoir présenté les principaux travaux sur la programmation quadratique, ’étape sui-
vante dans la compréhension des probléemes non convexe consiste a étudier les monémes de
degrés plus élevés. C’est pourquoi nous nous intéressons maintenant a la programmation

polynomiale.

2.2 Programmation polynomiale

Un programme mathématique est polynomial si les fonctions du problémes (objec-
tifs et contraintes) sont des polynomes de degré fini dans les variables de décision. Bien
que nous n’ayons pas utilisé directement ces résultats dans notre étude, nous observons
que certaines idées décrites dans le cas quadratiques s’appliquent au cas polynomial. Par
exemple, comme dans le cas cas quadratique, nous cherchons a reformuler et a linéariser
le probleme. Dans le cas en variables binaires, les travaux de Glover et Woolsey [58] et la

RLT de Sherali et Adams [103] fournissent des relaxations linéaires fines.

Ce cadre est étendu a la programmation polynomiale par Sherali et Adams [102]. Plus
récemment, les travaux de Lazare [71] proposent plusieurs techniques de reformulation
et/ou de linéarisation de programmes polynomiaux en variables binaires. Il étend notam-
ment la méthode de relaxation convexe quadratique (QCR) au cas polynomial (méthode
PQCR).

Cafieri et al. [35] cherchent a réduire le nombre de contraintes RLT. Ils montrent comment
générer un nombre réduit de contraintes, permettant ainsi d’améliorer les performances

de l'algorithme de Branch & Bound. Ils nomment la procédure Reduced RLT (ou rRLT).

Nous nous intéressons également aux relaxations convexes des mondmes. La meilleure
relaxation possible correspond, par définition, a I'’enveloppe convexe de la fonction consi-

dérée, qui est cependant difficile & expliciter dans le cas général.

Cependant, pour les mondémes de degré 2,3 et partiellement 4, I’enveloppe convexe des
monomes est connue. Pour les expressions bilinéaires x; z;, les inégalités de McCormick

[79] fournissent une relaxation convexe (resp. concave), trés fine. Les travaux de Al-Khayyal
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et Falk [4] ont montré qu’elles correspondaient avec I’enveloppe convexe (resp. concave) :

vy < xZLm]—i-ngxz—mfx]U
vy < xZU:cj—i-ac]sz—:c?ij
Tpr; = xZLx]—l—acJsz—acleJL
Tpr; 2> :L‘?:Lj%—m?mz—x?xg

FIGURE 2.3 — Produit bilinéaire z1 25 (extrait de [39])

Les enveloppes convexes et concaves du produit correspondent aux sommets du poly-
édre bleu. Ce résultat se généralise en dimension finie ([93, 109]), ce qui montre que les

enveloppes peuvent s’exprimer & partir de contraintes linéaires.

FIGURE 2.4 — Enveloppe concave, convexe du produit x; zo (extrait de [39])
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Pour les termes trilinéaires, les enveloppes sont établies dans les travaux de Meyer et
Floudas [83],[82]. Enfin, pour les termes quadri-linéaires, Cafieri et al. [36] montrent com-
ment regrouper en produits des monomes de plus faible degré, afin d’obtenir la relaxation
la plus fine. Bien que I'enveloppe convexe ne soit pas explicitée, ils prouvent que la qualité
de la relaxation obtenue est décroissante dans le nombre de compositions de relaxations
de mondémes de dégrés inférieurs.

Pour le degré 4, les relaxations du terme quadri-linéaire (z; x2 x3 x4), obtenues par com-
position des relaxations Ro(R3(z1 z2x3),24) et Ry(Ra(z1 22), 3, 24) sont meilleures que
Ry (R2 (Ra(x1 x2), 3), x4), Ry (Ra(x1 22), Ra(xs, x4)) et Ry (SEl Ry(x2, Ro(xs, x4))>,

avec R; 'opérateur de relaxation bi- ou tri-linéaire qui est connu explicitement.

Méme pour des mondémes de faibles de degré, Costa et Liberti [39] remarquent que le
nombre de termes croit exponentiellement en fonction du degré dans ’expression de la re-
laxation, ce qui peut étre la source d’erreurs humaines ou numériques. Les travaux de Rikun
[93] et Tardella [109] ont montré que pour les contraintes de boites (7, x]L <z < x]U),
I’enveloppe convexe des termes produits x1 z9 - -+ xj correspond aux sommets d'un poly-
édre. L’approche de Costa et Liberti [39] est de considérer la relaxations convexe du pro-
bleme dual (Lagrangien), dont 1’enveloppe convexe est simple a expliciter (i.e, le nombre

de termes croit moins rapidement avec le degré, au moins jusqu’au degré 5).

Nous retenons de cette partie que les techniques de reformulation et linéarisation (RLT),
ou reformulation et convexification, issues de la programmation quadratique, s’étendent

au cas polynomial.

Nous allons, dans la prochaine section, nous intéresser au cas général, ou plutot a cer-

tains autres cas et présenter quelques approches ciblées de résolution.

2.3 Cas général

Comme indiqué en introduction de la section 2, nous ne connaissons pas de traitement
général des programmes mathématiques non convexes. Par conséquent, les méthodes de ré-
solution sont nécessairement spécifiques a certains types de probleme. Cependant les stra-
tégies de reformulation et convexification présentées dans les sections 2.1 et 2.2 s’étendent,

sous certaines conditions au cas général.
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Dans ses travaux fondateurs, McCormick [79, 80] s’intéresse & une classe particuliere de
problémes, composées de fonctions (objectifs et contraintes) qu’il nomme factorisables. Une
fonction factorisable signifie implicitement qu’elle peut étre décomposée en une somme
de fonctions univariées, ou en produits de fonctions univariées d’expressions elles mémes
factorisables. Nous rappelons en détail ces notions et précisons leur application a notre

probleme a la section 4.1.

La factorisation, au sens de McCormick, est une transformation, qui n’est pas unique,
en un probléme équivalent au probleme initial. L’objectif de cette factorisation est d’iso-
ler les sources de non convexité du probléeme factorisé équivalent, afin de proposer leur
relaxation convexe fine dans la seconde étape. En effet, lorsque le probleme est factorisé,
il ne comporte plus que des termes bilinéaires, pour lesquels McCormick [79] montre com-
ment caractériser I’enveloppe convexe de fonctions univariées suffisamment régulieres (C?
est déja une hypothese suffisante) en introduisant ses céleébres inégalités pour les termes
bilinéaires, rappelées a la section précédente 2.1 et présentées dans les rappels de convexi-

fication de la section 4.3.2.

Enfin, il établit un algorithme de Branch €& Bound spatial (sur des variables continues),
dont il montre la convergence a € preés vers 'optimum global du probleme initial. En
pratique, la classe de programmes factorisables est tres étendue et permet de modéliser
la plupart des fonctions d’ingénieur et toutes celles qui s’expriment directement comme
une combinaisons simple de fonctions régulieres. A contrario, certaines fonctions qui s’ex-
priment comme une série, une intégrale, ou les fonctions dites en «boite noire » ne sont pas

factorisables. L’exemple usuel donné par McCormick [79] d’une fonction non factorisable,
+oo
est celui de la fonction I <:c — / e uxldu)
0

Les travaux de Smith et Pantelides [104, 105, 106] étendent cette approche en deux étapes,

aux problemes factorisables en variables mixtes.

Plus spécifiquement pour la partie convexification, Androulakis et al. [9] proposent une
approche alternative intéressante. Ils rajoutent une pénalité quadratique a la fonction ob-
jectif et étudient les conditions qui font de la somme un sous-estimateur convexe (fonction

convexe minorante sur l'ensemble admissible).

En effet, si f est la fonction objectif, on définit : f,(x) = f(x) + H ozl —z;) (2 — 27)
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Pour a > 0, f, minore f. De plus, une minoration directe de la matrice Hessienne de
fo permet d’obtenir que si o > —% min; \;, alors f, est convexe. Androulakis et al. [9]
utilisent ces relaxations convexes a-paramétriques dans un algorithme Branch € Bound
spatial qui permet une résolution globale, pour des fonctions C2. Ils nomment cette tech-
nique a-Branch & Bound (ou a-BB en abrégé). Adjiman et Floudas [3] [2] effectuent
des expérimentations numériques et apportent des améliorations lorsque les termes non

convexes ont une structure particuliere.

Comme pour le cas quadratique, lorsque le probléme est transformé en un probleme équi-
valent séparable ou factorisé, la relaxation convexe peut simplement étre linéaire. Beale et
Tomlin [13] ont introduit dans les années 70, pour des programmes séparables, un maillage
de l’espace en simplexes et remplacent les parties non convexes par des approximations
linéaires par morceaux en introduisant des variables binaires sur ces ensembles ordonnés,

appelés Special Ordered Sets (SOS).

N B N \\

NN
DD W

FIGURE 2.5 — Maillage en triangles du produit z; z2 et sous-estimation linéaire (cf. [72])

Cette approche a été étendue par Martin et al. [77], puis par Leyffer et al. [72] au
cas factorisable et améliorée pour garantir la faisabilité des approximations successives
et diminuer la cardinalité du maillage (qui est au départ exponentiel dans le nombre de
variables de décision). Pour cela Leyffer et al. [72] cherchent également & réduire le do-
maine a chaque itération du Branch & Bound, en propageant les limites obtenues sur les
variables dans les noeuds de I'arbre d’énumération. Ils nomment cette technique Branch
€9 Refine. Plus récemment, les travaux de Huchette et Vielma [62] présentent de nouvelles

formulations du SOS, via un maillage plus efficace, pour les problémes en variables entiéres.
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La réduction du domaine, au dela du simple branchement, a chaque itération de l'al-
gorithme de Branch & Bound, a fait ’objet de plusieurs travaux de recherche. Ryoo et
Sahinidis [97] introduisent une technique de Branch & Reduce. Ils cherchent a réduire le
domaine des variables de décision, sans couper de solutions optimales. Cette réduction de
domaine conduit a de meilleures relaxations convexes et ainsi de suite. L’objectif de cette
boucle vertueuse est évidemment de réduire au maximum le nombre de noeuds visités dans
l'arbre, pour déterminer I'optimum et conclure sur la résolution globale. Belotti et al. [18]
s’intéressent aux différents ingrédients du Branch & Bound hors relaxation : réduction de

domaine, choix de variables de branchement, point d’attachement.

Ces exemples suivent le schéma classique, de transformation équivalente en un probléme,
ou une suite de problémes plus simples (séparés, factorisables, décomposables etc.), qui
peuvent étre convexifiés de maniere fine et dont on peut extraire une suite de solutions
qui convergent vers 'optimum global du probléme initial.

Les améliorations portent alors sur les composants du Branch & Bound : la relaxation
convexe, les techniques de branchement et de réductions de domaines. L’objectif poursuivi

est, pour un probléeme donné d’en réduire la complexité, exponentielle a priori.

Une autre idée, proche, reste toujours de diviser pour régner, mais cette fois de ma-
niere récursive sur la structure du probléme. Nous nous plagons sur un domaine borné et
considérons un probléme comportant N variables de décisions. Supposons que la struc-
ture du probleme permette, dans I'objectif et les contraintes, d’isoler un sous-ensemble de
variables de décision, et, c’est fondamental, que cette structure nous permette également,
si les solutions de tous les sous-problémes sont connues, de résoudre le probléme initial a
I’optimum. Nous pourrions alors construire un algorithme de décomposition en sous pro-
blemes et de résolution du probléme initial. Evidemment ces hypothéses trés générales,

servant a illustrer la démarche doivent étre précisées.

Dans ses travaux fondateurs de Programmation Dynamique, Bellman [14] établit les pro-
priétés de décomposabilité que doivent satisfaire les fonctions (objectifs et contraintes) du
probléme. Il montre alors comment isoler la N*™¢ de I'objectif et optimiser indépendam-
ment le probleme a N — 1 lorsque 1’état de = est fixée.

I1 établit une propriété de récurrence (dite équation d’état de Bellman), entre les optima
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des problemes a N et N — 1. Elle permet de décomposer le probleme a IN variables de
décisions, en ky problemes a N — 1 variables, ou ky correspond aux nombres d’états ad-
missible que peut prendre xy. Comme le domaine est fini par hypotheése, ky est borné
par une constante M indépendante de IN. Alors récursivement, au bout de IV étapes, nous
aboutissons a des problemes d’une variable simples a résoudre et I’équation d’état permet
de remonter, de proche en proche, a I'optimum du probléme initial. Nous rappelons ces

notions et établissons ’équation de Bellman pour notre probléme au chapitre 3.

Cette utilisation de la structure du probleme se retrouve également dans les décompo-
sitions par blocs de probleémes linéaires. En effet, nous considérons les décompositions

suivantes :

Aq Ao Ap

Doy

FIGURE 2.6 — Décomposition bloc-diagonale avec des contraintes couplantes (cf. [84] p478)

D1 Bl

FIGURE 2.7 — Décomposition bloc-diagonale avec des variables couplantes (cf. [84] p478)

Dans les deux types de probléemes, les D; sont des blocs diagonaux (représentés en vert)
de variables séparées. Le premier cas, illustré a la figure 2.6, représente une décomposi-
tion par blocs avec des contraintes couplantes, les blocs A; (en bleu). Une décomposition

classique dans ce cas correspond a l'algorithme de Dantzig et Wolfe [41].
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Le traitement du second cas, illustré a la figure 2.7, avec des variables couplantes (les
blocs bleus B;), fait 'objet de 1’algorithme de Benders [19] pour des problémes linéaires

(généralisé par Geoflrion [57] aux probléemes non linéaires).

L’approche par décomposition récursive impose une structure rigoureuse sur les fonctions
du probleme. Elle est donc plus restrictive en termes de probléemes traités. L’intérét sous-
jacent des approches «structurelles» réside dans leur complexité. En effet, comme nous le
détaillons a la section 3.2, la DP est pseudo-polynomiale en temps, au pire cubique, tandis

que algorithme de Branch & Bound est exponentiel (au pire).

Une application de notre probleme de theése est 1’écoulement de larges blocs d’actifs
(ELBA) dans un cadre déterministe, dont nous abordons & la prochaine section, 1’état

de 'art financier.

2.4 Etat de l'art financier ELBA

Ma carriere dans 'industrie financiére m’a, de longue date, sensibilisé aux problémes
d’optimisation dans ce secteur. De maniere informelle, la question de I’allocation d’une
ressource (fonds, quantité d’actif), soumise a des contraintes (de temps, coiit, risque etc.)
afin d’optimiser une fonction objectif (profit, rendement, utilité, risques) est au coeur des

problématiques financieres, scientifiques et réglementaires.

Un autre aspect qui est structurellement ancré dans la finance, et méme dans la plu-
part des sciences humaines, est l'incertain. Le prix d’une action est modélisé par une
distribution probabiliste, reflétant I'univers des possibles, mais nul ne sait ce que sera le
prix exact au temps t, vu d’aujourd’hui.

Par conséquent pour modéliser aujourd’hui, le prix des contrats a terme (instrument fi-
nancier dont la valeur est fonction du prix futur d’un actif ou plusieurs actifs), 'opérateur
de marché a deux grandes avenues devant lui : la premiere est de répliquer le contrat, via
une stratégie équivalente, ou bien simplement en le décomposant en d’autres actifs sous-
jacent dont le prix est connu (ou répliqué) avec certitude. Il suppose alors que le prix est
exactement (ou trés proche en pratique) de celui de la stratégie de réplication équivalente,
sinon un autre opérateur de marché, ne manquerait pas d’exploiter la différence a son pro-
fit, sans prendre aucun risque, et cet argument est fondamental, réduisant ainsi ’écart de

prix. Cet argument est connu sous le nom d’absence d’arbitrage. Il est le pilier qui soutient
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de nombreux prix et comportements relatifs & des produits dérivés (futures, forward, taux

de change, réplication d’indice, basis-trades etc.) sur différentes classes d’actif.

La deuxiéme direction est de modéliser les actifs fondamentaux (actions, taux, devises)
qui composent le contrat, par des variables aléatoires stochastiques, ce qui impose des
hypotheses sur leur distribution de probabilité et, par calcul différentiel stochastique ou
par simulation de Monte-Carlo, d’obtenir, le barycentre des prix possibles pondérés par
leur probabilité qui n’est autre que ’espérance mathématique du prix du contrat & terme.
En pratique, la force d’un modele réside bien évidemment dans sa rigueur mathématique
et dans la validité de ses hypotheéses, mais aussi et surtout dans le consensus qu’il fait,

c’est a dire le nombre d’opérateurs de marché qui I'utilisent.

Un exemple prégnant de ces cinquante dernieres années est celui de la Formule Black et
Scholes [28] et Merton [81]. Elle est la formule de calcul du prix d’une option européenne
la plus utilisée a Wall Street. Pour rappel, une option est le droit (et non 1’obligation)
d’acheter (ou de vendre) un actif & un prix et & une date donnés, fixés aujourd’hui. Le

prix de cette option d’achat (ou de vente) est ’objet de la formule.

Bien qu’elle fasse des hypotheses fausses en pratique sur la constance des variables qui
la composent, notamment la volatilité, qui ont fait 'objet d’une littérature abondante (cf.
travaux de Dupire et al. [43] sur la volatilité locale), elle a régné quasiment sans partage
sur les marchés depuis son introduction. Et nous avons vécu dans le monde (ou au moins
le paradigme de marché) de Black & Scholes & Merton. Ce qui suppose que les prix d’actif
ont une distribution lognormale (leur logarithme est normal) et donc qu’ils ne peuvent en
aucun cas, devenir négatifs.

Lorsque les taux d’intéréts sont entrés durablement dans le territoire négatif, entre 2014 et
2021, apres certains ajustements temporaires, les opérateurs de marché ont été forcés de
I’abandonner (temporairement ?) et se sont tournés en masse, vers les travaux fondateurs
et vers la formule de Bachelier [11] datant de 1900. Une légitimation posthume pour le
mathématicien dont les travaux fondateurs ont été redécouverts apres la seconde guerre
mondiale, et qui a connu une carriére académique difficile, racontée par Mandelbrot et
Hudson [75].

En conclusion, 'incertain et sa modélisation sont au coeur des préoccupations des ins-
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titutions financiéres.

Par conséquent, nous nous sommes intéressés, avec ma directrice de thése, spécialisée en
optimisation combinatoire et déterministe, aux applications financieres possibles de mon
sujet. Nous avons cherché parmi les problemes que j’avais rencontrés et qui pouvaient étre
modélisés via la programmation mathématique, dans un cadre déterministe. Ce dernier
point est beaucoup plus discriminant. Historiquement, I’optimisation quadratique est liée a
'allocation d’actifs suite aux travaux fondateurs de Markowitz [76]. Ils indiquent comment
choisir la pondération des actifs et comment composer son portefeuille, afin de maximiser
le rendement, pour un niveau donné de risques, mesuré par une fonction quadratique (la

variance).

Nous nous sommes cependant intéressés, a un autre probleme auquel j’ai été confronté
personnellement, qui est celui de ’Ecoulements de Larges Blocs d’Actifs (ELBA), égale-
ment appelé, Liquidation Optimale de Portefeuille (LOP). Il consiste & vendre ou & acheter,
une tres grande quantité d’actif (le bloc) dans un temps donné, discret (il y a nombre fini

d’occasions de vente) ou continu.

Dans la littérature financiere, ELBA a déja été largement étudié, sous différents angles. Le
premier sujet d’étude est 'impact des larges blocs sur le marché. Quel est la performance
de lactif durant et apres la vente de blocs, a différents horizons de temps? Quel est le
temps de retour a I’équilibre d’un marché suite a ’écoulement d’un large bloc ? Guthmann
et Bakay [59], Dann et al. [40], Gemmill [56] fournissent des études empiriques & ces ques-
tions. Par analogie avec un lac calme, ces approches étudient les remous provoqués par
le laché d’un ou plusieurs pavés ainsi que leurs évolutions temporelles. Dans ce contexte,
notre objectif est donc poser le plus délicatement possible ce pavé dans l’eau, pour en

minimiser les remous.

Une deuxiéme voie s’attache a 1’étude de marchés spécifiques dédiés a ce type de transac-
tions, connus sous le nom d’upstairs market?, ainsi que leur récents alter ego électroniques,
les dark pools®. Le lecteur peut se référer & Madhavan et Cheng [74] et plus récemment

Mishra [86] ont abordé le probleme ELBA sur ces marchés.

2. cf. Glossaire
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Une troisiéme approche s’appuie sur la modélisation du comportement des différents par-
ticipants (opérateur de marché, broker, spécialiste etc.) pour déterminer 1’état d’équilibre
et en étudier les conditions d’existence et d’unicité. Le lecteur peut se référer a Seppi [100]

et Keim et Madhavan [66].

Une quatrieme voie, s’attachant & la modélisation du carnet d’ordre (Limit Order Book),
qui trie les meilleurs offres d’achat ou de vente avec leur volume respectif, a été introduit
par Obizhaeva et Wang [89]. Des approfondissements dans cette direction sont proposés

dans Alfonsi et al. [5, 6] et Obizhaeva et Wang [90].

Enfin, de nombreux articles abordent ELBA en temps continu, qui devient un probléme
de controle stochastique : Barles [12], Vath et al. [113], Seydel [101], Kharroubi et Pham
[67], Gatheral [52], Gatheral et Schied [53], pour ne citer que quelques références.

Nous nous sommes placés dans cette étude, en temps discret et en variables entieres.
Dans ce cadre, la question de la décomposition optimale du blocs en plus petits ordres afin
de maximiser le produit de la vente, ou de maniére équivalente, de minimiser son impact
sur les prix, a été traité dans des articles fondateurs de Bertsimas et Lo [23] et Almgren
et Chriss [7], Almgren [8]. Ils introduisent un prix d’actif stochastique dont la dynamique
dépend de la taille de 'ordre précédent sur le marché. La majorité des modeles qui font
échos a ces deux articles, font la distinction entre 'impact temporaire sur le prix de I'actif,
du aux déséquilibres temporaires entre l'offre et la demande, et I'impact permanent qui
reflete effet sur le prix des informations transmises aux participants de marché par nos
actions d’écoulement. Leur résolution est parfois fondée sur la programmation dynamique.
Cependant, dans la plupart des travaux, les fonctions de pénalisation (impact sur les prix)

sont linéaires ou suivent une loi de puissance.

La question de la «mémoire du marchéy», via la modélisation de l'information qui lui
est transmise occupe également une place centrale. On rencontre principalement dans la
littérature, soit des fonctions de pénalisations & mémoire courte, dans le sens ou la pénalité
au temps t; est en g(zy) et ne dépend que des zj unités d’actifs écoulées en t, ou bien
avec une mémoire longue séparée (ex : Almgren et Chriss [7]) pour lesquelles la pénalité

en tj est de la forme Z?:l g(zj).
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Comme indiqué précédemment, nous nous sommes placés, pour cette application, dans
un cadre déterministe. Nous ne cherchons donc pas a prédire I’évolution du prix de I'actif,
que 'on suppose connue (ou correctement estimée) avant toute optimisation. Ce cadre
a été utilisé récemment par Boyd et al. [32] pour le probléme d’allocation optimale de

portefeuille.

Du point de vue du praticien financier, cette hypotheése n’est réaliste que pour des marchés
tres calmes (faible volatilité), pour lesquels aucune nouvelle économique ou autre, n’est
susceptible d’influencer les cours de l'actif considéré. Bien qu’elle puisse paraitre assez
restrictive en premiére approche, elle fournit, dans notre expérience, un environnement
trés favorable a ’écoulement de larges blocs. En fait, la vente de blocs se pratique prin-
cipalement, dans I’environnement de marché le plus calme possible, afin justement, de ne
pas éveiller 'attention des autres opérateurs de marché.

A contrario, dans un marché volatil ou pour ’écoulement d’un bloc d’un actif peu liquide
(qui n’est pas tres fréquent), le résultat du produit de la vente du bloc dépend principa-

lement de la dynamique des prix, quelque soit la stratégie d’exécution.

Une autre situation, bien plus rare mais plus confortable, est celle ou nous sommes a
contre-sens du marché (vente d’un bloc d’actions qui est trés recherché). Dans cette situa-
tion, la pénalité a écouler un bloc est faible donc la stratégie de vente importe peu et le
prix final est dominé par 1’évolution des prix de 'actif. Ce cas, trés rare en pratique, ne

présente pas d’intérét pour la programmation mathématique.

Enfin, cette hypothese permet de découpler la réponse des participants de marché a la
liquidation, qui constitue notre objet principal d’étude, de I’évolution des prix de ’actif.
Par conséquent les méthodes de résolutions, les algorithmes et les techniques d’optimisa-

tion présentées dans cette theése sont valables pour tout vecteur de prix.

Par conséquent, ’application financiere de notre sujet est simplement de montrer comment
optimiser la liquidation d’un portefeuille mono sous-jacent, sachant que les évolutions de
prix sont correctement estimées, sans se soucier de comment ces estimations sont faites.
Nous avons également inclus le cas des prix de I'actif constant durant la liquidation, a titre
de benchmark dans les expérimentations numériques, afin de mesurer la dissémination de

I'information dans le marché.
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Hors de la finance, le vecteur de prix p peut étre interprété comme le comportement
standard de I'environnement, sans aucune influence de notre fait. Dans ce contexte, on
suppose que le comportement standard est connu et on cherche a étudier, comment nos
actions qui fournissent des informations a I’environnement & mémoire parfaite, influencent
sa réponse. Notre objectif est alors de minimiser 'impact négatif de nos actions sur la

métrique de sortie, ou de maniere équivalente de maximiser cette métrique.
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Programmation dynamique

Comme nous I’avons indiqué précédemment, la principale source de difficulté (et d’in-
terét) du probléme traité (PN Sy ) réside dans sa non convexité. Par conséquent, sa
relaxation continue, est a priori non convexe et ne présente donc pas, ceteris paribus,
d’intérét évident (au contraire de la programmation convexe, par exemple) car elle est
tout aussi difficile a résoudre. Nous étudierons dans le chapitre 4, la relaxation convexe
de (PNSn ). Cependant, dans ce chapitre, nous nous intéressons a la structure du pro-
bleme, afin de voir s’il peut étre décomposé en sous-problémes plus simples. C’est pour
cela que nous introduisons et mettons en oeuvre la Programmation Dynamique (DP), qui
s’avere étre particulierement adaptée a notre probléme et permet de le résoudre exacte-

ment et efficacement sur les petites et moyennes instances.

Nous commencons, dans la section 3.1 par de brefs rappels sur la DP. Puis, dans la section
3.2, nous démontrons que I’équation de Bellman s’applique au probléeme (PNSy ) et en
déduisons une méthode de résolution ainsi que sa complexité. Dans la section 3.3, nous
présentons une méthode approchée de résolution en deux étapes fondée sur la DP. Nous
introduisons également un algorithme de recherche local dans la section 3.3.3. Dans la
section 3.4, nous recherchons des bornes inférieures pour le probléeme continu (PN Sy, ar).
Enfin, dans la section 3.5, nous obtenons une majoration du probleme (M) par un
probleme séparé que nous résolvons pour en déduire une premiere borne supérieure du

probléme initial.

3.1 Rappels de Programmation Dynamique

La Programmation Dynamique (DP) a été présentée pour la premiere fois dans les

travaux de Bellman [14] en 1957. Elle s’applique & certains programmes mathématiques
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particuliers, qui posseédent une certaine propriété de décomposabilité.

Un tel programme satisfait le théoreme d’optimalité de Bellman et peut étre résolu, de
maniere exacte, par des algorithmes récursifs, qui exploitent cette structure particuliere.
Ces algorithmes permettent de construire une solution optimale, a partir des solutions
optimales de sous-problémes plus simples.

La relation de récurrence au coeur de ces algorithmes est appelée équation fonctionnelle
de DP, ou équation de Bellman. Enfin, une solution optimale ainsi construite a partir de

solution optimales de sous-problemes satisfait le principe d’optimalité de Bellman.

A Torigine, la DP a été appliquée a I'optimisation de systémes dynamiques et aux proces-
sus de Markov. Nous reprenons la définition d’un systéme dynamique établie par Minoux
[84] p.559 : systéme dont I’évolution au cours du temps est régie par une équation d’état
et dont le comportement peut étre modifié par 'intermédiaire de variables de décision
(appelées variables de contrdle ou de commande).

C’est dans ce contexte que le principe d’optimalité, que doit satisfaire une solution issue

de la DP, a été énoncé par Bellman en 1957 :

«Une politique optimale a la propriété que, quel que soient I’état initial et la dé-
cision initiale, les décisions restantes doivent constituer une politique optimale,

vis a vis de I’état résultant de la premiere décision».
Une formulation résumée et parlante du principe est celle de Minoux [84] p.543 :

«Toute solution optimale ne peut étre formée que par des solutions partielles

optimales».

Nous présentons ci-apres de fagon générale les concepts clés de DP et nous démontrerons,
a la section 3.2 I’équation de Bellman, dans le cas particulier du probléeme (PNSy az).

La premiére notion importante est celle de décomposabilité, car elle caractérise la forme
des problemes auxquels la DP s’applique. Nous reprenons ici la définition et I’approche de

Minoux [84] p.535 :

Définition 1. Une fonction f est décomposable en f1 et fo, si elle peut se mettre sous la
forme f(z,y) = fi(z, f2(y)) et si, de plus, d x fixé, la fonction y — fi(z,y) est monotone

non décroissante.
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Nous pouvons alors énoncer le théoréeme d’optimalité de Bellman :

Théoréme 1. (Extrait de Minoux [84] p535)
Soit f une fonction R x R¥ = R, qui d = réel et (y1,--- ,yx) associe f(x,v).
Soit Q l'ensemble solutions (x,y) admissibles et Q; = {y/(z,y) € N}
Soit Opt = min ou max
On suppose :
— [ est décomposable avec f(x,y) = fi(z, f2(y))

— 1l existe T € R¥ tel que : fo(5) = Opt fo(y)
yeQs

— Il existe T € R tel que : f1(Z,y) = Opt {fl (z, Opt fo (y))}
x y

Alors on a :

(z,y)€Q IS 92

Opt f(x,y) = Oft {fl (z, Opt fz(y))}

Ce théoreme montre que si f est décomposable, elle peut étre résolue d’abord en fs,
puis en f1, en supposant 'optimal de fa(y) connu. Cette séparation dans la résolution est
une idée structurelle de la DP. En effet, nous allons utiliser ce résultat pour décomposer

le probléeme d’optimisation suivant a deux variables :

F= Optf(x,y)
(P) { s.c g(x,y) € Ey

Nous supposons f et g décomposables, avec g(x,y) = g2(y, g1(z)). Nous définissons alors

les quantités :

Ei= gi(x)
Ey = g2(y, E1)

Nous employons ici la terminologie des systémes dynamiques qui ont été parmi les pre-
mieres applications de la DP. Les E; sont appelés états du systeme et F; ’ensemble des
états terminaux. Les fonctions g; et go sont appelées fonctions de transitions, qui tra-
duisent I’évolution du systéme qui passe par les différents états E; suivant la séquence des
décisions (dans notre cas x, puis y). Nous considérons les sous-probléemes d’une variable
suivants :

F>(Er) = Opt fa(y)

(P2(E1)) { s.c g2y, E1) € Ey
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Nous notons Q2(E1) = {y/92(y, E1) € E;} et remarquons que Q, = Qa(g1(x))
Nous supposons que nous pouvons résoudre le probleme (P(E1)), Pour tout état E; =

g1(z).

Alors, le théoreme d’optimalité appliqué a f devient simplement :

F= Opt f(x,y)zOft{fl(a:, Opt fz(y))}

(z,9)€Q y€Q2(g1(x))
F= Oft{fl[%FZ(gl(x))]}

P se résout alors comme un probléme a une seule variable x.

Notons néanmoins les différents points suivants :

Remarque 4. Lorsque la décision x conduit a un état By = g1(x), pour lequel gi(x)
n’est pas définie ou bien Qo(E1) est vide, nous poserons Fy(F1) = +oo selon le contexte
(minimisation ou mazimisation), ce qui exclut ces cas en pratique. L’équation ci-dessus

préserve donc 'admissibilité.

Remarque 5. Nous avons supposé [ décomposable, mais également g. Ce point est fon-
damental. L’application de la DP dépend de la decomposabilité de f mais également de la

forme du domaine du domaine des solutions 2, comme le remarque Minoux [84].

L’approche précédente, avec f et g décomposables se généralise a n variables. Nous ne
donnerons ici que le résultat extrait de Minoux [84]. La relation de récurrence a I'ordre k est

appelée Equation fonctionnelle de la programmation dynamique ou Equation de Bellman :

Fi(Ex—1) = Oxpf {fr—1[zr, Frt1(g(zr, Ex—1))]}, k <n

1

Fu(Buy) = Opt  {fulea)} k=n 3.1
xn/gn(xnyEn—l)eEt

Ou f(x1,+ ,an) = fl(ivbfz(ivz,'" i@, figa (o5 falan)) - )

Et g(xla T ;xn) = gn(xnagnfl(wn*% T 7975(1;757975*1(' o >92($2>gl($1)> o )

Et enfin les états E1 = gl(IE), E2 = gg(l’g,El),"-, E‘Z = gi(xi,Ei,l)j'--, En =

gn (xna En—l)

On peut donc résoudre le probleme & n variables en résolvant & chaque étape de I’équation
de Bellman un probleme a une seule variable, pour tous les états admissibles. En effet,

nous résolvons tout d’abord Fj, puis ’ensemble des F},_1, pour tous les état de E et ainsi
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de suite. Nous déterminons enfin F' = Opt { f1[z, F>(g1(z))]} C’est un algorithme par re-
x

tours arriére, car les calculs sont effectués par ordre décroissant des indices.

Ce formalisme, qui provient de l'opérateur de composition pour les fonctions f et
g, peut étre considérablement simplifié pour des fonctions objectif simples, qui se ren-
contrent cependant souvent en pratique, comme les fonctions additives (f(x) = >, fi(zi))

par exemple.

Nous en donnons un exemple avec le probleme de la recherche du plus long chemin
dans un graphe séquentiel. On suppose par exemple qu'un voyageur part du sommet 1

vers le point 10 avec 4 étapes, qui s’apparente au graphe suivant :

Le trajet (i)->(j) a un cout ¢(i, j) qui est donné par le tableau ci-dessous :

départ/arrivée |2 3 4| 5 6 7|8 9|10
1 3 6 8
2 9 5
3 1 8 7
4 10 1 5
) 2 1
6 3 3
7 8 4
8 8
9 3
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L’état du systeme Ej a I’étape k correspond au sommet atteint a 1’étape k, noté xy,
sous la contrainte zj = 0 et x4 = 10. Nous cherchons le trajet qui maximise 1'utilité ¢ (gain
ou utilité) du voyageur. Nous avons conservé la terminologie de ¢ pour coiit, bien que le
principe fonctionne indifféremment pour une maximisation ou une minimisation. Nous
notons Fy(E;) le trajet optimal du sommet (état) xp a 'étape k. L’équation de Bellman
(3.1) s’écrit :

Fi(wg) = max, {c(@r, Te+1) + Fegr (Tr41) }
Nous procédons par étape dans I'ordre décroissant. Les étapes du calcul sont résumés dans

les tableaux suivants :

k=3 k=2 k=1 k=0
x3 | F3(x3) | x4 xg | Fa(za) | x3 x1 | Fi(x1) | x2 xo | Fo(xo) 1
8 8 10 ) 10 8 2 21 7 1 29 3ou4
9 3 10 6 11 8 3 23 7
7 16 8 4 21 7

L’utilité maximale est de 29. Nous recomposons les trajets optimaux par disjonction de
cas dans les tableaux en sens direct et obtenons 2 solutions distinctes (3,7,8,10), (4,7,8,10)

d’utilité 29.

Pour une fonction objectif additive séparable, il existe également un algorithme en avant,
ou le calcul s’effectue par ordre croissant des indices. En effet, par application du prin-
cipe du principe d’optimalité, une sous-trajectoire d’une solution optimale, reste optimale
pour le sous probleme. Nous pouvons aisément montrer que la solution optimale peut se

construire a partir de cette sous-trajectoire.

Théoréme 2. Avec les notations précédentes, I’équation de Bellman s’écrit également :

Fi(zr) = max {c(zr—1,2k) + Fr—1(zk-1)} (3.2)
Tp-1€EE
Démonstration. Soit (z1, - - - xx) une solution optimale a I’étape k. La solution (x1,- -+ ,zx_1)

est admissible pour le probléme P;_;(xp_1). Donc sa fonction objectif est bornée par
F_1(xk—1). Nous en déduisons :

Vog—1, Frp(er) < Fy_1(xp—1) + c(zp—1, 1)

Donc Fk;(xk;) < max {C(Zﬁk_l, .%'k) + Fk_l(xk_l)}
Tp_1€EE
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Réciproquement, soit (x1,---,2x_1) une solution optimale a I’état k — 1. L’extension
(1 ,Tk—1,7) OU X, est un sommet de E est une solution de Py(xy). Elle est donc
majorée par Fy(zy).

Nous en déduisons :

Vag—1, Fip(zk) > (c(zgp—1,2x) + Feo1(2k-1)
>

Fi(zr) max, {c(xp—1, 2 + Fr—1(zk—1)}

O
On remplit le tableau par ordre croissant de 'application précédente. On en déduit

les trajectoires optimales par disjonction de cas dans ’équation de Bellman, formulée en
avant (3.2).

Etat/Sommet

Wi O

Nous terminons cette introduction sur la DP, par un aparté historique. Le terme de
Programmation Dynamique est dii, a la fois au contexte des travaux de Bellman sur les
systemes dynamiques, mais également aux hasards de I’histoire. En effet, Bellman en
expliqua l'origine, lors de discours de réception du Prix Norbert Wiener en mathématiques

appliquées en 1970 :

«An interesting question is, Where did the name dynamic programming come
from ¢ Now, as Garrett (Birkhoff) mentioned, the theory was developed in the
1950°s which weren’t good years for mathematical research. Some of you may
remember that we had a very interesting gentleman in Washington named Wil-
son. He was Secretary of Defense, and he actually had a pathological fear and
hatred for the word research. I'm mot using the term lightly ; I'm using it pre-
cisely. His face would suffuse, he would turn red, and he would get violent if
people use the term research,in his presence, You can imagine how he felt about
the term, mathematical. At the time, I was employed by the Rand Corporation
an it was employed by the Air Force, and the Air Force had Wilson as its boss,
essentially. Hence, I felt I had to do someting to shield Wilson and the Airforce

from the fact that I was really doing mathematics inside the Rand Corporation.
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What title, what name, could I choose ¢ Well, in the first place, I was inter-
ested in planning, in decision-making, in thinking. But planning, as you know
is not a good word for various reasons. I decided therefore to use the word
programming, I wanted to get across the idea that this was dynamic, this was
multi-state, this was time-varying - I thought, let’s kill two birds by one stone.
Let’s take a word which has an absolutely precise meaning, namely dynamic,
in the classical sense. It also has a very interesting property as an adjective,
and that it is impossible to use the word in the pejorative sense. Sometimes,
when you want to amuse yourself, try thinking of some combination which will
possible give it a pejorative meaning. It is impossible. Thus I thought dynamics
programming was a good name. It was something not even a congressman could

object to. So I used it as an umbrella for my research. ».

3.2 Résolution exacte

Dans cette section, nous démontrons formellement 1’équation de Bellman et décrivons
l’algorithme de programmation dynamique, présenté dans Bellman [14], utilisé pour la

résolution exacte de notre probléme (PN Sy ) :

(zf?i);n) flz) = ; [pi — ng(kz::l.%'k)]l'z

(Pom) § s.t:h(z) = sz —m=0 (3.3)
Vi eN
Vi,0<x; <m

Les problemes (P, ;) et (1.1) sont équivalents, pour n = N et m = M. Le probleme
(Pp,m) est un probleme en variables entieres, dont les variables de décisions sont bornées.

Il admet donc des solutions pour n < m. Soit Oy, sa valeur optimale.

Théoréme 3. Equation de Bellman :

Vn,m, 1 <n <m, On,m = max {Onfl,mfi + [pn —Cp g(m)]z }
1€[0;m]

Sous les conditions initiales Oy = Opm = 0.
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Démonstration : Par récurrence sur n.
Nous supposons m fixé et (n < m). Pour n = 1, nous écoulons nécessairement tout le bloc

a 'unique temps n autorisé.
Ol,m = f(m)
= [p1 = crg(m)]m

:Zglloaxl]{[pl—clg ]} car (p1 —c1g(m)) >0

= If[léix]]{O()m Z—i—[pl—clg ]} CaTOomZ—OVZ
1€[0;m

Ce qui prouve le résultat pour n = 1. Nous supposons le résultat vrai au rang n.

Nous définissons g;(x) = [pi —c g( zz: ﬂUk)}

Soit (Z1,- -+ ,Tp+1) une solution optimale de (Py,41,m). Par définition,

On+1,m Zgz pn-i—l —cntr19(m )} Tl

n
Comme g Ty = m — Tpy1, les n premieéres coordonnées de Z forment une solution ad-
i=1

missible de (P, m—§n+1)' Par hypotheése de récurrence, sa fonction objectif est bornée par

—~
n,m—=In41

Nous en déduisons :
On+1 m < Onm Tl + [pn—i—l — Cn+1 g(m)] EU\n-i-l

< Onm 7 n — tn
e { + [Pr41 — cpgr g(m)]i }

Réciproquement, pour tout 0 <i < m, (P, ,m—;) admet une solution. Donc,

n
On,m—i = Zgj(x> z
j=1
n
Z T;=m—1
j=1

L’extension de x par i (z1,--- , %y, 1) est admissible pour le probleme (P11 ,,). Par consé-

quent, sa fonction objectif est bornée par Op41,m :

f(.l‘) < On+1,m
Zgy + [Prns1 — cng19(m)] i < Opsim

On,m—i + [pn—i—l — Cp41 g(m)] 1 < On—l—l,m
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Comme cette inégalité est vraie pour tout i de [0;m], nous prenons le maximum sur ¢ et

en concluons :

‘max {On,m—i + [pn—i-l — Cp+t1 g(m)} 7/} < On+1,m
1€[0;m]

Ce qui démontre le résultat pour (Py41,m)- O

L’équation de Bellman du théoréme 3 fournit un algorithme récursif de calcul de la
valeur optimale O,, ,, du probleme (P, ,,). Nous présentons ci-dessous 1’algorithme de ré-

solution du probleme (1.1), ou de maniére équivalente (P az).

Nous construisons d’abord la matrice (On,m)n <N.m<py dui contient les valeurs optimales
des sous-probléemes. Cette matrice est de taille N x M. Le dernier coefficient (ligne N,

colonne M) correspond & la valeur optimale de (P ).

Nous déterminons ensuite la stratégie d’écoulement optimale par retours en arriere dans
I’équation de Bellman. Nous présentons I’algorithme de résolution exacte par DP, qui cor-

respond & I’Algorithme 1.

Algorithm 1: Programmation dynamique exacte

|\ Construction de la matrice (Op m)
for n=1to N do
for m =1 to M do
for k =0 to m do

L On,m = max (On,m, On—1m—k + [pn —cng(m)] k )

|| Calcul de la stratégie optimale par retours arriére
m =M
for : =N to 1 do

if Oi,m = Oifl’m then
‘ xTr; = 0
else
k=m
while (Oiﬁm # Op—1m—k + [Pn — cng(m)] k:) A (k> 0) do
| k=k-1
xTr; = k
| m=m-— k

54



3.3. Résolutions approchées du probléme discret

Analyse de la complexité : la complexité en espace (mémoire) pour stocker la ma-
trice N x M est O(NM). En temps, pour n et m fixés, nous devons parcourir la troisiéme
boucle de I'algorithme précédent, au pire M fois, pour déterminer O, ,,,. Par conséquent, le
nombre d’évaluations pour calculer Oy as est en O(NM?). Dans 'algorithme de backtra-
cking (retours arriére), pour chaque ¢ < N, nous effectuons, au pire, M comparaisons, donc
sa complexité est en O(NM ). Par conséquent, la complexité temporelle de 'algorithme 1
reste en O(NM?).

Si nous stockons (g(0),---,g(M)), en amont du calcul, les données en entrée se com-
posent des vecteurs p,c, et g et sont de taille O(N 4+ M). Nous en concluons que la
complexité temporelle est polynomiale, cubique au pire car O(NM?) < O((N + M)3).

Par contre, si g(i) est calculé, les données en entrée sont en O(N). La complexité tempo-

relle est alors dite pseudo-polynomiale (polynomiale seulement & M fixé).

Cependant, en pratique, la résolution exacte est bien trop couteuse en espace et en temps
pour pouvoir traiter les grandes instances. Dans le prochain paragraphe, nous présen-
tons différentes méthodes heuristiques permettant d’obtenir des bornes inférieures fines

(proches de l'optimum).

3.3 Résolutions approchées du probléeme discret

Dans cette section, nous proposons différentes méthodes pour calculer rapidement des
bornes inférieures fines. Nous commencons par deux heuristiques dites naives, puis nous
présentons deux algorithmes de DP et un algorithme de recherche locale par itération, que

nous notons (ILS).

3.3.1 Heuristiques naives

Il existe de nombreuses fagons de générer un ensemble d’entiers naturels de somme don-
née. Ils peuvent étre par exemple générés aléatoirement. Dans cette section, nous avons
choisi deux heuristiques basiques, mais intuitives pour le probléme financier d’écoulement
de large blocs d’actifs (ELBA), qui est une application possible de notre programme mathé-
matique non convexe, non linéaire en variables entieres. Elles nous serviront de benchmark,
pour calibration de la fonction objectif (cf. section 5.1.5) ainsi que dans les expérimenta-

tions numériques du chapitre 5.
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Chapitre 3. Programmation dynamique

— La premieére est la vente «a tout prix» (firesale), on x = (N,0,---,0) : nous liqui-
dons 'intégralité du bloc en une seule fois au premier temps. Nous écopons logique-
ment de la pénalité maximale pour ce mouvement de panique. Ca n’est quasiment
jamais une solution optimale et dans le cas des prix constants, elle s’avere étre la

pire solution quelque soit le temps auquel elle a lieu x = (0,--- ,0,N,0,---,0).

— La seconde est la vente uniforme dans laquelle z = (M/N,--- ,M/N) : nous écou-
lons le bloc linéairement dans le temps. Nous montrons, dans la section 3.5, qu’elle
peut s’avérer optimale sous certaines conditions sur les prix et la fonction de péna-

lité.

3.3.2 Méthode DP en deux étapes (TSDP)

La méthode que nous proposons consiste en deux étapes indépendantes de program-
mation dynamique. Dans une premiére étape, nous calculons tres rapidement une solution
approchée, en appliquant la DP a des "paquets" de taille P. P devient alors la nouvelle
unité pour les variables de décision. Nous pouvons également en donner, par exemple une
interprétation financiere pour ELBA. Le parametre P représente des mini-blocs plus fa-
ciles & écouler. Dans la deuxieme étape, nous raffinons la solution obtenue en intensifiant
la recherche dans le voisinage de la solution obtenue en utilisant un algorithme adapté de

DP, décrit ci-apres (Algorithme 2).

— Premieére étape - DP a gros grain : lorsque N est grand, la DP exacte vue
précédemment est trop couteuse car sa complexité temporelle croit en N M?. Une
idée naturelle consiste alors & vendre des paquets de P unités d’actifs (P > 1), que
I’on nomme le grain P. Nous appliquons l'algorithme de résolution exact présenté

en section 3.2, avec le changement de variable suivant : M’ = | M/P]. La complexité
N 2
temporelle au grain P est en O (P?) , donc plus rapide par un facteur P2. Plus

le grain est gros, plus rapide est I’heuristique mais moins bonne est sa qualité (écart
a 'optimum). Comme souvent, il y a donc un compromis & trouver, entre la qualité
du résultat et le temps CPU, pour déterminer la taille du grain. Nous discutons
ce point dans la section 3.3.5 pour en déduire la taille du grain qui minimise la

complexité.

— Deuxiéme étape - DP avec bornes : nous partons d’une solution admissible

obtenue a ’étape précédente, que 'on suppose proche de 'optimum. Nous ré-
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3.3. Résolutions approchées du probléme discret

appliquons alors ’algorithme de DP exact dans son voisinage. Nous restreignons la
recherche en imposant des bornes sur les solutions admissibles. Nous introduisons
tout d’abord les définitions suivantes : Soit 29 = (a:(l), e ,:U?V) la solution initiale.

Soit [ et u les bornes inférieures (resp. supérieures) de x telles que, pour tout ¢ :

0<lLi<z;<u; <M

Soit : L; = min (Zlk,M> et U; = min <Z uk,M>.
k=1 k=1

i
Donc, Vi L; <y; < U, ol y; = Y ay,
k=1

Nous réécrivons ensuite I’équation de Bellman restreinte (cf théoreme 3) :

Opm = max (On_Lm_k + [pn —eng(m)] k ), subject to L, <m =y, < U,
lngkgun

L’algorithme de DP avec bornes correspond a Algorithme 2, décrit ci-dessous :

Algorithm 2: Programmation dynamique avec bornes

|\ Construction de la matrice (Op m)

forn=1to N do

for m = L,, to U,, do
for k =, to u, do

L Oy,m = max (On,m On—1m—k + [pt —crg(m)] k )

|\ Partie retours-arriére (backtracking) identique da celle de de l’algorithme (1)
|\ Trouve la solution par retours-arriére en Oy pr matriz

La complexité spatio-temporelle est obtenue directement en suivant 'algorithme précédent.

En espace mémoire, nous devons stocker O, ,,, quand m varie de L,, a Uy, et n varie de 1

a N. Nous en déduisons la complexité en espace en O (zﬁzl U, — Ln).

Si nous supposons que u, — l, est borné pour tout n, par un réel 0 < R < M. Clest

typiquement le cas pour le bandeau de taille R autour d’une heuristique donnée. Nous

notons que R peut toujours étre défini car les variables de décisions sont positives et

bornées et R < M. Nous précisons la complexité dans le cas borné :

Up—Ln=> ui—li <nR
=1

N N
Et, > (Un— Ln)(un = lp) <R > (Un — L)
n=1 n=1
_ % R < N+ DR
B n:ln B 2
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En conclusion, lorsque le voisinage de recherche est borné par R, la complexité en espace

est en O (N2 R) et la complexité temporelle est en O (N2 R?).

— Les deux étapes peuvent étre synchronisées. Nous calculons tout d’abord une heu-
ristique au grain P dans une premiere étape. Puis, nous recherchons une solution
plus fine en utilisant la DP avec bornes dans un bandeau de taille AP, autour de
I’heuristique précédente, ou A est un scalaire. Dans cette approche en deux étapes,
P et X\ sont les seuls degrés de liberté. Le choix de ces parameétres permettant
d’obtenir la meilleure heuristique, en terme de qualité et de temps CPU, est une

question intéressante, que nous discutons au paragraphe 3.3.5.

— Les deux étapes peuvent aussi étre effectuées de maniere indépendante. Quelque
soit I’heuristique obtenue dans la premiere étape, Nous pouvons lui appliquer 'al-
gorithme de DP avec bornes. Cependant, afin d’améliorer I’heuristique, nous devons
suspecter qu'un bon maximum local se trouve dans son voisinage. Typiquement,
on ne peut pas s’attendre & un bon résultat si nous intensifions la recherche dans
un petit bandeau autour la solution de vente «a tout prix». Bien qu’elles soient

indépendantes, il faut maintenir une certaine cohérence entre les étapes.

— 1l peut étre également intéressant d’appliquer la DP avec bornes a une solution
continue (admissible pour le probléme m de la section 1.4).
Par exemple, I, = max (0, |29] — AP) et u, = min (M, [22] + AP) définissent
des bornes admissibles, lorsque P est bien choisi. Nous aurions tout aussi bien pu
prendre [/, = max (0, |29 — AP|) et u, = min (M, [22 + AP]). Les performances
de cette approche hybride (relaxation continue couplée avec la DP bornée) sont

abordées dans les expérimentations numériques au chapitre 5.

— Enfin, contrairement a la DP exacte, I’approche en deux étapes ne peut plus garantir

I’optimalité, ce qui constitue son principal inconvénient.

3.3.3 Algorithme de recherche locale (ILS)

Dans cette partie, nous présentons, un algorithme de recherche locale, correspondant
a I’Algorithme 3, qui part d’une solution admissible et retourne un maximum local.
En effet, soit 2° une solution admissible. Dans sa plus simple forme, nous commencons
par décaler la premiere coordonnée z§ de +P et la deuxieéme xJ de —P, pour un entier P

fixé. Nous effectuons ces changements (z1 = 29 + P, 2} = 29 — P) si et seulement si les
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variables de décisions résultantes restent dans le domaine contraint [0; M]. Nous voyons
directement que la somme z] + 23 + 3N ;29 = M. Nous en déduisons que 'admissibilité
d’une solution est stable par I'opérateur de décalage a l'ordre P (P-shift) ainsi défini, pour

tout P et toute paire (z;, x;y1).

Si la fonction objectif s’améliore (croit) suite au décalage a l'ordre P, Nous stockons
la différence entre les versions décalées et originales. Nous appliquons ensuite un décalage

a lordre — P, sous les mémes contraintes de bornes.

Nous procédons ensuite de méme sur toutes les paires (m?, a:?H), pour ¢ variant de 2
a N. Par conséquent, nous avons envisagé 2 (N — 1) décalages potentiels. Si aucun déca-
lage, n’améliore la fonction objectif, alors ’algorithme s’arréte et renvoie z°. Sinon, nous
retenons la plus grande différence pour la fonction objectif et stockons la solution z' cor-

respondante.

Nous effectuons & nouveau les étapes précédentes en partant de z! et ainsi de suite. ’al-
gorithme s’arréte lorsqu’il trouve un maximum local, qui correspond a un point fixe pour
Iopérateur de décalage a I’ordre +P. Sinon, il retourne la meilleure solution obtenue dans

un temps ou un nombre d’itérations limités.

Enfin, afin améliorer ce maximum local, nous proposons d’appliquer plusieurs valeurs
) )
pour l'ordre P’ du décalage. Par exemple, dans les expérimentations numériques, nous

procédons par dichotomie sur P : Py = 2%, Py =281 ... Pp=1 et R= Ll?n((]\;[))J le plus

grand entier pour lequel in décalage & Pordre 2% est possible.

Cet algorithme de recherche locale effectue un appel a la fonction objectif pour chaque
décalage. Nous améliorons son efficacité en ne comparant que les termes de ’objectif af-
fectés par le décalage.

L’algorithme 3 est décrit ci-apres :
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Algorithm 3: Recherche locale

runSum =0
aurSum =0
A=0
fmaz =0
iopt = —1
for i =1 to M-1 do
d_=0
runSum = runSum + x;
auxSum = runSum + ;41
do = [pi — ¢ g(runSum)| x; + [pit1 — ciy1 g(auzSum)| z;i11
if (x; + P < M)A (xiy1 — P > 0) then
L dy = [pi—ci g(runSum + P)] (z; + P) + [pit1 — ¢it1 g(auxSum)] (xi41 — P)
if (xi—&-l + P < M) VAN (.’EZ — P> O) then
L d_ = [pi—ci g(runSum — P)| (z; — P) + [pit1 — ¢it1 g(auzSum)] (xip1 + P)
if (d; > d_) then
if (dy —dop > A) then

A =dy —d
Gopt = 1

e=1

else
if (d_ —dp > A) then

A=d_—d
lopt = 1

e=—1

if iopr > —1 then
$iopt = xiopt + € P
xiopt+1 = xiopt — € P

| fmaz = fma:p +A

i i+1
Nous remarquons que, pour tout ¢, que les sommes courantes E z; et E T, sont in-
j=1 j=1

crémentées et que 'on ne compare que les termes modifiés de la fonction objectif f, que

sont dy (pas de décalage), d4 (décalage (i,7+ 1, P) ) et d_ (décalage (i,i+ 1, —P) ).

Concernant son champ d’application, cet algorithme peut étre utilisé, soit pour géné-
rer une heuristique de premiere étape, au sens du paragraphe 3.3.2, a partir d’une solution
naive, ou bien comme un algorithme de deuxiéme étape pour affiner un maximum local

déja de bonne qualité.
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3.3.4 LocalSolver

Enfin, dans ce dernier paragraphe, nous présentons un solver commercial que nous
utlisons pour nous comparer. Ce solver est spécialisé dans la recherche des optima locaux.
Nous avons sélectionné LocalSolver(cf. Benoist et al. [20, 22, 21]), qui est 'un des leaders

du marché dans le domaine de la recherche locale.

Comme l'indiquent ses concepteurs dans Benoist et al. [20] : «Le but de LocalSolver est
d’obtenir en mode boite noire de bonnes solutions en des temps d’exécution courts (comme
le ferait des heuristiques standards de recherche locale), en particulier quand les solvers
arborescents sont incapables d’en trouver uney. Les auteurs, dans [20], expliquent que la
stratégie résolution de Localsolver repose sur trois piliers : (méta)heuristiques, mouve-

ments autonomes et évaluation.

Le solver est en effet capable de générer des solutions admissibles, via différentes (méta)
heuristiques. Il cherche également & permuter des variables, tout en préservant 1’admis-
sibité des solutions précédemment obtenues. Pour cela, il tente d’identifier un invariant

inhérent a la structure du probléme.

Pour notre probléme (PNSy ) trés peu contraint, le gradient discret ILS, introduit

a la section 3.3.3, est un parfait exemple pour illustrer cette démarche. Nous supposons

N

connue, une solution admissible (z1,--- zy), telle que Zwl = M. L’heuristique de re-
cherche locale de la section précédente, consiste alors a slijz'}‘ter i~z + 1,4 —x; — 1.
Nous pourrions aisément changer les valeurs d’un sous-ensemble {x;,, xi,, -+ ,x;, } de va-
riables de décision, tout en préservant la valeur de la somme et donc 'admissibilité de la
solution. L’opérateur somme offre de nombreuses combinaisons. En fait, toutes les solu-
tions admissibles peuvent étre atteintes. En cela, notre probléme se préte trés bien aux
explorations des solutions admissibles dans le voisinage de la solution courante, que les
auteurs nomment mouvements autonomes.

Enfin, le solver doit évaluer la qualité du mouvement proposé, l'accepter ou le rejeter et

en cas d’acceptation le propager dans son arbre d’exploration.

A notre connaissance, LocalSolver, comprend également des étapes classiques de prétrai-

tement (reformulation du probléme, réduction du domaine, élimination de variables) et
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pour le traitement des problémes en variables continues, de 'utilisation des relaxations
(linéaires et convexes), afin d’obtenir des bornes ou de prouver 'optimalité. L’architecture
cible (v4.0 en 2014), qui devrait étre en place dans la version utilisée (v9.5) est décrite

dans Benoist et al. [22] :

. " s ~
T Preprocessin Neighborhood Search Moves
Feasibility search L ng g
Optimization Model rewriting Simulated annealing | Combinatorial Mixed
Structure detection Restarts ,
Small Small Small
\
Constraint inference Randomization Compound Compound ' | Compound
Variable elimination Learning Large Large \ Large
. L »,
Domain reduction s [ i 5 h
Divide & Conquer Propagation
Infeasibility proof Tree search Discrete propagation Dual linear relaxation
Lower bound Interval branching Interval propagation Dual convex relaxation
L L e o

FIGURE 3.1 — Architecture cible de LocalSolver v4.0 (cf. [22] p64)

Nous n’avons pas mené une étude comparative exhaustive de tous les solvers du mar-
ché, permettant de résoudre localement le probléme (1.1). Nous supposons donc que les
résultats obtenus par LocalSolver sont représentatifs de ’état de I’art des solvers commer-

ciaux, spécialisés dans la recherche locale, pertinents pour notre probléeme.

3.3.5 Taille du grain et complexité

Nous nous intéressons dans cette section a I'impact de la finesse du grain P (incrément
minimum des variables de décision) sur la complexité de TSDP.
Nous supposons N = 10% M = 10°, P = 10° avec A\ = 5 et nous appliquons les résultats

de complexité de la section 3.3.

La DP & gros grain est en O(10%t20-2¢) et la DP avec bornes est en O(102(t¢+1)), La com-
plexité temporelle s’avére donc étre en O(10™ax(a+2b=2¢,2042¢4+2)y Qon minimum théorique
est atteint pour ¢ = %(2() —a — 2), ce qui revient a une complexité temporelle minimale
en 0(1037“'1’“) (ou O(N M )). Si nous restreignons ¢ aux entiers naturels, nous devons
faire un arrondi au plus proche entier, d’ou ¢ = |¢ + 0.5]. Par conséquent, la complexité

temporelle réalisée est en O (10max(“+2b_2672“+25+2)>.
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En comparaison de la DP exacte O(10%t2%), nous gagnons théoriquement un facteur

10b-3-1 (ou 10%)' De plus, le gain de temps réalisé grace a T'SDP croit lorsque M
croit relativement & IN. Si nous supposons que, a, b et P sont entiers, afin de respecter le
cadre du probléme en variables entiéres (PN Sy ), nous pouvons par exemple réaliser la

quasi-totalité du gain théorique en supposant ¢ rationnel et en posant P = |10].

3.4 Résolutions approchées du probleme continu

Nous nous intéressons, dans cette section, au probleme en variables continues, noté
(PN SN ), pour lequel nous cherchons & calculer des bornes inférieures (i.e solutions ad-
missibles) de bonne qualité . En effet, sans autre hypothese de convexité, les solutions

obtenues, restent au mieux des extréma locaux.

Cependant, lorsque M > N les solutions continues constituent de bonnes approxima-
tions pour le probléme en variables entieres. C’est pourquoi, nous espérons également
trouver dans le voisinage de ces maxima locaux variables en continues, de (trés) bonnes

solutions entieres de (PN Sy ).

Le probleme (PNSns) (cf. (1.4)) est muni d’une fonction objectif C! définie sur un
support compact C. Il existe donc un maximum global, qui fournirait une borne supé-
rieure pour le probléme (1.1) en variables entieres. Cependant, la résolution globale est a

priori aussi difficile en variables continues qu’en variables entieres.

C’est pourquoi nous considérons ici des techniques issues de la programmation mathé-
matique non linéaire convexe, en réduisant nos ambitions & des maximas locaux. Avec
une seule contrainte linéaire, nous nous sommes orientés vers des algorithmes de gradient.

Nous avons sélectionné la méthode de gradient projeté proposée par Rosen [95], [96].

3.4.1 Gradient projeté

Nous commencgons par expliciter 'opérateur de projection orthogonale sur ’hyper-
plan des solutions admissibles C. Il se calcule directement, en raison de la linéarité de la
contrainte :

— Le gradient projeté correspond a la projection orthogonale sur I’hyperplan tangent

a une solution admissible. Pour une contrainte linéaire, il correspond simplement a

I’hyperplan des contraintes C.
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— Soit # un vecteur de RY et Pg(z) sa projection orthogonale sur C. Par définition

de la projection orthogonale,  — P¢(x) est orthogonal a C.

— Le gradient de la contrainte (XY, 2; — M) est (1,---,1). Il est par définition
orthogonal to C, donc colinéaire & x — Pe(z). Nous en déduisons Vi, Pe(x); =
T +p- 1.
Pe(z) est une stratégie admissible. En sommant sur 4, nous obtenons : y = &(N —

¢T=1 ;). .
— Nous en concluons pour 'opérateur Pe : Vi, Pe(x); = x; + T (N - erzl xj).
Nous décrivons ensuite ’algorithme de gradient projeté :
— Nous partons d’une solution admissible 0.
— Nous effectuons un déplacement depuis 2° de la quantité -V f(2°), ot f correspond
a la valeur de la function objectif du probléeme (1.4) et le pas du gradient 7 est
constant.

— Pour simplifier les notations nous noterons : Vf(2%); = Vf9.

— Nous projetons orthogonalement sur C, z! = (3:0 +n- Vfo) . Pe(xl); = 20 +

1 T
|V - 52V
j=1

— Nous itérons sur sur z', jusqu’a la condition de sortie ||V f*|| < ¢, pour un seuil €

prédéfini.

3.4.2 Solver libre NLopt

Plutot que d’implémenter directement différents algorithmes de gradient, nous nous
sommes tournés vers un solver libre et ouvert, spécialisé en optimisation non linéaire
continue : NLopt (cf. Johnson [64]). Nous avons testé tous les algorithmes de gradients
disponibles et pertinents pour notre probleme (1.4) et avons selectionné le Conservative
Convex Separable Approzimation, Quadratic Version, noté (CCSAQ) et proposé par Svan-

berg [108], qui est le plus efficace pour le probléme continu.

Dans un contexte de maximisation, celui-ci génére et résout des sous-problemes convexes
séparés pourvus, a chaque itération, d’une fonction objectif et de contraintes approchées.
Une propriété de ces sous-problemes est qu’ils fournissent, sous certaines conditions, une
suite de solutions réalisables qui converge dans l’ensemble des points qui satisfont les
conditions de KKT. Cet ensemble est non vide car 'optimal existe. Mais, sans autre hy-

pothese, la solution limite satisfait une condition nécessaire non suffisante de convergence
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globale. Elle ne fournit donc pas en général un maximum global et ne peut pas non plus

étre utilisée comme borne supérieure pour le probléme en variables entieres.

En pratique, cela se vérifie, car nous avons trouvé certaines instances pour lesquelles la
borne inférieure fournie par NLopt était en dessous de 'optimal du probléme en variables

entieres (par une tres faible marge néanmoins).

3.5 Borne supérieure naive : majoration par une fonction
séparée

Les méthodes des sections précédentes ont permis de calculer des bornes inférieures,
pour les probléemes en variables entiéres ou continues. Cependant, nous avons besoin de
la résolution exacte par DP afin de mesurer la qualité des bornes inférieures obtenues.
Lorsque la DP exacte n’est pas disponible (en raison de contrainte de mémoire) ou pas
efficace (contrainte de temps), la distance a 'optimum ne peut étre mesurée. Nous recher-
chons donc classiquement une borne supérieure, permettant d’encadrer 'optimum global,

bien que, dans le cas non convexe, cela peut s’avérer une tache ardue.

Nous proposons, dans cette section, de calculer premiére borne supérieure, en majorant
par un probléme séparé, qui peut étre résolu analytiquement, sous certaines hypotheses de
régularités sur la fonction de pénalité g. Pour cela, nous utilisons un argument de mono-
tonie. La fonction g est strictement croissante et les variables de décision x; sont positifs.
Nous minorons la fonction de pénalité par sa derniere variable de décision, qui est positive,
ce qui permet d’obtenir une fonction objectif séparée :

i

Onag( Y a) > gla)

k=1

Nous nous intéressons au probleme non linéaire, en variables continues suivant :

UBg = max U(x) (3.4)

zeC
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N N
Ux) = uix) =) [pi — ¢ -?(wi)}x-
n=1 n=1

Ce probléme est bien défini. Il est de plus un majorant des problemes (1.1) et (1.4). De
plus, c’est un probleme séparable (sa fonction objectif peut s’écrire comme une somme de
de fonctions univariées).

Nous présentons maintenant une condition suffisante sur la fonction de pénalité g qui

permet d’assurer que le probléme (3.4) est convexe. !

Lemme 2. Nous considérons la fonction x — xG(z), définie sur Ry. Si celle-ci est stric-

tement convexe, alors la fonction U is strictement concave et le probleme (3.4) is convexe.

Démonstration. 11 vient directement de la définition de u; :
ui(z) = pix — ¢; [xg(x)]

Pour tout 4, ¢; > 0, donc —c¢; [z g] est strictement concave ainsi que u;, qui est la somme
d’une fonction linéaire et d’une fonction concave. Par conséquent U, qui est la somme de

fonction concaves est également concave. O

Nous avons choisi, dans les expérimentations numériques des fonctions pour lesquelles

les résultats du lemme 2 s’appliquent.

Lemme 3. Les fonctions concaves utilisées pour les expérimentations numériques (cf.
section 5.1.8), g(z) = 17, 9(z) = 1 - ﬁ, g(x) = Zarctan(z) sont concaves et

satisfont les hypothéses du lemme 2.

Démonstration. La convexité est obtenue par le calcul direct de [z g(:z:)]”

3.5.1 Résolution du probleme séparé

Nous calculons le lagrangien du probléme (3.4) et le recherchons ses points station-

naires. La condition de qualification de la contrainte est satisfaite par linéarité de cette

1. Dans ce document, nous parlerons uniquement de probléme convexe, méme dans un contexte de
maximisation, étant bien entendu que nous cherchons & montrer la concavité des fonctions et/ou des
contraintes, ou leur majoration par une fonction concave.
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derniére et le probleme (3.4) est convexe. Par conséquent les équations de Lagrange four-

nissent un maximum global.

Nous nous intéressons plus particulierement & z — 7 :

Di — A
):

G

T+ b

Ona:zg(z

Comme g est continue en 0, donc : b =10

pi — A
Ci

Dou : zg(x) = x

Nous pouvons facilement résoudre les équations de Lagrange lorsque les vecteurs des

prix p et ¢ sont constants.

Lemme 4. Sous les hypothéses du lemme 2, si les vecteurs de prixz p et ¢ sont constants,

alors le mazimum global du probléme (3.4) est unique, la stratégie optimal d’écoulement

5 LA (M M o M
est donnée par : & = (5, -+, ) et UBo =M [p— cg(w)}
, . L o N p—A
Démonstration. Les conditions de KKT ont permis d’obtenir z g(x) = x.
c

La fonction g is strictement croissante et continue sur R ; elle est donc injective. Nous en

p—A

E ), qui est une constante indépendante

déduisons & i fixé, soit x; = 0 ou bien z; = yil(
de 1.

De plus, sous les hypothéses du lemme 2, - g est aussi strictement convexe, donc [z - g]’ est
strictement croissant sur R et par conséquent injective. Soit z = (x1,--- , x ) satisfaisant
aux conditions de KKT et ¢ < j :

29 (@) = [2) (a5) = 22

Nous en concluons x; = z;. Puisque le vecteur nul ne satisfait pas la contrainte, il ne nous
reste que 1’écoulement linéaire V, 7, z; = %, A=p— cg(%), et UBg est obtenu par calcul
direct de U. O
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Lorsque nous relachons cette hypothese et que p varie, nous pouvons encore obtenir
une borne supérieure pour le probléme (3.4). En effet, soit 7 = max p; et ¢ = min¢;
1 K3
Alors, pour tout t : wu(xy) < [f) — gg(xt)}:rt En appliquant le lemme 4 au membre de

droite, nous obtenons :

Lemme 5. sous les hypothéses du lemme 2, avec p = maxp; et ¢ = minc;, nous établis-
(] K3

sons !

M
UBy < M [p—cg()
N
Pour simplifier les notations, en particulier expérimentations numériques, nous nous
référerons a cette borne supérieure comme UBy, sans séparer les différents cas (p constant

ou non).

Une résolution analytique est également théoriquement possible, si l’on suppose que Vi, x; >
0 : Nous repartons des conditions de KKT que nous sommons sur ¢. Nous en déduisons

I’équation implicite en A suivante :

N _
Sot(E) =M (3.5)

i=1 Gi

Si I'on suppose cette équation résolue en utilisant les méthodes classiques de recherche de
racines (méthode de Newton etc.) et définissons A ’ensemble de ses solutions, alors pour
tout élément A € A, nous en déduisons une solution optimale x, telle que :
Vi, 3 =g (M)

Ci
Nous n’avons cependant pas poursuivi dans cette direction lors des expérimentations nu-

mériques.

3.5.2 Autres résultats théoriques

Nous allons chercher & montrer, dans cette section, que, lorsque les vecteurs de prix p
et ¢ sont constants, la solution optimale du probleme en variables entieres ne contient pas

d’éléments nuls. Nous supposerons cette hypothese satisfaite dans toute cette section.

Pour cela, comme pour l'algorithme de gradient discret de la section 3.3.3, nous nous
intéressons a l'opérateur de shift de taille P, au rang j, qui préserve ’admissibilité des

stratégies d’écoulement. Soit x = (z1, - ,Tj—1, %), Tj41,  * ,TN)
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et 2= (z1, -, 2j-1,2j + P,xj11 — Pyxjie,- - ,ZTN)

Nous calculons :

- uz xz)

i)+

Sotestsa ) s

k=1 k=1

Sous I’hypotheése de prix constants, nous pouvons considérablement simplifier cette
différence. En effet, dans ce cas, les termes w; pour ¢ < j — 1, sont identiques entre x
et z donc les sommes partielles de 1 a ¢ en z; et x; le sont également. De méme, pour
i >j+2, vy =z et les termes z; + P et x; — P sont inclus dans les sommes partielles a

1. Le shift P s’annule et les sommes partielles sont égales. Nous en déduisons donc :
Jj+1
f Z'Uz Zz - xz)
=p [$j + P — Z; + Tjt+1 — P — l‘j+1]

+ clg(us) w5 = 9(y; + P)(w; + P) + g(yj+1) 2101 — 9(wy1)(w; — P)]

Nous en déduisons :

F(2) = f(@) = ¢ (25 [9(95) = 9(y; + P)] + P [g(yj+1) — 9(y; + P)]) (3.6)

J
Ou y; = sz
i=1

Théoreme 4. Soit x une solution admissible de D. S’il existe un indice j < N tel que

xj =0, alors © n'est pas optimale pour le probléme (1.1) en variables entiéres.

Démonstration. Nous allons procéder par ’absurde.

Soit z la stratégie optimale de D. Nous avons x = (21, -+ ,2j—1,0,2j41, -+ ,ZnN) ol j est
le premier indice de coordonnée nulle de .

Etape 1 : Nous nous intéressons tout d’abord a z; = (z1,- -+ ,%j—1,2j+1,0,Zj42, - ,ZN)
et z9 = (.’L’l, vy xj9,0, 51, 140,00 ,.I'N)

Nous faisons un shift de z, a 'ordre j de P = +x;11 pour obtenir z; :

F(21) = @) = e (0- [9(y;) = 9y + zj41)] + 201 [9(yj41) — 9y, +7541)])
=0
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Le second terme est nul car y;+1 = yj + 2;41. Nous en concluons f(x) = f(z1).

De méme, nous effectuons un shift de x, a 'ordre j — 1 de P = —x;_; pour obtenir z» :

F(z2) = J(@) = (2j-1 - [9-1) = 9(yj—1 — 2;-1)] = 21 [9(yy) — 9(yj—1 — 25-1)])
=c (1 - [o(yj1) — 9(yj2)] — 251 [9(y)) — 9(y;—2)])
—c 251 (9(y5-1) — 9(uy))

f(z2) = f(x) =0, parce que y; = yj—1 + x;
=

Donc f(z2) =f(z)

Etape 2 : Nous nous intéressons maintenant au shift de z d’une unité (P = 1),

a lordre j.

£(2) = f@) = (0- [9y;) = 9lys + D] + [g(y; + z541) = 9(y; + 1)])

=c (g(yj +xj41) — g(y; + 1))

Nous remarquons donc que si z;11 > 2 alors cette différence est strictement positive, ce
qui conduit a f(z) > f(z) ce qui contredit = optimal.

Comme les xj, sont positifs, par hypothese, cela impose donc zj41 = bj41 € {0;1}. Nous
noterons b en référence a la variable binaire.

Donc z = (1, -+ ,2j-1,0,bj11,Tj42, - , ZN).

Cependant, z; = (21, ,2j-1,bj41,0,Zj42, -+ ,zN) est également optimal car f(z1) =
f(z). Nous procédons comme précédemment, en appliquant & z; un décalage (i.e, shift)
d’une unité en j + 1. Et nous concluons que ;2 = bj;2 € {0;1}, sinon nous aboutissons
a une contradiction.

En procédant ainsi sur tous les indices ¢ > j + 1, nous montrons que :

z=(x1, - ,2j-1,0,bj41,bj42, -+ ,bn), o les b; sont binaires.

Etape 3 : Symétriquement, zo = (z1,--- ,2j-2,0,2;—1,bj41, -+ ,bn) est également opti-
mal car f(z2) = f(x). Comme précédemment, le décalage d’une unité en j — 1 permet de

montrer que z;_1 est binaire. Nous procédons de méme, de proche en proche pour 7 < j.

Nous avons donc établi que z = (x1, - ,2j-1,0,241, - ,2n) optimal entraine x =
(0, ba, bs, - - ,bN), oub; € {0; 1}.
Mais Ef\il x; < N < M, ce qui contredit ’admissibilité de la solution z. ]
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de résolution a l'optimum de
(PNSn,m), via la DP. Cependant, la résolution n’est efficace que pour les petites ins-
tances, en raison de sa complexité en O(N M?). C’est pourquoi nous avons introduit trois

grands types d’heuristiques.

Tout d’abord les heuristiques naives (écoulement & tout prix ou linéaire) qui servent de

benchmark.

Puis, dans la continuité de la méthode exacte, la méthode TSDP, qui, comme son nom
I'indique procede en deux étapes, a l'aide de la DP : une étape, dite a gros grain pour
obtenir rapidement une solution admissible puis une recherche plus intensive dans un ban-

deau autour de cette solution.

Enfin, nous avons présenté un algorithme de recherche locale, qui part d’une solution
admissible et ’améliore par décalages successifs, le long de la direction de plus grande
variation (d’ott son surnom de gradient discret). Nous notons, a titre de perspectives, que
de nombreuses autres méthodes (meta)heuristiques, pourraient également étre utilisées
pour obtenir une bonne solution admissible (e.g, approfondissement de la méthode des

voisinage, recherche tabou, algorithme génétique).

Concernant la méthode TSDP, nous avons tout d’abord discuté la complexité de cette
heuristique en fonction de la taille du grain et du bandeau et estimé le gain de complexité,
par rapport a la solution exacte, lorsque le grain minimise la complexité de I'heuristique
TSDP.

Bien qu’elles puissent étre couplées, nous avons étudié le cas ou les deux étapes de la
méthode TSDP sont indépendantes. En effet lorsque M > N, la relaxation continue de
(PN SN ), fournit une bonne approximation du probléme en variables entiéres.

Nous avons alors appliqué des méthodes d’optimisations continues, comme le gradient pro-
jeté, pour obtenir un maximum local du probleme continu.

Nous avons ensuite utilisé ce maximum local (continu) comme point de départ de la
deuxieéme étape, qui fournit des solutions entiéres de (PN Sy ), par recherche dans le

voisinage, en s’appuyant sur la DP avec bornes.
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Nous avons donc proposé une méthode hybride ou les solutions locales du probléme
continu, servent a approximer finement la solution globale du probleme en variables en-
tieres.

Nous avons également présenté une variation de cette méthode hybride, dont la premiere
étape, se compose des solutions continues obtenues a partir d’'un solver dédié & 1’opti-
misation continue non linéaire NLopt. Comme précédemment, nous notons, a titre de

. , - , e . . .

perspectives, 'existence de différentes méthodes d’optimisation continue, qui auraient pu

étre utilisées, comme premiere étape de notre méthode hybride.

L’objectif de la premiere partie de ce chapitre a été de proposer une résolution «a gauche»
(dans un contexte de maximisation) de (PNSn ), ¢’est dire une résolution & I'optimum,

ou une borne inférieure trés proche de 'optimum global.

Dans la seconde partie du chapitre, nous avons, par un argument de monotonie, obtenu
une premiére borne supérieure de (PN Sy ), sous conditions supplémentaires sur g. De
maniere générale, 'obtention de bornes supérieures qui convergent vers l'optimum, fera

I’objet du prochain chapitre.

Le dernier paragraphe établit un résultat théorique sur la nature de la solution optimale,

qui, sous I’hypothese de trajectoire constante, est dépourvue d’éléments nuls.

Le schéma suivant résume l'articulation des méthodes proposées dans ce chapitre :

72



3.6. Conclusion

Taille d’instance

Petites instances : Moyennes et grandes ins-
Résolution a loptimum par tances :
DP. Compléxité en O(N M?) Encadrement de l'optimum
Bornes inférieures : [Bornes supérieures J
Méthodes heuristiques
= Borne sup. naive
Heur. Naives ] .
par monotonie
TSDP dgscréte Etude générale au
en O(N2 M) chapitre 4
Max local C° wi
Meth.  hybrides unaxra(()ica roie tzm
quand M > N : / S ]
Optim. continue ‘\ LEGENDE :
+ DP bornée Max local C° wia : :
Lien logique
NLopt D 5
LocalSolver ] C] Dans ce chap.
D Au chap. 4
Perspectives : autres mé- ,
{thodes de I’état de l'art. } C] Non abordé

FIGURE 3.2 — Schéma récapitulatif des méthodes proposées dans ce chapitre
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Chapitre 4

Convexification du probleme

Nous avons introduit, dans le chapitre précédent, les méthodes exactes, pour résoudre le
probléme a l'optimum, ou approchées pour fournir de bonnes solutions admissibles (bornes
inférieures de 'optimum) en nombres entiers. Cependant, lorsque les méthodes exactes ne
sont pas disponibles ou efficaces, il est nécessaire d’avoir une borne supérieure afin d’ob-
tenir un encadrement fin de 'optimal. Comme le probléme est non convexe, les optima
locaux ne sont pas globaux. La relaxation continue ne fournit donc pas directement une
borne supérieure du probléeme discret. Elle doit pour cela étre résolue globalement, ce qui
est & priori aussi difficile que le probleme en variables entieres. La technique naturellement
employée (cf. section 2.3 de I’état de 'art) dans cette situation, consiste a convexifier le
probléme, c’est a dire, 'approximer (le majorer dans un contexte de maximisation) par
un probléme convexe qui peut étre résolu plus facilement et qui fournit une borne supé-
rieure du probléme initial. Nous pouvons itérer ce procédé, ce qui revient a déterminer
une suite de problémes convexes qui majorent le probléme initial et en fournissent une
borne supérieure de plus en plus fine (proche de 'optimum du probléme initial). Nous
nous intéressons a la convergence d’une telle suite vers 'optimum du probleme initial, afin
d’obtenir une résolution exacte (ou e—convergente dans le cas continu), ou bien fournir

une borne supérieure fine en temps contraint.

Une premiere étape, préalable a sa convexification, consiste a transformer le probléme
en un probléme équivalent, qui met en évidence les termes non convexes. En effet, le pro-
bleme traité (PN Sn, M) a une seule contrainte linéaire d’égalité, donc sa non convexité
réside dans la fonction objectif. Nous allons montrer qu’elle peut s’écrire comme une
somme de termes linéaires dans les variables de décision, ou de produits bilinéaires, en

introduisant des variables auxiliaires. Cette technique de transformation du probléme en
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un probléme équivalent, en décomposant sa fonction objectif en sommes et produits bi-
linéaires est appelée la factorisation du probléeme. Cette technique, ainsi que 1’étude des

problémes factorisables ont été introduites par McCormick [79].

Nous effectuons quelques rappels sur la factorisation a la section 4.1, puis nous appliquons
cette technique a notre probleme & la section 4.2. Nous proposons ensuite une relaxation
convexe du probléme factorisé a la section 4.3. Enfin, & la section 4.5, nous proposons deux
algorithmes de Branch & Bound, en faisant varier les regles d’exploration. Nous cherchons

a déterminer une solution exacte, ou bien une borne supérieure fine du probléme factorisé.

4.1 Rappels de factorisation

Nous nous intéressons dans cette section a la factorisation d’un probleme d’optimisa-
tion. Elle a été introduite dans les travaux fondateurs de McCormick [79] et [80]. Nous
utilisons la factorisation pour atteindre deux objectifs. Nous cherchons tout d’abord a dé-

composer la fonction objectif et les contraintes du probléeme en éléments plus simples.

Comme au chapitre précédent, cela constitue d’ailleurs une démarche générale en opti-
misation, nous cherchons & nous ramener a des fonctions d’une seule variable ou a des

fonctions séparables, qui s’écrivent comme une somme de fonctions univariées.

Puis, notre second objectif est d’isoler les sources de non convexité, afin de pouvoir les
traiter séparément.

Prenons par exemple le probleme (P;) défini par :

min  f(z) = cos(x1 + x2) + 212 + Tzo? — 221 29
(P)q scc |an<z1<b
az < wy < by

Nous introduisons les variables auxiliaires suivantes :

r3= 1+ T2
_ 2
x4 = cos(z3) — x3
T5 = x4+ 2212 + 8192
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et définissons le probléme suivant :

min x5

s.c |x1+ax9—23=0
cos(z3) — 232 — 24 =0
x5 = T4 + 221° + 8192
0<a; <z1<b
0<as <zy<b

a; +az <3 < by + bo
ay < x4 < by

Ou les bornes ayq, by se calculent directement par analyse réelle de la fonction univariée
x > cos(x) — 2.

Les probléemes (P;) et (P,) sont clairement équivalents. Les deux problémes sont non
convexes. Cependant (Ps) est séparable. Il apparait de plus clairement dans (P) que le
seul terme non convexe dans l'expression de x4 est : cos(z3) — 32 (qui est en fait une
fonction concave sur R). Si nous connaissons une fonction minorante convexe proche de

2 sur son domaine de définition, alors nous pouvons déterminer un

x3 +— cos(zg) — w3
probléme minorant convexe de (P») qui fournira une borne inférieure fine.
Nous présentons maintenant la définition formelle d’une fonction factorisable, extraite de

Schmidt [99] :

Définition 2. Une fonction f: R™ — R est dite factorisable si elle peut étre écrite comme
la somme de produits de fonctions univariées continues issues d’un ensemble donné O,

dont les arguments sont des variables, des constantes ou d’autres fonctions factorisables.

Un ensemble adapté a nos exemples est : O = {+, X, /, A ,exp,log,sin, cos, }.
Une interprétation graphique d’une fonction factorisable est celle d’un arbre dont les nceuds
sont des opérateurs de O et les feuilles des variables ou des constantes.

Nous pouvons par exemple représenter la fonction objectif du probléme précédent (P) :

FIGURE 4.1 — Graphe de la fonction objectif du probléme factorisable (P;)
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Chapitre 4. Convexification du probléme

Définition 3. Si la fonction objectif ainsi que toutes les contraintes sont factorisables,
alors on dit que le probleme est factorisable. Les graphes de fonctions ou de probléemes

factorisables sont des graphes acycliques orientés (DAG).
Remarque 6. En général, la factorisation d’une fonction n’est pas unique.

Comme nous ’avons indiqué précédemment, le second objectif est d’isoler les termes
non convexes. Elle permet en fait de les ranger en deux catégories :
— La composée d’une variable ou d’une expression factorisable par une fonction uni-
variée.

— Le produit de deux expressions de la premiere catégorie.

McCormick [79] propose une définition des fonctions factorisables, plus générale et im-
plicite, qui correspond a une somme de produits de fonctions univariées continues, dont
les arguments sont des variables de décision, des constantes ou d’autres fonctions factori-
sables. Il définit alors un programme factorisable, si nous pouvons poser X; = x;, i < n
(on conserve les variables de décisions initiales du probléeme) et définir des variables auxi-

liaires sulvantes
i—1 k

ZT% Xe(@)] + D> U p [ Xi(@)] Vi [Xp(@)], n<i <N
k=1p=1
ou T,U et V sont des fonctions univariées. Pour convexifier tous les problemes factori-
sables, il faut et il suffit de savoir convexifier :
— Une fonction univariée réelle C? composée avec une fonction continue de R™ dans
R.

— Un produit de deux fonctions de ce type.

Nous décrirons ces deux convexifications de maniere générale, puis appliquées a notre
probléme (PN Sy ar), & la section 4.3. Pour résumer, la factorisation permet de transformer
le probléme initial en un probléme équivalent dont les fonctions (objectifs et contraintes)
sont des sommes de produits de fonctions univariées et dont les sources de non convexité

se rangent en deux catégories, traitées de maniére générique dans McCormick [79].

4.2 Factorisation du probleme

Dans cette section, nous allons appliquer la technique de factorisation présentée a la

section précédente au probléme traité. Nous allons commencer par factoriser (PN Sy i)
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dans le cas N = 2 a la section 4.2.1, puis le cas N = 3 a la section 4.2.2. Nous étendrons
ensuite la factorisation au cas général a la section 4.2.3. Dans un contexte de maximisation,
nous proposerons, dans chaque cas, un probléme factorisé équivalent et identifierons les

termes non concaves de la fonction objectif.

4.2.1 Factorisation pour le cas convexe a deux variables

Dans ce cas tres simple, 1 +x2 = M et la fonction objectif est naturellement univariée.

f(z1) = [p1 —cr-g(z1)]z1 + [p2 — e - g(M)] (M — 1)

La seule partie non linéaire est —cy - g(x1) z1. Sous les hypotheses faites a la section 3.5 (g
concave et x — xg(z) convexe), la fonction objectif est une fonction concave et le probleme
(PN Sy ) est convexe. Dans ce cas, il n’y a pas d’intérét a factoriser et le probleme se
résout facilement par analyse réelle dans le cas continu et par DP dans le cas discret. Nous
allons voir que ce cas fait figure d’exception, car a partir de N > 3, la fonction objectif

comporte des termes non concaves.

4.2.2 Factorisation du produit bilinéaire pour le cas a trois variables

Le cas (Ps ) offre plus d’intérét car sa factorisation met en évidence un produit du

type X g(Y).

f(@) = (p1 —c1g(x1)) 21
+ (p2 — c2g(w1 + @2)) 22
+ (p3 — 3 g(M)) 3
nous conservons les variables de décisions et introduisons 3 nouvelles variables auxiliaires :
Xi=mjy,i=1---3
Xy =X1+ X5
Xs=X1+Xo+X3=M
Xe = p1 X1 —c19(X1) X1+ p2 Xo — 2 9(Xg) Xo + <p3 —c3 Q(M)) X3

Pour simplifier les notations, nous poserons g(M) = H.
La constante H correspond au seuil de calibration de la fonction de pénalité g. En pra-
tique, nous prendrons H = 0.99 dans les expérimentations numériques. La justification et

la méthode de calibration seront discutées a la section 5.1.5.
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Chapitre 4. Convexification du probléme

Le probleme factorisé équivalent est le suivant :

max X6
Xy = Xi+Xo
X5 = X1+Xo+X3=M (4.1)
Vi, 0< X; <M
Vi, X, eN

Comme nous ’avons remarqué a la section 4.1, cette factorisation n’est pas unique. L’équi-
valence des problemes factorisés et initiaux se lit directement sur la définition de (4.1).
De plus, nous notons que les contraintes issues de la définition des variables auxiliaires
sont linéaires (donc concaves).

Enfin, sous les hypotheses de la section 3.5, © — —c; g(x) x est une fonction concave, donc
le seul terme non concave de f est le produit —co X2 g(X4), qui entre dans la seconde
catégorie décrite a la section précédente 4.1. Il nous suffit de savoir majorer ce terme par

une fonction concave pour en déduire un probléme majorant de (PN Ss ar).

Par la suite, sauf mention contraire, on ne se référera plus qu’a la forme factorisée du

probléme. Nous pouvons maintenant passer a la factorisation dans le cas général.

4.2.3 Factorisation dans le cas général du probléme (PN SN7M>

La factorisation du probleme (PN Sy ) va simplement généraliser le traitement des
termes linéaires et des termes produits, rencontrés a la section précédente pour le cas
N =3.

Nous posons, comme précédemment X; = x; pour 1 <i < N.
i
Le terme générique produit dans la fonction f s’écrit : g( Z Tk) T
k=1
Nous définissons alors la variable auxiliaire qui correspond a la somme partielle de 1 a i,

7
dans la fonction de pénalité g : Xny;—1 = Z Tk

k=1

Nous procédons ainsi pour 2 <7 < N — 1.
N

La derniere variable auxiliaire Xon_1 = Z xp = M correspond a la somme totale de
k=1

I’écoulement et on retrouve la contrainte initiale. Nous avons donc créé N — 1 variables
auxiliaires, soit 2N — 1 variables au total.

Nous avons également rajouté N — 2 contraintes linéaires d’égalité, pour un total de N —1
contraintes.

Concernant les bornes, les variables initiales sont bornées par 0 et M. De plus, les variables
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auxiliaires, qui sont des sommes partielles des variables initiales, sont évidemment positives
et sont également majorées la somme les variables X; de 1 & N qui est égale a M. Enfin,
par convention, Xon correspond a la fonction objectif.

Nous en déduisons finalement le probléme factorisé suivant :

N N—1
max Xon = (sz Xi) —(01 9(X1) X1 +eng(M) - XN) + Z (—ci) - [Xi 9(XNtiz1)]
i=1 1=2
X, = 2 1<i<N
i
Xnpio1 = > Xj, 2<i<N-1
j=1

XoN-1= (i\f:X]‘) = M

1
0<X;<M ,1<i<2N-1
i, X; €N

(4.2)

Nous avons plusieurs remarques utiles pour la suite sur le probleme factorisé équivalent.
Tout d’abord, dans le cas général, il y a N — 2 facteurs non concaves de type produit.
De plus, comme nous ’avons mentionné a la section précédente, les N — 1 contraintes
d’égalité, sont linéaires.

Nous notons également les deux points suivants qui découlent des relations linéaires entre

les variables initiales et auxiliaires :

Remarque 7. Lorsque les N premicres variables de décisions sont fizées, alors toutes les

variables auziliaires sont déterminées ainsi que la solution du probléeme factorisé.

En effet, pour X 1,1 est fixé lorsque les X7 a X; le sont et Xony_1 = M, pour tout
N > 3.

Remarque 8. Réciproquement, si les variables auxiliaires X ny;—1 sont fixées pour i = 2
a N — 2, alors les variables initiales sont toutes déterminées, sauf X1 et Xo qui sont liées

par X1+ Xo = cst (= Xy fizée). Il reste donc un unique degré de liberté au probléme.

Nous remarquons simplement que pour tout 7, 2 <i < N — 1,
i+1 i

Xnyi— Xnyic1 =D X — > Xp = Xip1
k=1 k=1

Donc X3 a Xon_o sont ainsi déterminées lorsque les variables auxiliaires sont fixées.

Xon_1 = M, par définition, donc seules X7 et X9 ne sont pas déterminées; mais elles
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sont liées par X7 + X9 = Xy (fixée), ce qui laisse un degré de liberté.
Ces remarques vont s’avérer utiles pour restreindre le domaine admissible apres chaque

branchement (cf. section 4.5).

Nous avons identifié les termes non concaves qui doivent étre convexifiés pour obtenir
une borne supérieure de (PN Sy ar). Nous présentons dans la prochaine section une mé-
thode générale de convexification des deux seuls cas, discutés a la section 4.1, qui peuvent

se présenter pour un probleme factorisable.

4.3 Relaxation convexe

A la section précédente, nous avons introduit une méthode de transformation du pro-

bleme, permettant d’en isoler les termes non convexes.

Dans cette section, nous nous intéressons a la relaxation convexe du probléme (PN SN, M).
Pour cela, a la section 4.3.1, nous commencons par des rappels généraux, qui font écho a
la section 4.1, sur les problemes convexes et les enveloppes convexes ou concaves.

Puis, nous rappelons a la section 4.3.2, les deux cas de non convexité pour les problémes
factorisables, également présentés a la section 4.1, que nous résolvons a ’aide des théo-
rémes et des inégalités de McCormick [79].

Nous proposons ensuite, a la section 4.3.3, une relaxation convexe dédiée au probléme
traité (PNSN,M) .

Enfin dans cette méme section, nous proposons une relaxation convexe plus précise de
(PNSn ) avec des contraintes de bornes indépendantes pour chaque variable de déci-
sion.

Cette derniere relaxation va jouer un role tres important dans la résolution du probléeme

via les algorithmes de Branch & Bound de la section 4.5.

4.3.1 Rappels de convexité

Dans cette section, nous rappelons ce qu’est un probléme convexe et une enveloppe
convexe (resp. concave) et nous nous intéressons au role de ces enveloppes dans le cadre

de la relaxation convexe d’une fonction univariée.

Pour un PMVE, la notion de convexité n’est pas naturelle. Nous en donnons la défini-

tion suivante, extraite de Schmidt [99]. Nous considérons pour cela une fonction objectif
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f:R"™ = R et p fonctions de contraintes ¢; : R® = R, j=1---p.

Définition 4. Soit (P) un programme mathématique en variables entiéres défini par :

min f(z)

T€R”™ )
(P)q ¢j(z)<0 ,j=1--p
Vi, x; € N

P est un probleme convewe si les fonctions f et cj,pour tout j, sont convexes.

Un PMVE (P) est dit conveze si sa relaxation continue est un probléme convexe
d’optimisation, noté (P).
En effet, I'ensemble des solutions admissibles de (P) est S = {z € R"/ Vj,¢;(z) < 0}
est un ensemble convexe si c¢; convexe pour tout j (la preuve vient directement de la
définition de la convexité d’une fonction). De plus, f est une fonction convexe sur S. Nous
retrouvons donc bien la définition générale d’un probleme convexe, pour un probléme en

variables continues.

Dans un contexte de maximisation, on propose, symétriquement, la définition suivante :

Définition 5. Soit (P) un programme mathématique en variables entiéres défini par :

max f(z)

(P)q ¢j(z)>0 ,j=1---p
Vi, z; € N
Symétriquement, P est un probleme convexe si les fonctions f et cj, pour tout j, sont

concaves.

Conformément a 'usage, nous ne parlerons, dans cette étude, que de problemes et de
relaxations convexes, pour simplifier le discours, sans perte de généralité.
Cependant, dans notre contexte de maximisation, nous chercherons une fonction majorante
de l'objectif f qui soit concave. Une telle fonction sera appelée surestimation concave de
f- Réciproquement dans un contexte de minimisation, on chercherait une sous-estimation
convexe de f.

Nous introduisons donc les définitions suivantes, pour un ensemble convexe S :

Définition 6. Une fonction n:S — R est une surestimation concave de f sur S, si :
— La fonction n est concave.
— Vo €S, f(z) <n()

83



Chapitre 4. Convexification du probléme

Définition 7. Une fonction n:S — R est une sous-estimation convezre de f sur S, si :

— La fonction n est conveze.

— Vz eS8, f(z)>n(z)

Nous considérons I’ensemble des surestimations concaves de f sur S, noté usuellement
U(f,S) (réciproquement, nous notons L(f,S) pour les sous-estimations convexes). Son
infimum correspond a la plus petite fonction concave sur S, qui majore f, donc a la
meilleure (la plus fine) surestimation concave pour notre probléme. Cette infimum est

appelé enveloppe concave de f sur S :

Définition 8. La fonction définie pour tout x de S par : E¢(S)(x) = inf {n(x),n € U(f,S)}

est appelée enveloppe concave de f sur S.
Symétriquement :

Définition 9. La fonction définie pour tout x de S par : ef(S)(x) = sup {n(z),n € L(f,S)}

est appelée enveloppe convexe de f sur S.

En général, la caractérisation explicite de 1’enveloppe (convexe ou concave) de f est
une tache ardue. Remarquons tout d’abord que si f est convexe (resp. concave) sur S, elle

est sa propre enveloppe convexe (resp. concave).

De plus, la factorisation de la section 4.2 a simplifié notre tache, car nous n’aurons besoin
d’utiliser que des fonctions d’une seule variable. Ceci découle directement de la définition
des fonctions factorisables (cf. caractérisation section 4.1), qui s’écrivent comme somme
ou produits de fonctions univariées réelles C> composée avec des fonctions continues de
R™ — R. Enfin, la factorisation du probléme traité (cf. section 4.2.3) a montré que les
termes non convexes sont des produits du type X X g(Y'), ou g est une fonction univariée

réguliere (au moins C?) et X et Y sont directement des variables du probléme.

Nous nous intéressons donc & la convexification d’une fonction univariée f réelle C? qui
est un probléme beaucoup plus simple. Nous supposons f définie sur un segment réel
[L; U]. Nous cherchons les intervalles de convexité monotone, sur lesquels f est strictement
convexe ou concave. Ces intervalles se déterminent en analyse réelle en cherchant les points
d’inflections de f, ce qui revient de maniére équivalente a :

— Trouver les points ot f” s’annule en changeant de signe.

— Trouver les points ou la tangente traverse la courbe :

a,x), € [L; U], a < x, /f(xi_f(c” = f'(x)

—a
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ou a est un point donné de l'intervalle. La résolution analytique, suivant la forme de f, ou
par des méthodes numériques, a fait I’objet d’une recherche extensive.

Nous proposons, comme McCormick [79], une résolution numérique simple & implémenter
via la méthode de Newton :

Nous cherchons les zéros de la fonction F(z) = f(z) — f(a) — (x — a) f'(z)

Ona: F'(x) = f(a) — (x — a) () — /() = —(z — a) f"(x)

F(x
La méthode de Newton introduit une suite (zx)gen, par xo et xgr1 = ) — (k)

F'(xy)

Dans notre cas cas la relation de récurrence revient a :

1 ) [f(xk) - f(a) . f,(l'k)}

f"(y, TE—a

Tht1l = Tk +

Nous pouvons donc subdiviser [L; U] en [L = ly;la;---;1;- -l = L], tel que f soit de
convexité monotone sur [l;;l;+1] pour tout i.
Dans un contexte de maximisation, nous pouvons procéder de la maniere suivante :
— Sur les intervalles concaves, f est sa propre enveloppe concave.
— Sur les intervalles convexes [l;, [;+1], I’enveloppe concave correspond au segment qui
relie les points (I;; f(1;)) et (Lit1; f(li+1)).
Ce point est discuté par Falk et Soland [46]. Horst et Tuy [61] donnent une in-
terprétation géométrique de ’enveloppe convexe a l'aide de 1’épigraphe de f en
montrant que ’enveloppe convexe ¢ d’une fonction f a valeurs réelles, continue sur

un compact de R™ vérifie : epi(¢) = conv(epi(f)) (cf. figure 4.2).

epi(f)

FIGURE 4.2 — Enveloppe convexe ¢ de f (cf. [61] p145)
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Nous avons défini et caractérisé les enveloppes que nous allons utiliser pour convexifier
le probleme traité. Nous allons maintenant nous intéresser & la convexification des pro-
grammes factorisables en général et proposer une relaxation convexe spécifique pour notre

probleme.

4.3.2 Convexification des problemes factorisables : cas général

Comme annoncé en début de chapitre, nous allons dans cette section nous intéresser
a la convexification des programmes factorisables en général. Nous nous appuyons pour
cela sur les travaux de McCormick [79]. Nous avons montré a la section 4.2.3 qu’il y avait
deux sources de non convexité a traiter. Nous nous intéressons tout d’abord aux fonctions
univariées, puis ensuite aux produits de fonctions univariées.
Nous rappelons tout d’abord quelques définitions, déja évoquées dans les sections précé-

dentes.

Définition 10. Soit T une fonction de R dans R continue. On suppose que T est la
fonction objectif d’un probléme d’optimisation donné (P).

Soit S un sous ensemble de R™ de l’ensemble des solutions admissibles de (P).

Soit t une fonction a n variables de R™ dans R continue.

Soit ¢ une fonction da n variables de R™ dans R continue et convexe.

Soit C une fonction d n variables de R™ dans R continue et concave.

Soit ep(S) 'enveloppe convexe de T, la plus grande fonction convexe qui minore T sur S.
Soit Ep(S) Uenveloppe concave de T, la plus petite fonction concave qui magjore T sur S.
Enfin soit mid la fonction de R® dans R, qui a (z,y,z) renvoie la valeur intermédiaire du

triplet.

Sous les hypotheéses, suivantes :

Ve € S,c(x) < t(x) < C(x)
E,Gt,bt (S R,S.t ar < t($) < b
320 A € Ryst inf  T(z) = T(ZP™) = Ap

at<z<bt

320% Br e R, st inf T(z) =T (24'"") = Br

at<z<b

Une sous-estimation convexe (resp. surestimation concave) est donnée par le théoreme de

McCormick [79] :
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Théoréme 5. Sous les hypothéses précédentes, pour tout x € SN {x | a; < t(x) < b},

nous avons :

T [t(z)] > er [mid(z?”m,c(:c),C(x))}
Tl(@) < Ep|[mid(%, c(x),C(2))]

Pour simplifier les notations :
Nous définissons la fonction g par : g(z) = mid(z:,”}m, c(x), C(a:))
Nous notons ep (resp. Er) au lieu de ep(S) (resp. Ep(S)) . La démonstration de ce

théoreme s’appuie sur la définition de la convexité d’une fonction et de I’enveloppe convexe.

Démonstration. On démontre la sous-estimation convexe. 1°* cas : t(z) = 2"
On a c(z) < t(z) = 2" < O(x) donc g(z) = t(x).

De plus par définition de ’enveloppe convexe :

Yy, T(y) > er(y) (4.3)

On applique (4.3) & y = t(x). On obtient : T o t(x) > ep ot(x) = er o g(x).

2° cas : c(x) < 2 < t(x)

Dans ce cas g(z) = 2. De plus t(z) # 2% donc T o t(z) > Ap = T(21")

Et on applique (4.3) & y = 27%". On obtient : T o t(x) > er(25") = er o g(z).

3° cas : 2" < c(z) < t(x)

Dans ce cas, g(z) = ¢(x). T est continue sur le segment [as; b;], donc Iy € [as; be] | c(y) <
t(y) = 24 < C(y)

Donc T ot(z) > T ot(y) > erot(y)

Et T ot(x) > er ot(x)

Soit A un scalaire dans [0;1]. On multiplie la premiére inégalité par A et la seconde par
(1—=N).

On en déduit : T ot(z) > Aepot(y) + (1 — ) erot(x)

Par convexité de ep :

Tot(z) > er A"+ (1- A t(x)] (4.4)

Or par hypothese c(z) est dans le segment [z ¢(z)]. 11 existe donc un unique Ao tel que
c(z) = Ao 29 + (1 — \o) t(z). On applique (4.4) en A et obtient T o t(z) > er o c(x), ce
qui prouve le résultat.
4° cas : t(x) < 2" < C(z)

min

Dans ce cas g(z) = 2" et le traitement est analogue 2°¢ cas. Enfin,
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5¢ cas : t(z) < C(z) < ergm

Dans ce cas, g(z) = C(z). Par continuité de T sur [az; b, 3y € [ag; by | t(y) = 27" < C(y)
Par hypothese, C(x) appartient au segment [t(z); 22%"]. De maniére analogue au 3¢ cas,
on retrouve (4.4) qu’on applique au scalaire Ao tel que C(x) = Ao 27" + (1 — \o) t(z). On
en déduit T o t(z) > ep o C(x), ce qui achéve la preuve.

Nous procéderons de la méme fagon pour prouver la sur-estimation concave.

O]

Ce théoreme fournit une sur-estimation concave du premier type de non convexité dans
le cas général.
Cependant, pour le probléme traité, la non convexité provient exclusivement des termes
produits. Ce théoréme, ne sera pas utilisé directement, mais représente une étape néces-

saire pour la résolution dans le cas général.

Enfin, dans notre cas, les fonctions ¢, ¢, C' correspondent a l'identité, car on travaille direc-
tement sur les variables de décisions ou leur composée par une fonction univariée. Donc il
découle directement de la définition des enveloppes Vz € [a;b] T'(z) < Er(x). Cependant,

nous préférons rester dans le cas le plus général, afin de ne pas affaiblir le résultat.

Nous traitons maintenant le cas des produits de fonctions univariées bornées, grace aux

inégalités de McCormick [79], que nous rappelons :

Théoréme 6. Soit U et V deux fonctions réelles univariées sur un segment [a;b|, bornées
par : Uy, < U(z) < Uy et Vo < V(x) < V. Alors les quatre inégalités suivantes sont vraies

pour tout x de [a;b] :

UV>2UW+UV =UpV
Uv>UV,+U,V-U,V,
UV <SUV+UV,-UyV,
UV LU V+UV,=U,Vp

Et par suite :

U.Vzmax(UVb+UbV—Ube, UVa+UaV—UaVa)
U.ngin(Ubv+UVa—UbVa, UaV+UVb—UaVb)
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La preuve est (de maniére assez surprenante) tres simple.

Démonstration. Yz € [a;b],U, —U(x) > 0et V; — V(z) >0

Donc (U, — U(x)) (V, —V(z)) >0

Pour simplifier les notations, on supprime I'indexation par x lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.
Et U,V —UV, —Up VUV >0

Onen déduit : UV >UV,+ U,V — U,V

On procede de méme : (U, —U) (V,—V) >0, (U,—U) (V,—V) <0, (U,—U) (V-V) <0,
pour obtenir les trois autres inégalités. On prend le max des deux premiéres et le min des

deux dernieres.

O]

Nous allons maintenant combiner ces deux résultats dans le corollaire suivant pour en
déduire une sous-estimation convexe (resp. surestimation concave) du produit Uou(z). Vo

v(x), U,V étant des fonctions univariées :

Corollaire 1. Sous les hypothéses des deux théorémes précédents :

U(u(m)) V(U($)) > max <€Uogu(x) ‘/b"i_Ub €v09v($)—Ub VL, eUOgu(x) Vo+U, €vogv(9€)—Ua Va)

Bt
U(U(I‘)) V(U(CL‘)) < min (Ub EVOgU(x)JrEUOgu(m) Va—Uy Vo, Ug EVOgv(ﬂf)JrEUogu(m) Vo—U, %)

Le corollaire ci-dessous fournit un résultat général. Nous rappelons que dans notre cas,

u et v correspondent a l'identité, ce qui simplifie les expressions précédentes :

Corollaire 2. Sous les hypothéses des deux théoremes précédents :

U(z).V(z) = max (6U($) Vi + Upey(2) — Uy Vi, ev(z) Vo + Ugey (2) — Us Va)
Et

U(z).V(z) < min (Ub Evy(z)+ Ey(x) Vo — Uy Vg, Uy Ey(z) + Ey(x) Vi, — U, Vb)

Discussion sur le signe des bornes U,, U,, V,, V, : Dans le cas d’une maxi-
misation, nous cherchons & majorer UV par une fonction concave séparée. Nous nous

intéressons au membre de droite de I'inégalité correspondante dans le corollaire. Comme
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Chapitre 4. Convexification du probléme

le minimum de deux fonctions concaves est concave, il suffit que les fonctions sur lesquelles
on prend le minimum soient toutes les deux concaves, pour que le membre de droite soit
également une fonction concave. Si les bornes de U et de V' sont toutes les quatre stricte-
ment positives, on conclut directement par le corollaire 2.

Le cas interéssant est lorsqu’une borne au moins est négative. Si ’on suppose, par exemple,
Up < 0, nous remarquons que comme V (z) > ey (z), par définition de I'enveloppe convexe,
ona:U,V(zx) < Upey(x). Le membre de droite de cette inégalité est une fonction concave
majorante de U V.

Dans le cas Uy < 0 et Uy, Up, Vo, V3) > 0, nous obtenons :

U(z).V(z) < min (Ub ev(z)+ Ey(x) Vo — Uy Vg, Uy Ey(z) + Ey(x) Vi, — U, Vb)

qui est bien une surestimation concave du produit U V.

Par conséquent, nous pouvons, sans perte de généralité adapter le théoreme 6 selon le signe
des bornes U,, Uy, V,, V4, afin d’utiliser soit I’enveloppe convexe (cas négatif) ou bien
concave (cas positif) de la variable considérée, pour obtenir une surestimation concave du
produit U V. Nous pouvons procéder de la méme maniere pour la sous-estimation convexe,

dans le cadre d’une minimisation.

Nous avons rappelé les résultats de McCormick [79], dans le contexte de notre étude.
Ils permettent de proposer une surestimation concave des probléemes factorisables. Nous
avons donc désormais les ingrédients nécessaires a la relaxation convexe du probleme traité

(PN SN, M) que nous abordons dans la section suivante.

4.3.3 Application au probleme traité (PNSN’M>

Nous proposons, dans cette section, une relaxation convexe dédiée au probléme traité
(PNSn,m), en s’appuyant sur les résultats de convexification précédemment établis.
Nous étudions tout d’abord le cas N = 3, afin d’expliciter la convexification du terme

produit.
Nous traitons ensuite le cas général, en intégrant des contraintes indépendantes de bornes.

Cette formulation plus précise, va étre utilisée comme fonction d’évaluation dans les algo-

rithmes de Branch € Bound de la section 4.5.
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4.3. Relaxation convexe

Traitement du Cas N =3
Considérons le probleme (PN Ss p) :

max X6
Xe = pmX1—cg(X1) X1 +p2Xo—c29(Xg) Xo+ (P3*039(M)) X3
(PNSsar){  Xa X1+ X
7 X5 X1+ Xo+Xs=M
Vi, 0< X;<M
Vi, X; €N

(4.5)

Dans le cas général de la section 4.3.1, on décomposerait le segment [0; M| en intervalles
de convexité monotone pour la fonction g.

Nous en déduirions une subdivision [lg = 0,a1,- - ,l, = M], telle que g est strictement
convexe, ou concave sur [l;;l;4+1] pour tout ¢ <n — 1.

Sur les intervalles ol g est concave, elle est sa propre enveloppe concave et sur les intervalles
ou elle est convexe, son enveloppe concave correspond a ’approximation affine «o; z + 5;
qui passe par les points A(l;, g(l;)) et B(li+1,9(lix1)), ce qui permet de déterminer « et 8

de maniére unique.

g()

FIGURE 4.3 — Enveloppe convexe d’une fonction concave (cf. [46])

Dans notre cas, g est concave, donc de convexité monotone sur [0; M] donc sur tous
les intervalles [a;b] C [0; M].

Nous rappelons g(M) = H, la constante de calibration (H = 0.99 dans les expérimenta-
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Chapitre 4. Convexification du probléme

tions numériques) Nous définissons la quantité :
Ay = —c2 X2 9(X4)

ou Xy = X1 + Xs et co > 0. Nous posons :
U=X; et V=—g(Xy)

Nous sommes donc dans le cadre d’application du théoréeme 6 qui fournit une surestima-
tion concave du produit X g(X4) :

Sous les hypotheses de bornes suivantes :

Ups=0<Xo<Up=M

Va=—g(M)=-H< —g(X4) < —g(0)=0=1,

Ay < co min (= M g(Xa) = Xo H+ M H, 0 g(Xs) + X5-0-0-0)
Ay < ¢y min (0 —M g(Xy) — HX, +MH)

Par application du corollaire 2, nous obtenons la surestimation concave suivante :
Ag < ¢ min ( —Upg(X4) + Xo Vo = Up Vo, =Ua g(Xa) + X2V = Uy Vb)

Nous sommes dans le cas discuté a la section 4.3.2, avec une borne strictement négative
V. < 0. Cependant cette borne est multiplié par un terme linéaire dans I'inégalité de Mc-
Cormick. Donc V, X5 reste linéaire.

Par ailleurs, —g est convexe, donc son enveloppe concave correspond au segment passant
par (0,—g(0)) et (M,—H) Nous obtenons —g(X4) < a - X4 + 8. Nous remarquons que
(a, B) dépendent de X, et des bornes 0 et M.

Cependant, nous ne matérialiserons pas ces dépendances pour alléger les notations.

—9(M)+9(0) H

p lcul direct, il vient —g(0) =0 = 8 et « = .
ar calcul direct, il vient —g(0) Be A 7

Nous en déduisons une surestimation concave du terme As. :

Ay < ¢y min (o, —HX4—HX2+MH)
A2 SCQH min(O,M—XQ—X4)

Par conséquent, nous obtenons la surestimation concave de f suivante :

3
l’) < Zpi X, —a Xy g(Xl) —c3 H X34+ co H min (0, M — Xy — X4) (46)
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4.3. Relaxation convexe

Nous procédons de méme pour le terme A; = —cy X7 g(X1). Nous en déduisons symétri-

quement :
A1 S C1 H min (0, M — 2X1>
Nous obtenons finalement :

3
flx) <3 pi Xi— ey H X3+ H min (0,M—2X1) + ¢y H min (O,M—XQ—X4) (4.7)
i=1

Nous supposerons cependant, comme dans le chapitre 3, section 3.5 , que la fonction
x — x g(x) est convexe. Dans ce cas I’équation précédente 4.6 fournit une surestimation

concave de f. Nous définissons ainsi (PRC3 pr) (probléme relaché convexe) :

max Xg
3
X6 = ZpiXi—chlg(Xl)—03HX3+CgHmin(O,M—X2—X4)
=1
Xs = Xi+Xo+Xz3=M
Vi, 0< X;<M
Vi, X, €N

(4.8)

(PRC3.ar) est un probléme non linéaire convexe en variables entiéres, sous contraintes
linéaires d’égalité. Sa résolution fournit une borne supérieure de (PN Ss ).
La relaxation convexe étre résolue, soit directement par un solver, ou bien apres une étape

de linéarisation du minimum que nous abordons a la section 4.4.

Cependant, en pratique, cette borne supérieure n’est pas fine, car la majoration de g(Xy)
par un segment sur tout [0; M] , avec M grand, est trop brutale.

Il conviendra donc de restreindre 'intervalle de majoration de X4 pour obtenir une borne
plus fine. C’est pour cela que nous proposons de traiter le cas général, non pas directement
sur [0; M ]2N ~2 mais avec des contraintes de bornes indépendantes.

Comme discuté en introduction, cette flexibilité est requise, car la surestimation concave

ainsi obtenue, va servir de fonction d’évaluation dans le cadre d’un algorithme de Branch
& Bound.
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Chapitre 4. Convexification du probléme

Traitement du cas général : nous nous intéressons donc & (PNSy ) avec des

contraintes de bornes indépendantes pour chaque variable de décision :

N N-1
max Xon = (sz Xz') - (01 9(X1) X1 +eng(M) - XN) + (—ci) - [Xi 9(XNtiz1)]
i=1 1=2
X; = x; , 1<i<N
i
Xnpio1 = > X;, 2<i<N-1
—1
N
Xon-1 = (> X;) = M
j=1
0<a; < Xnyi1<b; <M ,2<i<N-1
Vi, X; €N

Par rapport & (PN Sy a) standard, nous ajoutons les contraintes de bornes suivantes :

0<L; <X;<U; <M
0<a; < Xnyio1 <b; <M, aveca; <

Nous allons établir une relaxation convexe de probléme en généralisant I’approche du cas

N = 3. Nous définissons les termes produits non concaves :
A =—¢; Xi9(XNyi-1), pour 2<i< N -1

Remarque 9. Le cas a; = b; correspond au cas ot la variable X y,—1 est fizée et le terme

A; devient linéaire. On supposera donc a; < b;, pour tout i dans la suite.

Comme précédemment, les bornes dépendent du segment et de la variable considérés.
Nous ré-appliquons le théoreme 6 et le corollaire 2 de la section 4.3.2 : Sous les hypotheses
de bornes suivantes :
0<L;<X;<U; <M
0<a; < Xnt+i—1 <b; <M, aveca; < b;

—H < —g(bi)) < —g(XNn+i-1) < —g(a;) <0
—— —

Vai Vbi
Va, _g(bz)
%1 = 79(0’71)

Nous sommes dans le cas o deux bornes V,,, Vj, sont négatives, mais elles s’appliquent
au terme linéaire Xj.

Nous majorons & nouveau —g(X ;1) par son enveloppe concave, qui correspondent au
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4.3. Relaxation convexe

segments passants par les bornes de 'intervalle considéré.

A; <c¢; min ( — Ui 9g(Xntio1) + Xi Vo, = Ui Vo, —Li g(XNgio1) + Xi Vi, — Ly Vbi)
< ¢; min (Ui [a; Xntio1 + Bi] + Xi Vo, = Ui Vi, Li [0 Xnyio1 + Bi) + X Vi, — Ly %i)
< ¢; min (Ui i XNti1+ Xi Vo, + Ui (Bi = Va,)s Liay Xy + X Vi, + Li (B — VE—))

ou «; et (3; sont déterminés par :

P = <0
i bz 473
_ ai - g(bi) — bi- g(ai)
pi= I
i — Q4
Nous obtenons alors une surestimation concave de la fonction objectif f du probléme
factorisé :
N
flz) < (ZPin') —<C1g(X1)X1+cNg(M)-XN)
i=1

N-1
+ > ¢ -min ( Uioi Xnyio1 — g(bi) Xi = Uibi o
i=2

Lioa; Xniio1 — g(ag) Xi — L a ai)]

Par conséquent, nous concluons avec le probleme majorant suivant, noté (PRCy ) :

N
max Xoy = [(szXz) — (Cl 9(X1) X1 +CN9(M)'XN)
i=1
N-1
N — a(b: b:) — .
i— bi—ai bi—ai
a:) — a(bs b)) — ala:
L, g(a;) — g(bi) Xnpiot —g(ai)XﬂrLiaig( i) — 9(ai)
bi—ai bi—ai
i (4.9)
Xntici= »_X;,2<i<N-1
j=1
N
Xonai= (D Xj)=M
j=1
0< Li<X;<U; <M, 1<i<N
0< a;<X;<b; <M,N+1<i:<2N -2
Vi, X; €N
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Nous avons donc obtenu une relaxation convexe du probleme (PNSy jr) dans le cas gé-
néral, avec des contraintes de bornes indépendantes.
Nous remarquons également qu’une solution admissible de (PRC,yr) est admissible pour

(PNSn,m) et en fournit également une borne inférieure.

Nous concluons cette section en appliquant cette relaxation convexe & (PNSy ), sans
contrainte de borne pour Vi, X; € [0; M].

Cela revient a utiliser 4.9 avec les identifications suivantes :

Vi,

a; = L;=0

by = U=M (4.10)
Voo, = —H

Vw,. =0

Nous en déduisons finalement :

max Xon = (ipZ Xi) — <01 9(X1) Xi+envg(M) 'XN> +H - Nzl ¢; min (0, M — Xniio1 — X;)
X, = Zlei, 1<i<N =
Xyiin= Y X 2<i<N-1
=
Xon_1 = (> Xj)=M
j=1

0< L <X <U <M 1< <N
0< a; < X; <b; <M IN+H1<i<2N -2
Vi, X; eN

(4.11)

Comme pour le cas N = 3, cette relaxation convexe, ne fournit pas directement une bonne
borne supérieure. Nous allons donc utiliser des algorithmes de Branch & Bound que nous

décrivons a la section 4.5, afin de résoudre le probléme a 'optimum.

4.4 Linéarisation du minimum

Dans cette section, nous allons chercher a linéariser 'expression min(A, B) dans la re-
laxation convexe, afin de simplifier le probleme et améliorer les performances de résolution
par un solver.

Nous nous appuyons sur la technique classique explicitée dans I'ouvrage de Billionnet [24]

p202, appliquée au minimum :
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4.4. Linéarisation du minimum

Théoréme 7. Soit (Ul(x),--' ,Uk(ac)), k fonctions bornées sur S C RN par Ua, <
Pour tout e réel, e = max (Ul(x), e ,Uk(:v)), si et seulement si il existe y € {0;1}F, tel
(3

que les contraintes suivantes soient vérifiées :

e >Ui(z), Vil<i<k
¢ — | max Up, - Usyi <Uilw), Vil<i<k (4.12)
Sh oy =k—1

=1
On peut facilement 'adapter au minimum de k fonctions :

Corollaire 3. Soit (Ul(x),--- ,Uk(a?)), k fonctions bornées sur S C RN par Ua, <
Pour tout e réel, e = min (U1 (), ,Uk(x)), si et seulement si il existe y € {0;1}%, tel
K3

que les contraintes suivantes soient vérifiées :

e <U(zx), Vil<i<k
¢~ | min Us, — U |y >Uilx), Vil<i<k (4.13)
Sy =k—1

Démonstration. On va prouver le corollaire. La preuve du théoréme est completement sy-
métrique et peut étre trouvée directement dans Billionnet [24].

On suppose que e = Iniin (Ul(x), e ,Uk(x)). Par définition, Vi,e < U;(x).

De plus, il existe un indice j tel que e = Uj(x). On définit alors y par y; = 0 et
Vi # 7, y; = 1. Par définition de y, Zi?“:l yi=k—1

Enfin e > Uj;(z) et pour tout i différent de j :

E,=e— Linllnk Ua, — UBZ} yi — Ui(x)

= e = min U] + [Un. - Uiw)]
ek

>0 e

>0

Réciproquement, on suppose qu’il existe y, vérifiant les inégalités du corollaire. Pour tout

i, e < Ui(z). Donc e < 'mlink Ui(z) De plus, >, yi = k — 1, donc il existe un unique j tel
=1

que y; = 0. En j, on obtient e > Uj(z).
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Donc e > 'Hiink U;(x), ce qui acheve la preuve.
1=1---

Nous allons appliquer ce résultat au probléeme (PRCy i)

Pour cela, nous fixons tout d’abord i et introduisons le terme E; défini par :
E; = min (Ui a; Xnqic1 —g(bi) Xi = Usbioi, Liog Xngi—1 — g(a;) Xi — L a ai)
a; < 0, donc :
(Ui a;b; — g(b;) Ui) < (Ui a; Xnyi—1— g(by) Xi) < (Ui a; a; — g(b;) Li)
Et par symétrie des indices, nous obtenons :
(Li a; b — g(a;) Ui) < (Li a; Xnyio1 — g(a;) Xi) < (Li a;a; — g(a;) Li)
Par application du corollaire 3, il existe des variables binaires Y7 ; et Y2 ; telles que :
E; <Uio; XNyic1—9
E; <Lia; XNyi-1— g
E; - {%’ - (Ui a;a; — g(bi) Ly — U; b; ai)} Yii >2Uici Xnyic1— 9
E; — {%‘ - (Li a;a; —g(a;) Ly — L a; Oéz‘” You >2Lic;Xnyi1—9g

Yi;+Yy, =1
avec 7y; = min (Ui aibi—gbi)) Ui —Ubja; , Ly 030 —g(a;) Uy — Lia; ai)

bl) Xi — UZ' bl (67
a;) Xi — Li a; o
)

~—~ o~ T/~

a; Xi — Li a; O

(4.14)
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Nous pouvons alors linéariser le probleme (PRCy ) en appliquant le corollaire 3.

Nous en déduisons le probleme linéaire (PLy, ) en variables mixtes suivant :

N N-1
max Xoy = [(sz Xi) - (Cl 9(X1) X1+ en g(M) ‘XN) +) @ Ez‘|
i=1 =2
i
XnNtio1= Y X;,2<i<N-1
j=1
N
Xon-1 = (> X)) =M
j=
Pour 2<¢<N-—-1:
E; < Us i Xnpi1 — g(bi) Xi — Us b; oy,
E; < Li o Xnyio1 — 9(ai) Xi — L a; o
E; > Uiy Xnyic1 —g(bs) Xi = Usbjoy + A Ya
E; > Lioi Xnyic1 —9(a;) Xi — Lia; o + Xo i Yo
Yii+Ye; =1
Avee a; — gla) —g(b) _
bi — Q4
v = min (Ui aib; — g(bi)) Ui = Uibi i, Li, by — g(ai) Ui — Lia; ai)
A= Yi — (Ui a;a; — g(bi) Li — U b; ai)
Ao = Yi — (Li a;a; — g(a;) Ly — Lia; ai)

0<L; <X;<U; <M ,1<i<N
0<g; <X; <b;<M SJN+1<i<2N -2
Vi, X;eN
Vi, Yl,i,YQ,iG{O;l}

(4.15)

Le probleme (PLy ) fournit une relaxation linéaire fine de (PN SN,M) qui peut étre

utilisée comme fonction d’évaluation dans un algorithme de Branch € Bound.

Cependant, (PLy, ) contient beaucoup plus de variables et de contraintes que le pro-
bléme initial. Il se compose en effet, de 2N — 1 variables X;, N —2 variables E; et 2(N —2)
variables Y}, ;, soit un total de 5 N — 7 variables de décisions.

Nous dénombrons également N — 1 contraintes sur les X;, 4(N — 2) sur les E; et (N — 2)

sur les Y;, pour un total de (6N — 11) contraintes.

Par conséquent, lorsque N devient grand, (PLy ) est composé d’environ 5N variables
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de décision et 6N contraintes, bien que le probleme initial ne contienne que N variables
et une seule contrainte. Le gain de complexité obtenu grace a la linéarisation est partiel-
lement compensé par 'augmentation de la dimension du probleme relaché linéaire, & N

fixé.

Cependant, dans les expérimentations numériques, nous nous sommes restreints a la for-
mulation non linéaire de (PRCn ) (cf. 4.9). Nous laissons 'impact de la linéarisation

comme une perspective de notre étude.

Nous avons maintenant établi une relaxation convexe fine de notre probleme (PN SN, M).
Nous allons I'utiliser comme fonction d’évaluation, dans les algorithmes Branch € Bound

que nous présentons a la section suivante.

4.5 Algorithmes de Branch € Bound

Les sections précédentes ont permis d’établir une relaxation convexe du probléme ini-
tial. Cependant, cette relaxation sur tout I’ensemble admissible du probléme ne renvoie
pas une borne supérieure fine car la majoration affine des termes produit n’est pas assez

précise.

Une idée naturelle et assez classique pour un PNVE non convexe est d’utiliser un algo-
rithme de Branch €9 Bound, dans lequel la relaxation convexe du probleme sert de fonction
d’évaluation (jouant ainsi le réle de la relaxation continue en optimisation convexe en va-
riables entieres). L’état de l'art sur ce type d’algorithme, depuis leur introduction par

Land et Doig [70] en 1960, est extensive.

Nous en rappelons cependant le principe général dans un contexte de maximisation. Nous
parcourons une liste de problemes £, qui est initialisée avec le probléeme de départ Py. Nous
initialisons également une variable de borne inférieure (qui peut , par exemple provenir

d’une bonne solution admissible, fournie par une heuristique ou a défaut —oo).

A chaque étape, nous en sélectionnons un probleme P que nous supprimons de L. Si
la relaxation convexe de P est infaisable ou que sa valeur est inférieure a la borne in-
férieure connue par l’algorithme, alors il n’y a rien a faire car ce nceud ne contient pas

I'optimum global et ne doit donc pas étre exploré.

100



4.5. Algorithmes de Branch & Bound

Sinon :

1. Nous stockons la borne supérieure et la solution correspondante.

2. Si nous disposons d’une solution admissible pour P, calculée & partir de celle de sa
relaxation convexe, nous mettons a jour la borne inférieure de I'algorithme, si elle
est moins bonne que celle correspondante a la valeur de la solution admissible de
P.

3. Nous sélectionnons une variable x; et un point d’attachement K entier et créons les
deux problemes fils P; et P, qui reprennent les contraintes de P avec une contrainte

supplémentaire, z; < K pour P et x; > K + 1 pour Ps.
4. Nous rajoutons enfin P; et Py a L.

L’algorithme s’arréte lorsque £ est vide ou qu’une condition de sortie (e.g une limite de

temps, d’itérations, ou un critére de précision sont atteints) est déclenchée.

— Si L est vide alors 'optimum global qui correspond & la meilleure borne inférieure,

est retournée, ainsi que les différentes solutions admissibles qui 'atteigne.

— Si £ n’est pas vide, I'algorithme fournit une une borne inférieure pour Fy. De plus,
le maximum des valeurs de relaxation convexe des éléments £ en fournit une borne

supérieure. Nous obtenons alors un encadrement de 'optimum global.
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La démarche précédente peut étre résumée dans le schéma suivant :

LB = —o00 ou LBy (heuristique)

1.INITIALISATION : |UB =400
L+ (P)

L = O
ou autre condi-
tion de sortie ?

2. TEST :

\_/

OUI

Sélection d’un probléme (P).
Résolution de sa relaxation

convexe (UBp, zip)
L« L\(P)

Convergence

3.EXPLORATION : (415, LB,UB)

UB = max UBp
(P)eL

(P) est PNS-réalisable NON

et LB g—ljy

OUI

4. TEST :

Calcul de LBp

3.BORNE INF. : Si (LBp > LB) alors
LB + LBp, x1B + m’ILDB

~ @@

BRANCHEMENT : Branchement et mise a jour de E.W
6. L+ LU(P)U(P) J

FIGURE 4.4 — Schéma de 'algorithme générique de Branch & Bound
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Nous présentons également le pseudo code de 'algorithme générique :

Algorithm 4: algorithme de Branch € Bound

Initialisation £ < Py; LB + —00; UB < 400; 21 =0
while £ # () ou autre condition de sortie non déclenchée do

Exploration : sélection du probléeme (P) € L
L+ L\(P)
Calcul de la relaxation convexe de (P) : couple (valeur, solution)= (UBp, z{ )
if (P) faisable et LB < UBp then
Calcul d’une solution admissible (LBp, 2% 5)
if LBp > LB then
| LB+ LBp, x5 < 2ty

Branchement : création des descendants P; et P tels que :
Qp : ensemble des solutions admissibles de P

Qp, =QpNn{z/z; < K} et Qp, =Qpn{z/z; > K+ 1}
L+~ LUPUDP

if £ =0 then

OptPO = {LB, .Z'LB}

else

L

Calcul de UB = maxUBp
peL
OptPy € [LB;UB]

Les ingrédients de base d’un «bon» Branch & Bound sont :

Une fonction d’évaluation, si possible rapide a évaluer, et proche du probléme non
relaché, en particulier sur les «petites» régions admissibles.

Une stratégie d’exploration qui indique comment & chaque étape choisir (P).

Une stratégie de branchement, qui indique sur quelle variable décomposer et com-
ment choisir le point d’attachement K. Nous remarquons que le nombre de fils de
(P) n’est pas nécessairement égal a deux. Nous pourrions choisir de doter (P) de
1 descendants, correspondants au partitionnement de ’ensemble admissible en i
sous-régions.

Une méthode pour calculer une solution admissible pour le probleme initial, dans
la sous-région traitée par la relaxation convexe.

Eventuellement, une bonne heuristique pour initialiser LB & une valeur suffisam-
ment élevée permettant d’élaguer de nombreux nceuds sous-optimaux de £ sans
exploration.

Eventuellement, une technique de réduction de bornes, permettant & chaque ité-

ration de réduire le domaine admissible du probleme sélectionné, sans éliminer de
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Chapitre 4. Convexification du probléme

solution optimale, afin d’accélérer la convergence de l’algorithme.
Ce sujet fait 'objet de nombreuses publications. Citons par exemple Belotti et al.
[18].

Pour le probléme traité, le probléme relaché convexe (PRCn, ) établi & la section 4.3.3

sera utilisé comme fonction d’évaluation.

De plus, comme le montre la factorisation de la section 4.2.3, les solutions du probléme
relaché convexe, sont toujours admissibles pour le probléme initial et permettent donc d’en

obtenir directement une borne inférieure (par évaluation de la fonction objectif f).

Enfin nous rappelons que la complexité, d'un Branch € Bound reste, au pire, exponen-
tielle.

Il existe de nombreuses stratégies de d’exploration et de branchement et leur efficacité
dépendent du probléme traité. En effet, on ne connait pas de paramétrage général de
I’algorithme qui fonctionne bien pour tous les problémes ou en assurerait un niveau de

complexité en moyenne sous exponentielle (i.e en O(2"™(™)) voire polynomiale.

Sans prétendre a une quelconque exhaustivité, nous présentons quelques stratégies de
Branch & Bound dédiées au probleme traité, dans les sections suivantes.

Le premier algorithme, dit principal, présenté a la section 4.5.1, explore a chaque étape le
nceud de plus grande relaxation convexe et fournit donc une borne supérieure, de plus en
plus fine. Il branche ensuite la variable dont le terme non convexe associé est le plus éloigné
de son enveloppe concave. Un second algorithme, présenté a la section 4.5.2, effectue une

exploration en largeur d’abord.

Nous appliquons a ces algorithmes les mémes techniques de réductions de bornes simples
fondées sur les relations (linéaires) entre les variables initiales et les variables auxiliaires

du probleme.

4.5.1 Algorithme Principal

Nous proposons dans cette section un algorithme de Branch € Bound dédié au pro-
bléme (PN Sy ) traité. Nous en présentons un schéma récapitulatif ci-dessous dont nous

allons décrire ensuite les étapes.
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4.5. Algorithmes de Branch & Bound

1.INITTALISATION :

2. EXPLORATION :

3.BORNE INF. :

4. TEST :

5.BRANCHEMENT :

6. REDUCTION :

LB = — ou LBy
(heuristique)

UB =+

L+ (P)

Résolution PRC
Sélection du pro-
bleme (P) de relax.

convexe max

UB = fp

Mise a jour :

LB = .
(Prat) Jeen

@B)<e?

NON

Conditions
de sortie
(temps etc.) ?

OUI OUI

Branchement sur la
variable X; de dis-
tance max a l’enve-
loppe concave.

Réduction de bornes
et mise a jour de L.
L+ LU (Pl) U (PQ)

Convergence

(Zrp, LB,UB)

FIGURE 4.5 — Schéma de I'algorithme Principal de Branch & Bound

La fonction d’évaluation et le probléme convexe majorant (PRCy ) sont déja établis
dans la section 4.3.3.
De plus les solutions (PRC ar) sont admissibles pour (PNSy ar) en raison de la nature

des contraintes. Il nous reste donc a choisir une stratégie de branchement et d’exploration.

Exploration : Nous choisissons d’explorer le noeud dont la relaxation convexe est la
plus élevée, parmi la liste de problemes L.

La motivation derriére cette stratégie est liée a un critére de convergence. En effet, £
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Chapitre 4. Convexification du probléme

contient une partition de 'ensemble des solutions admissibles de (PN Sy ar). Si, & une ité-
ration donnée, la relation convexe d’'un nceud retourne une borne supérieure tres proche
(& distance e donnée) de la solution admissible correspondante de (PNSn i), alors cette
différence serait maximum sur toute la partition et cette solution admissible correspond

donc & un maximum global a € pres.

Formellement, si la relaxation convexe d’un noeud retourne (UB, zyg), tel que f(zyp) >
UB — ¢, alors pour toute solution admissible y de (PN Sy ar), il existe un probleme Py € £
dont y est solution. Cela entraine f(y) < UBp, < UB. Donc UB est bien une borne su-
périeure de 'optimum.

De plus zyp en fournit une borne inférieure. Nous avons donc encadré 'optimum global
dans un intervalle de largeur € donnée, ce qui satisfait notre critere de convergence. L’al-

gorithme s’arréte et renvoie (f(zyg),zuB).

Nous supposons maintenant le nceud N faisable, non sous-optimal & priori et de relaxation

convexe (UBy, xpr). Nous nous intéressons alors a la stratégie de branchement.

Branchement : Nous nous inspirons de la régle McCormick [79] et de Falk et Soland [46],
appliquée au probleme traité. Comme établi & la section 4.2, la source de non convexité
pour notre probleme (factorisable) provient des termes produit U; V; = —¢; X; g(Xnyi—1)-
Pour chaque i, nous calculons la différence entre le terme produit de la fonction objectif
f et son enveloppe concave (définie dans la section 4.3.3) dont la formulation correspond
a celle de (PRCn ), & Voptimum .

Cette différence dépend bien évidemment de la région admissible considérée. Toute !’in-
formation nécessaire se trouve dans la définition du nceud/probléme. Nous sélectionnons
I’indice 4 qui correspond a la plus grande différence.

Formellement nous cherchons max Ey,.v,(xa7) — Ui(xnr) Vi(znr)

En pratique, nous stockons le vzecteur de différences et les indices ¢ correspondants, que
nous réordonnons par ordre décroissant. Nous branchons alors sur la variable auxiliaire

d’indice XN+i—1-
Il nous reste a choisir le point d’attachement. La contrainte de la variable de décision

Xn4i—1 au neeud N du probléme (PRCy ) est du type : ajn < Xniim1 < b La

solution z s est admissible, nous pouvons donc prendre K = Xn4i—1(Zn) = TN N4i-1-
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4.5. Algorithmes de Branch & Bound

Nous prenons la (N + i — 1)®™¢ coordonnée de optimum comme point d’attachement.
Nous créons donc les deux nouveaux probléemes N7 et Ny dans lesquels la contrainte
ai N < Xnti—1 < b est remplacée par a; ;v < Xnyi—1 < TN N4i—1

et xa Nti—1 +1 < Xnyi—1 < b n respectivement.

N est supprimé de la liste de problémes £. N7 et N5 sont rajoutés a L.

Cette régle de branchement fonctionne dans le cas général, mais nous devons préciser
la gestion de certaines exceptions. Lorsque K = b; or, ou que a; ;v = b; 7, le branche-
ment X,_1 n’est pas possible. Nous branchons alors sur le second élément du vecteur
des différences. Et ainsi de suite jusqu’au premier indice ij tel qu’on puisse brancher sur
XN+i,—1- Si le branchement n’est possible sur aucune variable auxiliaire, ce qui signifie,
comme nous ’avons montré a la section 4.2.3, que toutes les variables sauf X7 et Xo
sont fixées, nous branchons arbitrairement sur Xs. Enfin si le branchement sur X5 n’est
également pas possible, nous sommes sur une feuille de I’arbre qui n’a pas de descendant

(aucun probléeme n’est rajouté a L).

Cette stratégie de branchement vise, comme 'indique McCormick [79], & rapprocher la
relaxation convexe de la fonction objectif a optimum Xyi,—1(za7) en séparant la va-
riable dont le terme non convexe en est le plus éloigné. Le lecteur peut se référer a Falk
et Soland [46] pour une justification dans le cas séparable.

Nous abordons maintenant le point de la réduction de bornes.

Réduction de bornes : elle se base sur deux implications qui découlent directement

de la définition des variables auxiliaires :

— XNy =X+ X)) S K= X, Xo, - Xy <K
— Réciproquement, Xy, 1 > K = Xy, Xony_2o > K

Supposons, par exemple que l'on branche sur Xyi; 1. Le descendant N7 possede la
contrainte Xn1;—1 € [a;; K. Pour toutes les variables initiales Xi - -+, Xj,--- , Xj, bornées
respectivement par [a;; b;], si K < b; alors nous remplacons la contrainte par X; € [a;; K]
Symétriquement N5 posséde la contrainte Xyi;,—1 € [K + 1;b;]. Pour toutes les va-
riables auxiliaires, Xn4i—1---, Xn4j—1, -+ , Xon—2, bornées respectivement par [a;; b;],

si K + 1 > a; alors nous remplacons la contrainte par Xyj_1 € [K + 1;b;].

Heuristiques : Nous démarrons notre algorithme, en initialisant la borne inférieure
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soit par défaut a —oo, ou bien a partir de la meilleure solution obtenue par DP. Nous
utilisons soit une résolution exacte présentée a la section 3.2, ou bien la méthode TSDP de
la section 3.3. En pratique, pour les petites et moyennes instances, nous fournirons donc
Ioptimum comme borne inférieure. Nous comparons le gain obtenu dans les expérimenta-
tions numériques de la section 5.

Nous avons donc completement décrit notre premier algorithme. Nous y référons comme
algorithme Principal dans les prochaines sections. Il s’arréte lorsque la convergence est
obtenue & € pres, ou si la liste de problémes est vide, ou bien enfin si la limite en temps (3
heures) est atteinte. Dans les deux premiers cas, il renvoie 'optimum (& € pres au pire).
Dans le dernier cas, il renvoie un encadrement [LB; U B]| de 'optimum.

Pseudo-code : Nous présentons le pseudo-code suivant de l'algorithme Principal :

Algorithm 5: algorithme Principal

Initialisation £ < Py; LB <— LBy; UB < 4+00; 1B = TLB,
while conditions de sortie (temps etc.)=false) do
Exploration : Résolution des PRC(p), pour (P) € L
Sélection de (P)/PRC(py = (IIB?EXE PRC(py=UB

Borne inférieure : LB = max (LB, max PRC(p/))
(PHeL
if (UB — LB) < e then
| Fin de ’algorithme

else
Branchement : sélection de X; tel que distance du terme produit

—¢; X ig(Xn4i—1) a son enveloppe concave est maximale
Si non branchable, on prend la 2eéme plus grande différence, etc..
Création des descendants : P; et P tels que : K = 2F5(i)
Qp : ensemble des solutions admissibles de (P)
Qp, =QpN{zx/z; < K} et Qp, =Qpn{z/z; > K+ 1}
Réduction de bornes sur P; et P
| L+~ LUPUP,

Résultat :
if (UB — LB) < ¢ then
‘ Optpo = {LB,l‘LB}
else

Calcul de UB = UBp
L OptPy € [LB;UB]

Nous concluons enfin par une discussion sur la convergence de I'algorithme.
Convergence : intuitivement, puisque les variables sont entieres et que l'intervalle de

définition de la variable est strictement réduit a chaque branchement, il y a donc un
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nombre fini de branchements avant de fixer une variable donnée. Il y a un nombre fini de
variables, donc un nombre fini d’étapes possibles, avant d’arriver a une feuille de 'arbre
de décomposition, qui ne générera pas de descendant.

Nous pouvons donc explorer toutes les feuilles au pire, ce qui assure que l’algorithme
converge en un nombre d’itérations fini, bien qu’exponentiel au pire. Plus formellement,
cette intuition est confirmée par le théoreme de McCormick [79] et Horst et Tuy [61], qui

introduisent le critere de convergence suivant :

Théoréme 8. Une stratégie de branchement est dite cohérente finie (finitely consistent),
si pour toute suite de branchements, la largeur des intervalles (b;, — a; ) errgo,pour tout
i, en un nombre fini d’itérations r.

St la stratégie est cohérente finie, l’algorithme de Branch & Bound converge également

vers l'optimum, en un nombre fini d’itérations.

Nous avons donc proposé un premier algorithme, dit algorithme Principal de Branch
& Bound, dont la stratégie d’exploration est celle de la plus grande borne supérieure et
la stratégie de branchement est celle de la plus grande distance a ’enveloppe concave.
Nous en discuterons les performances au chapitre 5, qui est dédié aux expérimentations
numériques.
Nous présentons un deuxiéme algorithme de Branch & Bound, & la section suivante, dont

la stratégie d’exploration est différente.

4.5.2 Exploration en largeur d’abord

Nous proposons dans cette section un second algorithme de Branch & Bound dédié au
probléme (PN Sy ) traité. Comme précédemment, nous commencons par un schéma de

I’algorithme que nous décrivons ci-apres.
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LB = —o0 ou LBy

INITIALISATION : | Meuistiaue)
1. ) UB = +OO

L+ (P)

L = O \

2. TEST :

ou autre condi-
tion de sortie ? / OUI

Sélection du premier probleme
(P4) de L. Résolution de sa re-
laxation convexe (UBjy, xgj‘g)
L+ L\(Py)

Convergence

3.EXPLORATION : (¢15,LB,UB)

(P4) est PNS-réalisable NON

4.TEST : o E S_Uy

OUI

Calcul de LBy

3.BORNE INF. : Si (LB4 > LB) alors
LB « LBa, x1p + =04

~

Branchement et réduction
6. BRANCHEMENT .
& REDUGTION : cf. Algo. Principal
EDUCTION : Miseéjour:£<—£U(P1)U(P2)J

FIGURE 4.6 — Schéma de 'algorithme de Branch & Bound en largeur d’abord

La fonction d’évaluation et le probléme convexe majorant (PRCy ) sont identiques
a ceux de la section 4.3.3. Nous rappelons & nouveau que les solutions (PRCy ps) sont
admissibles pour (PN Sy ).

Nous nous intéressons aux stratégies de branchement et d’exploration.

Exploration : La liste de problémes L est initialisée avec le probléme initial, noté (Fy).

Nous explorons le premier nceud (Fy) de larbre qui renvoie en général deux fils (Py) et
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(P»). A lissue de la premiere itération £ = {(P1), (P2)}. Dans la deuxiéme itération, nous
explorons le premier probléme de la liste qui est (P;) et qui renvoie deux fils, (P3) et (Py),
que nous «poussons» dans L (push informatique, qui correspond & une insertion a la fin
d’une liste). A la fin de la deuxieéme itération, £ = {(P), (P3), (Ps)}. Et ainsi de suite.
Nous explorons toujours le premier noeud de £ et insérons ses descendants a la fin de la
liste. Par conséquent, nous explorons le probleme initial, ses enfants (P;) et (P), puis ses
petits-enfants (Ps) - - - (Ps) et nous explorons ainsi chaque génération avant de passer a la
suivante. Une telle exploration, est dite en largeur d’abord. C’est une exploration classique
de £, qui va nous permettre de comparer les performances avec celles de ’algorithme prin-

cipal.

Branchement : nous appliquons la méme stratégie que pour 'algorithme principal, dé-
crit a la section 4.5.1, qui maximise la distance du terme produit a son enveloppe concave.
Nous appliquons également les mémes traitements des cas aux bords.

Réduction de bornes : identique a celle de I’algorithme principal.

Bornes supérieures : L’algorithme principal, décrit a la section précédente, donne une
borne supérieure a chaque itération en raison de sa stratégie d’exploration, qui visite jus-

tement ce probleme de plus grande relaxation convexe.

Pour cet algorithme, nous pouvons premiérement, comme décrit dans I’algorithme général
de la section 4.5, donner une borne supérieure a la fin de 'algorithme, en calculant la plus
grande relaxation convexe, sur les noeuds restants de £. Si £ est vide 'optimum global est

retourné.

Une seconde méthode consiste a remarquer que chaque génération de probléme fournit une
partition de I’ensemble des solutions admissibles. Par conséquent la relaxation convexe de
(Py) fournit une premiere borne. Le maximum de celle de ses enfants (P;) et (P») égale-
ment (a priori plus fine). Le maximum de celle de ses petits-enfants (Ps),(Py),(Ps),(Ps)

également. Et ainsi de suite.

De plus, les optimums fournissent des solutions admissibles, donc des bornes inférieures a
chaque exploration de noeud. Nous avons donc un encadrement, a chaque génération de
I'optimum, et nous pouvons éventuellement un appliquer un critere d’arrét de ’algorithme

du type UB — LB < ¢, a € fixé. Ce critere est essentiel pour la version continue du pro-
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bléme, car la cohérence du branchement n’assure la convergence qu’a la limite dans ce cas.

Heuristiques : approche identique a celle de I'algorithme Principal : LB, = —o0

ou la meilleure solution obtenue par DP.

Convergence : Cet algorithme est cohérent fini, il converge donc en un nombre fini

d’itération dans le cas discret. Dans le cas continu, il converge a € prés.

Pseudo code : Nous avons décrit notre deuxieme algorithme et en présentons le pseudo-

code :

Algorithm 6: algorithme d’exploration en largeur d’abord

Initialisation £ < Fy; LB < LBy; UB < 4+00; 1B = TLB,
while £ # () ou autre condition de sortie non déclenchée do
Exploration : sélection du premier probleme (P4) de £
L+ L\(Py)

Calcul de la relaxation convexe de (Py4) : (UBa, :I:gj‘g)
if [(PA) faisable et LB < UBA} then

Calcul d’une solution admissible (LBy, mf‘]“g)
if LB4 > LB then

| LB+ LBy, x1p < 274

Branchement & réduction de bornes :
mémes régles que pour ’algorithme Principal
| Branchement a droite des descendants P, et P, : L+ LUP,UP,

if £ =@ then

| OptPy ={LB,zrp}
else

Calcul de UB = maxUBp
pPeLl
OptPy € [LB;UB]

Nous avons donc proposé un second algorithme de Branch & Bound, qui differe du
précédent par la stratégie d’exploration, en largeur d’abord.

Nous en discutons les performances a la section 5 dédiée aux expérimentations numériques.
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé, apres des rappels de factorisation, une factori-
sation spécifique a notre probleme de thése. Cette factorisation nous a permis d’isoler les

termes bilinéaires non concaves.

Nous avons ensuite traité ces termes a l'aide des inégalités de McCormick et ainsi pro-
posé une surestimation concave de la fonction objectif du probléme initial. Nous en avons
également déduit une relaxation convexe fine du probléme (PNSy ) avec des bornes

indépendantes pour chaque variable de décision.

Nous avons utilisé cette relaxation convexe comme fonction d’évaluation d’un algorithme
de Branch & Bound, pour lequel nous montrons la convergence en temps fini. Nous pro-

posons enfin deux variations de ’algorithme, qui different par leur méthode d’exploration.

Par conséquent, nous avons proposé une méthode de résolution exacte en temps fini de
notre probléme en variables entieres (PNSn ). Lorsque les tailles d’instances, ne per-
mettent pas une résolution exacte dans le temps imparti, les algorithmes de résolutions

proposés fournissent une borne supérieure.

De maniere symétrique au chapitre 3, nous avons établi, dans ce chapitre, une méthode

de résolution « a droite » (dans un contexte de maximisation), qui résout (PNSy ) &

I’optimum, ou en fournit une borne supérieure.

us somm nc désormai a ’ai niques introdui n -
Nous sommes donc désormais capables, a ’aide des tech es introduites dans les cha
pitres précédents, de proposer pour toute taille d’instance, soit une résolution exacte du
probléme (PN Sy ), ou bien un encadrement de son optimum. La démarche est résumée

dans le schéma de la page suivante.

Nous comparons dans le chapitre suivant, les performances numériques de nos méthodes.
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[Probléme initial (PN Sy.y/) }

l

Factorisation :
Probleme équivalent factorisé

Convexification :
Relaxation convexe fine
Probléeme majorant PRC

Résolution :
Algos. de Branch & Bound

Fonction eval = relax convexe

Benchmark vs. Solver :
Baron, Bonmin, Couenne,
Scip.

Perspectives : autres mé-
thodes de I’état de lart.

{Linéarisation :J

de PRC

[Algo. Principal ]

Algo. en largeur
d’abord

LEGENDE :

C] Dans ce chapitre
D Lien logique
C] Non abordé

FIGURE 4.7 — Schéma récapitulatif de notre approche de convexification
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Chapitre 5

Comparaison numériques des
méthodes

Dans les chapitres précédents, nous avons proposé et décrit des méthodes de résolu-
tions exactes ou approchées, qui permettent de résoudre le probléme traité a I’optimum,
ou d’en obtenir un encadrement.

Dans ce chapitre, nous comparons les performances des différentes méthodes utilisées, que
nous mettons en ceuvre dans le cadre de 'application financiere ELBA.

Le chapitre est organisé de la maniére suivante :

Nous décrivons tout d’abord le cadre des expérimentations numériques a la section 5.1.
Nous définissons notamment la terminologie correspondante aux tailles d’instances. Nous
présentons 'origine des données et justifions notre choix de solver.

Nous présentons également les fonctions de pénalités choisies, leurs propriétés et leur ca-

libration.

Nous avons choisi de décomposer les expérimentations numériques par taille d’instance,
puis par type de méthode de résolution (méthodes a base de DP, heuristiques ou bien

convexification).

La section 5.2 est consacrée aux petites et moyennes instances.

Nous présentons tout d’abord, a la section 5.2.1, la résolution exacte par DP et discutons
les temps CPU.

Puis, nous nous intéressons au paramétrage du grain et de la taille du bandeau dans la

méthode TSDP discréte, a la section 5.2.2 et a ’approche hybride a la section 5.2.3. Nous
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présentons les résultats agrégés des méthodes heuristiques a la section 5.2.4 et montrons
également 'influence des différentes trajectoires lorsque le vecteur p varie.

Nous traitons ensuite la résolution par convexification a la section 5.2.5.

Nous passons ensuite a 1’échelle a la section 5.3 et traitons les grandes instances, pour
lesquelles la résolution exacte par DP n’est pas disponible. Nous étudions la limite en es-
pace (mémoire) pour les grandes et trés grandes instances, a la section 5.3.1 et proposons
une amélioration directe en perspective.

Nous discutons, comme précédemment, la qualité et la rapidité des solutions obtenues.
Nous présentons également des cas représentatifs pour montrer I'influence de la volatilité
de p. Les résultats agrégés des méthodes de DP sont présentés a la section 5.3.2, et ceux

de convexification a la section 5.3.3.

5.1 Cadre des expérimentations numériques

Dans cette section, nous définissons le cadre de nos expérimentations numériques.
Nous commencons par décrire les outils informatiques et justifions le choix des solvers
utilisés a la section 5.1.1.

Puis nous définissons les conventions d’instance (taille et dénomination) a la section 5.1.2.
Nous expliquons 'origine des données et les valeurs des constantes utilisées dans les expé-
rimentations numériques a la section 5.1.3.

Nous présentons, a la section 5.1.4, les fonctions de pénalité utilisées ainsi que leur pro-
priétés.

Enfin, nous discutons enfin le choix des parametres de calibration L et H a la section 5.1.5.

5.1.1 Outils informatiques et choix des solvers

Nous présentons tout d’abord les outils informatiques (machines, logiciels) utilisés.

Caractéristiques des machines : les expérimentations numériques ont tourné sur PC
sous Intel Xeon(R) Silver 4114 at 2.20 Ghz , 2 sockets, 20 core, et 32 Gb de RAM. L’O/S
est Linux Ubuntu 18.04 (Bionic Beaver) et le compilateur c++ gcc v9.3.0.

Puis nous abordons les solvers utilisés.

Solvers utilisés :

— LocalSolver v9.5 (Linux64, build 20201030) - Benoist et al. [20, 22, 21]
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5.1. Cadre des expérimentations numériques

— NLopt v2.6.2 - Johnson [64]

— SCIP v7.0.1 - Gamrath et al. [50]

— BARON v2022.11.3 - Tawarmalani et Sahinidis [110],[98]

— COUENNE v0.5.8 - Belotti et al. [18],[16]

— BONMIN v1.8.8 - Bonami et al. [31],[30]

— Enfin la modélisation pour Bonmin et Couenne est effectuée a partir du langage
AMPL v20221013 (Linux-5.4.0-1091-azure, 64-bit) - Fourer et al. [49], [54]

Justification du choix des solvers : Nos travaux de recherches, nous ont familiarisé
avec 1’écosysteme des solvers dédiés aux problemes non linéaires en variables entiéres. Pour
la partie heuristiques et recherche locale, dont le but est de trouver rapidement la meilleure
solution admissible, notre référence est LocalSolver, dont les grands principes de résolution

sont décrits a la section 3.3.4.

Puis, durant les cours doctoraux de Schmidt [99], nous nous sommes intéressés a Scip,
qui est libre, tres flexible, et constitue un bon point de référence, pour la programmation

mathématique en variables entiéres.

Nous nous sommes également intéressés a des solvers qui reproduisaient nos méthodes de
résolution, avec une relaxation convexe du probléeme, intégrée a un algorithme de Branch
& Bound.

C’est pourquoi Couenne, nous a semblé une excellente référence, car, il traite les problemes
non convexes via une factorisation (au sens de McCormick), une relaxation convexe fon-
dée sur la recherche des enveloppes convexes/concaves des fonctions du probléme et enfin
l'utilisation Branch € Bound spatial (pour les problémes en variables mixtes).

De plus, il implémente les techniques avancées de linéarisation, de branchement, de réduc-

tions de domaine et de recherches d’heuristiques.

Nous nous sommes ensuite intéressés a Baron qui est également un solver de référence,

pour l'optimisation globale des problémes non convexes en variables mixtes.

Nos recherches sur les liens entre ces différents solvers, nous ont orienté vers le projet
COIN-OR (COmputer INfracstructure for Operations Research).
Ce projet, qui a démarré en 2000, met en commun, les briques élémentaires de résolution

(e.g solvers élémentaires linéaires et non linéaire, Branch & Cut, générateurs de coupes),
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ainsi que les API (Application Programing Interface) permettant de les paramétrer et de
les combiner.

Enfin, le projet fournit a la communauté, des dépots de données, permettant de récupérer
et d’enrichir les codes sources, ainsi qu’'un suivi des bugs remontés et le versioning des
solvers.

C’est dans ce contexte que nous avons découvert le solver Bonmin. Nous recommandons
l'article de Bonami et al. [29] sur la genese de COIN-OR et de Bonmin.

Enfin, nous notons un point important concernant Bonmin.

Remarque 10. Bonmin ne garantit une résolution da ['optimum que pour les problemes
convexes (cf. avertissement sur le site du solver). Pour le non convexe, Bonmin ne re-
tourne que des solutions admissibles (bornes inférieures). Il n'est donc pas, contrairement

a Couenne et Baron, un solver global.

Cependant, ces différents solvers, qui ont souvent leur API distincte en C++, et/ou
leur langage propriétaire de modélisation, nécessitent un temps non négligeable d’intégra-
tion.

C’est notamment le cas de Scip dont le paradigme de programmation en expressions por-
tées par un arbre, bien que parfaitement adapté aux fonctions factorisables, a nécessité le

temps de prise en main le plus important.

Nous avons alors cherché des synergies et le langage AMPL (A Mathematical Program-
ming Language), dont la premiére version date de 1990. AMPL nous a permis d’utiliser
Couenne, Baron et Bonmin, que nous n’avions pas prévu initialement, au prix d’une seule

modélisation (avec quelques variations mineures sur les options, selon les solvers).

Choix du solver de résolution du probléme relaché convexe : comme nous ’avons
discuté a la section 4.5, nos algorithmes de Branch & Bound reposent sur une fonction
d’évaluation convexe. Nous avons choisi d’utiliser le solver Scip, pour la flexibilité de son
intégration a notre code source C++, afin de résoudre le probléme convexe (PRCn ),
défini a la section 4.3.3, qui est appelé en chaque nceud de nos Branch € Bound.

En particulier, Scip, est appelé pour résoudre le probléme relaché convexe (4.9), dans sa
version non linéarisée.

Cependant, ces choix entrainent également des limitations.
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Limitation des solvers : Outre le caractere commercial ou libre, les solvers que nous
avons utilisés ont des limitations techniques qui restreignent leur application aux expéri-

mentations numériques et que nous décrivons.

Tout d’abord aucun solver, a ’exception de Bonmin, ne prend en charge la fonction arc-
tangente a ce jour. En particulier, Baron n’accepte pas les fonctions trigonométriques. Ces
restrictions nous empéchent d’utiliser une des fonctions de pénalité, décrites a la section

5.1.4, pour les expérimentations numériques sur les méthodes de convexification.

De plus, comme la relaxation convexe fait appel a Scip, nous ne pouvons pas intégrer

I’arctangente, dans nos algorithmes propriétaires de Branch € Bound.

Une autre limite concerne les restrictions imposées par les licences d’utilisation.

Pour notre licence académique, BARON est limité a 50 variables de décision.

Nous remarquons que, dans notre licence Community Edition d’AMPL, les solver Couenne
et Bonmin sont annoncés bridés a 300 variables de décision mais nous avons néanmoins

pu utiliser Bonmin pour 1000 variables.

Comme toujours, la taille des instances est cruciale dans un probleme d’optimisation.

Nous précisons, dans la section suivante, la notion de petite, moyenne ou grande instance.

5.1.2 Taille et nomenclature d’instances

Nous présentons les conventions de notations et de nomenclature d’instances.

Taille d’instances : Les instances sont controlées par le nombre de variables de décisions
N et la taille de I’écoulement noté M (qui correspond également & la borne supérieure
de chaque variable de décision). Elles sont présentées dans les tables de résultats, soit
directement sous la forme (N, M), ou bien sous la forme (N, M) = (10%,10%), a < b, avec
1<a<3et2<b<09.

En particulier, sauf pour les treés petites instances (lorsque N < 10), N divise M, car il
n’y a pas d’intérét particulier a traiter les cas de blocs non subdivisables. Lorsqu’il n’y a
pas ambiguité, nous simplifions les notations dans le texte, en ignorant la base, et écrivons

(T,N) = (a,b), (au lieu de (10%,10°) )
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Dénomination d’instance : On se référera aux instances en utilisant la terminologie
suivante :

— Tres petites, lorsqu’en notation exacte N < 10 (moins de 10 variables).

— Petites, si (N, M) € {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}.

— Moyennes, si (N, M) € {(1,5),(1,6),(2,5),(3,5)}.

— Grandes, si (N, M) € {(1,7),(1,8),(1,9),(2,6),(2,7),(2,8),(2,9), (3,6)}.

— Tres grandes quand (N, M) € {(3,7),(3,8),(3,9)}.

Nous passons a l'origine des données et des simulations utilisées.

5.1.3 Paramétrages statiques et origine des données

Nous passons a ’'origine des données et des simulations utilisées.

Prix plancher g; : Dans 'expérimentation financiere ELBA, nous supposons que ¢; =
(1 — B)pi, avec 0 < B < 1 constant. Cela signifie que le prix plancher pour de plus grands
volumes d’écoulement (méme dans le cas d’une vente a tout prix) est égal a une fraction
constante du prix observé. Dans un contexte financier, le prix plancher peut représenter

la valeur intrinseque de la compagnie !

Pour les expérimentations numériques, nous utilisons la valeur 8 = 0.9. Comme ¢(0) =0
et g tend asymptotiquement vers 1, cette valeur correspond & un prix plancher de 10% du
prix observé. Plus § est proche de 1, plus sévere est la pénalité pour écouler plus d’actions,
et plus large est I'intervalle de pénalité, car le prix plancher tend vers 0. En effet, le prix
d’exécution est compris dans [(1 — ) pi; pi]). Par conséquent, une valeur élevée de § se
traduit par une différence plus marquée dans la fonction objectif, entre une bonne et une

mauvaise stratégie d’écoulement.

Ce choix de 8 nous permet de préciser les bornes naturelles (cf. section 1.1) de la fonction
objectif. Nous conservons la borne supérieure p M. Mais dans ce cas, en notant p = min p;,
nous obtenons le prix d’exécution minimum ¢; = (1 — 8)p; > (1 - B)p l
Nous en déduisons que f € [(1 — 8)p M ; pM]

Dans le cas d’une trajectoire constante, nous obtenons 'encadrement f € [(1—03) po M ; po M]

1. Une discussion économique sur la valeur intrinseque d’une compagnie n’entre pas dans cadre de notre
étude et n’est pas pertinente pour la programmation mathématique.
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En effet, dans ce cas p = py donc pg M est une borne supérieure de 1’objectif.
Enfin, si nous appliquons les parameétres numériques pour 3 et pg, f € [10 M;100 M], ou

M contrdle la taille de ’écoulement.

Nous nous intéressons ensuite aux trajectoires de p, ou de maniere équivalente pour I'ap-
plication ELBA, aux prix de I'actif a écouler. Nous décrivons la distribution des prix et la

génération des trajectoires associées au vecteur de prix p.

Distribution du prix de P’action : Nous supposons que le prix de l'action suit un
mouvement Brownien géométrique, de moments (u, o), démarrant a pg = 100. Cette dy-

namique classique est décrite dans Hull [63] :

L&:udt+ O'th
St

2
Par application du lemme d’Ito, nous calculons d (In S;) = (u— %) dt+o dW,; En intégrant

sur l'intervalle [¢;¢ 4+ At], nous obtenons :

0.2
Strat = Spexp (M - 7)At + o0 (Wipar — Wi)

Nous utilisons la propriété de stationnarité du mouvement Brownien et en déduisons :

o2
Styar = Stexp (M - ?)At + 0 Way

Ce qui revient a la formule suivante que nous utilisons dans les simulations :

2
Siiat = Siexp l(u - %)At + o VAL Z] , where Z ~ N(0,1) (5.1)

Vecteurs de prix p : nous simulons les prix d’action pour ELBA en utilisant le processus
stochastique décrit dans ’équation (5.1) ci-dessus, avec le point de départ py = 100, et
les moments (u, o). Nous nous intéressons a l’action conjuguée de ces deux moments, qui
pour 'application financiére ELBA peuvent s’interpréter comme la tendance et la volati-
lité de l'actif. Nous sélectionnons trois régimes pour chaque moment p € {—0.05; 0; +0.05}
et o € {0.10;0.25;0.70}, ce qui entraine neuf combinaisons possibles. Enfin la dixiéme
combinaison correspond a la trajectoire constante de prix Vi, p; = 100. Cette trajectoire

sert de référence pour comparer les performances des algorithmes proposés.
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Pour chacun des neuf couples de moments (ju;,0;), nous langons 10 simulations et nous
prenons la moyenne sur S;. Cela permet de rendre la trajectoire plus fluide et de mieux
retranscrire les caractéristiques des moments.

Enfin, chacun des dix vecteurs de prix V; a une longueur égale & Nypqp = 103, qui cor-
respond au plus grand nombre de variables de décision considérés dans les expérimenta-
tions numériques. Quand N est plus petit que N4z, le vecteur de prix correspondant
est extrait de V; de facon uniforme. Par exemple, dans le cas N = 10, nous prenons V=
{V100, V200, - - - , Viooo }- Nous remarquons qu’il peut y avoir un biais dans le choix de la lon-

gueur L—N Az |

. Nous pourrions en effet arbitrairement choisir V- = {V}, Vigo4j, -, Vooo+j }»

ou 1 < 75 <100. Cependant lorsque N croit vers Ny, ce biais disparait.

Nous pourrions légitimement nous interroger sur la pertinence d’une diffusion tres vo-
latile pour notre modele de prix déterministes.

Comme mentionné aux sections 1.1 et 1.2, les techniques d’optimisation présentées dans
cette étude s’appliquent a n’importe quel vecteur de prix strictement positif. Du point de
vue de la programmation mathématique, ’étude de la finesse des bornes pour un large
spectre de trajectoires est un sujet d’intérét. En effet, nous cherchons pas ici a tirer des
conclusions spécifiques pour 'application financiere ELBA, fondées sur des instances ir-
réalistes, mais plutét a étendre nos résultats a un plus large champ d’applications, en
dehors de la finance. A cet égard, il nous semble important de valider empiriquement nos

résultats lorsque les trajectoires fluctuent significativement.

Nous terminons cette section par un rappel sur les conventions de lecture des tables de

résultats.

Conventions dans les tables de résultats : comme indiqué précédemment nous avons
simulé 10 vecteurs p avec différents couples de moments.
Pour la lisibilité des tables de résultats, nous affichons les métriques (i.e qualité et temps

CPU) par défaut pour p constant et en moyenne sur les 9 autres processus simulés.
Dans les tables de résultats des prochaines sections, CST fait référence au vecteur p

constant et AVG a la moyenne des neuf autres. Lorsque les résultats sont significative-

ment différents entre les vecteurs p non constants, nous le mentionnons explicitement.
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Dans les tables de résultats mesurant la qualité des bornes, les valeurs sont exprimées
en pourcentage et mesure la différence relative a 'optimum (qui provient de la DP exacte)
ou a la meilleure borne connue.

Pour les tables reflétant le temps CPU, les valeurs sont en secondes, € correspond a la va-
leur numérique minimale dans les deux cas (qualité et temps) avec I'unité correspondante.

” signifie soit que la différence relative a 'optimum est inférieure a

Par conséquent, "< €
0.01% (10~%), ou bien que le temps de calcul est inférieur & 0.01s.

Enfin, DNC (Did Not Converge) signifie que ’algorithme n’a pas convergé soit par manque
de temps ou bien a retourné une erreur mémoire. Nous fixons la limite de temps CPU a
600s, sauf cas mentionnés explicitement (e.g pour certaines instances, elle est de 3h, soit

10800s).

5.1.4 Fonctions de pénalité et calibration

Nous présentons dans cette section les fonctions de pénalité g employées dans les
expérimentations numériques étudions leur propriétés et discutons leur calibration.

Nous définissons les trois fonctions prototypes G réelles univariées suivantes :

H
v 1+

G oux+—1—

1++v1+z

ou x — — arctan(x)
T

Les fonctions G ainsi définies sont C? et bornées sur R*. De plus, G(0) = 0 et lJimG =1
o0

Nous nous intéressons aux propriétés de convexité de G.

Théoréme 9. Les trois fonctions G, ainsi définies sont concaves sur R+.

De plus, chacune des fonctions x — x - G(x) est convexe R+.

Démonstration. Par calcul direct des dérivées secondes de G et x - G :

7 < 0sur Ry
1 2 }u_ —(143V/I+2)
' !l 14+VI+xd 214232 1+V1+2)3

—4x
AR S sur Ry

s -2
.1+x]  (1+x)

< 0 sur Ry

) "
— arctan(ac)}
L
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Ce qui prouve la concavité.

{ T }”: (14_2:6)3>Osu7“R4r

[ 2x }” 443z+ (x+4)V1+=x

— = >0 R
S IR 2-(1+2)%2 - 141+ ) U
2x "
{— arctan(x)} = ———5>0surRy
T

4
(1 + 22)

(:U . G)//

Ce qui prouve la convexité.
O

Par conséquent, les prototypes associés aux fonctions de pénalité choisies sont concaves
et vérifient les hypotheses du lemme 2 de la section 3.5, qui permet d’établir la majoration

du probleme (PN Sy ) par monotonie.

Nous définissons ensuite les fonctions de pénalités g : x — G(nx), ou n est constant
et dépend seulement de G. Soit L un niveau donné , nous définissons un seuil H, tel que
g(L) = H. La constante 1 est donc un facteur d’échelle servant a projeter le segment [0; L]
(qui encadre les valeurs des variables de décisions) sur le segment [0; H]| (qui encadre la

valeur de la pénalité sur le prix).

Les fonctions prototypes G choisies sont injectives sur R™, donc nous pouvons calculer

leur inverse respectif G~!, qui est donné par :

x
T — 12
G~ { otz tan (= x)
oux — i
(1—z)?
-1
Nous en déduisons la valeur de n = GL(H)

Nous passons aux choix des parametres numériques L et H.
L = M est un choix naturel car les variables de décision et leur sommes partielles sont
bornées par M. Nous avons testé différentes valeurs pour H €]0; 1[. Plus le seuil est proche

de 1, plus grande est le pouvoir discriminant de la fonction de pénalité sous-jacente g.
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Le pouvoir discriminant correspond a la distance entre une heuristique naive comme la
vente a tout prix ou la vente linéaire et 'optimum. Pour les expérimentations numériques,
nous avons choisi L = M et H = 0.99. La justification et le détail des tables de calibrations

sont présentées a la section suivante.

Enfin, nous avons défini et calibré les fonctions de pénalité qui composent la fonction
objectif de (PN Sy ). Nous affichons les fonctions objectifs associées en dimension N=3

et M=100, avec p constant, pour chaque fonction de pénalité :

1200 -
1180
1160 -
!
1140
1120 -

1100

100
100

FIGURE 5.1 — Objectif (PNSg}loo) s G:x— Hix
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100

FIGURE 5.2 — Objectif (PN S3100) » G: 2> 1 — -7

1250

1200

1150

1100
100

Vitx

i

100

FIGURE 5.3 — Objectif (PN S3100) , G : x — %arctan(a:)
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Points importants :

2

™

: X
— Les fonctions z — Tz et @ —

abrupte avec une ligne de créte assez marquée. Cela est du aux dérivées tres proches

des deux fonctions (m et H%)

— L’objectif, sous la pénalité x — 1 — ﬁ, a profil beaucoup plus arrondi, et qui

arctan(z) géneérent une fonction objectif assez

semble concave en dimension 3.
— Nous faisons bien attention a ne pas tirer de conclusions générales, a partir de la

dimension 3.

5.1.5 Justification du choix des parameétres L et H

Le facteur d’échelle 7 est completement déterminé par les choix L et H dans ’équation
G(nL) = H. La suite des sommes partielles y;, (avec y = .5, 2;) tend vers M, lorsque
k tend vers N. Comme, lim, ., g = 1, il est naturel pour la fonction g de se rapprocher de
1 lorsque y tend vers M. Le choix de prendre L = M est donc logique.

La distance a laquelle passe la fonction g de sa limite est fixée par le seuil H. Comme
discuté a la section précédente, nous avons testé différentes valeurs de H €]0; 1], avec pour
objectif de préserver I’écart entre les heuristiques naives et I'optimum. Un écart significa-
tif nous permet de mettre en exergue plus facilement la qualité des heuristiques que nous
proposons. L’absence d’écart, quant a lui, se caractérise par un paysage plat et uniforme,
pour lequel il s’avere, numériquement, plus difficile de distinguer les meilleures solutions.
Nous souhaitons aussi que cet écart reste stable, o au moins ne disparaisse pas, lors N,

M augmentent.

Le vecteur p est supposé constant durant la calibration. Bien que nous ayons testé dif-
férentes valeurs pour H, nous présentons dans les tables H = 0.75, H = 0.99, qui sont
représentatives. Enfin, nous présentons également le paramétrage n = 1, qui correspond

au cas d’absence de calibration (g = G), pour donner un autre point de référence.

Dans les tables de calibrations suivantes, FS correspond a la vente & tout prix (Fire
Sale) et LIS (Linear Sale) a la vente linéaire. Les colonnes correspondent a la fonction
prototype G. Les résultats sont exprimés en pourcentage et mesurent la différence relative

a 'optimum, obtenu par DP exacte :
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2 2
10.75 = Zarctan(z) | 1— e

N | M| FS |[LIS| FS [LIS| FS | LIS
101 | 10% | 3344 | 0.84 | 37.85 | 0.52 | 23.58 | 1.43
101 [ 10% | 33.45 [ 0.84 | 37.86 | 0.53 | 23.58 | 1.43
10" [ 10* | 33.45 [ 0.84 | 37.86 | 0.53 | 23.58 | 1.43
10" [ 10° [ 33.45 | 0.84 | 37.86 | 0.53 | 23.58 | 1.43
10" | 10% | 33.45 | 0.84 | 37.86 | 0.53 | 23.58 | 1.43
102 | 103 | 36.65 | 0.09 | 40.9 | 0.05 | 26.77 | 0.24
102 [ 107 [ 36.65 | 0.09 | 40.9 [ 0.05 | 26.77 | 0.24
102 [ 10° | 36.65 | 0.09 | 40.9 | 0.05 | 26.77 | 0.24
10° | 10° | 36.97 | 0.01 | 41.19 [ 0.01 | 27.1 | 0.03

2 2
70.99 vz sarctan(z) | 1— j=—

N | M| FS [LIS| FS [ LIS | FS | LIS
101 [ 102 [ 18.27 | 6.04 [ 20.42 | 7.81 | 5.48 | 0.94
101 | 10° | 18.38 | 6.17 | 20.52 | 7.92 | 5.51 | 0.98
101 | 10* | 18.38 | 6.17 | 20.52 | 7.92 | 5.51 | 0.98
101 | 10° | 18.38 | 6.17 | 20.52 | 7.92 | 5.51 | 0.98
10 | 10% | 18.38 | 6.17 | 20.52 | 7.92 | 5.51 | 0.98
102 | 10% | 22.63 | 1.97 | 25.00 | 2.12 | 7.00 | 0.53
102 | 10* | 22.65 | 2.00 | 25.00 | 2.14 | 7.08 | 0.62
102 | 10° | 22.65 | 2.00 | 25.01 | 2.14 | 7.08 | 0.62
102 [ 10° | 23.11 ] 0.24 | 2549 | 0.23 | 7.28 | 0.18

2 2
Zarctan(z) | 1— Y
N | M| FS |[LIS| FS [LIS| FS | LIS

101 | 102 ] 18.16 | 6.03 | 15.25 | 6.41 | 23.91 | 1.98
100 | 10° | 3.44 | 1.79 | 2.53 | 1.46 | 18.43 | 2.59
100 [ 10% | 045 [ 028 ] 032 [0.21] 947 | 1.6
101 [ 10° | 0.05 | 0.04 | 0.04 | 0.02 | 3.68 | 0.66
100 [10° ] 001 | <e | <e | <€ | 1.25 | 0.23
102 [ 10° | 4.61 | 1.18 | 3.38 | 1.08 | 22.06 | 0.96
102 | 10* | 068 | 0.3 | 0.47 | 0.23] 11.9 | 0.89
102 | 10° | 0.09 | 0.05 | 0.06 | 0.04 | 4.79 | 0.45
102 1 10° | 0.09 [ 0.03 | 0.06 | 0.02 | 4.92 | 0.14

3
Il
[y

—
f
8

Conclusions :

T

— Pour les fonctions = — Tt

et T — %arctan(a:), la calibration 7999 a le plus grand
pouvoir discriminant.
— Pour la fonction x — 1 — ﬁ, la calibration 79 75 est légérement meilleure pour

les petites instances, mais cet avantage disparait rapidement quand N > 2. La
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calibration 7).99 est plus stable et posséde un plus grand pouvoir discriminant pour
les petites et moyennes instances.

— Pour le facteur d’échelle ng.99, la distance de FS a 'optimum reste stable lorsque
N et M augmentent. Dans le cas de vente linéaire LIS, elle est stable en M, mais
décroit, bien que plus lentement que pour les autres facteurs d’échelle, en fonction
de N.

— Enfin, nous remarquons que les fonctions x — 14%: et T — % arctan(x) ont approxi-
mativement la méme vitesse de convergence (ce qui est lié a la similitude entre les
expressions de leur dérivée premiere), tandis que x +— 1 — ﬁ renvoie des résul-
tats plus faibles pour la distance de ’heuristique LIS & 'optimum, qui est inférieure

a 1% environ, pour toutes les instances.

Apres avoir défini et calibré les fonctions de pénalités, nous passons aux expérimentations

numériques sur les petites et moyennes instances.

5.2 Expérimentations numériques sur les petites et moyennes
instances

Dans cette section, nous présentons les résultats de nos expérimentations numériques-
sur les petites et moyennes instances, selon la terminologie introduite a la section 5.1.3.
Nous présentons les résultats de résolution exacte par DP a la section 5.2.1 et discutons

les tailles limites d’instances efficaces.

La méthode TSDP nécessite un choix préalable de la taille du grain. Nous décrivons
le paramétrage de la DP a gros grain a la section 5.2.2, dont nous calculons le ratio de
couverture. Puis, nous rappelons les résultats de complexité de la méthode TSDP, établis

a la section 3.3.5.

Nous appliquons une approche similaire aux méthodes TSDP hybrides (NLopt ou gra-
dient projeté, suivis de la DP bornée) a la section 5.2.3.
Le paramétrage étant effectué, nous présentons les résultats agrégés dans les deux sous-

sections suivantes.

Nous présentons tout d’abord, a la section 5.2.4, les résultats agrégés des méthodes heuris-

tiques et /ou issues de la DP (cf. chapitre 3). Nous comparons les performances méthodes
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et discutons également de I'influence de la volatilité de p a ’aide d’un cas représentatif.
Puis, a la section 5.2.5, nous présentons les résultats obtenus par convexification.

Nous attachons, a la section 5.2.5.1, une attention particuliere aux trés petites instances
(N < 10), pour lesquelles nous comparons la performance des algorithmes de Branch &

Bound et des différents solvers.

Enfin, nous présentons les résultats agrégés de convexification pour les petites et moyennes

instances a la section 5.2.5.2.

5.2.1 Résolution exacte des petites et moyennes instances :

Nous résolvons le probléeme (PN Sy ) & I'optimum pour les petites et moyennes ins-

tances en utilisant 'algorithme de DP exacte de la section 3.2. Le temps CPU apparait

dans le tableau ci-dessous.

CPU e 2 arctan(z) 1- 1+\31+7
N | M | CST | AVG | CST | AVG | CST | AVG
101 | 102 <€ <e€ <€ <€ <e€ <e€
10t | 103 | 0.03 0.02 0.03 0.02 0.03 0.02
100 [ 10f | 1.77 1.77 1.78 1.78 1.77 1.79
101 [ 10° | 181 182 179 178 176 176
102 | 103 | 0.19 0.19 0.18 0.18 0.18 0.18
10% | 10* | 18.83 | 18.93 | 17.68 | 17.63 | 17.55 | 17.53
10% | 10° | 1829 1777 | 1786 1763 1752 1754
103 | 10° | 17 550 | 17943 | 17 576 | 17 856 | 17 488 | 17 949
101 [ 105 | 18 141 | 18 253 | 18 261 | 18 142 | 17 876 | 18 440

Points importants :

TABLE 5.1 — Temps CPU - DP exacte

— La complexité temporelle est O(N M?) comme attendue.

— Pour (N, M) = (2,6), Nous avons seulement calculé le temps CPU dans le cas CST
(p constant). La durée du calcul est d’environ 180 000 s, soit environ 50 heures, pour
chaque fonction de pénalité, en accord avec la complexité temporelle attendue.

— Le temps de calcul ne dépend pas de p ni de la fonction de pénalité. Ce résultat

est attendu car (p1,---,pn) et (g(1),---

de I’algorithme de DP.

— Lorsque (N, M) > (2,5) (dans un sens général), la résolution & 'optimum prend
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de quelques heures a plusieurs jours. Elle n’est donc pas utilisable en pratique.

La limite de taille d’instances efficaces, pour 'algorithme de DP exacte, se situe autour de
(N, M) = (2,5) (dans un sens général). Par conséquent, pour certaines instances moyennes
et pour les (treés) grandes instances, la DP exacte n’est plus applicable d’un point de vue

opérationnel, bien qu’elle renvoie une solution exacte en temps fini.

C’est pourquoi, nous nous intéressons maintenant aux bornes inférieures fournies par les

heuristiques introduites a la section 3.3.

Bien que les heuristiques naives (FS et LIS), ainsi que l’algorithme de recherche locale
ILS soient directement applicables, la méthode TSDP dépend du grain, qui controle a la
fois la taille des paquets et du bandeau autour de I’heuristique. Le calcul théorique du grain

optimal (minimisant la complexité temporelle de la méthode) a été établi a la section 3.3.5.

Nous présentons tout d’abord les résultats de la méthode TSDP pour différentes valeurs
de grain, puis nous introduisons son ratio de couverture optimale (proportion d’instances

ou optimum est atteint).

5.2.2 DP a gros grain et recherche dans un bandeau

Comme nous 'avons discuté a la section 3.3, la méthode TSDP discréte consiste a
lancer un algorithme de DP a gros grain P, dans une premiere étape, puis a raffiner la
solution en intensifiant la recherche dans le bandeau de taille homothétique A.P.

Nous avons effectué les calculs de P = 10 a M /10, et A € {1,5} (nous avons testé diffé-

rentes valeurs pour A € [0; 10] et avons retenu les valeurs les plus représentatives).

Nous calculons tout d’abord le ratio de couverture optimale (ratio du nombre d’ins-
tances ou 'optimum est atteint par le nombre total d’instances) en fonction du grain P.
Dans le tableau ci-dessous, la premiére valeur correspond au ratio, exprimé en pourcentage.

La seconde, entre parentheses, exprime le nombre total d’instances :
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AP = 10 50 100 500 1000 | 5000 | 10000 | 50000

CST | 27 (22) | 95 (22) | 23 (13) | 100 (13) | 14 (7) | 100 (7) | 0 (2) | 100 (2)

AVG | 42 (177) | 97 (177) | 49 (104) | 99 (104) | 44 (50) | 98 (50) | 33 (18) | 100 (18)
TOTAL | 41 (199) | 97 (199) | 46 (117) | 99 (117) | 40 (57) | 98 (57) | 30 (20) | 100 (20)

TABLE 5.2 — Ratio de couverture optimale - TSDP discréte

Points importants :
— Un bandeau de taille 5P (i.e A = 5, A P = 50,500, 5000 etc.) génére un meilleur
ratio de couverture pour tout P, que A = 1.
— Le ratio de couverture maximum, pour un nombre significatif d’instances, est atteint
pour P = 100 et un bandeau de taille AP = 500. Dans ce cas, 'optimum est atteint
pour presque toutes les petites et moyennes instances.

— Les résultats sont similaires pour les échantillons CST et AVG.

Nous affichons maintenant le temps CPU pour TSDP avec le paramétrage AP = 500 :

CPU Tra 2 arctan(z) 1-— ﬁ
N | M| CST [ AVG | CST | AVG | CST | AVG
10! | 102 <€ <e <€ <e <e <e
10" | 103 | 0.02 0.017 0.017 0.016 0.016 0.015
10t | 10* | 0.127 0.108 0.118 0.102 0.143 0.076
10" | 10° | 0.206 0.199 0.211 0.189 0.204 0.133
102110 | 0.15 0.15 0.15 0.15 0.151 0.15
102 | 10* | 2.122 1.795 2.122 1.797 2.121 1.608
102 [ 10° | 13.939 | 6.817 | 12.8908 | 6.771 | 13.997 | 6.771
10 | 10° | 213.399 | 137.701 | 213.357 | 138.243 | 213.378 | 124.176
10" | 10% | 2.103 2.003 2.104 2.002 2.035 1.914
102 | 10% | 39.585 | 27.914 | 39.581 | 28.097 | 37.319 | 25.135

TABLE 5.3 — Temps CPU - TSDP discrete

Points importants :

— Le temps CPU est comparable pour les différentes fonctions de pénalité.

— La résolution prend moins d’une minute pour (N, M) = (2,6).

— Elle prend marginalement plus longtemps pour le cas constant (CST) que I’échan-
tillon moyenné (AVG). En effet, pour les trajectoires de p tres fluctuantes, avec des
pics, la stratégie optimale concentre I’essentiel de I’écoulement sur ces pics, laissant

les autres variables de décisions, avec de tres faibles (voires nulles) valeurs.
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Pour l'application financiere ELBA, nous dirons que l’essentiel de temps de tran-
sactions ont lieu durant ces pics de prix, délaissant les transactions pendant les
périodes creuses, ce qui est conforme a l'intuition.

C’est pourquoi le nombre effectif d’étapes pour déterminer 'optimum a partir de

I’équation Bellman (cf. section 3.2) est en pratique plus faible.

Complexité : Nous avons précédemment établi a la section 3.3.5, la taille de grain P qui
minimise la complexité temporelle de TSDP. En effet, en notant N = 10%, M = 10°, P =
10¢, et en prenant A = 5 et en appliquant les résultats de complexité de la 3.3, nous obte-
nons une complexité temporelle minimale O(1037a+b+1) (~ O(N oM ))-

Elle est obtenue pour ¢ = 1(2b — a — 2) et en prenant P = [10¢].

Nous remarquons cependant que cela tend a introduire des blocs non subdivisables (lorsque
P ne divise plus M), qui doit étre géré par I'algorithme. C’est un effet de bord sans impact
sur les résultats présentés dans cette section.

Enfin, nous rappelons le gain obtenu, d’un facteur 10b-z-1 (~ 10%), par rapport a

la DP exacte qui est en O(10°t2?%) (~ O(N M?)). De plus le gain augmente lorsque M

croit par rapport a N.

Nous abordons maintenant la version hybride de la méthode TSDP qui s’appuie sur la

relaxation continue du probleme traité.

5.2.3 TSDP en utilisant la relaxation continue

Comme nous 'avons indiqué a la section 3.3, la méthode TSDP peut aussi fonctionner
avec une solution continue en premiere étape, puis utiliser la DP avec bornes, dans la
seconde étape, pour intensifier la recherche dans le voisinage de cette solution (cf. section
3.3.2).

Dans ce cas, nous déterminons, en premiere étape, un maximum local du probleme

(PN Sy ) obtenu en utilisant, soit un algorithme de gradient projeté, ou bien directement
via le solver NLopt, qui implémente la méthode de gradient (CCSAQ), issue de Svanberg
[108], décrite & la section 3.4.2.

Nous rappelons que les résultats obtenus sont des maxima locaux du probléme (PN Sy ar),

qui est non convexe. Cela signifie, que non seulement, ils ne fournissent pas le maximum
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global du probleme continu, mais surtout qu’ils ne sont pas, a priori, des bornes supérieures
du probléeme (PN Sy ) en variables entiéres.

Nous avons vérifié ce dernier point expérimentalement et avons trouvé des instances ou le
maximum global entier était plus élevé que le maximum local continu (avec une tres faible
différence néanmoins).

Nous commencons par comparer la performance et la stabilité des deux algorithmes, a la
section 5.2.3.1, puis nous présentons, a la section 5.2.3.2, comme pour la méthode TSDP

discrete, la ratio de couverture optimale, afin de déterminer la taille du bandeau.

5.2.3.1 Comparaison du gradient projeté et de NLopt

Nous présentons tout d’abord, dans les tables de résultats ci-dessous, la qualité des
solutions (locales), avec les conventions suivantes :
La méthode de gradient projeté & pas constant est notée GP et I'appel au solver NLopt
est noté NLO. Le meilleur des deux optima locaux est coché d’une croix (cf. symbole x).
L’autre valeur correspond a la différence relative entre les deux optima locaux multipliée
par un facteur 10°.
Par exemple, dans la seconde ligne (N, M) = (1, 3), NLopt fournit le plus grand maximum
local et le gradient projeté fournit une solution trés proche %L_OGP = 0.02- 1075, pour
une trajectoire constante.
(x!) : parmi les 9 instances dont la trajectoire varie, I'instance n°6 (u = 0, o = 0.7) n’a
pas convergé en 600s. Le lecteur peut se reporter a la section 5.1, pour la description des

instances AVG.

(¥2) : trop peu d’instances ont convergé pour établir une moyenne représentative.

Qualité | CST, Zarctan(z) || AVG, Zarctan(z)
N[ M| GP NLO GP NLO
10t | 10?2 | 0.03 X 0.03 () X
10! [ 103 | 0.02 X 0.04 (1) X
10! | 10* | <0.01 X 0.05 (x1) X
10! [ 10° | 0.02 X 0.04 (x1) x
10t | 10° [ 0.02 x <0.01 (x1) | x
10?2 | 10° | 0.02 X DNC (x%) | x
10% | 10* | 0.04 X DNC (%) | x
10% | 10° | 0.11 X DNC (%) | x
10% | 10° | DNC X DNC X

TABLE 5.4 — Qualité - comparaison entre le gradient projeté et NLopt
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Points importants :

— Les deux méthodes renvoient des résultats quasiment identiques. Cependant NLopt
fait mieux pour presque toutes les instances que le gradient projeté. Il y a néanmoins
quelques instances, dans le lot AVG, ou le gradient projeté fait mieux.

— Cependant, le gradient projeté n’est pas assez stable. Les instances avec des tra-
jectoires en dents de scie, comme celle mentionnée en astérisque (x') ne convergent
pas ou tres lentement avec notre algorithme de GP. Cela est du au pas constant
de I'algorithme que nous avons empiriquement défini, mais qui pour certaines tra-
jectoires, provoque un saut de gradient qui ralentit I’algorithme ou le fait diver-
ger. Un pas optimal aurait probablement été plus stable, mais il nécessite de ré-
soudre a chaque itération un probléme d’optimisation fortement non linéaire du
type «a; = arg max f(xi + a- Vfi), ce qui peut s’avérer coliteux. Ce point est
abordé en perspective a la section 6.2.

Nous nous intéressons ensuite au temps de calcul, qui sont présentés en secondes, dans le

tableau ci-dessous.

CPU CST,Zarctan(z) || AVG, Zarctan(z)
N [ M GP NLO GP NLO
101 [ 10° | 0.26 0.38 0.28 0.44
10t [ 103 | 0.37 0.35 0.40 0.40

10t [ 10* | 0.46 0.43 0.51 0.39
101 | 10° | 0.56 0.01 0.63 0.08
101 | 10 | 0.66 <€ 0.74 <e€

102 | 103 | 85.70 0.71 DNC 1.30
10° | 10* | 128.12 | 0.06 DNC 0.97
10% | 10° | 165.67 | 0.08 DNC 0.15
10° | 10° | DNC 10.08 || DNC 5.12

TABLE 5.5 — Temps CPU - comparaison entre le gradient projeté et NLopt

Points importants :
— Pour N = 10, les temps de calculs sont trés proches de 'ordre de la seconde.
— Pour N > 102, NLopt reste stable entre 1 et 10s, tandis que le gradient projeté,

prend quelques minutes, lorsqu’il converge.

Conclusions : Les deux méthodes se valent en terme de performance. Cependant NLopt

est plus rapide et surtout beaucoup plus stable que notre algorithme de gradient projeté.
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Par conséquent, dans toute la suite des expérimentations numériques, nous n’utliserons
plus que NLopt en premiere étape de I’approche hybride.

Nous allons maintenant, comme pour la version discrete, nous intéresser a la taille du
bandeau de la méthode TSDP hybride.

5.2.3.2 Taille du bandeau pour la méthode hybride

Nous utilisons donc un maximum local du probléeme (PN Sy as) obtenu en utilisant le
solver NLopt, avec les bornes l;, u; définies a la section 3.3.2.
Nous conservons le paramétrage précédent (A = 5, P = 100) pour pouvoir comparer les

résultats. Le tableau ci-dessous montre le ratio de couverture en fonction de P :

AP = 10 50 100 500 1000 5000

CST | 50 (20) | 65 (20) | 73 (11) | 100 (11) | 100 (5) | 100 (5)

AVG | 56 (172) | 81 (172) | 90 (99) | 100 (99) | 100 (45) | 100 (45)
TOTAL | 56 (192) | 79 (192) | 88 (110) | 100 (110) | 100 (50) | 100 (50)

TABLE 5.6 — Ratio de couverture optimale - TSDP hybride

Points importants :
— La relaxation continue avec AP = 500 atteint I'optimum pour toutes les petites et
moyennes instances.

Nous affichons de méme les temps CPU de ce paramétrage AP = 500 :

CPU = 2 arctan(z) 1-— ﬁ
N | M| CST [ AVG | CST | AVG | CST | AVG
10" [ 10% | 0.578 | 0.417 | 0.38 0.444 0.333 | 0.503
10 [ 103 | 0.337 | 0.433 | 0.368 | 0.413 0.252 | 0.469
10 [ 10* | 0.403 | 0.511 | 0.565 | 0.492 0.336 0.49
101 [ 10° | 0.198 | 0.267 | 0.201 | 0.251 0.192 | 0.206
102 | 10° | 0.88 1.525 | 0.864 1.45 0.446 | 1.916
102 | 10* | 2.196 | 2.775 | 2.135 | 2.703 2.167 | 2.842
102 | 10° | 12.531 | 6.484 | 12.463 | 6.517 12.73 5.04
10° | 10° | 219.582 | 132.47 | 221.32 | 127.751 | 224.953 | 87.648
10! | 10 | 0.198 | 0.182 | 0.198 | 0.182 0.206 | 0.141
102 | 10° | 19.348 | 10.015 | 19.405 | 10.175 | 17.889 | 7.15

TABLE 5.7 — Temps CPU - TSDP hybride
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Points importants :

— La méthode TSDP hybride (couplée & la relaxation continue) engendre des temps
de calculs comparables a sa version a gros grain. Les différences résident dans la
premiere étape (heuristique NLopt vs. DP a gros grain), tandis que la seconde étape
de DP avec bornes est relativement stable entre les deux versions, car la taille du
bandeau est identique.

Nous notons cependant que pour (N, M) = (1,6) or (2,6), La TSDP hybride est

nettement plus rapide que la version a gros grain.

Les méthodes T'SDP, discréte ou hybride, sont désormais clairement définies.
Dans la prochaine section, nous présentons les résultats agrégés de nos algorithmes (TSDP
a gros grain et hybride, ILS et DP exacte) en plus des heuristiques, appliqués aux petites

et moyennes instances.

5.2.4 Résultats agrégés des méthodes de DP

Les méthodes TSDP étant bien paramétrées, nous pouvons maintenant comparer nos
bornes inférieures et supérieures. Les deux tables ci-dessous sont dédiées a la qualité et au

temps CPU. Nous commencons par définir les notations suivantes, pour faciliter la lecture.

Notations dans les tables de résultats : FS (firesale) fait référence a la solution
admissible de vente a tout prix, LIS & la vente linéaire (qui écoule z; = %, a chaque pas
de temps), TS1 représente TSDP avec une DP gros grain et TS2 sa version hybride avec
une solution continue issue d’NLopt. Enfin ILS correspond au gradient discret décrit a la
section 3.3.3 et initialisé avec la vente linéaire. LS fait référence a LocalSolver qui tourne
avec un temps CPU proche de celui de 'algorithme qui fournit la meilleure borne infé-
rieure (sous la contrainte du cap a 600s énoncé a la section 5.1.3). Enfin UB; correspond

a la borne supérieure obtenue par la majoration monotone de la section 3.5.

Les profils de résultats sont similaires pour les différentes fonctions de pénalité. Nous n’in-
diquons dans les deux tables suivantes, que la fonction de pénalité associée au prototype

G = 2arctan(z), pour les échantillons CST et AVG :

s
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Qualité CST, Zarctan(z)

N | M| FS |LIS|ILS| LS | TS1| TS2 | UB,

101 [ 102 | 2042 | 781 | 041 | 0O 0 0 38.19
100 [ 103 [ 2052 | 792|002 ] <e | © 0 38.02
100 [ 10* [ 2052 [ 792 | <e | <e | O 0 38.02
100 [ 10° | 2052 | 792 | <e | <e | O 0 38.02
100 [ 10% | 2052 | 792 | <e | <e | O 0 38.02
102102 25 [212|104] <e | O 0 | 364.61
102 [10* | 25 [214]0.13]001] O 0 | 364.56
102 [ 10° | 25.01 | 214 | <e [ 0.01 | © 0 | 364.56
10° | 10° | 25.49 | 0.23 | 0.12 [ 0.10 | © 0 | 558.72

TABLE 5.8 — Qualité - Petites et moyennes instances (CST)

Qualité AVG, Zarctan(z)

N | M | FS LIS | ILS | LS | TS1 | TS2 | UB,

10! | 10% | 21.66 | 10.47 | 0.96 | 0 0 0 139.4
108 [ 103 [ 2177 [ 1058 [ 0.72 | <e | O 0 | 139.07
108 [10* [ 2177 [ 1059 [ 0.71 | <e | O 0 | 139.07
10" [ 10° | 21.77 [ 1059 | 0.71 | <e | O 0 | 139.07
101 [ 105 | 21.77 [ 1059 | 0.71 | <e | O 0 | 139.07
10° | 103 | 2848 | 7.77 [ 526 | <e | O 0 |419.26
10%2 [ 10* | 2849 | 7.8 [4.04]0.01] 0 0 | 419.13
10° [ 10° | 2850 | 7.8 [3.97|0.01] 0O 0 | 419.13
10° | 10° | 30.49 | 5.98 | 7.39 | 0.14 | 0 0 | 576.05

TABLE 5.9 — Qualité - Petites et moyennes instances (AVG)

Points importants :

— Comme attendu, les heuristiques naives FS et LIS sont les moins performantes.
I’heuristique FS fournit une valeur objectif environ 20% — 25% plus faible que
loptimum, tandis que LIS devient plus fine lorsque N augmente. Lorsque N et
M sont du méme ordre de grandeur, il y a suffisamment de variables de décision
en comparaison du total M & atteindre. Nous pouvons donc écouler linéairement
et une stratégie de vente est moins pertinente. C’est pourquoi I’heuristique LIS se
rapproche alors de 'optimum.

— LocalSolver fournit une trés bonne borne inférieure pour toutes les instance, mais
rarement I'optimum. Son ratio de couverture optimale est de I'ordre de 10% pour
I’échantillon CST et AVG.
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— TS1 et TS2 atteignent 'optimum pour presque toutes les petites et moyennes ins-
tances.

— UBs obtenue par monotonie n’est pas fine, méme pour les petites instances. La
qualité est stable en M, mais se dégrade considérablement lorsque N augmente.
Elle se rapproche de la borne naturelle M p. Dans le cas constant, pour 'instance
(3,5) Pécart relatif de cette borne a 'optimum est de 584%.

— L’algorithme de recherche local ILS renvoie de meilleurs résultats pour I’échantillon
CST que pour AVG, a fortiori lorsque les tailles d’instances croissent. Dans I’échan-
tillons AVG, ILS fait seulement marginalement mieux que la vente linéaire LIS. De
plus, pour AVG les résultats sont hétérogenes selon le type de trajectoire pour p.
Nous allons approfondir ce point ci-dessous.

Nous avons choisi un exemple représentatif pour l'instance de taille (7', N) = (3,5). Nous
affichons les performances pour chacune des neufs diffusions de p (guidées par leurs mo-

ments u, o) dans le tableau ci-dessous :

Qualité \ Zarctan(z)
N=10?%, M=10°
,u o ILS
-0.05 0.10 | 2.13
-0.05 | 0.25 | 3.46
-0.05 | 0.70 | 8.76
0.00 0.10 | 2.06
0.00 0.25 | 5.02
0.00 0.70 | 13.67
4+0.05 | 0.10 | 3.66
+0.05 | 0.25 | 5.33
+0.05 | 0.70 | 22.42

TABLE 5.10 — Qualité - Instance (3,5) - Trajectoires de p

Points importants :

— Les performances de l'algorithme ILS sont décroissantes en o. Plus les trajectoires
sont fluctuantes, ce qui peut s’interpréter comme une volatilité élevée dans le marché
pour ELBA, moins bonne est la valeur objectif du maximum local. Plus les varia-
tions sont douces, meilleure est la performance d’ILS. En effet, les instances tres
volatiles concentrent ’essentiel de I’écoulement autour des pics. Nous en concluons

que l'algorithme ILS est moins efficace pour ce type de profil en dent de scie.
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Nous concluons cette section par ’étude des temps CPU :

CPU CST, %arctan(x)
N [ M |[FS|LIS|] ILS | LS | TS1 TS2 | UB,
100 [10? | <e| <e| <€ | 10 <e 038 | <e
100 103 | <€ | < e <e€ 10 0.02 0.37 <€
108 (10 [ <e| <e| <e | 10 | 0.12 057 | <e
108 [10° | <e| <e| <e | 10 | 0.21 020 | <e
108 [10° | <e| <e| <e | 10 | 210 020 | <e
10210 [ <e| <e| 001 | 10 | 0.15 0.86 | <e
10210 [ <e| <e| 022 ] 10 | 212 214 | <e
102 [ 10° | <e | <e | 0.73 | 600 | 12.90 | 12.46 | <€
103 [ 10° | <e | <e | 3542 | 600 | 213.36 | 221.32 | <€

TABLE 5.11 — Temps CPU - Petites et moyennes instances (CST)

CPU AVG, Zarctan(z)
N [ M]|[FS|LS|ILS | LS | TS1 TS2 | UB,
100 1102 | <e| <e| <€ ] 10 <€ 044 | <e
100 [ 103 | <e| <e| <e | 10 | 0.02 041 | <e
108 (10 [ <e| <e] <e | 10 | 0.11 049 | <e
108 [ 10° | <e| <e| <e | 10 | 0.19 025 | <e
108 [ 105 | <e| <e| <e | 10 | 202 0.18 | <e
10° [ 10° | <e| <e| <e | 10 | 0.15 145 | <e
102 [ 10* | <e| <e]0.07] 10 1.8 2.7 <e€
102 [ 10° | <e| <e ] 0.14 | 600 | 6.77 6.52 | <e
10° [ 10° | <e | <e | 292600 | 13824 | 127.75 | <e

TABLE 5.12 — Temps CPU - Petites et moyennes instances (AVG)

Points importants :

— Pour les petites et moyennes instances, tous les algorithmes proposés convergent
relativement rapidement, en quelques minutes.

— Si 'on excepte les heuristiques naives, ILS est le plus rapide des algorithmes, bien
qu’il ne ne renvoie pas nécessairement un bon maximum local, suivi par les mé-
thodes TSDP.

— FS, LIS et UBs consistent en une formule directe qui se calcule presque instanta-

nément pour pour les couples (N, M) considérés.
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5.2. Petites et moyennes instances

Nous abordons maintenant les expérimentations numériques des méthodes de convexifi-
cation. Elles fournissent des solutions admissibles, mais aussi des bornes supérieures et

permettent donc d’encadrer ’optimum.

5.2.5 Résolution par convexification

Nous présentons, dans cette section, les performances des méthodes de Branch &
Bound, introduites a la section 4.5, qui s’appuient sur la relaxation convexe du probleme
factorisé équivalent, établie a la section 4.3.3. Nous comparons notamment ces résultats a

ceux des différents solvers dédiés, présentés a la section 5.1.

Nous étudions tout d’abord les trés petites instances (3 < N < 10, 102 < M < 10%,
en notation directe), la section 5.2.5.1.
En effet, le comportement des algorithmes de Branch € Bound et des solvers sont déja re-

présentatifs pour ces instances et leur comportement relatif reste similaire lorsqu’on passe

a ’échelle.

Puis, a la section 5.2.5.2, nous présentons les résultats agrégés de convexification pour

les petites et moyennes instances.

5.2.5.1 Treés petites instances

Nous nous intéressons dans cette section aux tres petites instances et commencons par

quelques remarques préliminaires.

Les solvers Baron, Couenne et Scip ne prennent pas en charge I'arctangente, au moins
dans les versions mentionnées a la section 5.1. Seul le solver Bonmin en est actuellement

capable.

Nous travaillons donc, dans cette section sur les autres fonctions de pénalité dont les

x 2
rototypes sont x etxr—~>1— ———
p yp 1+=x 1+V1+2x

Les algorithmes de Branch € Bound de la section 4.5, ainsi que les solvers sont appe-

lés dans les mémes conditions, sans initialisation et sans pré-traitement.
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Enfin, nous relevons la limite de temps de calcul & 10 800 secondes (3 heures).

Nous introduisons les notations suivantes dans les tables de résultats ci-dessous, pour
en faciliter la lecture :

Les colonnes portant le nom du solver (cf. section 5.1.3), indique une résolution directe
par celui-ci, sans aucun pré-traitement, sur le probléme (PN Sy as) en variables entiéres.
Principal fait référence a l'algorithme de Branch & Bound principal, défini a la section
4.5.1. De maniere analogue, Fxplo Large fait référence a ’exploration en largeur d’abord,

défini a la section 4.5.2.

Dans le tableau suivante, nous présentons la qualité des bornes inférieures obtenues par
les différents algorithmes.

Les valeurs représentent ’écart relatif & 'optimum global, obtenu par DP exacte. La valeur
«< e» signifie, que I’écart est inférieur a 0.01%, bien que 'optimum ne soit pas nécessaire-
ment atteint. Nous précisons dans les commentaires et par ’analyse des bornes supérieures,

lorsqu’il est atteint.
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Nous commencons par la fonction de pénalité x —

T .

1+x
Qualité - Bornes Inférieures CST, G:zw 177
N | M | Principal | Explo Large | Baron | Bonmin | Couenne | Scip
3 | 102 <€ <€ <€ <€ <€ <€
4 | 102 <e€ <e€ <€ <€ <€ <€
5 | 102 <e <e <e <e <e <e
6 | 102 <e€ <e€ <e€ <e€ <€ 0.07
7 | 102 <e€ <e€ 0.03 <e€ <e€ 0.21
8 | 107 <e <e 0.33 <e 0.02 1.95
9 | 107 <e 0.46 0.22 <e 0.01 3.45
10 | 102 0.03 1.03 0.02 <e€ 0.03 1.16
3 | 10° <e€ <e€ <€ <€ <e€ <e€
4 | 103 <e€ <e€ <€ <e€ <e€ <€
5 | 103 <€ <€ <€ <€ <€ 0.38
6 | 103 <e <e€ <e€ <e <€ 0.55
7 | 103 <€ 0.03 <e€ <e <€ 0.6
8 | 103 0.02 0.62 <e <e€ <e€ 1.91
9 | 10° 0.04 1.41 <e <e <e 1.3
10 | 10° 0.19 2.02 <e€ <e <e 3.47
3 [ 10% <e€ <e€ <e€ <e€ <e€ <e€
4 | 10* <€ <€ <€ <€ <€ 1.92
5 | 10% <€ <€ <€ <€ <€ 0.62
6 | 10% <e <e <€ <e <e 2.66
7 | 10? <€ 0.03 <e€ <e <e€ 4.63
8 | 10* 0.01 0.64 <e€ <e <€ 17.32
9 | 10* 0.11 1.46 <e <e <e€ 17.9
10 | 10* 0.28 2.16 <e <e <e 5.06

TABLE 5.13 — Bornes Inf. (Convexification) - Trés petites instances - z — -

14z

Points importants :

Les bornes inférieures sont égales ou tres proches de I'optimum pour les algorithmes
de Branch & Bound ainsi que pour les différents solvers, a ’exception de Scip.
L’algorithme Principal fait a peu prés aussi bien que Baron, Bonmin et Couenne,
pour toutes les tres petites instances.

Bien qu’il ne garantisse pas l'optimalité, Bonmin atteint en pratique I'optimum
pour toutes les tres petites instances, pour cette fonction de pénalité.
L’algorithme d’exploration en largeur, fait aussi bien que les solvers pour N < 6,

puis donne de moins bons résultats pour N > 7 et M = 10% ou M = 10%.
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Chapitre 5. Comparaison numériques des méthodes

— Nous notons cependant que 'algorithme Principal est uniformément meilleur que

I’exploration en largeur d’abord, pour les tres petites instances.

— Enfin, le solver Scip retourne les moins bons résultats avec des bornes inférieures

significativement plus faibles que les autres algorithmes.

Nous nous intéressons ensuite aux bornes supérieures. Lorsque I'optimalité est prouvée, la
borne supérieure est égale a la borne inférieure (au seuil de tolérance pres). Cependant,
dans les cas ot les algorithmes ne convergent pas en 3h, les bornes supérieures permettent
d’encadrer 'optimum.

Comme précédemment, dans le tableau de résultats suivants, les valeurs représentent

I’écart relatif a 'optimum.

Qualité - Bornes Supérieures CST, G:x+— Hix
N | M | Principal | Explo Large | Baron | Couenne | Scip
3 | 102 <€ <€ <e€ <e€ <€
4 | 102 <e <e <e <e <e
5 | 102 < € <€ <€ <€ <€
6 | 10? <€ < € 39.04 0.65 132.57
7 | 10° <€ <€ 353.33 40.01 187.67
8 | 10% <€ <€ 468.85 82.32 370.19
9 | 10° 0.19 183.68 409.88 134.94 423.27
10 | 102 1.23 242.47 499.63 168.65 468.99
3 | 10° <€ <€ <e€ <€ <€
4 | 103 <e <e 5.26 <e <e
5 | 10° < € <€ 182.74 2.27 157.66
6 | 10° 0.02 10.66 511.09 48.9 283.96
7 | 10° 0.3 65.92 627.4 93.5 486.21
8 | 103 1.01 171.25 638.12 170.31 545.56
9 | 103 2.69 310.93 636.84 166.73 626.17
10 | 103 10.55 359.91 642.51 207.56 629.58
3 | 104 <€ <€ <€ <e€ <€
4 | 10% <e <e 6.69 <e 1.92
5 | 107 <e 0.05 568.61 8.11 302.81
6 | 107 0.09 14.48 665.92 68.73 607.2
7 | 104 0.44 80.3 663.29 106.38 631.84
8 | 10* 1.28 183.15 655.42 169.17 655.31
9 | 10% 3.4 315.36 652.46 167.95 653.12
10 | 104 13.58 364.24 648.3 211.86 644.87

TABLE 5.14 — Bornes Sup. (Convexification) - Trés petites instances - x — =
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Points importants :

Pour N < 8, M = 102 les algorithmes de Branch & Bound résolvent le probleme &
Ioptimum.

Pour M = 103, 10* leur résolution & 'optimum s’arréte trés vite des que N > 6.
L’algorithme Principal renvoie de tres bonnes bornes supérieures pour les tres pe-
tites instances (< 5%). Pour N = 10, M = {103, 10}, I'encadrement est a 10-15%
pres.

Comme pour les bornes inférieures, ’algorithme Principal fait uniformément mieux
que I'exploration en largeur, mais la différence de qualité est bien plus marquée sur
les bornes supérieures. En effet 'exploration en largeur renvoie un écart a plus de
100% pour N > 8.

L’étude des bornes supérieures des solvers révele des résultats tres surprenant, par
leur hétérogénéité :

Les solvers Baron, Couenne et Scip ne résolvent a loptimum que quelques ins-
tances : N = {3,4,5}, M = 10% et N = {3,4}, M = {103, 10*}. Par contre, leurs
bornes supérieures sont uniformément beaucoup moins fines que celles des Branch
& Bound.

Les solvers Baron et Scip notamment donnent de trées mauvaises bornes supérieures.
Elles tendent tres vite vers la borne naturelle M p, qui se trouve numériquement
entre 650 et 700% (en écart relatif a 'optimum) pour les instances considérées. En
3h de calcul, les solvers renvoient alors une borne supérieure peu pertinente.

Nous remarquons que Scip renvoie les plus mauvais résultats, lorsqu’il résout par
lui-méme, cependant, lorsqu’il est appelé pour résoudre la relaxation convexe, sur
les multiples sous-domaines, dans le cadre d’un Branch & Bound, ses performances
sont meilleures que le solver seul, mais également meilleures que Baron et Couenne
qui sont nos principaux benchmark.

Enfin, comme indiqué a la section 5.1.1, Bonmin ne renvoie pas de bornes supé-

rieures.

Nous présentons enfin les temps CPU des différentes méthodes. «> 3h» signifie que I’al-

gorithme n’a pas convergé en 3h.
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CPU CST, G:z— l—kix

N | M | Principal | Explo Large | Baron | Bonmin | Couenne | Scip
3 | 102 0.67 1.56 0.78 0.1 1.01 0.27
4 | 107 5.17 7.83 28 0.13 24 14

5 | 102 45 62 649 0.18 513 514
6 | 107 226 357 > 3h 0.2 > 3h > 3h
7 102 925 1619 > 3h 0.22 >3h | >3h
8 | 102 4271 7476 > 3h 0.26 >3h | >3h
9 | 102 > 3h > 3h > 3h 0.25 > 3h > 3h
10 | 102 > 3h > 3h > 3h 0.37 > 3h > 3h
3 |10° 2.15 3.64 16 0.11 4.33 0.9

4 | 10° 48 62 > 3h 0.15 269 1427
5 | 10° 969 1231 > 3h 0.22 > 3h > 3h
6 | 10° > 3h > 3h > 3h 0.25 > 3h > 3h
7 |10° > 3h > 3h > 3h 0.32 > 3h > 3h
8 | 103 > 3h > 3h > 3h 0.34 > 3h > 3h
9 | 103 > 3h > 3h > 3h 0.37 > 3h > 3h
10 | 103 > 3h > 3h > 3h 0.38 > 3h > 3h
3 | 10? 7.15 9.64 101 0.15 10 3.53
4 | 10* 512 645 > 3h 0.23 842 158

5 | 10* > 3h > 3h > 3h 0.3 > 3h > 3h
6 | 10% > 3h > 3h > 3h 0.36 > 3h > 3h
7 | 10? > 3h > 3h > 3h 0.45 > 3h > 3h
8 | 104 > 3h > 3h > 3h 0.59 > 3h > 3h
9 | 10? > 3h > 3h > 3h 1.04 >3h | >3h
10 | 10% > 3h > 3h > 3h 0.74 >3h | >3h

TABLE 5.15 — Temps CPU (Convexification) - Tres petites instances - z —

14z

Points importants :

Les algorithmes de Branch € Bound que nous proposons sont significativement
plus rapides que les solvers Baron, Couenne et Scip.

Cependant leur complexité empirique semble exponentielle en N et polynomiale en
M. Cependant elle reste difficile & mesurer en raison du faible nombre de résolutions
a 'optimum.

Comme précédemment, notre algorithme Principal est plus rapide que ’exploration
en largeur.

Comme pour la qualité, le solver Bonmin est extrémement rapide comparé aux
autres méthodes, et converge tres rapidement pour toutes les tres petites instances,

en quelques secondes.
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Nous présentons également les tables de résultats analogues pour la fonction de pénalité

z—1 Vit
Qualité - Bornes Inférieures CST, G:1— ﬁ
N | M | Principal | Explo Large | Baron | Bonmin | Couenne | Scip
3 | 10° <e <€ <€ < €(*) <€ <e
4 | 102 <€ <€ <€ <€ <€ <€
5 | 102 <€ <e€ <€ <€ <€ <e€
6 | 10? <€ <€ <€ <e€ < €(*) <€
7 | 10° <e <e 0.01 <e <e <e€
8 | 107 <e 0.03 0.01 <e <e 0.08
9 | 102 0.01 0.28 <€ <€ <e 0.13
10 | 102 | 0.04(x) 0.36 <e <e <e 0.33
3 | 10° <€ <€ <€ <€ <€ <€
4 | 10° <€ <€ <€ <e€ <€ <€
5 | 103 <e <e <e <e <€ 0.03
6 | 103 <e <e <e <e <e(x) ]0.03
7 | 103 <e 0.03 <e | (NO)<e <e€ 0.09
8 | 10° 0.03 0.32 <e <e <e 0.35
9 [ 10° 0.18 0.48 <e <e <e 0.57
10 | 103 0.19 0.86 <€ <€ <e 1.08
3 ] 10% <€ <e€ <€ <€ <€ <e€
4 | 10% <e€ <e€ <€ <e€ <€ <e€
5 | 10% <€ <e€ <€ <e€ <€ 0.04
6 | 10 <e <e <e <e <e€(x) | 0.34
7 | 10? 0.04 0.27 <e <e <e 1.2
8 | 10* 0.12 0.7 <e <e <e 0.78
9 | 10* 0.21 0.83 <e <e <e 2.29
10 | 10% 0.22 1.15 <e <€ <€ 1.62

2

TABLE 5.16 — Bornes Inf. (Convexification) - Tres petites instances - x — 1 — Foy; e
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Qualité - Bornes Supérieures

CST, G:z—1-—

2

1+V1tz
N | M | Principal | Explo Large | Baron | Couenne Scip
3 | 102 <€ <€ <€ <€ <€
4 | 102 <e <e <e <€ <€
5 | 102 <€ <€ <€ <€ <€
6 | 102 <e <e 5.26 DNC <e
7 | 10° <e <e 63.65 <e <e
8 | 102 0.09 227.47 116.69 <e€ 6.7
9 | 10? 0.48 366.11 170.71 <e 16.16
10 | 10?2 | 13.88(%) 535.38 354.8 0.03 25.61
3 | 10° <€ <€ <€ <€ <€
4 | 103 <€ <€ <€ <€ <€
5 | 103 <e€ <€ 17.3 <€ 8.62
6 | 103 0.04 66.28 94.61 DNC 12.5
7 | 103 0.22 178.46 299.3 1.51 16.2
8 | 103 4.59 357.64 380.37 9.46 32.19
9 |10 | 64.96 545.5 486.7 19.54 98.64
10 [ 103 | 139.99 657.97 521.47 | 24.04 105.9
3 [ 10t <e€ <e€ <e€ <e€ <€
4 | 10% <€ <€ 5.26 <e 0.65
5 | 10* <€ 11.37 5.26 <e 51.63
6 | 10% 0.1 124.74 391.77 | DNC 24.98
7 | 10% 1.97 310.18 772.16 5.33 207.89
8 | 10* | 37.61 517.72 363.63 | 19.85 176.95
9 | 10* | 118.16 642.37 503.74 | 36.01 624.87
10 | 10* | 178.72 730.03 700.74 48.3 407.78
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CPU CST, G:1-— ﬁ

N | M | Principal | Explo Large | Baron | Bonmin | Couenne | Scip
3 | 102 0.73 1.94 0.52 DNC 0.27 0.21
4 | 102 14 18 3.24 0.12 0.75 1.91
5 | 102 152 184 1911 0.15 2.87 40

6 | 102 923 1124 > 3h 0.22 DNC 1356
7 | 102 4647 6032 > 3h 0.22 98 9501
8 | 107 > 3h > 3h > 3h 0.3 639 > 3h
9 | 102 > 3h > 3h > 3h 0.35 1917 > 3h
10 | 102 DNC > 3h > 3h 0.39 > 3h > 3h
3 |10° 3.67 5.54 4.38 0.12 0.61 3.7

4 1103 163 183 123 0.17 7.74 182
5 | 10° 5924 6605 > 3h 0.24 184 > 3h
6 | 103 > 3h > 3h > 3h 0.31 DNC | > 3h
7 | 10° > 3h > 3h > 3h 0.31 > 3h > 3h
8 | 10° > 3h > 3h > 3h 0.32 > 3h > 3h
9 | 10° > 3h > 3h > 3h 0.4 > 3h > 3h
10 | 10° > 3h > 3h > 3h 0.54 > 3h > 3h
3 | 10? 35 42 38 0.13 0.63 51

4 | 10% 3186 3493 > 3h 0.33 14 > 3h
5 | 10% > 3h > 3h > 3h 0.28 1450 > 3h
6 | 10% > 3h > 3h > 3h 0.39 DNC | > 3h
7 | 10? > 3h > 3h > 3h 0.33 > 3h > 3h
8 | 104 > 3h > 3h > 3h 0.54 > 3h > 3h
9 | 10* > 3h > 3h > 3h 0.4 > 3h > 3h
10 | 10% > 3h > 3h > 3h 0.53 > 3h > 3h

2

TABLE 5.18 — Temps CPU (Convexification) - Trés petites instances - z + 1 — Foy; e

Points importants :

— Pour cette fonction de pénalité, les résultats sont plus disparates. Globalement, les
Branch & Bound régressent au profit des solvers.

— L’algorithme Principal fournit encore des bornes fines lorsque N < 8. Cependant
les bornes de 'exploration en largeur se détériorent significativement, au point de
tendre vers la borne naturelle dans les plus «grandes» instances.

Nous notons que ’algorithme Principal a renvoyé une erreur, avant la fin du temps
imparti, lors de la résolution de I'instance (N, M) = (10, 100). Il retourne cependant
un encadrement de 'optimum. Nous notons (x) les valeurs concernées des tableaux

de résultats.
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— Les bornes des solvers sont plus fines, ils résolvent un plus grand nombre d’instances
a 'optimum. Leurs temps de résolutions sont également un peu plus faibles.

— Le solver Bonmin obtient des performances quasi similaires pour cette fonction
de pénalité : ses solutions admissibles sont optimales pour toutes les trés petites
instances, sauf pour Iinstance (7,10%). Nous la notons NO (non optimal) dans le
tableau.

On note également qu’il retourne une erreur interne pour N = 3, M = 10%. Nous
récupérons sa meilleure solution admissible qui est tres proche de I'optimum. Nous
le notons également (x) dans le tableau.

— Couenne et Scip sont les solvers dont les performances s’améliorent le plus.

— Couenne résout a l'optimum jusque N = 9, lorsque M = 100 (contre N = 5
précédemment). Les bornes supérieures de Couenne sont bien meilleures (environ 4
a 5 fois plus fines) pour toutes les tres petites instances, avec une borne supérieure
maximale de l'ordre de 50% (contre 200% auparavant).

— Les bornes supérieures de Baron s’améliorent également, mais elles restent moins
fines que celles de I'algorithme principal.

— Les bornes supérieures de Couenne sont désormais proches, voire un peu meilleures,
pour certaines instances N > 8 que celles de I’algorithme principal.

— Nous remarquons également que, Couenne, s’arréte, avant la fin du temps imparti et
renvoie un code sortie d’infaisabilité du probleme, spécifiquement lorsque N = 6, et
ce, pour tout M = 102, 103, 10%. Il ne renvoie dans ce cas que la meilleure solution
admissible trouvée, qui est déja tres proche de 'optimum. Nous notons également
(x) dans les tableaux.

— Les performances du Scip s’améliorent significativement, bien qu’il reste le solver
le moins performant pour notre probleme.

— A la différence de la fonction de pénalité précédente, nous remarquons que Scip,
utilisé seul s’améliore, mais que ’algorithme Principal qui 'utilise pour résoudre
le probléme relaché convexe se dégrade, bien qu’il reste au niveau de Couenne et

meilleur que Baron.

Conclusions sur les trés petites instances :

Pour les deux fonctions de pénalité étudiées, les différentes méthodes retournent toutes de

trés bonnes bornes inférieures.
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Cependant les résultats sont tres hétérogenes sur la qualité des bornes supérieures et

les temps de résolutions associés, selon les solvers et les fonctions de pénalité.

Notre algorithme le plus performant est ’algorithme principal.

Il renvoie d’aussi bonnes inférieures, (solutions admissibles) que les solvers de ’état de
I’art Baron et Couenne, qui sont dédiés a la résolution par relaxation convexe.

Par contre, de maniére assez surprenante, ses bornes supérieures sont bien meilleures que
celles de Baron, pour les deux fonctions.

Pour la premiére fonction de pénalité x — l_f—x, I’algorithme Principal fait beaucoup mieux
que Couenne.

Par contre, pour la seconde, z — 1 — ﬁ, les deux méthodes se valent lorsque N < 7
et Couenne renvoie des bornes supérieures plus fines pour N > 8. Nous supposons que cela
provient de la forme beaucoup plus abrupte de la fonction objectif, associée a la premiere
fonction de pénalité, par rapport la seconde, d’apparence concave en dimension 3, comme
I'indique les graphes de la section 5.1.4. Il aurait été intéressant de comparer également
I’arctangente, dont le graphe objectif est proche de celui de z 14%; Cependant, elle n’est

pas, a ce jour, prise en charge par les solvers Couenne et Scip.

Le solver Scip, qui est également un solver de I’état de l'art est le moins performant
des solvers dans les deux cas.
Par contre Scip utilisé comme solver «convexe» dans l'algorithme principal, renvoie les

trés bons résultats discutés précédemment.

La complexité empirique de nos méthodes et des solvers (sauf Bonmin) semble exponen-
tielle en N et polynomiale en M. Cela restreint le nombre d’instances résolues a ’optimum,

mais nous fournissons une borne supérieure souvent fine.

Enfin, le solver Bonmin est étonnamment performant. Comme discuté a la section 5.1.1,
nous avons profité d’une synergie de modélisation, grace a AMPL, pour le rajouter et
enrichir nos comparaisons.

Bien qu’il ne garantisse pas 'optimalité, Bonmin atteint en pratique sur la quasi-totalité
des tres petites instances, pour les deux fonctions de pénalité, tres rapidement (quelques

secondes). De plus, il est le seul solver qui prenne en charge la fonction arctangente.
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Nous allons maintenant agréger ces résultats, sur les petites et moyennes instances, a

la section suivante.

5.2.5.2 Résultats agrégés de convexification

Nous présentons, dans cette section, les résultats agrégés de convexification pour les

petites

et moyennes instances.

Afin de préserver la lisibilité des tableaux, nous ne gardons que les algorithmes les plus

performants.

Nous conservons 'algorithme principal, qui est notre meilleur algorithme de Branch &

Bound,

affiche

ainsi que les solvers Couenne, qui est notre solver de référence et Bonmin, qui

incontestablement les meilleurs performances.

Nous présentons les résultats pour la trajectoire constante (CST), pour les deux fonctions

de pénalité mentionnées précédemment.

Bornes Inf. CST, G:zw— 5 CST, G:x—1— ﬁ
N M Principal | Bonmin | Couenne || Principal | Bonmin | Couenne
101 102 0.03 Opt 0.03 0.04 Opt <€
10" 103 0.19 Opt <€ 0.19 Opt <e
10t [ 10? 0.28 Opt <e 0.22 Opt <e
10t 10° 0.58 Opt <€ 0.3 Opt <€
10t | 108 0.59 (NO) < ¢ <e€ 0.36 (NO) < € <e
10° 103 7.21 Opt 0.06 1.54 Opt 0.03
102 | 10% 6.62 (NO) < ¢ <e 1.6 (NO) < ¢ <e
10° 10° 6.52 Opt <e 1.13 (NO) < e <e
103 10° 11.84 (NO) < e <e€ 1.3 (NO) < ¢ <e

TABLE 5.19 — Bornes Inf. (Convexification) - Petites et moyennes instances

Points importants :

Comme pour les tres petites instances, Bonmin et Couenne renvoient des solutions
admissibles (bornes inférieures), tres proches de 'optimum.

Le ratio de couverture optimale de Bonmin est de 61% environ. Il fournit I'optimum
pour 11 instances sur 18. C’est moins bon que les méthodes TSDP qui 'atteignent
pour presque toutes les petites et moyennes instances. Comme précédemment, nous
notons (NO) les instances non résolues de maniere globale, dans le tableau.

Les bornes inférieures de ’algorithme Principal sont moins fines que celles obtenues
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5.2. Petites et moyennes instances

J 2

1+z
entre 0 et 12% d’écart a l'optimum selon les instances, et trés bonnes pour la

pour les trés petites instances, mais elles restent correctes pour la fonction x +>

fonction z +— 1 — ﬁ, avec moins de 2% d’écart relatif & optimum.
Cependant, les résultats des sections précédentes (cf. section 5.2.4) ont montré que les
méthodes & base de DP atteignaient 'optimum pour les petites et moyennes instances,
dans quasiment tous les cas.
L’intérét fondamental des méthodes de convexification, lorsqu’elles ne fournissent pas I'op-
timum, est de fournir une borne supérieure permettant de I’encadrer plus précisément.

Nous présentons dans les deux tables ci-dessous (une par fonction de pénalité), les bornes

supérieures et les comparons a la borne naive UBy établie par monotonie a la section 3.5.

Bornes Sup. CST, G:xz+— Hix

N M Principal | Couenne | UBsg

10* 10° 1.23 168.65 | 36.89
10* 103 10.55 207.56 | 36.71
10! 104 13.58 211.86 | 36.71
10! 10° 15.1 219.01 36.71
10! 10° 14.78 215.39 36.71
102 103 607.33 609.83 | 292.02
102 104 609.52 609.64 | 291.91
10° 10° 609.56 607.22 | 291.91
103 10° 605.34 max 548.19

TABLE 5.20 — Bornes Sup. (Convex.) - Petites et moyennes instances - x — Tra

Bornes Sup.

CST, G:z—1—

2

Ttz
N M Principal | Couenne | UBsg
10! 102 13.88 0.03 11.13
107 103 139.99 24.04 11.09
10* 104 178.72 48.3 11.09
10" 10° 195.14 110.25 11.09
10! 109 254.51 110.86 11.09
102 10° 716.12 753.22 | 58.72
102 104 743.93 746.61 | 58.58
10? 10° 722.08 741.91 58.57
10° 10° 750.64 max 192.78

TABLE 5.21 — Bornes Sup. (Convex.) - Petites et moyennes instances - z — 1 — TVis
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Chapitre 5. Comparaison numériques des méthodes

Points importants :

Pour N = 10 et pour la fonction de pénalité x — i, I'algorithme Principal donne
de trés bonnes bornes supérieures (~ 15% d’écart), tandis que celles de Couenne
sont en multiples (> 100%).

Pour la fonction de pénalité, z — 1 — c’est le contraire. Couenne retourne

T
des bornes bien plus fines que celles de ’algorithme Principal.

Pour N > 100, l'algorithme Principal et Couenne retournent des bornes qui ne sont
pas pertinentes, car elles sont assez proches de la borne naturelle. Pour I'instance
(3,5), Couenne renvoie une borne supérieure infinie (notée «max» dans le tableau).
UB; est donc la meilleure borne supérieure & partir de (N, M) > (2,3) (dans le

tableau) pour la premiere fonction de pénalité et (N, M) > (1,5), pour la seconde.
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Nous présentons enfin les tableaux de temps CPU :

CPU CST, G:xw— =

1+x
N | M | Principal | Bonmin C’ouennJre DP Exacte
10t | 102 > 3h 0.37 > 3h <e€
10 | 103 > 3h 0.38 > 3h 0.03
10" | 104 > 3h 0.74 > 3h 1.77
10" | 10° > 3h 0.58 > 3h 181
10" | 106 > 3h 0.56 > 3h 18 141

102 [10° | >3n [(ZEUN >3 R

107 [ 1073 15 53

102 [10° | >3n [(UEZE >3 R

103 | 10° > 3h > 3h >3h | 17550 |

TABLE 5.22 — Temps CPU (Convex.) - Petites et moyennes instances - x — ——

TABLE 5.23 — Temps CPU (Convex.) - Petites et moyennes instances - x +— 1 —

1+:v

CPU CST, G:xr—>1—1+\3m

N | M | Principal | Bonmin | Couenne | DP Exacte
10" | 10? 6740 0.39 > 3h <e
10! | 10° > 3h 0.54 > 3h 0.02
10! | 10% > 3h 0.53 > 3h 1.77
10! | 10° > 3h 0.85 > 3h 176
100 [10°] >3 NOKEd >3: EG
102110 | >3n |EESCH >3 S
102 | 104 > 3h 3146 >3h | 1755 |
10 | 10° > 3h 2649 > 3h 1752
10° | 10° > 3h > 3h > 3h 17 949

2
1++/1+x

Points importants :

Aucune instance de 'algorithme Principal, ni de Couenne ne convergent en 3h, ce
qui est cohérent avec les résultats obtenus sur les tres petites instances.

La complexité empirique de Bonmin semble polynomiale en N, mais décroissante
en M, ce qui est contraire & l'intuition.

Bonmin ne converge plus en 3h pour N = 103.

La comparaison avec la DP exacte qui est en O(NM?) est particulierement inté-
ressante :

— Les deux méthodes résolvent instantanément Iinstance (1,2). Puis lorsque N
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augmente (M étant fixé), la DP devient plus rapide sur Bonmin, qui semble
étre au moins en N2.

— Par contre, lorsque M augmente (N étant fixé), Bonmin converge alors beau-
coup plus rapidement que la DP, mais pas nécessairement vers I’optimum. Nous
remarquons deux instances emblématiques de ces comportements :

e L’instance (1,6) pour laquelle Bonmin converge instantanément contre pres
de 6h pour la DP. Bien que Bonmin ne trouve pas 'optimum, il renvoie rapi-
dement une trés borne inférieure avec un écart relatif inférieur & e = 1074,

e L’instance (2,3) qui est résolue instantanément par DP, contre environ 1h15mn
a l'aide de Bonmin.

e Les différences les plus marquantes sont colorées dans le tableau.

— Nous rappelons enfin que Bonmin ne garantit pas 'optimalité. Dans les ta-
bleaux, nous notons Opt lorsqu’il est atteint et (NO) sinon.

— Ces différences montrent I’hétérogéneité des résultats des algorithmes et des sol-
vers d’ou 'importance opérationnelle cruciale, d’estimer (méme empiriquement)
la complexité au préalable, afin de choisir la méthode appropriée.

Avoir avoir étudié les performances des différents algorithmes pour les petites et moyennes
instances, nous passons a l’échelle a section suivante et présentons les résultats des expé-

rimentations numériques pour les grandes et tres grandes instances.

5.3 Expérimentations numériques sur les grandes instances

A cette échelle, la DP exacte n’est plus disponible car elle est trop couteuse en temps
et en espace mémoire. De plus, plusieurs des algorithmes proposés dans les chapitres pré-
cédents ne convergent plus pour les (trés) larges instances, dans la limite ou d’espace
mémoire fournis. Nous commengons par aborder les limites en espace, a la section 5.3.1,
puis nous présentons les résultats des expérimentations numériques, suivant la méme ap-

proche qu’a la section 5.2.

Nous présentons les résultats agrégés pour les méthodes a base de DP a la section 5.3.2.

Puis, nous intéressons a la convexification pour les grandes instances a la section 5.3.3.

5.3.1 Limitations en espace (mémoire)

La plupart des algorithmes ont renvoyé des erreurs mémoire pour les trés grandes ins-

tances. Nous nous sommes penchés sur la complexité spatiale des méthodes de résolution
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5.3. Grandes et tres grandes instances

pour déterminer les tailles limites d’instances tractables avec notre machine.

Un double prend 8 bytes dans la mémoire «tas» (heap memory) et la complexité en espace
des algorithmes de DP est en O(N M). Un calcul direct montre que, pour notre machine
possédant 32Gb RAM et avec les notations, N = 10% et M = 10°

Nous savons que 1Gb=10243 = 230 bytes. Nous en déduisons :

SN M =810 < 32.2%

In(N M) < 3. In(2)
In(10) In(10)

Dou,a+0<9.63 <10

~ 9.63

Donc, a4+ b =

La limite est donc de 9 pour la somme des exposants entiers a + b.

Par conséquent, dans nos expérimentations numériques, nous sommes limités aux plus
grandes instances tractables (N, M) = (1,8), (2,7) en résolution exacte par DP ou (3,6)
pour la méthode TSDP.

Cependant, dans l'algorithme de DP avec bornes, la recherche de la meilleure solution
est restreinte & un bandeau de taille R = 2\ P dans les expérimentations numériques (ot
P correspond a la taille du grain), pour lequel nous avons montré, a la section 3.3.5 que la
complexité en espace est en O(N? P). Donc une matrice N fois M gaspille trop d’espace
mémoire, pour la méthode TSDP tandis qu’une structure de donnée plus adaptée pourrait

économiser de I’espace mémoire.

En effet, la matrice de DP avec bornes est creuse et la taille de chaque ligne est contrdlée
par les bornes du bandeau. Une idée simple est alors de concaténer les données dans un
grand vecteur ligne (cf. figure 5.4), ce qui permet d’éviter la perte mémoire due au sto-

ckage des 0, qui est trop onéreuse sur les grandes instances.

NM M
N2R  2\PN’

Le gain en espace correspondant est de 'ordre de Dans nos expéri-

mentations numériques sur de (trés) larges instances, M > N, par un facteur 10 au
moins (et jusqu’a 105). Nous en concluons que cette structure de donnée améliorée aurait
beaucoup de sens et nous permettrait de gagner au moins un ordre de grandeur. C’est une

des perspectives de notre étude que nous reprenons a la section 6.
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Structure actuelle :

n\m 1 L1 L2 U1 U2 "'UN
1 ] O1,m \ (0)
2 | O2m |

(0)
N ON m

Structure cible :

O1m H Osy | cvvees ONm

2

FIGURE 5.4 — Comparaison des structures de résultats de DP

Nous présentons maintenant nos résultats agrégés pour les (tres) grandes instances

avec les méthodes du chapitre 3 a base de DP.

5.3.2 Résultats agrégés des méthodes de DP

Nous précisons tout d’abord quelques conventions pour faciliter la lecture des tableaux

de résultats.

Conventions dans les tableaux de résultats : dans le tableau de qualité des bornes
présentée ci-dessous, la meilleure borne inférieure pour chaque instance est spécifiée dans
la troisieme colonne. Elle sert de référence pour mesurer la qualité, qui est définie comme

la distance relative a la meilleure borne inférieure connue.

La borne supérieure UB; est séparée par les ||. La valeur correspond également a 1’écart

relatif a la meilleure borne inférieure connue.
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Qualité CST, G : z — Zarctan(z)
N | M| BESTLB | FS | LIS|ILS | LS | TS1 | TS2 || UB,
10! [ 107 | TS1 (5000) | 20.52 | 7.92 | <e | <e | O <e || 38.02
10! [ 10% | TS1 (5000) | 20.52 | 7.92 | <e | <e | O <e || 38.02
10" | 107 ILS 2052|792 0 | <e | DNC | DNC | 38.02
10% | 10° | TS1 (5000) | 25.01 { 2.14 | <e | 0.01 | O <€ || 364.56
10% | 10" | TS1 (5000) | 25.01 | 2.14 | <€ | 0.01 0 < e || 364.56
102 | 108 ILS 25.01 [ 214 | 0 < e | DNC | DNC || 364.56
10 | 107 ILS 25.01 [ 2.14| 0 | <e | DNC | DNC || 364.56
10% | 10% [ TS1 (500) | 25.49 | 0.23 [ 0.01 [ 0.07 | 0 <e || 558.72
10° | 107 ILS 25.49 1 0.23 | 0 |0.07 | DNC | DNC || 558.72
10° | 108 ILS 25.49 1 0.23 | 0 |0.07 | DNC | DNC || 558.72
10° | 107 ILS 25.49 1 0.23 | 0 |0.07 | DNC | DNC || 558.72
TABLE 5.24 — Qualité - Grandes instances (CST)
Qualité AVG, G : z — Zarctan(z)

N | M| BESTLB | FS | LIS [ILS | LS | TS1 | TS2 || UB,
10! [ 107 | TS1 (5000) | 21.77 [ 10.59 [ 0.71 | <e | O <e || 139.07
10! | 10% | TS1 (5000) | 21.77 [ 10.59 [ 0.71 | <e | O <e || 139.07
10" | 107 LS 21.77 | 10.59 | 0.71 | 0 | DNC | DNC || 139.07
10 | 10° | TS1 (500) | 28.49 | 7.8 [3.97 | <e 0 <e || 419.13
10% | 107 | TS1 (5000) | 28.49 | 7.8 [3.97|0.01| 0 <e || 419.13
10 | 108 LS 2849 | 7.79 [ 397 | 0 | DNC | DNC || 419.16
102 | 107 LS 28.43 | 7.72 | 433 | 0 | DNC | DNC || 443.43
103 | 108 | TS1 (500) | 30.35 | 7.87 [ 7.19[029 | 0 <e || 576.06
103 | 107 LS 3031 | 782 | 711 | 0 | DNC | DNC || 576.49
103 | 108 LS 3029 | 7.79 | 7.08 | 0 | DNC | DNC || 576.71
10° | 107 LS 3031 | 781 | 7.11| 0 | DNC | DNC || 576.52

TABLE 5.25 — Qualité - Grandes instances (AVG)

Points importants :

— Pour les deux échantillons CST et AVG :

TS1 fournit la meilleure borne inférieure, partout ou elle est disponible. T'S2 est
proche a € prés de TS1, mais pas meilleure. Ainsi, contrairement & l’intuition,
un maximum local du probléme relaché ne fournit pas forcément un meilleur

point de départ pour la recherche locale intensive par DP.
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e La vente a tout prix (FS) sous-performe I'optimum d’environ 20-30% pour tout
(N, M).

e La borne supérieure UB,, obtenue par majoration monotone, est pertinente
seulement dans le cas CST pour N = 10.
Dans les autres, UBy n’est pas fine et tend vers la borne naturelle lorsque
N =10%

— Plus spécifiquement, lorsque p est constant (échantillon CST) :

e L’algorithme ILS fournit la meilleure borne inférieure lorsque les méthodes
TSDP ne sont pas disponibles. En particulier, ILS fait trés légérement mieux
que LocalSolver dans ce cas.

e Cependant, toutes les bornes inférieures sont proches. Elles sont situées dans
un rayon de 0.1%.

e L’heuristique LIS (vente linéaire) a une qualité d’environ 7% quand N = 10.
Cet écart est stable en M mais diminue quand N augmente et s’éleve a moins
de 1% pour N = 103.

— Enfin, dans ’échantillon en moyenne (AVG) :

e Lorsque la méthode TSDP est disponible, elle fournit la meilleure borne infé-
rieure. LS est trés proche de TS1. L’écart est de moins de 1%, mais il semble
augmenter avec N.

e Lorsque TSDP n’est plus disponible, LS devient la meilleure borne inférieure.
Dans ce cas, LocalSolver fait mieux que 'algorithme de recherche locale ILS.

e L’algorithme de gradient discret ILS suit la meilleure borne & environ 1-10%
pres. Cependant 1’écart augmente également avec N.

e Dans le cas AVG, comme nous I'avons observé pour les petites et moyennes
instances de la section 5.2, les résultats sont hétérogenes selon les trajectoires
de p, entre LS et ILS.

Nous prenons l'exemple de U'instance (7, N) = (3,6). Les résultats de chaque

trajectoire apparaissent dans le tableau ci-dessous :
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Qualité ‘ Gz Zarctan(z)
N=103, M=10°
pu | o |BESTLB]| ILS | LS

0.01 | 0.07
2.08 | 0.04

constant prices | TS1(500)
-0.05 0.10 | TS1(500)
20.05 | 0.25 | TSL(500) | 3.45 | 1.23
-0.05 0.70 | TS1(500) | 8.75 | 0.31
0 0.10 | TS1(500) | 1.74 | 0.05
0 0.25 | TS1(500) | 5.01 | 0.08
(500)
(500)
(500)
(500)

0 0.70 | TS1(500) | 13.65 | 0.35
0.05 0.10 | TS1(500 2.26 | 0.09
0.05 0.25 | TS1(500 5.32 | 0.26
0.05 0.70 | TS1(500) | 22.42 | 0.25

TABLE 5.26 — Qualité - Instance (3,6) - Trajectoires de p

Points importants :
— En cohérence avec les résultats précédents, la qualité de l'algorithme ILS décroit
significativement avec o, et l'effet est plus prononcé lorsque le moment p est élevé.
Dans le langage financier de 'application ELBA, ILS est moins performant lorsque

la volatilité de marché est élevée et ce d’autant plus que la tendance est marquée.

Comme nous ’avons remarqué précédemment, 'algorithme ILS est moins efficace
sur les profils p en dent de scie, car le gradient discret reste bloqué dans un maxi-
mum local créé par les pics de p. Nous proposons des améliorations en perspectives
a la section 6.

— Nous observons le méme schéma de résultat pour LocalSolver, sauf pour le cas
(u, o) = (—0.05,0.25).

— ILS fait légerement mieux que LocalSolver dans le cas constant seulement, mais
nettement moins bien que le solver dans I’échantillon AVG.

Enfin, nous nous intéressons aux temps CPU correspondants dans les tables ci-dessous :
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CpPU CST, G : z — Zarctan(z)
N [ M | FS | LIS ILS LS TS1 TS2 | UBs
108 [ 107 | <e| <e <e 600 20.92 19.11 | <e
108 [ 10°% | <e| <e 4 600 | 197.31 | 1961 | <e
108 [10° | <e| <e 36 600 DNC DNC | <e€
102 [ 10° [ <e | <€ 1.31 600 39.58 1940 | <e
102|107 [ <e| <€ 1.99 600 | 1948.18 | 1918.30 | < e
102 [ 108 | <e| <€ 6 600 DNC DNC | <e
1021107 [ <e| <e 38 600 DNC DNC | <e
10° [ 10 | <€ | <e | 2220.02 | 3600 | 1466.14 | 1269.08 | <€
10° [ 10”7 | <e| <€ | 7930.42 | 3600 | DNC DNC | <e€
10 | 108 | <€ | <€ | 14719.71 | 10800 | DNC DNC | <e€
103 [10° | <€ | <e | 25646.61 | 10800 | DNC DNC | <e
TABLE 5.27 — Temps CPU - Grandes instances (CST)
CPU AVG, G : z — Zarctan(z)
N [ MJ[FS|LIS|] ILS | LS| TSI TS2 | UB,
108 [ 107 | <e| <e| <e [600] 19.21 5.7 <€
100 [10% [ <e| <e| 334 [600] 19545 | 18.01 | <e
108 [ 10° | <e| <€ 3833 | 60 | DNC DNC | <e
102 [ 105 | <e| <e| 0.21 | 60 28.1 10.18 | <e
1021107 [ <e| <e| 029 |600 ][ 1041.73 [ 1011.34 | <€
102 [10% [ <e| <e| 489 | 60 | DNC DNC | <e
102110° [ <e| <e| 39.34 | 60 | DNC DNC | <e
10% [ 10° | <€ | <€ | 154.12 | 600 | 557.35 | 396.7 | <e
10° [ 107 | <e| <€ | 257.41 | 600 | DNC DNC | <e
10% [ 10°% | <€ | <€ ] 366.52 | 600 | DNC DNC | <e€
105 110° [ <e| <e | 6486 | 600 | DNC DNC | <e

TABLE 5.28 — Temps CPU - Grandes instances (AVG)

Points importants :

— Comme précédemment, nous adaptons les limites de temps de LocalSolver a celle
de la meilleure borne inférieure afin de pouvoir comparer les résultats.

— L’algorithme ILS est rapide pour les grandes instances. Cependant le temps de cal-
cul augmente faiblement avec M mais croit fortement entre N = 102 et N = 103,
pour la trajectoire constante.

Pour les trajectoires fluctuantes, ILS est beaucoup plus rapide, mais moins perfor-

mant (cf. analyse des trajectoires ci-apres).
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— La complexité de TS1 est conforme a 'attendu en O(N% - M). Le temps CPU de
TS1 reste tractable pour les grandes instances. Malheureusement, en raison des
contraintes de mémoire exposées au début de cette section, TS1 et TS2 ne sont
plus disponibles pour les tres larges instances.

— TS2 s’avere légerement plus rapide que TS1, sauf pour les cas (N, M) = (1, 8), (2, 6)
ou la différence est plus marquée.

— La borne supérieure UB, est calculée directement en temps presque constant.

Nous présentons enfin I'instance (N, M) = (3,6), pour montrer I'influence de la volatilité

des trajectoires :

CpPU ‘ G :x— Zarctan(z)
T=10%, N=10°
p | o [ TS1(500) | ILS | LS
constant prices | 1466.14 | 2220.02 | 3600
-0.05 0.1 408.06 52.62 600
-0.05 0.25 448.05 3.15 600
-0.05 0.7 340.44 1.04 600
0 0.1 729.33 229.31 | 600
0 0.25 657.45 8.58 600
0 0.7 294.03 1.59 600
0.05 0.1 882.91 1082.77 | 600
0.05 0.25 656.1 6.99 600
0.05 0.7 599.75 1.07 600

TABLE 5.29 — Temps CPU - Instance (3,6) - Trajectoires de p

Points importants :

— L’algorithme ILS converge beaucoup plus vite pour les trajectoires de p tres fluc-

tuantes, car il est trés vite bloqué au premier maximum local qu’il retourne.

— Le temps CPU de TS1 décroit également avec . Mais contrairement a ’algorithme

ILS, la méthode TSDP nous semble bien plus adaptée aux profils en dent de scie,

pour lesquels la masse de 1’écoulement est concentrée autour des pics de p.

Nous nous intéressons, a la section suivante, aux résultats de convexification afin d’encadrer

Ioptimum.
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5.3.3 Résultats de convexification

Comme nous ’avons indiqué a la section 5.1.1, seul Bonmin prend en charge I'arctan-
gente, contrairement a Baron, Couenne ou Scip.
C’est pourquoi, nous comparons les résultats de Bonmin, aux meilleures bornes (inférieures
) b

- : e 2
et supérieures) obtenues, pour la fonction de pénalité x — — arctan(z).
T

Dans le tableau suivant, pour les bornes inférieures, la meilleure des deux bornes est
cochée (x) et I'autre valeur fournit leur écart relatif.
Pour la partie bornes supérieures, les valeurs mesurent 1’écart relatif de chaque borne par

rapport a la meilleure borne inférieure.

CST, G : z — 2arctan(z)

Qualité Bornes Inf. Bornes Sup.
N M Méthode | Best LB | Bonmin UB»
10' | 107 | TS1(5000) X DNC 38.02
10t | 10% | TS1(5000) X DNC 38.02
10t | 10” ILS X DNC 38.02
102 | 10% | TS1(5000) X <e 364.56
102 | 107 | TS1(5000) X <e 364.56
10% | 108 ILS <e X 364.56
10% | 109 ILS <e X 364.56
103 | 10 | TS1(500) X DNC 558.72
103 | 107 ILS X DNC 558.72
10% | 108 ILS X DNC 558.72
10% | 10” ILS X DNC 558.72

TABLE 5.30 — Qualité (Convexification) - Grandes Instances

Points importants :

— Bonmin renvoie une erreur «probléme infaisable» pour les instances (1,7) (1,8) et
(1,9). De plus, il ne converge pas et renvoie pas de bornes a partir de (3,6).

— Sur les instances (2,6) (2,7), TS1 (TSDP discrete) fait mieux que Bonmin, mais
par une tres faible marge.

— Pour les instances (2,8) et (2,9), Bonmin fournit la meilleure borne inférieure avec,
une nouvelle fois, un écart treés faible avec ILS.

— Nous remarquons que les différents écarts entre Bonmin, ILS et TS1 sont faibles

(~ 107°). Par conséquents, ces différentes approches se valent en termes de bornes
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inférieures.

Comme indiqué précédemment, la borne monotone UBs n’est pertinente que pour
N = 10.

Cependant, sans garantie d’optimalité, nous n’avons pas d’encadrement précis de

loptimum, sur les grandes et trés grandes instances.

Nous présentons enfin le tableau des temps CPU correspondants :

CPU CST, G : z — 2arctan(z)

N M Méthode | Best LB | Bonmin
10T | 107 | TS1(5000) | 20.92 DNC
10! | 10®% | TS1(5000) | 197.31 DNC
10! | 10° ILS 36 DNC
10 | 10° | TS1(5000) | 39.58 | 9615.50
102 | 107 | TS1(5000) | 1948.18 | 121.58

102 | 108 ILS 6 > 3h
102 | 10° ILS 38 11.22
10% | 10% | TS1(500) | 2220.02 | DNC
103 | 107 ILS 7930.42 | DNC
10° | 108 ILS 14719.71 | DNC
103 | 107 ILS 25646.61 | DNC

TABLE 5.31 — Temps CPU (Convexification) - Grandes Instances

Points importants :

Enfin,

Peu d’instances convergent pour les deux méthodes, ce qui limite la comparaison.
Pour les instances (2,6) (2,7) et (2,9), pour lesquelles Bonmin converge, le temps
de calcul décroit en M, ce qui est contraire a 'intuition. Le résultat est similaire
pour les petites et moyennes instances (cf. section 5.2.5.2).

Par contre Iinstance (2,8), Bonmin ne converge pas en 3h.

ILS est rapide pour N = 100, car il s’arréte au premier maximum local trouvé (qui
est néanmoins proche de la solution fournie par Bonmin), le temps dépasse les 3h

pour N = 1000.

nous nous intéressons aux performances de la méthode TSDP et de I'algorithme

Principal sur deux instances, (1,7) et (1,8) que Bonmin ne parvient pas a traiter. Nous

comparons alors les performances de nos méthodes au solver Couenne.

Dans le tableau de qualité des résultats, les valeurs correspondent a 1’écart relatif avec
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la meilleure solution admissible (ou meilleure borne inférieure), qui est donnée par la

colonne BestLB :

CST,G:z— 5
Qualité Bornes Inf. Bornes Sup.
N | M BestLB Principal | Couenne | TS1(5000) || Principal | Couenne | UBg
10 | 107 TS1(5000) 2.07(x) 0.53 0 136.75(x) 215.0 36.71
10 | 10% | TS1/Couenne | 7.41(x) 0 0 617.03(%) | 212.88 | 36.71
CST,G:z+—1— ﬁ
10 | 107 TS1(5000) 0.81 0.49 0 105.53 142.84 | 11.09
10 | 108 | TS1/Couenne | 0.49() 0 0 212.78() 41.35 11.09

Points importants :

TABLE 5.32 — Qualité (Convexification) - Instances (1,7) et (1,8)

CPU CST,G:z— H—ia:
N | M | Principal | Couenne | TS1(5000) | UB,
10 | 107 | 354.28(%) | > 3h 20.95 <e
10 | 10% | 665.23(%) | > 3h 197.36 <e
CST,G:2z—1— 1+fm
10 | 107 > 3h > 3h 21 <e
10 | 10% | 8735(x) > 3h 197.07 <e

TABLE 5.33 — Temps CPU (Convexification) - Instances (1,7) et (1,8)

— L’algorithme Principal ne s’est pas terminé car Scip renvoie une erreur (de limite de

profondeur d’arbre) dans la résolution de la relaxation convexe, pour trois instances

sur quatre, ce que nous notons (*).

— Les bornes inférieures de la méthode TSDP discrete et de Couenne sont tres proches
(moins de 1% d’écart).

— Les bornes supérieures de I’algorithme Principal ne sont pas bonnes, en comparaison

des résultats de la section 5.2.4 sur les petites et moyennes instances, car il s’arréte

assez vite.

L’algorithme Principal fait mieux que Couenne pour l'instance (1,7), mais il est

largement battu par le solver pour (1,8).

— Couenne retourne des bornes supérieures relativement mauvaises, sauf pour l'ins-

tance (1,8) pour la fonction de pénalité z — 1 — ﬁ

— Compte tenu des performances du solver et des problémes de convergence de 'al-
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gorithme principal, UBg est la meilleure borne supérieure pour les quatre grandes
instances, ce qui est contraire a l'intuition.

Concernant les temps de calculs, comme précédemment, la meilleure borne infé-
rieure est obtenue en quelques minutes par la méthode TSDP discrete. Le calcul
d’UBs est instantané.

Par conséquent, pour ces quatre grandes instances, le meilleur encadrement de
Poptimum est obtenu a 'aide des méthodes a base de DP et la borne monotone,
qui font mieux que les méthodes de convexification ainsi que les solvers de I’état de
lart.

Nous rappelons que l'existence d’UBg est soumise & des conditions sur la fonction

de pénalité g, notamment que z — x ¢ soit convexe (cf. section 3.5, lemme 2).
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Chapitre 6

Conclusions et perspectives

6.1 Conclusion générale

Nous avons résolu le probléme traité (PN .Sy ar), non convexe, non linéaire en variables
entieres, sous contrainte linéaire d’égalité, de maniére exacte et approchée en poursuivant

deux voies :

La premieére voie consiste a décomposer récursivement le probleme en problemes plus
simples (avec moins de variables de décision) afin de se ramener & un probléme univarié.
Nous avons établi ’équation de Bellman et déduit un algorithme de résolution exacte par
Programmation Dynamique (DP). Cette résolution exacte se fait en temps polynomial.

Elle n’est efficace en pratique que pour les petites instances.

Nous avons proposé une méthode approchée en deux étapes (TSDP), dont nous avons
établi la meilleure complexité, par une taille optimale de grain. Numériquement, elle four-
nit de tres bonnes solutions admissibles, atteignant tres souvent 'optimum pour les pe-
tites et moyennes instances. Nous obtenons un meilleur résultat que LocalSolver (solver
de référence en recherche locale), sur de nombreuses instances, par une tres faible marge

cependant.

Nous avons également proposé une version hybride de la méthode TSDP qui utilise les
maxima locaux de la relaxation continue du probleme (WNM) et effectue une recherche
locale utilisant la DP, dans le bandeau autour de I’heuristique. Nous avons appliqué une
méthode de gradient projeté pour déterminer les maximas locaux du probléme continu,

que nous avons comparés au solver libre NLopt (solver libre spécialisé dans 1'optimisa-
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tion non linéaire en variables continues). Numériquement, les résultats obtenus sont tres

proches de NLopt, cependant le solver est plus stable et plus rapide.

Nous avons également proposé un algorithme de recherche local (ILS), qui est tres perfor-
mant lorsque p est constant. Cependant sa performance se dégrade rapidement lorsque les

trajectoires sont trés fluctuantes, car il reste bloqué dans un maximum local.

Pour les grandes et trés grandes instances, pour lesquelles la DP n’est pas disponible,
notre méthode TSDP fournit la meilleure solution, lorsqu’elle est calculable, en un temps
raisonnable. Elle fait notamment mieux que LocalSolver. Lorsque la méthode TSDP ne
peut étre appliquée, nous sommes battus par le solver dans les cas non constants et ne
faisons mieux que dans le cas constant, via 'algorithme ILS.

Enfin, par un argument de monotonie, nous avons proposé un probléeme majorant convexe
que nous avons résolu analytiquement. Nous en avons déduit une premieére borne supé-

rieure du probléme (PNSy ar), qui n’est cependant numériquement pas trés fine.

La seconde voie que nous avons explorée consiste a convexifier le probléme en le majorant
par des problemes convexes de plus en plus fins qui convergent vers I'optimum. Nous avons
établi que le probleme pouvait étre transformé en un probleme factorisé équivalent, ce qui
nous a permis d’en isoler plus facilement les termes non concaves. Nous avons alors établi
une relaxation convexe fine du probléme initial. Puis nous avons proposé deux algorithmes

de Branch & Bound, utilisant cette relaxation comme fonction d’évaluation.

Numériquement, seules les trés petites instances convergent vers 'optimum dans le temps
imparti de 3h. Pour les petites et moyennes instances, nous obtenons de meilleures bornes
supérieures via notre algorithme Principal de Branch & Bound, que les solvers Scip et
Baron. Ce point est intéressant, car nous utilisons Scip au sein de notre algorithme, pour
résoudre le probleme relaché convexe.

Comparé a Couenne, qui est notre solver de référence, les performances dépendent de la
fonction de pénalité. Nous obtenons en général de meilleures bornes supérieures pour la

2

z . : 2
mais moins bonnes pour x + 1 JERY et

fonction de pénalité z — 7,

Enfin, bien qu’il ne soit pas un solver global pour les problémes non convexes, Bonmin,

atteint en pratique I'optimum pour la quasi-totalité des tres petites instances, et ce avec
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des temps de calculs inférieurs a tous les autres solvers employés.
Pour les petites et moyennes instances, Bonmin n’atteint I’optimum que pour 61% des ins-
tances proposées, ce qui est moins performant que nos méthodes TSDP (qui 'atteignent

dans 99% des cas testés).

Lorsque nous passons a 1’échelle, sans surprise, les performances de toutes les méthodes et
solvers se dégradent.

Les bornes supérieures fournies par l'algorithme Principal et par Couenne ne sont plus
fines et tendent vers les bornes naturelles lorsque N > 100.

Bonmin ne converge que sur un nombre limité d’instances. Sur ces instances, nous mon-
trons que le solver, la méthodes TSDP discrete et la méthode ILS se valent en qualité.
Cependant, nous ne pouvons comparer que peu d’instances, car nous atteignons pour ces
(tres) grandes instances les limites en variables ou en espace mémoire et de nombreuses
expérimentations numériques ne convergent plus ou renvoient des erreurs.

Pour les (tres) grandes instances, seule la seule borne supérieure UBgy disponible, bien
qu’elle ne soit plus pertinente dés que N > 102,

Par conséquent, nous n’avons pas d’encadrement précis de I’optimum sur ces instances.

La comparaison des temps de calcul révele une forte hétérogénéité des performances rela-
tives entre les méthodes, selon la fonction de pénalité et la taille d’instance.

Nous interprétons cette diversité dans la qualité des résultats comme une des richesses du
probléme, et en concluons que l'estimation de la complexité (théorique ou empirique dans

le cas des solvers) est un pré-requis au choix de la méthode de résolution.

Nous rappelons enfin que, bien que nous ayons particularisé les fonctions de pénalité,
les principales techniques présentées dans cette thése sont applicables & toute fonction C!

réelle, croissante dans R .

6.2 Perspectives

Nous abordons maintenant les limites des approches et des méthodes présentées dans
cette theése et proposons différents axes d’amélioration, techniques ou méthodologiques,
qui peuvent faire I’objet de futures recherches.

Nous commencons par les perspectives techniques. Nous avons démarré des travaux qui

ne sont pas achevés sur les deux points ci-dessous.
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Gestion de la mémoire : Dans l'algorithme de DP avec bornes, présenté a la sec-

tion 3.3, la recherche de la meilleure solution s’effectue dans le bandeau de taille R, avec

R ~ 2\ P < M. Nous avons établi sa complexité spatiale, en O(N? R). Une matrice N

par M est donc tres gourmande en mémoire, tandis qu'une structure de donnée adaptée

permettrait une allocation de donnée plus efficace. L’espace mémoire économisé par ce
N M M

, . .. . -
type de structure est de l'ordre de {75 = 55px- Dans les expérimentations numériques

sur les (trés) grandes instances, o M > N par un facteur de 10% & 109, cette structure

de donnée serait tres utile.

Calculs paralleles : Nous pouvons utilise notre processeur multi-coeurs pour lancer
des calculs paralleles, par exemple pour les algorithmes de DP de la section 3.3. L’API
OpenMP (standard de programmation parallele, cf. Chapman et al. [37]), nous semble un
bon point de départ. Cela permettra d’améliorer matériellement la vitesse de convergence
des algorithmes. De plus, I’étude des stratégies de parallélisation et du gain de vitesse

correspondants est un sujet d’intérét.
Nous passons ensuite aux perspectives algorithmiques et méthodologiques :

Algorithme de gradient projeté : la méthode de recherche de maximum locaux en
variables continues peut étre amélioré, soit en utilisant un gradient projeté avec un pas
adapté, ou bien en utilisant d’autre méthodes primales (e.g le gradient réduit, gradient
réduit généralisé décrit dans [84] p234-240). Nous notons cependant que la détermination
de ce pas optimal peut entrainer la résolution de sous-problémes, donc le gain de perfor-

mance global doit étre étudié.

Algorithme de recherche local ILS : comme nous ’avons montré, ILS n’est pas per-
formant quand les trajectoires de p sont tres fluctuantes. Il en est ainsi car les pics de p
génere des maximum locaux qui piegent rapidement ILS. Nous n’avons perturbé que les
variables de décisions adjacentes (d’ou l'interprétation de gradient discret). Nous pour-
rions également perturber z;, z;y; pour un k arbitraire. Sur quels critére choisir le k, a
chaque itération pour sortir du voisinage de maximum local et améliorer les performances.
Bref, comment déterminer une bonne stratégie de perturbation pour 'algorithme ILS est

une question intéressante pour notre probleme.
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Amélioration du Branch & Bound : Bien qu'une étude approfondie d’algorithmes
de Branch & Bound soit trop large pour le cadre de notre étude, nous pensons que les
techniques plus avancées de réduction de bornes et de branchement, comme celles pro-
posées par Belotti et al. [18] pourraient s’appliquer a notre probléme, afin d’améliorer la
convergence de l'algorithme et réduire sa complexité.

De plus, la relaxation convexe s’appuie sur les inégalité de McCormick [79]. Les travaux de
Tsoukalas et Mitsos [112],[87] s’intéressent aux relaxations convexes multivariées au moins

aussi fines que celle de McCormick, qui peuvent étre appliquées a notre probleme.

Dynamique de p : nous avons supposé que p suit une trajectoire déterministe indé-
pendante des variables de décision. La relaxation de cette hypothése au profit d'une dy-
namique stochastique, faisant intervenir les variables de décision précédentes nous semble

une direction particulierement intéressante pour de futurs travaux.
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