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ABSTRACT

This thesis deals with "semistably degenerating abelian
varieties" ‘over a scheme. In particular we investigate the properties
of certain relatively ample invertible sheaves on such group schemes,
and of their direct images ; we obtain a formula generalizing the

fact that (over €) theta constants are modular forms.

We give applications of these results to abelian varieties
over function fields, including as a special case Zarhin's finiteness
theorem when the ground field is finite.
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Introduction

1. Soient g et d deux entiers Y1, n un entier ¥ 3 . Considérons
le schéma de modules fin & = #é,d,n paramétrant les schsmas abéliens
A de dimension g , munis d'une polarisation de degré d (vue comme
une isogénie de degré a® de A sur son dual At) et d'une structure
de niveau n : c'est un schéma de type fini sur 2[1/n] . Notons

1 52 1e schéma abélien universel, et ® le faisceau inversible

f*fz%/# sur & .

1.1. Théoréme. Le faisceau & est ample sur & .

En caractéristique nulle ce résultat est bien connu, les sectiéns
globales de Fm étant les formes modulaires de poids m et de niveau
n . Il joue un r&le essentiel dans la démonstration par Faltings [FZ]
de la "conjecture de Shafarevich" pour les variétés abéliennes sur les
corps de nombres ; de méme 1l'énoncé analogue pour les schémas de modules
de courbes intervient dans les travaux de Parshin, Arakelov et Szpiro
sur les pinceaux de courbes (cf. par exemple [Sz]).

2. Désignons par =: X ——4-It la polarisation naturelle sur X . on
peut associer & = 1l'unique faisceau inversible totalement symétrique
& sur Y tel que la polarisation @g¢ : X —> X associée & & soit
égale & 4= , de sorte que & est trés ample relativement & f et de
degré 42gd2 (par convention, tous les faisceaux inversibles sur un
schéma en groupes sont supposés rigidifiés, c'est-a~dire munis d'une
trivialisation le long de la section unité). Le théoréme 1.1 résulte
alors des faits suivants : |

(2.1) det(£,£) est ample sur & .

- 49
(2.2) Les faisceaux inversibles (det f*£)® 2 ot P¥Y ont 1a meme
classe dans Pic(.t)®ZQ .

L'assertion (2.1) est démontrée au chapitre VII ; 14 seule idée qui
semble nouvelle est d'exploiter le fait que pour tout entier N )1 , la

restriction de £® au noyau NI de la multiplication par N ‘dans X
est canoniquement triviale, ce qui implique qu'aprés un changement de

: (] .4 \4 ] .
base fini étale, (£,{) a "beaucoup de sections". On redémontre

d'ailleurs par cette méthode la représentabilité de WQ sans

d,n



théorie des invariants "difficile", tous les groupes structuraux étant
finis.

3. La "formule clé" (2.2) est plus mystérieuse. Il est plus commode de
la reformuler comme suit :
(3.1) Soient S un schéma, A —fa-s un S-schéma abélien de dimension

relative g , L un faisceau inversible symétrique (rigidifié)
sur A , ample relativement & S , d 1le rang de f£f,L , et Eh/s
le 6g-module inversible f*qg/s . Alors le faisceau inversible

_ o de o \®2, -8d
5(a,L) = (A9f,L) ®&§§/S

est d'ordre fini dans Pic(S).

Lorsque d est inversible sur S , on peut démontrer (3.1) 3 partir
du théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck et du fait que, dans ce cas,
f,L a une structure trés simple, résultant de la théorie des "structures-
th&ta" de Mumford [M3]. Cette démonstration, due & L. Szpiro et &
1'auteur, sera publiée ailleurs. Pour d quelconque, on démontre encore

(3.1) sous 1l'hypothése que S est normal excellent, en se ramenant par

isogénie au cas principalement polarisé (chapitre VIII).

4. La faiblesse de 1.1 réside dans le fait que & n'est pas propre sur
Z[l/h] : on aimerait donc trouver une compactification de @&, munie
d'une bonne interprétation comme schéma de modules, et un faisceau natu-
rel sur icelle prolongeant & (cf. [D], remarques suivant 1.12). On
n'en est pas 1lad mais il est naturel d'essayer de généraliser, par
exemple, (3.1) au cas ou A est seulement un S-schéma en groupes
semi-stable, c'est-d-dire un S-schéma en groupes lisse commutatif dont
les composantes neutres des fibres sont extensions de variétés abéliennes
par des tores. Nous supposerons de plus ici que la base est normale
irréductible, et nous fixons, pour le reste de cette introduction, les
notations suivantes :

(4.1) S est un schéma normal noethérien excellent irréductible de

point générique n , et A £, 5 est un S-schéma en groupes

semi-stable dont la fibre générique Aﬂ est une variété abé-

lienne de dimension munie d'un faisceau inversible ample
P

symétrique L,



I1 s'agit d'abord de donner un sens a (3.1). La définition de

ak/s est la méme que dans le cas abélien (on peut aussi le définir par
Ek/s = egﬂg/s , ou e, S —> A est la section unité). Il faut ensuit?
se donner un prolongement (rigidifié) L de Lﬂ et voir quelles condi-

tions on doit imposer & L , ainsi d'ailleurs qu'au groupe A considéré

comme prolongement de A11 .

5. Supposons d'abord que S soit un trait. Lorsque la fibre fermée Ao

de A n'est pas connexe, L admet plusieurs prolongements non isomor-

m
phes sur A . L'idée fondamentale, et naturelle depuis les travaux de

Breen [B], est d'imposer au prolongement L de vérifier le théoréme du

cube sur A , ou, en termes plus précis, d'admettre (lorsqu'on le consi-

dére comme un Gm-torseur) une "structure du cube" au sens de loc. cit.,
prolongeant celle dont Lﬂ est gratifié par la Nature. On constate
alors avec plaisir qu'un tel "prolongement cubiste" est unique, et
existe aprés un changement de base suffisamment ramifié (II, §1 ; voir
aussi [Bl, §3).

Ce théoréme de prolongement est utilisé au chapitre III pour donner
une définition géométrique des hauteurs de Néron-Tate. Ces résultats
n'utilisent d'ailleurs pas la semi-stabilité de A , ni la symétrie ou
1'amplitude de Lﬂ .

A Lorsque dim S ¥2 , on a encore (trivialement, cette fois) 1l'unicité
du prolongement cubiste, mais son existence aprés changement de base

fini surjectif nécessite la semi-stabilité et la symétrie (II, §3).

On fixe donc désormais, en plus des données (4.1) :

(5.1) un faisceau inversible L sur A , prolongeant L, et cubiste
(i.e. muni d'une structure du cube).

Dans ces conditions, d'ailleurs, L est automatiquement symétrique
et ample relativement a S .

6. Le faisceau inversible L,q sur Aﬂ détermine une isogénie

¢L : Aﬂ ——e-A: dont le noyau est noté K(Lh)' On sait alors construire
Ui

de fagon naturelle une extension centrale Q(Lﬂ) de K(Lﬂ) par G

. ] m,n
qui "opére sur Lh" et qui est un "groupe thé&ta non dégénéré", en ce

sens que l'accouplement alterné sur K(Ln) associé a cette extension
est une dualité parfaite. De l'action de Q(Lﬂ) sur L, on déduit une
représentation de poids 1 de Q(Lﬂ) sur Ho(An,Ln), et il résulte de

théorémes généraux que c'est l'unique représentation irréductible de



poids 1 de G(Ly) ([m2], [m3).

L'étape suivante consiste donc & prolonger ces données au-dessus
de S . On montre en effet, au chapitre IV, qu'il existe un unique sous-
schéma en groupes fermé K(L) de A prolongeant K(LM)' plat et quasi-
fini sur S (de sorte que K(L) est 1l'adhérence schématique de K(Ln)
dans A) et une extension centrale G(L) de K(L) par Gm,S prolon-
geant Q(Ln) et opérant sur L . De plus cette extension centrale est

non dégénérée dés que K(L) est fini sur S . Notons que cette derniére

hypothése impose en général aux fibres dégénérées de A de n'étre pas

connexes.

Nous supposerons donc vérifiée 1'hypothése

(6.1) K(L) est fini sur S .

7. Considérons maintenant 1l'image directe £,L , qui est un 06 -module

S
cohérent (VI, 1.4.2). Si l'on espére formuler (3.1), il faut d'abord

examiner les questions suivantes :

(7.1) (i) £, est-il localement libre ? (Si oui, c'est automatiquement
"un G(L)-module irréductible (chapitre V)).
(ii) (Comportement par gonflement). Soit A, —fl+ S un modéle de
‘Aﬂ sur S contenant A comme sous-groupe ouvert, et soit
L1 un prolongement cubiste de L sur A1 . Le morphisme
naturel fl*Ll — £ L. est-il un isomorphisme ?
(iii) (Comportement par changement de base). Soit 7 :S' —> S
un "changement de base admissible", i.e. tel que S' soit
(disons) normal intégre et que A)%;S' soit, génériquement
sur S', un schéma abélien. La formation de f,L commute-

t-elle au changement de base T ?

L'autéur n'a pas été peu surpris de constater que la réponse & ces

trois questions est affirmative soéus 1l'hypothése suivante, un peu plus

forte que (6.1) :

(7.2) K(ﬂ®2) est fini sur S .

En fait, on montre au chapitre VI (en s'inspirant en partie de
notes non publiées de D. Mumford) que, sous l'hypothése 7.2, le mor-
phisme naturel

(7.3) £,L —+f*(L|K(L®2))



est injectif et localement scindé. Notons d'ailleurs que le point délicat

de la démonstration est le cas oi dim S Y2 , alors que, pour nombre de

résultats ultérieurs, on pourrait se contenter du cas ou dim S=1 .

8. Supposant désormais vérifiée la condition (7.2), nous pouvons énoncer
l'analogue de (3.1) :

(8.1) Posant d = rg(f, L), le faisceau inversible

d ®2
6(a,L) = (AT£,L) ® A/S

est d'o;drebfini dans Pic(s).

Ce résultat est démontré au chapitre VIII lorsque S est un schéma
d'égales caractéristiques. On en déduit au chapitre IX le théoréme de

positivité suivant :

8.2. Théoréme. Sous les hypothéses (4.1), supposons que S soit un

schéma d'égales caractéristiques. Alors il existe n y1 tel dque 5%?8
soit engendré par ses sections globales.

9. Les chapitres XI et XII s'attachent plus barticuliérement a 1'étude
des variétés abéliennes sur un corps de fonctions sur un "corps de base"
k fixé; le lecteur est invité A se reporter aux introductions des cha-
pitres en question. Signalons que l'on obtient comme corollaire, lorsque
k est fini, le théoréme de finitude de Zarhin-Mori, et que 1l'une des
motivations initiales de ce travail était d'arriver a une compréhension
"géométrique" de ce résultat. Le lecteur mesurera le succés de l'entre-
prise en comparant les quelque 250 pages présentes aux 7 pages totalisées
par [Zl]’et [Z3]..Il pourra aussi consulter la note [MB].

10. Le présent travail a bénéficié de 1l'influence de nombreux mathéma-
ticiens, et d'abord de L. Szpiro, de qui j'ai appris (parmi beaucoup
d'autres choses) les techniques de "frobeniusage" et de "réduction
modulo p assez grand" utilisées au chapitre VIII, §2 et 4. Le théoréme
VIII, 3.1 est, comme je l'ai dit plus haut, le fruit d'une collaboration
avec lui ; d'une fagon générale l'ensemble de ce travail s'inscrit dans
un programme général d'étude des "pinceaux de variétés" dont il est

l'initiateur.
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_ Les idées de L. Breen jouent évidemment un rdle essentiel ici ;
j'ai également bénéficié de conversations fructueuses avec D. Mumford,
sans parler des manuscrits qu'il a bien voulu me communiquer. Le §5 du
chapitre VI trouve son origine dans des notes de S. Mori, et je dois &
W. Fulton le lemme 4.1.4 du chapitre X. Le lecteur reconnaitra aussi,
en particulier dans les chapitre IV et VI, l'influence des travaux de
M. Raynaud ; ses conseils, et 1'intérét constant qu'il a porté a ce

travail, m'ont été précieux.

Enfin une partie de ce travail a été réalisée en 1981-82 lors d'un
séjour & 1'Institute for Advanced Study de Princeton, grice a une
subvention de la National Science Foundation.

Leitfaden

IIT / IV v

Les fléches pointillées indiquent une dépendance partielle : voir
1l'introduction du chapitre VII.
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CHAPITRE I

Torseurs cubistes

Sommaire.

0. Introduction.

1. Applications pointées de degré n .

2. Cas des torseurs : structures cubistes.

3. Lien avec les extensions centrales

4. Cas des schémas abéliens : le groupe G(L).

5. Réduction 4 l'objet trivial ; application & certains isomorphismes
canoniques.

6. Une nouvelle définition des structures cubistes.

7. Descente de torseurs cubistes ; application aux extensions de
schémas en groupes lisses par des tores.

0. Introduction.

Ce chapitre est consacré aux propriétés générales des torseurs
munis d'une structure du cube (rebaptisés ici "torseurs cubistes"),
notion introduite par L. Breen [B]. L'intérét de cette notion pour la
suite de ce travail apparait au n° 2.6 : on y montre 1l'existence d'une
unique structure cubiste pour tout € -torseur (trivialisé le long de
la section unité) sur un schéma en groupes vérifiant certaines condi-
tions, satisfaites en particulier par les "variétés abéliennes dégéné-
rantes" a fibres connexes sur un schéma de base normal (cf. [B], 2.4).
La notion de structure cubiste permet aussi de retrouver (§4) le clas-
sique groupe G(L) de [MZ], associé a un faisceau inversible L sur
un schéma abélien.

Au §5 est introduite la technique de "réduction au torseur cubiste
trivial", fort commode pour construire certains isomorphismes canoniques
(comme celui, classique, de la proposition 5.5), et surtout pour démon-
trer sans larmes que ces isomorphiémes respectent les structures cubistes
naturelles des deux membres. Ce principe est exploité plus avant au §6
ol il sert de fondement A ure nouvelle définition des torseurs cubistes,
qui semble plus naturelle que celle de [B] mais qui, par exemple, méme
dans le cas des Gm—torseurs sur un schéma en groupes, oblige a tra-
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vailler dans le cadre général des faisceaux. Il convient aussi de
remarquer que la définition de Breen, en termes de trivialisations de
torseurs sur AXAXA , joue un r8le crucial (notamment) dans les

questions de prolongement du chapitre II.

Remarquons enfin que nous notons ici 82 et S3 les opérations

notées respectivement A et © dans [B].

1. Applications pointées de degré n .

1.1. Définition. Soient A et G deux groupes commutatifs, notés res-

pectivement additivement et multiplicativement, et soit n un_entier

Yo . Si f:A —> G est une application, on définit

8_(£) : A — G

par la formule

n+Card I
-1
5_(£)(xy,..,x) = 1] £(xp) (1)
1<{1,...,n}
179
ol l'on a posé X; = Z : X -
i€1
On dit que f est pointée de degré n si &8 (£) =1 .

n+1

Ainsi : 8 (£) 1 : {o} —o¢

Sl(f) f
8,(£) (x,y) = £0x+y) £0x) T E(y) T

8,(£)(x,y,2) = £lrty+z) Elxby) T E(xtz) “TE(y+2) THE(x) £(y) £(2)

f est pointée de degré O f=1
f est pointée de degré 14 f est un morphisme de groupes

f est pointée de degré n Y0 == £(0) =1
n+l

(en effet & .. (£)(0,...,0) = £0)"1)" 7y,

n+1

1.2. Propriétés des onérations &n .

1.2.1. Additivité : ﬂn(fg) = Sn(f).ﬂn(g)
pour f,g:A —> G et nyo .

1.2.2. Fonctorialité en A et G : si 9:A' —>A et ¥:G6 —>G'

sont des morphismes de groupes abéliens, on a pour toute f:A — G
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(n)

ﬂn(fow) = ﬂn(f)ow
gn(wof) = wosn(f)
ol ¢(n) : A" —> A" est défini par
o™ (x,ix ) = (0(x))s .0, 0(x))

1.2.3. Symétrie : ﬂn(f) est invariante sous l'action du groupe symé-
trique Gn sur A" .

1.2.4. On vérifie,‘pour tout 11)1., 1a relation :

(1.2.4.1) Sn+1(f)(x1,...,xn,xn+1) = ﬂn(f)(xl,.;.,xn_l,xn+xn+l).

-1 -1
oﬁn(f)(xllo.o'xn) o)gn(f)(xlpcooixn—llxn_'_l)

ainsi que toutes les relations qui s'en déduisent par permutation. En,

particulier :
(_1)n+1
. pour n¥1l, ﬂn(f)(xl,...,xn) = £(0) dés que l'un des

Xy est nul. |
. f est pointée de degré n¥1 si et seulement si ﬂn(f) est
n-linéaire.

La relation (1.2.4.1) montre également que Qoﬁr ny2 , ﬁn(f) est un
2-cobord par rapport a chaque paire de variables ; a fortiori, elle

vérifie la condition de cocycle (ou 1l'on a posé x =‘(x1,...,xn_2)) :

(1.2.4.2) 8 (£f)(x,atb,c).8 (£f)(x,a,b) =8 (f)(x,a,btc).8 (£)(x,b,c)
(n¥2).

1.3. Les considérations qui précédent s'étendent d'elles-mémes au cas
ol A et G sont deux Groupes commutatifs d'un topos E : si
fffHomE(A,G) est un morphisme entre les objets de E sous-jacents a
A et G, on définit donc 8 (f): A" —> G comme dans 1.1. On notera

Homén)(A,G) < Homy(A,G)

le groupe des "morphismes pointés de degré n" de A dans G, i.e.
l'ensemble des f vérifiant $n+1(f)==1 ; en particulier :

Hom}o)(A,G) = {1}

]

(1
Homm )(A,G) HomAb (A,G) .

E
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2. Cas des torscurs : gtructures cubistes.

Dans ce n® on fixe un topos E .

2.1. Soient A et G deux Groupes commutatifs de E , et soit L un
G-torseur sur A . En compléte analogie avec 1.1, nous pouvons définir
un G-torseur &n(L) sur A", par la formule
(= n+Card I
(2.1.1) 5 (L) = ® (m7L) (-1)
1<{1,...,n

I#¢

I
désigne la somme des G-torseurs.

od m, :A" —> A est le morphisme (xl,...,xn) h—a-z X x; » et ou ®
i€x

Il est souvent commode (et suggestif) de décrire 8n(L) en terme
de "points" : si x est un point de A & valeurs dans un objet T de
E (i.e. un morphisme x:T — A), convenons de noter Lx le G-torseur

x*L sur T . Alors la définition (2.1.1) devient

n+Card I
(2.1.2) 8,(L) ) = L?;(-l)
1’ "% p <{1,...,n} I

I#¢

ol l'on a posé Xy = ) | ox. .

2.2. Proonriétés de ﬁn .

2.2.1. Additivité : si L et M sont deux G-torseurs sur A , on a

pour tout n %0 un isomorphisme canonigue
® o
8 (L®M) 8 (L)®S (M)
de G-torseurs sur A"

2.2.2. Fonctorialité en A : si 9 :A' —> A est un morphisme de

Groupes commutatifs de E , on a un isomorphisme canonique
5 (0'1) = (oP)) g (1)
n n
s, (n)

de G-torseurs sur A'D" , ou o :A'D ——»»An est définie comme en
1.2.2,

2.2.3. Fonctorialité en G : si ¥ :G —= G' est un morphisme de

Groupes commutatifs de E , notons LQ le G'-torseur sur A déduit
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du G-torseur L par le changement de groupe structural Y . Alors on

a un isdmorphisme canonique de G'-torseurs sur A .
P P
sn(L ) =~ mn(L) .

2.2.4. Fonctorialité en L : si u:L —> M est un morphisme (i.e. un

isomorphisme) de G-torseurs sur A , on en déduit un isomorphisme
8 (u) : 9 (L) =8 (M)
de G-torseurs sur A" .

2.2.5. Torseur trivial : si 1l'on note GA le G-torseur trivial GXA

sur A , on a un isomorphisme canonique
Qn(GA) >~ Gan

2.2.6. Sections : une section ¢ du G-torseur L sur A s'interpréte
comme un morphisme (c'est-a-dire un isomorphisme) de G-torseurs de GA
dans L ; on en déduit donc grfce a 2.2.4 et 2.2.5, une section

ﬂn(o)

du torseur 'ﬂn(L) sur A" . Si f:A — G est un morphisme dans E ,

on a de plus la formule
(2.2.6.1) sn(fo) = ﬂn(f)ﬂn(o) .

2.2.7. Il existe bien entendu de nombreuses compatibilités entre les
isomorphismes ci-dessus (et ceux gqui vont suivre). Par exemple 1'isomor-
phisme d'additivité 2.2.1 est caractérisé par les propriétés d'étre
fonctoriel en L et M et compatible au changement du Groupe structural
G , et de respecter les trivialisations naturelles des deux membres
lorsque l'on prend L = M = le torseur trivial GA . Le fait que ces
propriétés caractérisent 2.2.1 se voit en plongeant G dans un Groupe
injectif G' de E et en remarquant que tout G'-torseur est trivial.
Ce principe de "réduction au torseur trivial" rend tautologiques les
démonstrations de commutativité de nombreux diagrammes ; en fait, "tout
diagramme de torseurs suffisamment naturel est commutatif", contrairement
a ce qui se passe pour les groupes : au royaume des torseurs il n'y a pas

de questions de signes.

2.2.8. Symétrie : il est imnédiat que Sn(L) est muni d'une action du
groupe symétrique S, compatible & 1l'action d'icelui sur A" ; autre-
ment dit, pour tout Yffgn , si 1'on note encore 7y :A" — A" 1a per-
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mutation correspondante des facteurs, on a un icomorphinme canorigue de

G-torscurs

. ~ n »*
X, .ﬂn(L) = v ﬁn(L)

avec les relations attendues entre Xy ' Xy. et ny. .

2.2.9. Jections nulles. Notons O l'objet final de E et e, : Op — A
la section nulle. Pour 1€i{n , Soit ﬂi: An—l — A" le morphisme
défini par la section nulle du i-éme facteur de A" . on a alors des
isomorphismes canoniques
+1
* * % ®(—1)n
M8, (L) ~ pre, (L)

ol p: Al OE est le morphisme canonique (et unique). Ces isomor-
phismes sont compatibles entre eux, en ce sens que ﬂi et ﬂj coincident

sur l'intersection ﬂi(An—l)n ﬂj(An-l).

Pour ne pas alourdir a l'excés ce chapitre, nous allons nous limiter
désormais aux cas n=2 et n=3 , les seuls intéressants pour nous

dans la suite.

2.3. Etude de &2 ; structures d'extensions.

On a par définition JQZ(L)X'Y = Lx+y® L;1®L;1 .

L'action du groupe S, (2.2.8) se réduit a un isomorphisme de

symétrie

(2.3.1) g :SZ(L)X,Y 42»—82(L)y'

X,y X

vérifiant Exlx==Id et gx,y°§YrX = Id:ﬁl(L)y
’

X

La définition de SZ(L) donne, par un calcul immédiat, un isomorphisme

de cocycle

(2.3.2) o :ﬂz(L)

X, V2 ®’812(]"‘)

XHY 2 — 8, (L)

.
SZ(L)y,z

X,y X, y+z

qui est fonctoriel en L et compatible au changement de Groupe structu-
ral, et qui respecte les trivialisations naturelles des deux membres
lorsque L est le torseur trivial ; de plus ¢ est caractérisé par ces

propriétés (cf. 2.2.7).
On a d'autre part (2.2.9) des isomorphismes "de rigidification"

&-1:‘\
(2.3.3) 92(L)O y L, .92(L)X

4

,O
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ou L, est la fibre de L 4 l'origine ; ces isomorphismes sont compa-
tibles & la symétrie & , et compatibles avec (2.3.2) en ce sens que lc

diagramme suivant est commutatif :

)
O, (Z ®
ﬂZ(L)y,zQD&Z(L)O,y —_—_z——Q'&Z(L)O,y+z 19Z(L)y,z
(2.3.3.1) (2.3.3) (2.3.3)
-1
I"o ®&2(L)y,z

Supposons maintenant donnée une section o de ﬂz(L) au-dessus de
AXA . Pour (x,y)EAL on a donc une trivialisation o(x,y) de
Lx+y® L;{1® L7l , c'est-A-dire un isomorphisme LX® Ly ——>Lx+y , donc
une loi de composition sur L , que nous noterons (a,b) > axb , com-
patible avec la loi de groupe de A via la projection L —> A , et
compatible & l1l'action de G sur L au sens suivant : pour a€lL ,

b€L , g€G, on a

(2.3.4) (ga) xb = ax(gb) = g(axb)

Il est immédiat que la donnée d'une section o de Qz(L) équivaut a
celle d'une loi de composition « sur L possédant ces propriétés, le

passage de l'une a l'autre se faisant par la formule

(2.3.5) o(r(a),m(b)) = (axb)®a 1®p~t

ol a et DbEL etol m:L —r A est le morphisme structural.
Une telle section ¢ donne encore naissance, via les rigidifica-

tions (2.3.3), a deux sections de p*e;L (oW p est ici le morphisme

A -—e'OE), autrement dit a4 deux morphismes ElrEy 3 A —> LO==e£L
d'objets de E . En termes de la loi « correspondante, ils vérifient
(2.3.6) e, (x)¥x = X
~J ~
x*sz(x) = x
~
pour tout x€A et tout x€L au-dessus de x .

De plus la compatibilité en (0,0) des isomorphismes (2.3.3) im-
plique que el(o)==52(o), d'ou une section ¢ du torseur Lo sur Op «

vérifiant e#e=¢ . La relation (2.3.4) donne alors

(2.3.7) (ge)x(g'e) = (gg9')e
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pour g et g'€G ; autrement dit la trivialisation de LO donnée par

e identifie la loi + & la loi de groupe de G .

Il est immédiat que la loi * est commutative si et seulement si

la section ¢ est invariante par la symétrie & de (2.3.1), i.e :

(2.3.8) o(y,x) = §X’y(o(x,y)) .

Il est un peu plus fastidieux de vérifier que » est associative

si et seulement si ¢ est compatible avec l'isomorphisme de cocycle

(2.3.2), c'est-a-dire :

(2.3.9) @X'Y,Z(o(xw,Z)@o(x,y)) = g(x,y+z) ® (y,z) .

Cette condition impligue d'ailleurs, comme on le voit en contemplant
le diagramme (2.3.3.1) ou les formules (2.3.6), que les morphismes €,
et e,:A —> L sont constants, i.e. e,(x) = ez(x) =¢,(0) = ¢, et

que la section € de L, est élément neutre de * . En résumé : (cf.
aussi SGA 7, VII, 1.1.6 et 1.2) :
2.3.10. Proposition. La donnée, sur le torseur L , d'une structure

d'extension commutative de A par G (compatible avec sa structure de

torseur), éguivaut & la donnée d'une section o de @2(L) sur AXA ,

symétrigue au sens de (2.3.8), et qui est un 2-cocycle au sens de
(2.3.9).

2.4. Etude de ¥ structures cubistes.

37
On a par définition

_ -1 -1 -1
(2.4.1) B5(L), =L, ®LL ®L L 8L, ®L ®L &L,

$3(L) est muni d'une action du groupe symétrique S5 c'est-a-
dire, pour tout 76563 et pour (xl,xz,x3)€5A3 . d'un isomorphisme

(2.4.2) (x,) : 8, (L) , = 9, (L) .
Y xl,xz,x3 3 Xl’k2'x3 3 xy(l)'xy(z)'xy(3)
De fagon analogue a (1.2.4.1), 83(L) se reconstruit & partir de

8,(L) ; on a ainsi deux isomorphismes canoniques

-1 -1
‘92(1") 8“92(1")x,z®’92(1‘))/',2 (o))

+
Xty,z \\\\\<kj;j:y'z
(2.4.3) 93(L)
Py
i -1 S -1 /
zf)ﬁz(L)x'yjbﬂz(L)x'z (o

X, Y, 2Z

agz(L)x'er 2)}{'},’z
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(le lecteur vérifiera que o ol permet de retrouver 1'isomorphisme de

cocycle (2.3.2)).

On en déduit encore pour 33(L) des isomorphismes de cocycle dont
nous n'explicitons qu'un seul :

(2.4.4) v £ :$3(L)

XeYeZ, ®)93(1;') )93(1_,)

b2
X,¥st 19B(L)y

xXty,z,t X,y+z,t szt

les autres s'en déduisant (par exemple) par permutation ; bien entendu
chacun de ces isomorphismes est caractérisé par sa fonctorialité, sa
compatibilité au changement de Groupe structural, et son effet sur le

torseur trivial.

2.4.5. Définition. Une structure cubiste (ou "structure du cube" [B])

sur le G-torseur L au~dessus du Groupe A est une section t du

torseur 33(L) sur A3 , possédant les propriétés suivantes :

(i) r est invariante par S5 i.e. pour tout VY€ S,

X, (1) = y*(7) (comme sections de 7*ﬂ3(L))

(notations de 2.4.2))

(ii) v est un 2-cocycle en les deux premiéres variables (ou, ce

qui_ revient au méme compte tenu de (i), en chaque paire de variables),
i.e :

"bxly'z’t('r(x-'-ylzlt) ® T(le't)) = T(X,Y+Z:t) b3 T(y'z't)

(notation de (2.4.4)).

Un torseur cubiste est un torseur muni d'une structure cubiste.

Un morphisme de torseurs cubistes (L,t) —> (L',7') est un mor-

phisme f:L — L' de G-torseurs tel que $3(f) :&3(L) -9'S3(L')

vérifie ﬂ3(f)(f) = 7',

On note CUB(A,G) la catégorie des G-torseurs cubistes sur A .

2.4.6. On laisse au lecteur le soin d'expliciter les hotions d'image
réciproque d'un torseur cubiste par un morphisme A' — A , d'image
par un changement de Groupe structural G —> G', de torseur cubiste
trivial, de produit tensoriel (ou somme, s'il préfére) de G-torseurs
cubistes, de torseur cubiste inverse, etc. Munie de l'opération du pro-
duit tensoriel, CUB(A,G) est une "catégorie de Picard strictement com-
mutative" au sens de SGA 4, XVIII.1l.4.2.
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Bien entendu, une trivialisation d'un objet (L,t) de CUB(A,G)

est un isomorphisme de 1'objet trivial avec (L,7), c'est-a-dire une
section ¢ de L sur A , vérifiant la relation

(2.4.5.1) : 93(0) = 7

et il est immédiat, en vertu de la relation (2.2.6.1), que l'ensemble

des trivialisations de (L,t) est, s'il n'est pas vide, un espace homo-

géne principal sous le groupe

HoméZ) (A,G)

introduit en 1.3, des applications pointées de degré 2 de A dans G .

2.5. Lien avec les biextensions.

Pour voir que la notion définie ci-dessus est la méme qgue dans [B],
2.2, nous allons faire briévement le lien avec la notion de biextension,
introduite dans [Ml] et développée dans SGA 7, VII et VIII.

Soit donc (L,T) un G-torseur cubiste sur A . Via 1'isomorphisme

@, (resp. 02) de‘(2.4.3), la section 1t de 33(L) donne naissance a

. -1 -1
une section 0, Sresp. 02)_lde ﬂz(L)x_'_y'Z@.\Qz(L)x,z@sz(L)y'z (resp.
ﬁz(L)x'y_'_Z@Sz(L)x,y@ Qz(L)x’z), et par suite a deux lois de composition

partielles

*

(1]

8.,(L @8, (L —_— L
(2.5.1) 1 2( )x,z 2( )y,z 92( )x+y,z

*

92(L)x'y® ‘92(L)x,z — a92(L)

2 X,y+z

suivant le méme proéédé que dans 2.3. De plus les deux sections O©
(o)

1 et

, sont liées par la relation
(2.5.2) @,(0,) = a,(0,) (=71) .

On vérifie alors que les conditions (i) et (ii) de 2.4.5 impliquent que
les deux lois * et constituent une structure de biextension
symétrique de (A,A) par G , au sens de [B], sur le torseur ﬂz(L)

muni de l'isomorphisme de symétrie § de (2.3.1) (et réciproquement...).

Par exemple, la commutativité de * équivaut 4 la compatibilité

de T avec l'action de la transposition (1.2) de 63 , et 1l'associati-
vité de *) 4 la condition de cocycle explicitée en 2.4.5 (ii). Ceci

résulte d'ailleurs, si l'on veut, de 2.3.10 : en effet, grice a @,
83(L) peut &tre considéré comme le 8, du torseur 82(L) sur AXA
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lorsque 1'on regarde ce dernier comme un Groupe du topos E/A grace a
la seconde projection. Il est d'ailleurs établi dans [B], 2.5, gue la
donnée de decux lois *) et ¥ 4 vérifiant (2.5.2) ci-dessus, toutes
deux commutatives et dont 1'une soit associative, suffit a définir sur

L une structure du cube au sens de loc. cit.

2.5.3. Remarquons enfin qu'une‘structure cubiste 1 définit, gréce a la
section 1(0,0,0) de QB(L)O,O,O = LO , une trivialisation a l'origine
du torseur L , d'ou grice a 2.2.9 une trivialisation de la restriction
de 193(L) 4 chacun des produits {0}xAaxa , Ax{o}xa , Axax{o}. ces
trivialisations (essentiellement grice aux conditions de cocycle) coin-
cident en fait avec les restrictions de T & ces produits. En d'autres

termes et par abus d'écriture :
T(OIYIZ) = T(OIOIO)
le signe d'égalité faisant référence a 1'isomorphisme canonique

392(L) =~ :92(L)

0,y,2 0,0,0 °

De ces considérations le lecteur retiendra la

2.5.4. Proposition. La donnée, sur le torseur L , d'une structure du

cube, équivaut 3 celle, sur le torseur Sz(L), d'une structure de
biextension de (A,A) par G , les deux lois de composition partielles

définissant cette structure étant assuijetties & la relation (2.5.2) (on

identifie les lois de composition *, et ¥, aux sections oi

et o,

gu'elles définissent).

2.6. Exemple fondamental.

Soit S un schéma : nous prendrons pour E 1le topos associé au
"gros site fppf" de tous les S-schémas avec la topologie fppf, et pour

G le groupe multiplicatif G . Nous identifierons toujours en cas

m,S
de besoin un Gnrtorseur L sur un schéma X au faisceau inversible &
tel que L = Isom(Gx,£).

Proposition. Soit A un S-schéma en groupes lisse, commutatif, &

fibres connexes. On suppose vérifiée 1'une des conditions suivantes

(i) A est un S-schéma abélien

(ii) (cf. [B], 2.4) S est normal et les fibres maximales de A

sont extensions multiples de variétés abéliennes, de tores (non néces-

sairement déployés) et de groupes Ga .
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Alors le foncteur d'oubli

CUB(A,Gm) —-»-TORSRIG(A,Gm)

(o TORSRIG(A,Gm) est la catégorie des Gm—torseurs sur A triviali-

sés & 1'origine de A) est une équivalence de catégories.

Démonstraticn : soit L un ¢ _-torseur rigidifié sur A .

Cas (i). D'aprés le théoréme du cube (cf. par exemple [Rl], Iv.2.1) le
faisceau 83(L) sur A3 provient d‘gn faisceau inversible sur S .

Comme de plus L est rigidifié a l'origine, ﬂ3(L) l'est également : il
est donc trivial. Mieux, si p: A3 —> S désigne le morphisme structural,
on a pub,3 > 65 donc il existe une unigue trivialisation de 85(L)
compatible avec sa rigidification. Etant unique, T est automatiquement
symétrique (condition (i) de 2.4.5) et de méme il suffit de vérifier la
condition (ii) de 2.4.5 lorsque x=y=2=t=0 : elle résulte alors de

la compatibilité a la rigidification. Nous avons donc montré que L

posséde une unique structure cubiste compatible & la rigidification, cgfd.

Cas (ii). D'aprés SGA 7, VIII.7.5, nous savons que ﬂz(L) admet une
unigue structure de biextension compatible aux rigidifications sur

{o} xa et Ax{0} déduites de la rigidification de L . Il reste &
vérifier que les lois o, et o, de cette biextension vérifient la
condition (2.5.2). Or les deux sections al(ol) et 02(02) de ﬂ3(L)
coincident, sur les produits {0} xaxa , ax{o}xa , axax{o} , avec
la rigidification naturelle de S3(L) sur ces sous-groupes. Leur quo-
tient est donc une fonction AXAXA — G . égale 4 1 sur ces sous-
groupes, donc identiquement égale & 1 ("lemme de Rosenlicht") puisque

S est réduit. B

2.6.1. Remarque. Soit k un corps séparablement clos, et posons

S = Spec(k[[x,y]]/(xz-ys)), A=:Gm,S

G -torseur L non trivial sur A . Or nous verrons plus bas (7.2.1)

. Il existe (exercice) un

qu'un G -torseur cubiste sur A est en fait une extension commutative
de A par Gm + donc est trivial puisque S est strictement hensélien.
Par suite le torseur L (qui admet évidemment des rigidifications) ne
posséde aucune structure cubiste.

3. Lien avec les extensions centrales (cf. [B], 2.11).

3.1. Donnons-nous a nouveau un topos E , deux Groupes commutatifs A
et G de E , et de plus un sous-Groupe K &le»A de A (on pourrait
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considérer plus généralement un morphisme K —> A de Groupes commuta-
tifs). Soit (L,7) un G-torseur cubiste sur A , et supposons donnée

une trivialisation © de la biextension (ijdA)*ﬂz(L) de (K,A)

par G .

On a donc, pour x€K et y€A , une section o¢(x,y) de

"1 -1 . . ~ . .
® ® ® .e.
L LX Ly donc un isomorphisme Lx Ly — L 4, + 1.€. une loi

X+y Y
externe

*:LKXL—+L

compatible avec 1'addition KXA — A , et avec l'action de G sur L.
Nous allons, une fois n'est pas coutume, expliciter un peu les choses :
si 1'ona x€K, y€Aa , u€ L, v € Ly , on en déduit un élément uxv

de Lx+y . par la condition (cf. (2.3.5)) :

(3.1.1) o(x,y) = (u*v)®u-1®v-1€ﬂ2(L)X v

D'autre part 0 est supposée compatible avec la structure de biextension

de .\92(L). La premiére loi de a92(L) est

o ‘ ®"|'(lerZ)A
&2(L)x,z®ﬂ2(l’)y,z ° 192(]"')x+y,z

LY . N -1 L~
(& des contractions prés, du type Lx+z® Loy, —> GA) .

La compatibilité de o© avec cette loi signifie que 0(x,z)®0(y,z)
s'envoie sur o(x+y,z), d'ol en appliquant (3.1.1) :

si u€Lx , V€Ly ' weLz avec x€K , y€K, z€A , on a :
(uxw) @ u 1w 18 (vaw) 8 v 10w 1® r(x,v,2) = ((uxv)«w)® (urv) 1w !
d'ou

(3.1.2) r(x,y,2) = ((u*v)*w)®(u*v)"1@> (u*w‘)'—l@ (v*w)_1®u®v®w .

En exprimant de méme la compatibilité avec la seconde loi, on
obtient '

(3.1.3) 1(x,y,2) = (ux(vsw))® (u*v)-l® (usw)"1® (v*w)-1® u®vOw
d'ol enfin par comparaison

(3.1.4) (u*v)*w = ux(vsw) (u et vE€ L\K . w€L) .

En particulier la loi =« sur Ly XLy, est associative. Il est de

plus immédiat que la section de L & l'origine déduite de sa structure
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cubiste est élément neutre de * , et que la composée

G® LY Dy Lo® Ly %5 Ly *est 1l'action naturelle de G sur Ly . En
bref, le torseur Ly = j°’L sur K est muni, grce & o , d'une struc-
ture de Groupe, extension centrale (non commutative en général) de K

par G, et la loi externe L XL —=> I, est une action 3 gauche de Ly

sur L , prolongeant l'action de LK sur lui-méme par translations et

compatible (via la projection L — A) avec l'action par translations
de K sur A .

Enfin la formule (3.1.2) (ou (3.1.3)) permet de reconstruire la

restriction de T & K , a partir de la restriction de ¢ & KXK ,

et 1l'on en déduit :

3.2. Proposition ([B], 2.1.1). La catégorie des extensions centrales de

K par G est équivalente & la catégqorie des couples (L,0) ou

L€ ob CUB(K,3) et ol o est une trivialisation de la biextension
8,(L) de (X,K) par G .

3.3. Dans la situation de 3.1, supposons de plus
K=A
et étudions de plus prés 1l'extension centrale

(3.3.1) 1—>6 1L 5K —o0.

Comme toute extension centrale de groupes commutatifs, elle définit un
accouplement alterné, gue nous noterons

(3.3.2) ‘eL'c : KXK —> G

obtenu par passage au quotient a partir de la fonction commutateur

[u,v] = uvu_ v -1 de LXL dans G (nous notons désormais uv = u#v).

Nous disposons en outre, pour la biextension a&z(L) sur KXK , de
la trivialisation ¢ , donnée par.la formule

(3.3.3) o(x,y) = (uv)‘8°u"1®v"1 (uELx , vE Ly)
- et de l'isomorphisme de symétrie
(3.3.4) € : 8, (L) =~ s 8 (L) (ob s(x,y)=(y,x))

-1

LY

. -1 .
qui, & w®u "®v 6’92(L)x,y (avec u€Lx , v‘ELy , w€L_ . ) associe

X+y
-1, -
wOv iteyule ‘QZ(L)y,x = (s*gz(L))x'y . On obtient en particulier une
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seconde trivialisation ("symétrique" de o) :
(3.3.5) §=¢t1s%

de ﬂz(L), qui est donnée (avec u€ L, . VG'Ly) par

F(x,y) = £ (o(y,x)) = £ (vuev o u™h)

vu®u~le 1

= [V,u]cr(x.y)

(on utilise ici la coincidence des deux actions de [v.u]‘EG , données
respectivement par la structure d'extension (3.3.1) et par la structure

de torseur de L).

En conclusion :

3.3.6. Proposition. Avec les notations ci-dessus, on a

0 = eLlolE .

L.o ne dépend dque de la biextension

symétrigue .(&Z(L),g) et de la trivialisation o de la biextension

En particulier 1'accouplement e

sous-jacente ; enfin 1'extension centrale associée & o par 3.2 est

commutative si et seulement si 0 trivialise (sz(L),§) comme biexten-—

sion symétrique au sens de [B], i.e. si

o=0 .

4. Cas des schémas abéliens : le groupe G(L).

Soient S un schéma, A un S-schéma abélien, L un Gp-torseur
sur A , rigidifié 3 l'origine (donc cubiste, cf. 2.6). Si At désigne
le S-schéma abélien dual de A (ou, si le lecteur préfére, le faisceau

Pic;/s), on sait que L définit canoniquement un morphisme

(4.1) 9 ¢ A —»>at

tel que, si x€A, CPL(x) est la classe du € -torseur T;L® L','1 sur

A, ou T, désigne la translation par x dans A .

Plus précisément soit P 1le G -torseur de Poincaré sur ACXA '
rigidifié sur AF><{O} et {0} xA : alors 23 est 1'unique morphisme
de A dans AY tel que le € -torseur (¢L><IdA)*(P) soit isomorphe a
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8, (L et il existe alors un unique isomorphisme cntre ces deux torscurs
2 ’ q P

qui soit compatible aux rigidifications. Comme de plus P et SZ(L)
sont munis chacun d'une unique structure de biextension compatible aux

rigidifications, cct isomorphisme est méme un isomorphisme de biexten-

sions. Posons alors

(4.2) : K(L) = Ker @L :

c'est un sous-schéma en groupes fermé de A . La restriction de 1'isomor-

phisme précédent a K(L) XA donne un isomorphisme de biextensions

~ * ~ *
8,Wgyxa = [(o,x14,) (P)]K(L)XA — (0, X Id,) (P{oyya)

et comme est la biextension triviale, on en tire une trivialisa-

Plo}xa

tion canonique de ﬂz(L) , d'ou d'aprés le §3 une structure d'ex-

K(L) XA
tension centrale sur LK(L) , ainsi qu'une action a gauche de cette

extension sur le torseur L .

4.3. D'autre part on connalt déja (Im2]1, § 23, ou (sz], exposé 7) le
S-schéma en groupes G(L) : rappelons que si S' est un S-schéma,
G(L)(S') est l'ensemble des couples (x,2) ou x€K(L)(S') et o «

est un S'-automorphisme du schéma L , compatible a l'action de Gm

Sl
et rendant commutatif le diagramme

4.4. Proposition. Avec les notations et hypothéses ci-dessus, le

S-morphisme

A:L

k(L) — G ;

qui au point u€ LK(L) au-dessus de x€ K(L), associe le couple (x,au)
ou au(v) = uxv pour tout v€&L (le symbole * désignant 1l'action &

gauche de LK(L) sur L définie ci-dessus) est un isomorphisme d'ex-

tensions centrales ; l'isomorphisme inverse est donné par la formule

A x,0) = a(e)

»,

ou ELGILO(S) est la rigidification & l'origine, i.e. la _section unité

de l'extension L

K(L) °
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Comme A est manifestement un morphisme de Gm-torseurs sur
K(L) (donc un isomorphisme) il suffit de voir que c'est un morphisme de
groupes, ce qui n'est autre que le fait que % est une action de groupe.

La derniére assertion est également triviale. M

5. Réduction & l'obijet trivial ; application a certains isomorphismes

canonigues.

Dans ce §, E "désigne un topos ; si F est un objet de E , on
notera Z[F] le 2Z-Module libre engendré par F (notation conforme a
SGA 7, VII.1.4 ; pour l'existence cf. SGA 4, I1I.6.5).

5.1. Théoréme. Soient F un objet de E , G un Z-Module injectif de
E . Alors tout G-torseur cubiste sur 2[F] est trivial. Plus générale-
ment tout G-torseur cubiste sur un Z-Module sans torsion (i.e. plat)

de E est trivial.

Démonstration : soient A un 2Z-Module plat et L un G-torseur cubiste
sur A .
5.1.1. Considérons d'abord la biextension ﬂz(L) de (A,A) par G

associée & L . D'aprés SGA 7, VII.3.6.5, le groupe des classes de
biextensions de (A,A) par G est isomorphe &

1, U
Ext (A®A,G) .
Comme G est injectif ce groupe se réduit a
L
Hom(H, (A®a),G) ,

c'est-a-dire a Hom(Tor?kA,A),G) = 0 puisque A est un Z-Module
plat . Par suite la biextension 82(L) est triviale.

5.1.2. Fixons donc une trivialisation o de la biextension sz(L).
Comme en 3.3 notons § :82(L) Jza-s*ﬂz(L) la symétrie, et © 1la tri-
vialisation de ﬂz(L) "symétrique" de o via § .

Le défaut de compatibilité de. 0 avec €& est la forme alternée

eL00'= s AXA—-*G (3.3.6) ;

Qnq

les trivialisations de 82(L) sont de la forme O0'=90 ol 9 :AXA —G
est bilinéaire. On en conclut que pour qu'il existe une trivialisation
de ﬂz(L) compatible avec la symétrie € , il faut et il suffit que

eL'0 soit de la forme

eL'U(x,y) = 9(x,y)/?(y,x)
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ol 9 :AXA —>» G est bilinéaire.

Comme A est plat, la multiplication par 2 dans AZA est un

monomorphisme ; puisque G est injectif il existe donc un morphisme

m :A2A —> G rendant commutatif le diagramme

L,o
A2A < s
b
A%a

Si 1'on pose alors @(x,y) = M(xAy), on a :

O(x,y)/0(y,x) = n(xAy-yAx) =1(2xAy) = eL'c(x,y) .

En conclusion, la biextension symétrique (sz(L),g) est triviale.

5.1.3. D'aprés 3.2 et 3.3.6, nous voyons que la structure cubiste de L
provient d'une structure d'extension commutative de A par G , automa-
tiquement triviale puisque G est injectif. W

5.1.4. Remargue. Le lecteur familier de [B] et des dérivés non abéliens
pourra démontrer 5.1 en remarquant que le groupe des classes de
G-torseurs cubistes sur A s'identifie ([B], 8.9) a

Extl(LP;(A),G)

. ' . + .
(notations de loc. cit.), et que gl(LPz(A)) =0 si A est plat.

5.2. Proposition. Soient ® :A' —> A un épimorphisme et ¥ : G —> G'

un _monomorphisme dans AbE . et soient L un G-torseur cubiste sur

T
A, L'==¢*(Lp) le G'-torseur cubiste sur A' déduit de L par le

changement de base ¢ et le changement de Groupe structural ¥ . Soit

0 une section du torseur sous-jacent & L sur A . Pour que ¢ soit

une trivialisation cubiste de L , il faut et il suffit que la section

0' de L' déduite de O soit une trivialisation cubiste de L'.

En effet soit rt 1la section de sa(L) définissant la structure
cubiste de L , 7' 1la section de ﬁ3(L') déduite de v (qui définit
la structure cubiste de L'). Pour que ¢ (resp. ¢') soit une triviali-
sation cubiste il faut et il suffit que 83(U)==T (resp. &3(0')==T') :

ces deux conditions sont bien équivalentes puisque, vu nos hypothéses
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sur ¢ et ¥ , l'application naturelle

HomA3(A3,a93(L)) — Hor .3(A'3,A93(L'))

Y
est injective. B

La glorieuse proposition ci-dessus, jointe au théoréme 5.1, permet
de réduire de nombreuses questions au cas du torseur cubiste trivial, ou
elles deviennent tautologiques ; il suffit en effet de prendre A' libre
(par exemple A'==Z[A]) et G' injectif. Par exemple, on obtient par

cette méthode :

5.3. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A . Le G-torseur

*
ﬂ3(L) sur A3 est un produit tensoriel de torseurs du type (fIL) 1

ou les fi:A3 —> A sont des morphismes de Groupes. Il est donc muni

canoniguement d'une structure cubiste déduite de celle de L .

Alors la trivialisation =+t de 83(L) définissant la structure

cubiste de L est une trivialisation cubiste. B

(On suggére perfidement au lecteur de démontrer 5.3 directement & partir

des définitions...)
5.4. Notation. Pour tout Groupe commutatif A de E et tout n€Z , on
note [n]A :A —> A , Ou simplement [n] si aucune confusion n'est a

craindre, le morphisme de multiplication par n .

5.5. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A . Pour tout

n€Z on a un isomorphisme canonique de G-torseurs cubistes :

[n];(L) - ﬂ@n(n+1)/26°[_1];(L)®n(n“l)/2

(cf. [MZ], §6, Cor. 3).

5.5.1. Lemme. Soit L un G-torseur (sans structure cubiste) sur A .

Notons p:A — O

g Ade morphisme canonigue. Pour tout n€ Z , notons

3

le morphisme défini par An(x) = (x,-x,nx). Alors on a pour tout n n

isomorphisme canonigque

(5.5.1.1) .
[n+1];(L) ~ A;s3(L)"l® [n];(L)m@ [n-l];(L)—l®p*e;(L)_13L9 [-1];(1,) :
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Cet isomorphisme est fonctoriel et additif en L , compatible au change-
ment de base A' —» A et _au changement de groupe structural G — G',

et respecte les trivialisations naturelles des deux menbres lorsque L

est le torseur trivial.

Démonstration du lemme : pour tout x€A on a canoniquemeht, par défi-

nition de 33(L) :

=1 o1 1oyl @171 9L ®L OL _ .
nx (o] X -X nx

*
(Anﬁ3(L))x = Q3(L)(x, (n+1)x (n-1)x

-X, nX)

Le lemme en résulte. W

5.5.2. Démonsﬁration de 5.5 : remarquons d'abord que dans le lemme 5.5.1,
lorsque L est muni d'une structure cubiste, 1l'isomorphisme (5.5.1.1)
est un isomorphisme de torseurs cubistes : cela résulte, par réduction a
1l'objet trivial, des propriétés de (5.5.1.1) énoncées a la fin du lemme.
Or si L est cubiste, les torseurs cubistes S3(L) (gréce & 5.3) et
p*eg(L) (évident) sont canoniquement triviaux, et (5.5.1.1) se réduit a

un isomorphisme cubiste
(5.5.2.1) [nr1]3(m) = [n]5(1)®2® [n-1] ()P o ne [-115(1) .

Par ailleurs il suffit de démontrer 5.5 pour n Y0 (remplacer L par

*
[-1]A(L)), et le résultat est clair pour n=0 et n=1 ; le cas général
en résulte par récurrence, grfce & (5.5.2.1) et d un calcul immédiat. B

5.5.3. Remarque. La proposition 5.5 est 1'analogue de la propriété
suivante : si f:A —> G est pointée de degré {2, alors

n(n+1)/2 n({n-1)/2

f(nx) = £(x) £(-x)

(démonstration par récurrence, grice au méme calcul qui a été escamoté.
dans 5.5.2).

De méme nous allons établir l'analogue cubiste (trés important pour

la suite) du lemme suivant :

5.6. Lemme. Soient A et G deux groupes commutatifs (notés ici additi-
vement, pour plus de clarté) ; £f: A —> G une application pointée de
degré 2, et n un entier tel que nA=0 . Alors 2nf=0, et nf=0 gi

n est impair.
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Démonstration : on remarque que

2f(x) = (f(x) - £(-x)) + (£(x) + £(-x)) :
posant b(x,y) = f(x+y) - £(x) - £f(y), on a
f(x) +f(-x) = b(x,x) (5.5.3, avec n=2)

donc n(f(x)+ f(-x)) = 0 puisque b est bilinéaire ; d'autre part il
est immédiat que l'application x +——> f(x) - £(-x) est additive (consi-
dérer sa forme bilinéaire associée) donc n(f(x) - £f(-x)) = 0, d'ou

enfin 2nf=0 .

Si n est impair on écrit :

nf(2x) 3nf(x) - nf(-x)

n(£(x) - £(-x)) puisque 2nf=0

=0
d'ol la conclusion puisque x +> 2X est un automorphisme de A . H
L'analogue annoncé plus haut est :

5.7. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A et soit n un

entier (resp. un entier impair) annulant A . Alors le torseur cubiste
®2n
L

® .. . .
(resp. L n) admet une trivialisation naturelle.

5.7.1. Lemme (L. Breen). Soit L un G-torseur cubiste sur A . Alors
le G-torseur cubiste A = IA9[;1] L 1 admet une structure naturelle

d'extension commutative de A par G .

*
En effet les biextensions associées & L et [—I]AL sont respecti-

*
vement ﬂz(L) et [-lleAﬂz

structure bilinéaire de Sz(L). On a donc une trivialisation naturelle

(L), qui sont canoniquement isomorphes vu la

de QZ(A) d'ou une structure d'extension centrale sur A (3.2). Le
fait qu'elle soit commutative se voit soit par un calcul direct, soit

par réduction a 1l'objet trivial. B

La démonstration de 5.7 est alors paralléle & celle de 5.6 : on

. Q
ecrit L 2 sous la forme

1 = 2@ e [-1)1) ;

. . ® -
comme A est une extension commutative, A n est trivial, et par

ailleurs
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* *
L® [-1]AL ~ 478, (L)

ol A:A —> AXA est le morphisme diagonal (5.5, avec n=2) donc
* i * . .
(L® [:--1]AL)®n est aussi trivial.

Vd . * ®
Lorsque n est impair, on demontre comme dans 5.6 que [2]AL n)
est trivial. M

6. Une nouvelle définition des structures cubistes.

Ce n°® ne sera pas utilisé dans la suite ; les détails des démonstra-

tions sont laissés au lecteur.

6.1. Soient S un objet du topos E , et G un Groupe commutatif de E.
Considérons la catégorie (93 )O>dG\ﬂAbE» des couples (9,¥) ou
®:8'" —> S (resp. Y : G —> G') est un morphisme dans E (resp. dans
AbE).

Pour tout G-torseur L sur S et tout (®,¥) comme ci-dessus,
notons

(6.1.1) FL(¢)¢) = HomS(S',L¢) (notation de 2.2.3)

(ou, par abus d'écriture, PL(S',G')) l'ensemble des sections sur S' du
G'-torseur w*Lw . On obtient ainsi, pour L £fixé, un foncteur

Iy, ¢ (B g)° Xg\(Aby)) —> (Ens)

et pour tout (S',G') 1l'ensemble TL(S',G') est soit vide, soit un

espace homogéne principal sous le groupe HomE(S',G') des morphismes de
S' dans l'objet de E sous-jacent a G'.

6.1.2. Si 1l'on a un diagramme commutatif dans E :

s: Y, g

2 1
q’x /°p1
S

ol u est un épimorphisme dans E , alors la suite naturelle d'ensembles

I‘L(S‘IG') -_-#PL(S.IG.) _»’ I\I‘(Sé Sx‘ S.IG.)
1

est exacte pour tout ¢ :G — G' ; ceci résulte du fait que

P

TL(S‘,G') = HomS(S',L$) est représenté (comme foncteur en S') par L',
et de ce que tout épimorphisme de E est effectif.
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6.1.3. De méme considérons un diagramme commutatif

Gl V; Gl

1 2
N

ol v est un monomorphisme ; alors pour tout ¢ :S' —> S , la suite

naturelle d'ensembles

[} 1 1 1) ] 1 (.D 1)
I‘L(S ’Gl) -———>I‘L(S ,G2) -—*—__’PL(S 'G, g G2)
1
est exacte, le symbole g% désignant la somme amalgamée sur Gi . Pour
1
le voir on peut, grice & 6.1.2 ci-dessus, remplacer S' par S"w ou
*

S" —> S' est un épimorphisme ; en prenant par exemple S"=¢ L° , on
est ainsi ramené au cas ou L est le torseur trivial ; notre assertion

est alors évidente.

6.2, Soient A et G deux Groupes commutatifs de E . Posons
- o
(6.2.1) C(A,G) ((AbE)/A) X(G\(AbE)) '

catégorie des couples (®,¥) od ®:A' —> A et ¥:G —> G' sont des
morphismes de Groupes commutatifs. Pour tout G-torseur L sur A , nous
noterons encore, par abus d'écriture

(6.2.2) FL : C(A,G) —> (Ens)

la restriction & C(A,G) du foncteur TL de (6.1.1). Les propriétés
6.1.2 et 6.1.3 restent valables : c'est clair pour 6.1.3 et cela résulte
pour 6.1.2 du fait que 1l'oubli AbE —> E de la structure de groupe

commute aux produits fibrés.

Supposons maintenant le torseur L muni d'une structure cubiste.
Nous noterons alors, pour tout (9 :A' —> A , ¥: G —> G') dans C(A,G),

(2)
(6.2.3) Ty (0,¥) I‘L(cmb)

ou par abus d'écriture T(z)(A',G'), l'ensemble des trivialisations

/ L
cubistes de @*Lp . Le sous-foncteur F£2) : C(A,G) —> (Ens) de FL
jouit des propriétés suivantes :

(6.2.4) T£2)(A',G') est soit vide, soit un espace homogéne principal
éZ)(

sous le groupe Hom A',G') des morphismes pointés de degré

2 de A' dans G', via l'action naturelle de ce dernier sur
PL(A. 'Gl ) .
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(6.2.5) Si l'on a un diagramme commutatif

A' ——e-A'

w\ /%

ol u est un épimorphisme dans AbE , le diagramme naturel

I‘l(‘z)(A',G') -—a-yI‘I(Jz)(Aé,G')

Lo

T(81,6") S T (a),6")
est cartésien :; notons que 1' appllcatlon P est inijective et qu'il en
est donc de méme de & ; notre assertion signifie donc que T(Z)(A',G Y)
s'identifie a Féz)( ',G")N T (A!,G'), ce qui n'est autre que S 2.

(6.2.6) Si l'on a un diagramme commutatif

) !G.

/<u

ol v est un monomorphisme dans Ab_, , le diagramme naturel

E
r(2)

2 ar,61) — T2 a0, 65)

]

] 1 . L} L}
est cartésien ; ceci résulte également de 5.2.

(6.2.7) Il existe un épimorphisme ¢ :A' —> A et un monomorphisme.
P: G —> G' dans Ab. , tels que

M (e,4) # o .
C'est une reformulation du théoréme 5.1.

6.2.8. Remarque. On voit facilement que les conditions (6.2.5) et (6.2.6)

peuvent se reformuler en disant que Fﬁz) vérifie les propriétés
"faisceautiques" analogues a celles énoncées pour PL dans 6.1.2 et

6.1.3.
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6.3. Définition (bis). Soient A et G deux Groupes commutgtifs du
topos E , et soit L un G-torscur sur A . Une structure cubiste sur
L est la donnée d'un sous-foncteur Téz) : C(A,G) —» (Ens) du_foncteur

FL de (6.2.2) vérifiant les propriétés (6.2.4) a (6.2.7).

6.3.1. Indiquons simplement comment le foncteur Tﬁz) permet de recons-
tituer la trivialisation r de ﬂ3(L) de la définition 2.4.5. Soient

® et Y comme en (6.2.7) et soit o€ Téz)(@,¢) : alors $3(c)==7' est
une trivialisation de @3(L), qui d'aprés la condition (6.2.4) est indé-
pendante du choix de ¢ . Il faut montrer que rt' provient d'un élément
T de T93(L)(A,G); Pour cela on pose G"=<3'2<3' et on remarque que T

a méme image par les deux fléches naturelles
1] 1 ] "

puisque les deux images de T sont de la forme £3(01) et SB(cg ou

" " ( 2 ) ] n 2 ]
ol et 02<5TL (A',G"). Il résulte alors de 6.1.3 que T'EIb3(L)(A ,G).

Le méme argument, utilisant 6.1.2, permet de redescendre de A' & A .

Y

vérifie automatiquement les conditions de compatibilité exigées par 2.4.5.

Comme la trivialisation T' de w*L est de la forme ﬂ3(o'), elle

Par suite il en est de méme de T .

6.3.2. Notant CUB*(A,G) la catégorie des G-torseurs cubistes sur A

au sens de 6.3, nous avons ainsi deux foncteurs

CUB(A,G) —%> cUB*(A,G)
v

le foncteur U étant donné par la construction 6.2, et V par la cons-
truction ci-dessus. Il n'y a désormais aucune difficulté a vérifier que
U et V sont quasi-inverses l'un de l'autre ; les conditions (6.2.5}

+* LY
et (6.2.6) dans CUB servent a montrer que UoV =~ IdCUB*(A,G) .

6.4. Généralisations et variantes.

6.4.1. Il suffit, dans la condition (6.2.4), de remplacer Homéz)(A',G’)
(n)
E

arriver a la notion de "structure de degré n" sur un G-torseur L sur

par Hom."/(A',G'), ol n est un entier ¥ O quelconque (1.3) pour

" A . Bien entendu une structure de degré O (resp. 1, resp. 2) sur L

est une trivialisation de I. (resp. une structure d'extension commuta-
tive, resp. une structure cubiste). Toutefois il y a lieu de noter que
je ne connais aucun exemple "naturel" de structure de degré n %3 , ne

provenant pas d'une structure cubiste.
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6.4.2. Etant donnés k entiers naturels NiseeerDy o (k+1) Groupes

Al""'Ak'G et un G-torseur L sur Alx"'XAk , on laisse au lecteur

le soin d'imaginer ce qu'est une gtructure de multideqré (nl,...,nk)

sur L , généralisant la notion de biextension (obtenue pour k=2 ,
=1).

n)=ny

6.4.3. Plus intéressante peut-8tre est la variante "non pointée" des
structures de degré n , obtenue en remplagant les applications pointées
de degré n par les applications de degré n , i.e. les f:A —» G
vérifiant

Card I
f(xI)( 1) = 1

T

1c{1,...,n+1}

(notations de 1.1), ou encore, de fagon équivalente :

_ (-1)"
Sn+1(f) = f£(0) .

Lorsque n=2 on tombe sur la notion de "structure du cube non rigidi-

fiée" mentionnée dans [B], 2.8.

6.4.4. Enfin il est probable qu'en remplacant, dans 6.2.4, Hom(z)(A',G')
par le groupe des morphismes gquadratiques de A' dans G', on obtient

la notion de I-structure de [B].

6.5. Exercice. Redémontrer la proposition 5.5 (resp. 5.7) en utilisant
la définition 6.3 et 1'égalité 5.5.3 (resp. le lemme 5.6).

7. Descente de torseurs cubistes ; apblication aux extensions de schémas

en groupes lisses par des tores.

7.1. Si A,B,G sont trois Groupes commutatifs du topos E , nous note-
rons EXT(A,G) (resp. BIEXT(A,B;G)) conformément & SGA 7, la catégorie
des extensions commutatives de A par G (resp. des biextensions de
(A,B) par G). '

Rappelons d'abord le théoréme de descente ([B], 3.10) :

Théoréme. Soit

0O —A' —iﬁ'A T A" » O

une suite exacte de Groupes commutatifs du topos E . Alors, pour tout

Groupe commutatif G de E , la catéqorie CUB(A",G) est équivalente A
la catégorie des triples (L,s,t) od L€ ob CUB(A,G) et oi s (resp.t)
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est une trivialisation de i*L gans CUB(A',G) (resp. de (Idxi)*ﬂz(L)
dans BIEXT(A,A';G)), telles gue les trivialisations 8,(s) et

(ix1d) *(t) gde 'ﬂz(i*L) soient éqales.

7.2. Nous allons appliquer ce théoréme au cas oi E est le topos fppf

sur un schéma S , et ou l'on a une suite exacte
. .
O~~—> T —A —>B —>0

de S-schémas en groupes lisses & fibres connexes sur S , T é&tant un

tore sur S . De plus on prend G==Gm S
RS2 553 . ,

Commengons par étudier CUB(T,Gm) :

est équivalente a8 la catégorie EXT(T,Gm) des_ extensions commutatives
de T par Gm .

7.2.1. Proposition. Pour tout tore T sur S , la catégorie CUB(T,Gm)

Démonstration : si L est un Gm-torseur cubiste sur T , la biextension
sz(L) de (T,T) par Gm admet d'aprés SGA 7, VIII.3.4 une unique tri-
vialisation. Le torseur L admet donc (3.2) une unique structure d'ex-
tension centrale compatible (au sens de loc. cit.) avec sa structure
cubiste. Cette extension est automatiquement commutative puisque la

forme commutateur associée est un accouplement TXT -—»-Gm donc est

triviale. B

7.2.2. Proposition. Dans la situation de 7.2, la catégorie CUB(B,Gm)
est équivalente 3 la catégorie des couples (L,s) ou L€ob CUB(A,Gm)

o . . . . . * .
et ou s est une trivialisation de i L dans CUB(T,Gm) (i.e., compte
tenu de 7.2.1, dans EXT(T,Gm)).

En effet, en vertu de SGA 7, loc. cit., les catégories
BIEXT(A,T;Gm) et BIEXT(T,T;Gm) sont équivalentes a la catégorie
ponctuelle ; donc étant donné L dans CUB(A,Gm) il existe une unique
trivialisation t de (Idxi)*ﬂz(L) dans BIEXT(A,T:G_), et de plus
pour toute trivialisation s de i*L dans CUB(T,Gm), la condition de
compatibilité 82(5) = (ixId)*t exigée par 7.1 est automatiquement véri-
fiée. @ .
7.2.3. Corollaire. Dans la situation de 7.2, soit L un Gm4torseur

cubiste sur A . Alors :

*
(i) 1&9[-1]A(L) provient canoniquement d'un Gm-torseur cubiste

sur B.

(ii) Il existe S' —> S étale surjectif tel que g =L><SS'

provienne d'un Gm~torseur cubiste sur BS.=I3xSS'.




(iii) Si tout tore sur S est isotrivial (SGA 3, IX.1.1) on peut
dans (ii) supposer S' fini sur S .

Remarque. Le cas (iii) s'applique en particulier lorsque S est locale-
ment noethérien et normal (SGA 3, X.5.16), ou bien est le spectre d'un

anneau local noethérien complet (SGA 3, X.3.3).

Montrons (i) : avec les notations de 7.2, i*L est d'aprés 7.2.1
une extension de T par Gm , et le morphisme X p—> x"l donné par la

structure de groupe sous-jacente donne un isomorphisme d'extensions

F R eI i*[-1) 3w
d'ol une trivialisation canonique de i*(LGQE—ljg(L)) et 1l'on conclut

grice a 7.2.2.

Montrons (ii) (resp. (iii)) : d'aprés SGA 3, X.4.5 (resp. la défi-
nition d'un tore isotrivial) appliqué au tore sous-jacent a 1l'extension
i*L , celle-ci est trivialisée par un changement de base étale surjectif

(resp. fini étale surjectif) et 1l'on applique encore 7.2.2. B
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CHAPITRE II

-~ Faisceaux inversibles cubistes sur les schémas en groupes :

problémes de prolongement

Sommaire.
0. Introduction.

1. Prolongement de. Gm—torseurs cubistes sur les groupes lisses : cas

ol la base .est un trait.
2. Analogue archimédien du théoréme de prolongement.

3. Prolongement de Gm—torseurs cubistes en dimension supérieure ; cas

des groupes semi-stables sur une base normale.

0. Introduction.

On s'intéresse dans ce chapitre 3 1'étude des Gm-torseurs cubistes
sur certains schémas en groupes (commutatifs, comme toujours). Signalons
tout de suite que nous considérerons toujours comme synonymes les expres-
sions "Gm—torseur" et "faisceau inversible“, un faisceau inversible L

sur un schéma X étant identifié au torseur Isomg (GX,L). D'autre part
X

les schémas en groupes sur un schéma S seront toujours considérés
comme des faisceaux sur le site fppf de S .

Le type de probléme envisagé ici est le suivant : étant donnés un
schéma en groupes commutatif A sur un schéma S , et un ouvert U de
S (U désignera parfois aussi le point générique de S , si S est
irréductible) étudier le foncteur de restriction

de la catégorie des G —torseurs cubistes sur A vers la catégorie

analogue sur U .

Lorsque S est un trait, que U est son point générique et que A
est lisse de type fini sur S , le théoréme 1.1 donne une “réponse com-
pléte" (trés analogue au théoréme SGA 7, VIII.7.1 sur les biextensions).
Ce théoréme, obtenu par d'autres méthodes dans [B], §3, est 1'un des
deux résultats principaux de ce chapitre, 1l'autre étant le théoréme 3.3

qui traite le cas o A est un groupe semi-stable & fibres connexes sur
une base normale, et ou l'on part d'un torseur cubiste sur Ay qui est
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symétrique ou d'ordre fini. Le lemme 3.4.1 (qui doit beaucoup a

M. Raynaud) et ses corollaires permettent ensuite d'éliminer dans cer-
tains cas les hypothéses de connexité ; le lecteur se fera une idée du

type de résultats obtenus en se reportant & 1'énoncé du théoréme 3.5.

1. Prolongement de Gm-torseurs cubistes sur les groupes lisses : cas

ol _la base est un trait.

1.0. Dans tout ce §, on se donne un anneau de valuation discrete A , de
corps des fractions F et de cofps résiduel k . On note 8 = Spec A ,

m = Spec F , s = Spec k , et on désigne par T 1le groupe _FX/Ax de la

valuation de A , notée vy . :

On se donne de plus un S-schéma en groupes lisse commutatif et de

type fini A —£+ S , de section unité e, ! S —> A (il est inutile de

supposer A séparé). On note A° sa composante neutre, A = AXgs sa

fibre fermée, et & = AO/Ag le groupe des composantes de Al qui est

un k-schéma en groupes fini étale.

On s'intéresse au foncteur "restriction 3 la fibre générique" :

(1.0.1) R : CUB(A,Gm’S) —>CUB(A.n,Gm,‘n) .

1.1. Théoréme de prolongement (cf. [B], §3).

(i) (unicité du prolongement cubiste). Le foncteur R ci-dessus

est pleinement fidéle.

(ii) (obstruction au prolongement cubiste). On peut associer de

facon naturelle 3 tout Gm—torseur cubiste Lﬂ sur Aﬂ un _morphisme
pointé de degré 2

(1.1.1) am = &I, 9 (T®,0/T),

dont 1'annulation est nécessaire et suffisante pour que L.q soit dans

l'image essentielle de R (en particulier, si Al est connexe, R est

une équivalence de catégories).

. L N ) s .
Le morphisme d T posséde les propriétés suivantes :

a) fonctorialité : si A :B — A est un morphisme de S-schémas en

groupes (avec B lisse commutatif de type fini sur S) et si A : V¥ —» &

est le morphisme induit sur les groupes de composantes des fibres fer-

mées, alors le diagramme suivant est commutatif :
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w-————»cp
(1‘®<n/r)k

b) changement de base : soient g:S' — S un morphisme de traits,

n', T', etc., les données sur S' correspondant a n , I' , etc., et

A', L', & 1les données déduites de A , L , & par le changement de
A',Lﬁv

base g . Alors 1'obstruction d est égale a 1'application composée

'dL“xkk'

3 —— (T®Q/T), , — (T'®Q/T'),,

ol la seconde fléche est déduite de 1'inclusion naturelle T e T

c) additivité : si L11 et Mﬂ sont deux G -torseurs cubistes sur
Aﬂ ., alors

dLﬂQDMﬂ = dLn-pth
On trouvera dans [B], §3 une définition homologique de abn (ou,
en tout cas, d'une obstruction qui lui ressemble fort). Nous en donnerons

ici une construction plus terre 3 terre.

1.1.2. Démontrons (i). Il suffit de voir que si L est un € -torseur

cubiste sur A , l'application naturelle

HomCUB(Gm,A'L) —> Hom,, m,An'L )
est bijective, le torseur Gm A étant muni de sa structure du cube
’
triviale.

L'injectivité résulte du fait que, A étant lisse sur S , A, est

schématiquement dense dans A-.

Soit T EIWA?,33(L)) la section définissant la structure du cube
de L . Un élément de Hom . n Aﬂ'L ) est une section o de L, »

que l'on peut voir (en identifiant L au faisceau 1nver¢1ble associé)

comme une section méromorphe ¢ de L sur A , sans zéros ni pdles sur
A, . et vérifiant

il
Y
.

(1.1.2.1) 83(0)

I1 faut alors montrer que div(g) =0 ; cette condition est de plus suffi-
sante, car alors o définit bien une trivialisation du torseur L , qui

est cubiste & cause de (1.1.2.1).
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I1 est clair que div(g) est a support dans A puisque 0, est
une trivialisation de L . Soit donc C une composante de AO , et soit
€ son point générique : 1'anneau local GA,g est un anneau de valuation
discrete dont la valuation, que nous noterons Ve ! est & valeurs dans

T' (car A est lisse sur §). On obtient un morphisme de S-schémas :

v:® — T

v(c) = VC(U)

et en prenant les valuations dans (1.1.2.1) on constate que c'est une
application pointée de degré 2, donc nulle car & est fini et T sans
torsion (cf. I,5.6). On a donc Vo(0) =0 pour toute composante C de
AO , cqfd.

.1.3. ii). i € i
1.1.3. Montrons (ii). Soit donc Lﬂ ob CUB(AU’Gm,ﬂ) et soit Tﬂ la

section de &B(Ln) définissant sa structure du cube. Supposons trouvé

un Gm—torseur L sur A , prolongeant L,q , et tel que Ty, Se prolonge

en une trivialisation T de 33(L) : alors cette trivialisation est
automatiquement une structure du cube, les conditions (i) et (ii) de

I,2.4.5 se prolongeant par densité.

Soit L1 un Gm-torseur quelconque sur A prolongeant Ln . Il

en existe car A est régulier donc localement factoriel ; d'autre part

hY

les prolongements de Ln a A sont tous de la forme Ll(D) = L1@9®A(D)
ol D est un diviseur a support dans AO . Un tel diviseur s'identifie

a une fonction Op & ——a-Fk .
Pour chagque D , nous pouvons considérer la section T de $3(Ln)

comme une section méromorphe T, de ﬂ3(L1(D))'; a T, on associe sa

valuation le long de chaque composante de Al d'ou une fonction
2 P —fe-Pk

et il est immédiat que

ou ¢o correspond au diviseur nul.
Pour que L, soit dans l'image essentielle de R il faut et il

m

suffit que l'on puisse trouver D tel que ¥_=0, i.e. gqu'il existe

D
®: P —> Py vérifiant

(1.1.3.1) a93(<p) = -;’Jo .

Comme la section T vérifie par hypothése les conditions (i) et

(ii) de I,2.4.5, i1 en est de méme de la section méromorphe T, de
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SB(L]). Pagssant aux valuations, on conclut que
3 ~ . .
P2 @7 —s T~ est invariante par 6.
(1.1.3.2) °© kT % 3
Q§x+y,z,t)'F%§x,y,t) = Qéx,y+z,t)4-%§y,z,t)

Le lemme suivant va alors nous fournir une solution ¢ de (1.1.3.1)
a valeurs dans I'®Q

1.1.4. Lemme. Soient G un groupe compact commutatif, et ¥ : ¢" — R

(n )2) une apnlication continue qui est un 2-cocycle par ranport a

chaque_paire de variables. Il existe alors une unique application conti-

nue 9: G —> R telle gque ¢==Sn(¢), et 9 est donnée par la formule

(1.1.4.1) o(x) = (-1)?1 S
G

la mesure du sur G étant la mesure de Haar de masse totale 1.

I 'd
N1 v(k,uz,...,un)duz...dun ,

En particulier si G est fini et ¥ & wvaleurs dans @ , ¢ est a

valeurs dans @ ; si G est un groupe de Lie et si ¥ es Cc°, alors ©
est Cx% .
Démonstration : deux solutions différent par une application p:G — R

qui est pointée de degré n-1 , donc nulle : en effet ﬂn_l(p): ™l LR

est (n-1-linéaire donc nulle puisque G est compact ; par suite p est
pointée de degré n-2 , d'ol notre assertion par récurrence. Ceci établit

1'unicité de @ .

Pour l'existence, définissons ©® par la relation (1.1.4.1) et

montrons par récurrence sur k (1<{k{n) que
. - (_1\h-k
(1.1.4.2)k ﬂkﬁ(xl,...,xk) = (-1) SGn—k ¢(x1,...,xk,uk+1,...,un)dg

Pour k=1 c'est la définition de ¢% , et pour k=n on trouvera
sn¢==¢ . Supposons donc vérifiée (1.1.4.2)k avec 1<¥k{n et calculons
o .

: posant pour abréger Xx = (xl,...,x on a d'aprés I,1.2.4.1 :

k+1° k-1
ce qui, joint & l'hypothése de récurrence (1.1.4.2§<,donne
< xr = -— n-k ’ »

- — Ul
‘b(§,yk,uk+1,y) U(>_§:yk+l,uk+l,y)]duk+1cly

ol l'on a posé v = (vk+2,...,vn). On utilise alors la propriété de

cocycle de ¥ :
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I y -
SOty Yy e ¥) =0y ety oY)
qui donne, en reportant dans (1.1.4.3) :

ol - (_1yh-k

S R S Te e
G »

n-k
pry)au,dy - (-1) an-k POy Yy o V)Y, ,dy-

n-k k+ k+1" =

. _ + 5 omi &

Le changement de variable U1 P> Y1 Y94 dans la premiere
intégrale permet d'anéantir les deux premiéres ; on remarque enfin que
la fonction sous la troisiéme intégrale ne dépend pas de Uy g v d'ou

la récurrence. B

1.1.5. Fin de la démonstration de 1.1(ii). On applique le lemnme a 1'équa-

tion (1.1.3.1) : notons que bien que @ ne soit pas un groupe fini ordi-
naire mais un k-schéma en groupes étale, il suffit d'appliquer le lemme
au groupe fini @(ks) (ks = clbture séparable de k) et de remarquer que
la fonction © obtenue est invariante sous Gal(ks/k), grice a l'unicité

de la solution.

On se trouve ainsi gratifié d'une unique solution ®, de (1.1.3.1)

a valeurs dans (TW9Q)k . Pour que L_ soit dans 1l'image essentielle de

ol
R il faut et il suffit que ¢, Soit d valeurs dans Tk , i.e. que

(1.1.5.1) glm def 9 mod T, : & —> (T®Q/T),

soit identiquement nulle. Si l'on change le prolongement L1 de Ln en
Ll(D) pour un certain diviseur D , 1l'équation (1.1.3.1) est remplacée

par
) = =b_ = <) -
33( ) z)D Z')o ﬁ3(QD)

dont la solution est ?5=%D = % (mod Tk), ce qui montre que abn est

bien définie. Enfin :
Ln, _ _ _
93(d ) = 83(00) mod Fk = (wo mod Fk) 0

donc @™ est bien pointée de degré 2.

On abandonne au lecteur la démonstration, essentiellement triviale,

des propriétés de fonctorialité, de changement de base et d'additivité. B

1.1.6. Remargque : lien avec SGA 7, VIII.7.1.

Avec les notations de 1.0 et 1.1, soit Eﬂ une biextension de
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(Aﬂ'B ) par G . On définit dans SGA 7, loc. cit. un accouplcment
n m,n

(1.1.6.1) d(En) : XY —> (sD/Z)k '

obstruction a prolonger E, en une biextension de (A,B) par G s
!

Or on peut définir une telle obstruction en utilisant 1.1 de la
maniére suivante : on observe d'abord que pour toute biextension E de
(P,Q) par G (ou P,Q,G sont trois Groupes commutatifs d'un topos
quelconque) le torseur sous-jacent & E sur le Groupe produit PXQ
admet une structure cubiste canonique (le plus simple ici est d'utiliser

les techniques de I,$6). Dans le cas qui nous occupe on peut donc définir

(1.1.6.2) a™ : exy — (FOQ/T), ~ (@/2), .

obstruction a prolonger En comme torseur cubiste. Cela étant, il est

facile de voir que tout prolongement cubiste de Eﬂ est en fait un pro-

longement comme biextension (les lois de la biextension se prolongeant
grlce a la pleine fidélité 1.1 (i) appliquée aux torseurs convenables

sur AXAXB , AXBXB , etc.). De plus la structure de biextension de

E implique que dEn est bilinéaire. Elle constitue donc une obstruction

M
entiérement analogue & (1.1.6.1) ; il est vraisemblable que ces deux

obstructions coincident au moins au signe prés.

On peut naturellement répéter les considérations ci-dessus en rem-
placant dEn par l'obstruction de [B],§3 ; le lien avec SGA 7 serait
alors plus facile 3 établir, vu l'analogie des deux constructions.

1.2. Critéres d'annulation de 1'obstruction.

Gardons les hypothéses et notations de 1.0, et donnons-nous de plus
A:B—>A et g:S8' — S comme dans 1l'énoncé de 1.1, et un Gm-tOrseur
cubiste L sur Aﬂ . Nous dirons pour abréger que Lﬂ est prolongeable

Ul
sur A s'il existe un Gm—torseur cubiste sur A prolongeant L

L n
c'est-a-dire si aM=0 .

1.2.1. Pronosition. Soit n un entier tel que nd=0 . Alors ﬁ?zn est
D . . . . )
prolongeable sur A , et Lnn l'est aussi si n est impair.
ﬂ82n L
Démonstration : anm =2nd M =0 (lemme I,5.6)
' 3n L
et si n est impair @ =na" =0 (idem) ®

1.2.2. Proposition. Soit e = (I'':T') 1l'indice de ramification de

g:S' — S, et soit n tel que nd=0 . Alors Lﬁ. =L XSEY est

n :
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prolongeable sur A' = A>%;S' si 2n divise e , ou si n est impair

et divise e .
En effet, le noyau du morphisme naturel
reqQ/m — I'e®qQ/mT'

. s L
est (ér)/r , donc Lﬁ. est prolongeable si et seulement si ed "=0 ;

on conclut encore grice au lemme I,5.6. M

1.2.3. Probosition. On supnose que le morphisme A : VY —> ® induit sur

les groupes de composantes des fibres spéciales par A : B —> A  est

surjectif.

(i) Pour gue L, soit prolongeable sur A il faut et il suffit

* 3
que A Lﬂ soit prolongeable sur B .

(ii) Soit L un G -torseur riqgidifié sur A prolongeant le tor-

seur riqidifié Lﬂ . Pour que L admette une structure cubiste prolon-
geant celle de Lﬂ , il faut et il suffit que A*L admette une structure

cubiste prolongeant celle de A*Lm .

Démonstration : l'assertion (i) est immédiate vu la fonctorialité de

am . pour (ii), soit T 1la section méromorphe de ﬂ3(L) définie par
la structure cubiste de Lﬂ : le diviseur de Tt s'identifie a une fonc-
tion ¥ @3 —> ' , qui est nulle si et seulement si la composée

¢o(X)3 :Y3 — I est nulle, i.e. si le support du diviseur de At est

vide. R

1.2.4. Définition. Soient C et G deux Groupes commutatifs d'un topos

E, et P un G-torseur cubiste sur C . On dit que P est symétrique

s'il existe un isomorphisme

.
p = [-1] (p)
de G-torseurs cubistes sur C .

(On n'impose pas & l'isomorphisme en question de définir une
I-structure au sens de [B]).

1.2.5. Lemme. On suppose que le Gm-torseur cubiste L sur Aﬂ est

'|"| —— ———

symétrique ; alors le morphisme pointé de deqré 2

amn .o — (T®Q/T), |

est méme quadratique ; i.e. on a pour tout x€ & :




Lm

a (-x) = a*"(x)

m

ou, de facon équivalente, on a pour tout x54@ et tout n<7 :

dLn(nx) = nzdLn(x) .

Démonstration : la premiére égalité est une conséquence triviale de la

fonctorialité de dLn . La seconde en résulte compte tenu de I,5.5.3. ©

1.2.6. Proposition. Avec les notations de 1.2.3 (i n'étant plus supposé

surjectif) soit n un entier tel que n¥Y=0 . On _suppose que Lﬂ est

symétrique et que A(Y)<2nd . Alors A*Ln est prolongeable sur B .

Démonstration : il s'agit de montrer (compte tenu de la fonctorialité de
L
M

1l'obstruction dLn) que 4d est nulle sur le sous-groupe A(Y) de &.
On peut remplacer & par le sous-groupe @' des =x tels que 2nx€X(y),

lequel vérifie 2n2¢'==0 . La proposition résulte alors du

1.2.6.1. Lemme. Soient G et H deux groupes abéliens, n un entier

tel que 2n2G==O , et d:G —> H une application quadratigque. Alors

d(2nx) =0 pour tout x€G .

Démonstration : comme d est quadratique, on a d(2nx) = 4n2d(x) et

on applique I,5.6. Ceci démontre 1.2.6.1 et 1.2.6. @

1.2.6.2. Remargue. Si Lﬂ est symétrique et prolongeable, il résulte de
1l'assertion de pleine fidélité 1.1 (i) que le torseur cubiste L prolon-

geant L est encore symétrique.

m

1.2.7. Définition. Soit X un_schéma. Un X-schéma en groupes G est

semi-stable s'il est commutatif, lisse, séparé et de type fini sur X ,
et si les composantes neutres de ses fibres ont un radical unipotent nul

(i.e. sont extensions de variétés abéliennes par des tores).

1.2.8. Pronosition. On supbose aue Aﬂ est une variété abélienne, gue

A est semi-stable sur S , et gue Lﬁ est symétrique, Soit n tel que

nd=0 . Si tous les points d'ordre 2n2 de Aﬂ (sur une cldture algé-

brique de F) sont rationnels sur F , alors Lﬂ est prolongeable sur A

(par un torseur cubiste symétricue, cf. 1.2.6.2).

Il suffit d'appliquer 1.2.6 au morphisme de A dans le modéle de
Néron & de A,n : si C est une composante de Ao elle rencontre une
section d'ordre n de A sur S , donc elle est divisible par 2n

o
dans le groupe ﬂb/ﬁo .



47

1.2.8.1. Remarques : .si n est premier & la caractéristique résiduelle,
1'hypothése sur les points d'ordre 2r12 entraine que An a réduction
semi-stable ([sz),I,§5) sauf dans le cas n=1, ou le corollaire est

trivial.

Si n est impair 1'hypothése X(¥)C2nd de 1.2.6 équivaut & AX(¥)<Snd;
. 2
en conségquence on peut remplacer, dans 1.2.8, les points d'ordre 2n

par les points d'ordre n2 .

.81 A n'est plus supposé semi-stable, la proposition 1.2.8 reste vraie
lorsque n est premier & la caractéristique résiduelle de S .

2. Analogque archimédien du théoréme de prolongement.

2.1. Proposition (version archimédienne de 1.1).

Soient A une variété abélienne sur € , L un fibré en droites

. ' . . . . o0
cubiste sur A . Il existe alors une unigque norme hermitienne C sur

L , notée v , telle gue la norme $3(v) sur S3(L) déduite de v.

coincide avec la norme évidente déduite de la trivialisation de 83(L)

donnée par la structure cubiste.

De plus, v est 1l'unigque norme hermitienne c® sur L , compatible

3 _la rigidification & l'origine, et telle que la forme de courbure asso-
ciée soit invariante par translations (cf. [M3],§12,Cor. du lemme 1).

Démonstration : pour changer un peu, nous donnerons un argument plus
proche des méthodes de [B] et SGA 7, VIII.

Faisons d'abord subir au fibré L 1la série d'outrages qui suit. On
part de la variété C° sous-jacente au fibré L privé de sa section
nulle : c'est un fibré principal homogéne, de groupe Cx , au-dessus de
00 dif

A

la variété C sous-jacente a A . Grice au changement de groupe

structural z — loglz!| , on obtient un fibré principal homogéne de

groupe R .sur Adlf ¢+ que nous noterons log\L[ .

Il est clair qgu'une norme hermitienne sur L équivaut & une tri-
vialisation de 1loglL| (ceci peut &tre pris comme définition), et que
cette norme est compatible avec la structure cubiste de L (au sens de
1'énoncé) si et seulement si la trivialisation en question est cubiste,
au sens de la structure cubiste de 1og|L| déduite de celle de L .

Fixons une norme hermitienne C€*° sur L , i.e. une trivialisation
de 1loglL| . La structure cubiste sur loglL| équivaut dés lors & 1la
donnée d'une fonction &
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b (Adif)3 —R,

invariante par - 63 et qui est un 2-cocycle en chaque paire de
variables. Une trivialisation de cette structure équivaut a une fonction

vérifiant ¥ = $3(@). La premiére partie de 2.1 résulte donc du lemme
1.1.4.

Pour la seconde il suffit de vérifier que la forme de courbure de
v est invariante : si v, est une autre norme avec la méme propriété,
on aura v, =fv od £YO, f(eA)=1 et f est harmonique, donc f=1

et vl=\).

Grlce & la trivialisation canonique du fibré tangent de A , nous

pouvons considérer la forme de courbure de v comme une application

¥ : A —>V

A Y

ol V = Qill(eA) est l'espace vectoriel des (1,1)-formes & l'origine.

La forme de courbure de la norme &3(v) sur $3(L) est
B _ * * o * * * * *
= P123% " P13¥ " P13 " Py ¥t P ¥+ py¥+paa

en tant qu'application de A3 dans nl:';l(e 3)=- VO VOV , elle s'écerit
- A A
donc :

o (x+y+z) (x+y a(x+z) 0 o (x)
B(x,y,2z) = a(x+y+z;>-<;(x+y) - a(y+z)\+H o J+ a(y </ \>

o (x+y+z) d(x+z) o(y+z) (o} a(z)
Comme 83(v) est par hypothése la norme canonique sur 3 (L) = A XC ,
ona B=0 d'ou

o(x+y+z) = a(xty) + o(x+z) - o(x) .

En faisant x=0 , on obtient

o0

]

a(y+z) = a(y) +o(z) -a(0)

i.e. l'application o-o(0) :A — V est additive, donc nulle.

(Démonstration dans l'autre sens : partir de la norme vy définie dans

la seccnde assertion : la norme 83(v1) est encore & courbure constante,

et par suite constante). W
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3. Prolongement de Gm-torseurs cubistes en dimension supérieure : cas

des groupes semi-stables sur une base normale.

3.0. Dans tout ce § on se donne un schéma localement noethérien S , et

un S-schéma en groupes A ~£» S , commutatif, plat et localement de
type fini sur S .

Pour tout S-schéma S', on note

(3.0.1) RS,S' :CUB(A,Gm'S) — CUB(AS"Gm,S')

le foncteur image réciproque. Nous désignerons par U un S-schéma de

1'un des deux types suivants :

(3.0.2) (a) U est un sous-schéma ouvert de S .

(b) U est le spectre de 1'anneau local d'un point s de S .

Dans les deux cas nous supposerons que U est schématiquement dense
dans S : dans le cas b) cela signifie que tout point de Ass(@s) est

une générisation de s .

3.1. Définition. Un gros ouvert d'un schéma localement noethérien X es

un ouvert V de X tel dque pour tout x€X-V , on ait

prof O, . Y2 .

3.2. Commengons par quelques énoncés, de nature élémentaire, concernant

le foncteur RS,U :

3.2.1. Proposition. On suppose que U est un gros ouvert de S (3.1).

Alors :

(i) Le foncteur Rg y e (3.0.1) est pleinement fidéle.
' .

(ii) Pour gu'un obijet Ly de CUB(AU,Gm) soit dans 1'image essen-
tielle de R U’ il faut et il suffit que le faisceau inversible sur
14
AU associé 3 LU se prolonge en un faisceau inversible sur A .

2]

Remarque. Il est immédiat que si U est seulement supposé schématiquement
dense dans S , le foncteur Ry y est fidéle.
’

Démonstration :
(i) Soit L€ ob CUB(A,Gm) et soit oy une trivialisation de L,
sur AU . Comme U est un gros ouvert de S et que A est plat sur S,

AU est un gros ouvert de A donc (EGA IV, 5.10.5) Oy
une section ¢ du torseur L sur A ; comme Oy est une trivialisation

se prolonge en
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cubiste, ¢ 1l'est également, U étant schématiquement dense.

(ii) Soit - L€ ob CUB(A,G ) et soit L un G -torseur sur A
_prolongeant (le torseur sous-jacent a) Ly - La structure cubiste de LU
, . 3 3
est donnée par ung sectlon3 U de $3(LU) sur Ay . Or AU est un
gros ouvert de A (et A
localement de type fini sur §S), par suite Ty Se prolonge (EGA IV, loc.

cit.) en une section rt de ﬁ3(L) sur A , qui est automatiquement une

est localement noethérien puisque A est

structure cubiste puisque AS est schématiquement dense dans Al pour
tout nyo . A

3.2.2. Proposition. On suppose que A est lisse de type fini sur S et

que S est normal aux points de S-U . Alors :

(i) Le foncteur Ry 4 est pleinement fidéle.
’
(ii) Si de plus U est un gros ouvert de S et si S est régulier
aux points de S-U , alors Ry y &st une équivalence de catégories.
’

Démonstration :

(i) si L€ob CUB(A,Gm) et si oy trivialise LU

se prolonge au-dessus d'un ouvert V contenant U

sur AU s alors
d'aprés 1.1 (i), Oy
et les points de codimension 1 de S ; V est alors un gros ouvert et

l'on applique 3.2.1 (i).
(ii) résulte de 3.2.1 (ii) puisque, sous les hypothéses envisagées,

on a Pic(AU) = Pic(A) (EGA IV, 21.13.9 (ii) et 21.13.10). B

3.2.3. Proposition. On suppose A lisse de type fini sur S , & fibres
connexes aux points de S-U , et S normal aux points de S-U . Alors :

(i) si LUGEOb CUB(A,, G ), il existe un gros ouvert V de S
contenant U tel gque LU soit dans 1'image essentielle de R, y -
1
(ii) Si S est réqulier aux points de S-U , alors Ry y est une
. ’

/4 .
eéquivalence.

Démonstration (i) résulte de 1.1, toutes les obstructions aux points de

codimension 1 étant nulles, et (ii) s'ensuit compte tenu de 3.2.2 (ii). M

3.3. Théoréme. On suppose que A est semi-stable (1.2.7), que ses fibres

aux points de S-U sont connexes, et que S est normal aux points de
S-U . Soit LU

propriétés suivantes :

un G -torseur cubiste sur Ay, vérifiant 1'une des
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(i) le torseur sous-jacent a L, es d'ordre fini dans Pic(AU)
(ii) le_torseur sous-jacent a L, es symétrique, i.e. il existe
un_isomorphisme L. ——> [—1] de Gm—torseurs sur Aj .

U AU(LU)

Alors L est dans 1'image essentielle de R .
— e U S'U

Démonstration :

3.3.1. Dans le cas 3.0.2 (b), on peut commencer par prolonger L, au-
dessus d'un ouvert de S , de telle sorte que (i) ou (ii) soit encore
vérifiée. Nous supposerons donc que U est un ouvert de S . Pour montrer
que L, se prolonge en un Gm-torseur cubiste sur A , on peut remplacer
S par le spectre de l'anneau local d'un point maximal de S-U , ce qui
permet de supposer que S est local normal et que U est le complémen-

taire du point fermé ; on peut méme supposer que dim S %2 (car si S

est un trait on applique 1.1 et la connexité de la fibre fermée de A).

Remarquant en outre que A est réunion des deux ouverts AU et a°

(vu 1l'hypothése sur la fibre fermée) on voit qu'il suffit de prolonger
N o

bulag

4 A~ : on peut par suite supposer que A est a fibres connexes.
Enfin, S étant normal, 1l'hypothése (i) (resp. (ii)) équivaut, grice a

I,2.6, a (i)' (resp. (ii)') ci-dessous :

(i)' il existe n )1 tel que le torseur cubiste ﬁﬁn soit trivial

(ii)'le torseur cubiste L est symétrique (1.2.4).

U

3.3.2. Cas (i)' : puisque le torseur cubiste ﬁin

. . : 2 ® ’ . .
biextension associée ﬂz(ﬁin) =~ SZ(LU) B 1vest également, ainsi que la

® LY rd . . : » e .
n , OO M désigne le point générique de S (on

est trivial, la

biextension ﬁz(Ln)
rappelle que S est local normal, donc intégre). Or, si B désigne le
plus grand quotient de A, qui soit une variété abélienne, on sait

(sGa 7, VIII.3.5) que le groupe de classes de biextensions
Biextl(An,An;Gm) s'identifie & Biextl(B,B;Gm) = Hom(B,Bt) (sGa 7,
VII.2.9.5) donc est sans torsion (Bt désignant la variété duale de B).

D'autre part le foncteur naturel de restriction
BIEXT(AU,AU;Gm) -—a-BIEXT(Aﬂ,An;Gm)

est pleinement fidéle ; la démonstration est la méme que celle de 3.2.2

(i) utilisant SGA 7, VIII.7.1. Il en résulte que le groupe
Biextl(AU,AU;Gm) est encore sans torsion, et par suite la biextension
32(LU) est triviale, et ce de maniére unique puisque tout morphisme

U
niquement d'une structure d'extension commutative de A, par ¢ . et

bilinéaire AU><AU ——e—Gm est trivial. Donc (I,3.2) L est muni cano-
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®n
comme 111

extension de A, par Bo,u " (non unique en général : elle dépend du

choix d'une trivialisation de LUn).

Quoi qu'il en soit, le cas (i)' résulte de 1'énoncé plus précis

est trivial, nous voyons que LU provient en fait d'une

suivant :

3.3.2.1. Lemme. Revenant aux hypothéses de 3.0, on suppose que A est
semi-stable & fibres connexes et que U est un gros ouvert de S . Alors

pour tout n }1 , le foncteur naturel

est une équivalence.

Démonstration : il suffit de voir que Hom(A,M_.) —— Hom(A. B _ ..)

—_—_—— n,S U™ ' n,U

(évident car les deux groupes sont nuls) et Extl(A,M )5=+-Ext1(AU,M )-
n,S n,u

Vu les hypothéses sur A 1le morphisme [n]A de multiplication par
n dans A est surjectif, plat et quasi-fini ; notons H son noyau. Les

* - i 3 A v
suites des Ext (-,mn) associées a la suite exacte

[nl,

0 —>H —> A > A —> 0

et 34 la suite analogue sur U , donnent Hom(H}mn S) Jia-Extl(A,mn.S) et
’ ’

. 1 ,
U”mn,u) puisque les Ext (-.Mn) sont annulés

par n . Il s‘agit donc de voir que

Hom(Hy,bi) ) <> Extl(a

Hom(H.mn' S) Ly Hom(H.U,[}Ln’U)

ce qui’résulte du fait que, H étant plat sur S , H; est un gros ouvert
de H . N

3.3.3. Traitons maintenant le cas (ii)' de 3.3.1 (je dois le principe de

la démonstration & des notes de D. Mumford).

D'aprés [R1], XI.1.13, il existe un entier n’0 tel que ﬂzn se

prolonge en un faisceau inversible M sur A (il suffit en effet
» . L4 » ® . . .
d'établir la méme propriété pour Lnn . et on applique loc. cit. en

remarquant que Ln est la différence de deux faisceaux amples sur Aﬂ);
de plus le faisceau M est automatiquement cubiste (3.2.1 (ii)).

Comme L, est symétrique, on a un isomorphisme naturel de

U
Gm-torseurs cubistes (I,5.5) :

. 2
[n] (LU) 4=+-ﬁ§n



R .
qui montre que le torseur N =M N est un prolongement cubiste de

*
[n]A(LU).
On a donc une "donnée de descente cubiste" sur NU relativement au
morphisme [n] , c'est-a-dire (I,7.1) une trivialisation Sy de NU

By

sur HU (en posant comme plus haut H = Ker[n]A), plus une trivialisation
t.. de ﬂz(NU) sur A XgHy , avec une condition de compatibilité. Mais

U
comme H (resp. AU><HU) est un gros ouvert de A (resp. AXH), la

section USU (resp. tU) se prolonge en une section de N (resp. ﬂz(N))
sur H (resp. AXH), la condition de compatibilité se prolongeant par
densité (ainsi que la compatibilité avec la structure cubiste de N ,
resp. la structure de biextension de ﬂz(N)). On a donc une donnée de
descente cubiste sur N prolongeant celle de N, , d'ol d'aprés le

théoréme de descente un torseur cubiste sur A prolongeant Ly - a

3.4. Supposons maintenant (toujours sous les hypothéses de 3.0) que A
soit semi-stable (4 fibres non nécessairement connexes) et que U soit

un gros ouvert de S .

Soit LU un faisceau inversible cubiste sur AU ; on suppose que
la restriction Lg de LU a la composante neutre A% se_prolonge en

. . . . . 0 o
un (unique) faisceau inversible cubiste L sur A (c'est le cas par

exemple, d'aprés 3.3, si Lg est symétrique ou d'ordre fini et S normal

aux points de S-U).

On va donner des conditions suffisantes pour que LU se prolonge a

Ay .+ le point de départ étant le lemme suivant :

3.4.1. Lemme. Sous les hypothéses de 3.4, considérons un diagramme commu-
tatif de S-schémas

A
ylf
S'.—’.T_;S

vérifiant les conditions suivantes :

(i) m est plat et S' est localement noethérien

(ii) a:8' —> A est d'ordre fini dans le groupe A(S')

(iii) 1'image a(S') rencontre toutes les composantes connexes des

fibres de A gaux points de S-U .

Alors pour_que LU soit prolongeable sur A , il faut et il suffit que

* . . .
a LU se prolonge en un faisceau inversible sur S'.
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Démonstration : la condition est évidemment nécessaire. Pour établir 1la
suffisance nous aurons besoin d'un lemme élémentaire de descente :

3.4.1.1. Lemme. Soit ® : X' —> X un morphisme fidélement plat de schémas

localement noethériens, et soient V un gros ouvert de X et LV un

faisceau inversible sur V . Pour gque LV se prolonge en un faisceau

inversible sur X , il faut et il suffit que ¢*(LV) se prolonge en un

faisceau inversible sur X'.

o En effet, soit j:V &= X 1l'inclusion naturelle : pour que LV
soit prolongeable sur X il faut et il suffit (puisque V est un gros
ouvert de X) que j*LV .soit un faisceau inversible. On conclut par des-
cente fidélement plate, en remarquant que w'l(v) est encore un gros
ouvert de Xx'. H

3.4.1.2. Revenant a 3.4.1, notons a':S' —> Aq, la section du

S'-schéma en groupes AS' = A>%;S' déduite de a , et considérons

1'ouvert

o

W= a'AS.
o

de Ag. translaté par a' de la composante neutre Ag: . A cause de la
condition (i), le morphisme naturel

9 : W —> A

est Qlat, et la condition (iii) signifie que son image contient le fermé
A-AU de A : en conséquence le morphisme naturel

WJLAU —> A
est fidélement plat. Appliquant 3.4.1.1, on en déduit l‘'équivalence :

L. est prolongeable sur A

; ‘

¢*(LU) est prolongeable sur W

U

Notant U' = #”1(U), il est clair d'aprés la définition de W
qu'il s'agit de montrer que T;.(LU.) se Qrolongg a A%, (ou bien
entendu Ta' désigne la translation par a' dans AS.), sachant que
a*LU
en notant f£f': AS' —> S' 1le morphisme structural :

se prolonge & S'. Or on a, par définition de 1l'opération 8, , et

| IdAU *
TS, (Ly )@ L@ £ "at "Ly =( > (8, (L))
al



et grice a la structure de biextension de Sz(LU.), le second nmembre ost

muni d'une structure d'extension, qui est méme d'ordre fini car

a'é€ AS,(S') est d'ordre fini d'aprés (ii). On peut donc le munir d'une
g+ bar B . ce qui implique (3.3.2.1) qu'il
est prolongeable sur a'° . Au premier membre, les facteurs La% et
f'*a'*La} = f'*a*LB1 se prolongent a a'° par hypothése, et par suitec
il en est de méme de T;,(LU.), ce qui achéve la démonstration. H

structure d'extension de A

3.4.2. Corollaire. Sous les hypothdéses de 3.4, soit n un_entier ¥ I

tel que rour tout x€ S-U , le groupe des composantes connexes de la

fibre A® n(x) soit annulé par n . Notons LA le noyau de la multipli-

cation par n dans A . Alors :

(i) Pour que L soit prolongeable sur A , il faut et il suffit

U :
que sa restriction a nAU se prolonge en un_ faisceau inversible sur nA.
. ® ® . s
(ii) LU2n est prolongeable sur A , et LUn l'est aussi si n es
impair.

Démonstration : l'assertion (i) est un cas particulier de 3.4.1, obtenu

en prenant S'==nA : les conditions (i) et (iii) de loc. cit. résultent
en effet de la semi-stabilité de A et de 1l'hypothése faite sur n .

L'assertion (ii) est conséquence de (i) et de I,5.7 : la restriction de

®2n ®n
LU (resp. LU ’

a A . R
n

n impair) a LAy est triviale, donc se prolonge

3.4.3. Corollaire. Sous les hynothéses de 3.4, soit n comme dans 3.4.2.

On_suppose que S est intégre normal de point générique 1 , et pour

tout entier k Y1 on considére la condition :

(Rk) les points géométricues d'ordre kn de A, se prolongent en des

sections de AU au-dessus de U .

Soit LU un_faisceau inversible cubiste sur AU . Alors :
. . d . . .
(i) si LUk est trivial, (Rk) implique que LU est prolongeable
sur A . ' :
(ii) si L, est symétricue, R,y (resp. R si n est impair)
impligque gque LU est prolongeable sur A .

Démonstration : on peut supposer S local de point fermé s . Posons
A = AZ u(s).

3.4.3.1. Lemme. Supposons vérifiée (Rl)' Alors pour toute composante con-

nexe C de A ., il existe une _section de b au-dessus de S qui

rencontre C .
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Démonstration du lemme : puisque A est semi-stable et que Ao/Ag est

annulé par n , la composante C rencontre A ; VU 1'hypothése (Rl) il
existe donc une section d'ordre n de AU au-dessus de U , dont
1l'adhérence X dans A rencontre C . Or X est quasi-fini sur S

car il est contenu dans nA ; comme S est normal il résulte aisément
du "main theorem" de Zariski que X est 1l'image d'une section de nA

sur S , cqgfd.

Pour démontrer 3.4.3, fixons k ¥1 et supposons (Rk) vérifiée.
Désignons par H 1le groupe nA(S) des sections d'ordre n de A sur

S , et par HS le S-schéma en groupes constant de valeur H . On a

donc un S-morphisme naturel

aI:HS—-»nA‘-—vA

dont 1'image, d'aprés 3.4.3.1, rencontre toutes les composantes de AO .
L'hypothése (Rk) implique que le morphisme de multiplication par k:
Xk
knA(U) —_— nA(U)
est surijectif. Posons
= € € .
H) = {x€, A(U)|kx€H}

La multiplication par k induit un morphisme surjectif

Xk

Hl,S —_— HS .
Notons a:H;, o —» A le S-morphisme composé
’
ORI JO s I
1,8 S :

on peut alors appliquer 3.4.1 avec S'==Hl g r et il suffit donc, pour
i 14

que L; soit prolongeable sur A , que le faisceau inversible 'a*LU sur

Hl,U se prolonge a Hl,S . Comme Hl,S est somme de S-schémas isomor-

phes & S ceci revient & dire que pour tout foHIC:A(U), le faisceau
inversible (kx)*(LU) sur U est trivial. |

Dans le cas (i) de (3.4.3), LU admet une structure d'extension de

A, par G (m8me démonstration que dans 3.3.2), donc

m,U
* - * ®k
(kx) "Ly > (x'Ly)
est trivial par hypothése.

Dans le cas (ii) prenons k=2n (resp. n , n impair) ; comme LU

est symétrique l'application
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A(U) ——» Pic(U)

*
X > X LU

est quadratique, et il suffit d'appliquer le lemme 1.2.6.1. B

Dans le cas ou A, est une variété abélienne, on peut combiner les

résultats ci-dessus avec ceux du §1 :

3.5. Théoréme. Soient S un schéma normal intégre de point générique 1,

A un S-schéma en groupes semi-stable tel que A, soit une variété

abélienne, n un entier ) 1 annulant les groupes de composantes connexes

des fibres de A (en d'autres termes, [n]A: A —> A se factorise par
o)
A7).

On_suppose que les points géométrigques d'ordre 8n4 (ou seulement

n4 si n est impair) de A, sont rationnels sur #(m). Alors tout

faisceau inversible (cubiste) symétrique sur Aﬂ se_prolonge en un

(unique) faisceau inversible cubiste (symétrique) sur A .

3.5.1. Lemme. Sous les hypothéses de 3.5, il existe un S-schéma en

groupes semi-stable ¢ , de fibre générique Aﬂ , contenant A comme

sous-groupe ouvert, et néronien en codimension 1, c'est-d-dire gue pour

tout point §¢S de codimension 1, %)%;Spec 6 s'identifie au modéle

S,§
de Néron de A, sur Spec 6

S,g )
En effet il existe un gros ouvert U de S et un U-schéma en

grcupes néronien en codimension 1 et prolongeant Ay - On déduit

U 14
de la propriété universelle du modéle de Néron qu'il existe un gros

ouvert VEU et un morphisme A, —lowﬁv prolongeant l'identification

An = (y%v)n , et qui est une immersion ouverte car A est semi-stable.
On obtient le groupe @& du lemme en recollant A et ﬁv, grce & j .0
3.5.2. Démontrons maintenant 3.5. Soit Al le sous-groupe ouvert du
schéma en groupes & de 3.5.1, image réciproque de #° par la multipli-
cation par 2n2 (resp. n2 , N impair) : on a donc ACZA]CIw . Il existe

d'autre part, puisque # est néronien, un gros ouvert UCS tel que :

(a) les points rationnels d'ordre gn? (resp. n4) de A, se pro-
longent & &(U)

(b) les points rationnels d'ordre 2n2 (resp. nz) de A, se pro-

A

longent a Al(U)‘

Cela étant, soit L, un faisceau inversible cubiste symétricue sur

A, - D'aprés 1.2.8 (resp. la remarque 1.2.8.1) L, se prolonge a
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1

A Xg Spec GS g pour tout §€8S de codimension 1 (remplacer l'entier n
: ’
de loc. cit. par N==2n2 , resp. n2). Nous pouvons donc supposer, quitte

& restreindre U , que Ln se prolonge en LU sur A, y ' et il ne
’
reste qu'a appliquer 3.4.3 ci-dessus. W

Pour terminer ce chapitre, montrons sur un cas particulier comment

nos énoncés de prolongement peuvent s'étendre aux biextensions :

3.6. Théoréme. Soit S un_schéma intégre normal de point générique 0 ,

et soient A et B deux S-schémas en groupes semi-stables. Alors le

foncteur naturel

) —> BIEXT(A. ,B. ;G )

BIEXT(A,B;Gm,S 7B i€ n

est pleinement fideéle. Si de plus A ou B est & fibres connexes,
c'est méme une équivalence de catégories.

Démonstration : la pleine fidélité se démontre comme 3.2.2 (i). Supposons

B a4 fibres connexes, et soit L, wune biextension de (Aﬂ'Bﬂ) par € .
. 14
D'aprés SGA 7, VIII.7.1, il existe un gros ouvert U de S tel que L11

se prolonge en une biextension Ly de (AU,BU) par € . -
’

Comme " U est un gros ouvert il suffit, par les arguments habituels
de profondeur, de prolonger LU en un Gm—torseur sur AXB . Or LU
est un Gm-torseur cubiste symétrique sur le groupe AU><BU puisque

LU(—x.-y) o LU(—x,y)'1 >~ LU(x.y)

grice 3 la structure de biextension. Il existe donc d'aprés 3.3 (ii) un
torseur (i.e. une biextension) L° sur a°xB prolongeant la restriction
de LU . ‘
La question étant locale sur S , nous pouvons supposer qu'il existe
un entier n)1l tel que [n]A:.A —> A se factorise par a® ; i1 s'agit
alors, en vertu de 3.4.2 (i), de montrer que la restriction de LU a

8 "= . -
(nAan)U se prolonge a nAX,B - Or posons S p* ¢ nous pouvons con
sidérer la restriction de Ly a (nAXB)U comme une extension du
Sﬁ-schéma en groupes BS' par [ (grice au fait que nA‘ est annulé

U

~par n) ; il suffit dés lors d'appliquer le lemme 3.3.2.1. B
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CHAPITRE III

Application aux hauteurg canoniques

sur les variétés abéliennes

Sommaire.

0. Introduction.

1. Hauteurs locales : cas non archimédien.

2. Hauteurs locales : cas archimédien.

3. Hauteurs globales sur les corps de fonctions.

4. Hauteurs globales sur les corps de nombres.

0. Introduction.

On montre dans ce chapitre comment le théoréme de prolongement:
cubiste II,1.1, et son analogue archimédien I1I,2.1, permettent de donner
une définition agréable (du moins pour un géométre) de la hauteur de
Néron-Tate associée a un faisceau inversible L sur une variété abé-
lienne A sur un corps local ou global. En particulier les propriétés
qﬁadratiques de la hauteur deviennent triviales, ainsi que le fait que
les hauteurs locales ultramétriques sont des nombres rationnels (dont les
dénominateurs sont limités grice au critére d'annulation de 1l'obstruction
I1,1.2.1).

Il semble désormais établi gu'une hauteur globale "naturelle" doit
prendre ses valeurs dans le groupe de Picard de la base ou son groupe de
classes de diviseurs de Weil (tensorisé par @ , ou par %z pour n
convenable), et méme parfois dans un "groupe de Picard généralisé". Dans
le cas essentiel ou L est le faisceau de Poincaré sur le produit d'une
variété abélienne par sa duale, Mazur et Tate [M—T] sont d'ailleurs allés
beaucoup plus loin dans cette voie. Enfin, dans le cas des corps de nom-
bres, le groupe Pic(S) de 4.1 apparalt, semble-t-il, pour la premiére
fois dans [A].

1. Hauteurs locales : cas non archimédien.

1.0. Soient A , S, F, n., k, T comme dans II,$1, et notons
x 3 . (4 L » .
v:F —> T 1la valuation. Uoient AF une varliete abelienne sur F , A

son modéle de Néron sur S , f:A — S le morphisme structural,

e :S —> A la section unité. Soit (L,e¢) un faisceau inversible riqgi-
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difié sur Ag (de sorte que € est une section de eXL), muni de la

structure cubiste associée (I,2.6). Notons que contrairement a 1'usage

des chapitres précédents, et pour ne pas alourdir les notations (cf.
(1.0.1) ci-dessous) nous renongons a noter L, ou L, un faisceau inver-
sible sur AL .

On pose & = Ao/Ag (groupe des composantes connexes de la fibre
spéciale Aj de A) et on fixe un entier nY%1 tel que

nd = 0 .
[ \ ' ' — ®2n
D'apres II,1.2.1, nous savons que M =L admet un prolongement
. ~ ' ‘ ' ® ~ . .
cubiste M sur A ; nous noterons u:L 2n — MF 1'isomorphisme de

prolongement.

Soit xEAF(F) : d'aprés la propriété universelle de A , x se
prolonge en une section % €A(S). On dispose alors :

- du F-espace vectoriel L(x), de dimension 1
- du A-module inversible M(X)
- d'un isomorphisme u_ : L(x)®2n #ﬁ(%)‘%F .

LY

Nous noterons simplement v : ?1(?5) ®F —> I'U{»} 1la valuation (obtenue &

partir de n'importe gquel isomorphisme A ——»ﬁ(?’() de A-modules) et nous

poserons, pour tout o€ L(x) :

' L - 1 ®2n 1
(1.0.1) Py, e, (@) = 55 viu (7)) €55TcTe 0 .

On omettra souvent certains des indices L,v,e,x si aucune confusion
n'en résulte. Il est clair que pf‘, c.x he dépend pas du choix de
’ ’n‘\

l'entier n .

1.1. Pro»nriétés de pL .

(1.1.1) plaw) = v(a) +p (o) (a€F , o €L(x))
p(a+B) Y inf(p(a),p(B)) (¢,B EL(x)) .

. Additivité :

L£®L2 Ll L2
(1.1.2) -p81®52'x(a1®a2) =P, 'x(dl) +P, ,x(az) .
1 2
. Fibré trivial :
*Ap
(1.1.3-) peo'x(a) = v(a)
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pour a€6_  (x)>=F , et e, = la rigidification canonique.

Ap

. Changenent de ridifjcation :

(1.1.4) PL, o) = ol (@) -v(a)  (a€F).

’

Les trois premiéres propriétés sont immédiates ; pour la quatriéme on
remarque que le prolongement cubiste de (M,(as)zn) est M?DGA(-div(azn»
muni de la rigidification (ae)2n691 (o0 1 est la section méromorphe

canonique de 1'idéal fractionnaire @A(—div(azn))

. Normalisation : pour 1'élément € de L(eA), on a :

. 0 _
(1.1.5) pe,eA(E) =0 .

. Fonctorialité : soit X : By ™ Ap un morphisme de variétés abéliennes

sur F , alors :

*
(1.1.6) Phre, (@) = Y ) () B(a))  pour yEBL(F) et

/
«€ (L) (y) > LOU(y))

. Cubisme : soit T la section de @3(L) définissant la structure

cubiste ; d'autre part posons

L

L
x+y+z

L, _ _ L L Lg oL oL
(8307 (4 g1y = P B (=) 4y B (P7) (@ (-P7) B P BP P,

ou le produit tensoriel est défini par la formule (Pl®92)(v€9w) =

L 1 '
Pl(v)-+p2(w). Alors (ﬂ3p )(x,y,z) : (S3L)(x,y,z) —_ 55? n'est autre

8. L
que pﬂzal(xly,z) , d'aprés (1.1.2) et (1.1.6). Comme (8L, 8¢) est

trivial via la section T , on conclut par (1.1.3) dque 93pL est a

valeurs dans I , et qu'en particulier

(1.1.7) (8 )(T(x,y,z)) = 0 pour x,y,zE‘AF(F)-

L
3P )(x,y.z

. Changement de base : soient §' = Spec A T5s5 un morphisme de traits

(ceci signifie en particulier ici que T est surjectif), F' le corps
des fractions de A', v': F'x — I''  sa valuation, qui prolonge v via
l'injection naturelle de I dans T'. On note Ap, = AF>%3S.' (L',e")
le faisceau rigidifié sur AF. déduit de (L,e) sur AF ; alors pour
x€AL(F) et x' =7"(x) €A, (F') = A, (F'), ona :

L
V,€,X

Ll
\
(1.1.8) PV.

.’x.(a‘&l) =p (o)

) €
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ol a€L(x) et a®1€L'(x')=-L(x)®FF'.

Pour prouver (1.1.8), considérons le diagramme

]
A-e—z——— AX.S' —2 5 p

fl ”‘fs'l/

S «—— S'

ol A' est le modéle de Néron de Ap, sur S', et ol g est déduit de
la propriété universelle d'icelui. Pour simplifier nous pouvons supposer
(en remplacant L par une puissance convenable) que (L,e) (resp.
(L',e')) admet un prolongement cubiste (E,?) (resp. (E',?')) sur A
(resp. A'). L'unicité du prolongement cubiste sur 'A>%;S' nous donne un
isomorphisme

(1.1.8.1) 7' *L) 2> g*(T")
prolongeant 1'identité de L'

g =1 (R) € (AxgS')(S'). Le
point de A'(S') prolongeant x' n'est autre que §'==g(§s.). et 1l'iso-

Soit X€A(S) prolongeant x , et X

morphisme (1.1.8.1) se spécialise en

LE e A =2 D) (%) =g (L) (%) = L' (g(¥g,)) = L' (%")
prolongeant 1'isomorphisme L(x) ®FF' ~ L'(x'). La formule (1.1.8)
résulte alors de la définition de p comme valuation.

. Translations : soit y¢€ AF(F), prolongé en Y€ A(S). Fixons une rigidi-
fication ¢ de T L (c'est-a-dire un élément de L(y)). Je dis qu'il
existe c(L,e,y,C) € %;P , indépendant de x , tel que

T L

Yy _ L
(1.1.9) pvlg’x—pv'e'x+y+c(Llely,g)

(ol 1'on identifie (T;L)(x) & L(x+y)).

En effet, supposons pour simblifier que (L,e) admet un prolonge-
ment cubiste (i,?). D'aprés la formule (1.1.4) (changement de rigidifi-
cation), il suffit de prouver (1.1.9) pour n'importe quel choix particu-
lier de ¢ ; nous pouvons donc supposer que ( se prolonge en une tri-
vialisation ? de (T%i)(eﬁ) ='i(§). Or :

1.1.9.1. Lemme. Pour tout =€ A(S), le faisceau 83(T:E) est trivial sur
AXSAXS 2
que de la structure cubiste de L)

A ; plus précisémeni: on_a un isomorphisme canonique (ne_dépendant




83(T:i) =~ f*(’f‘t) (o f£:A —> S est le morphisme structu-
ral)

Démonstration : posons M = n3(T:Z) ; on a, pour (x,y,z)E‘A3 :

~ ~a] ~a] ~aq ~ ~ ~
= D ® :
M( XY 2 ) Lx+y+z+t Lx+y+1: Lx+z+t ® Ly-:-z-!-t ® I"x+t @ Ly+t 2 Lz+t )

~o
Grice a la structure cubiste de L on a un isomorphisme canonique

Lx+y+(z+t) I"x+y I"x+z+t®I"y+z+t® ®Ly 2L z+t
[P T-1 ® ®~ X o =1l o1
alold My oy = L. byt T. by Lx+t®Ly+t®Lx 3L,
5 ®” T
~ ( L)(X'y,t) ~L W

~
Nous voyons donc, revenant & (1.1.9), que (mfi,é) est le prolon-
gement cubiste de (T;L,C), d'ou l'on tire (1.1.9) avec c(L,e,y,6)=0

1.2. Soit maintenant ¢ une section méromorphe non identiguement nulle

de L , et soit x€ A(F)-div(o). Nous poserons alors

— AL .
(1.2.1) ,‘<°'X>v,s = Py, e x(0(x)) €T3 @

(c'est bien un élément de T'®Q puisque o¢(x)€L(x)-{0}).

Les propriétés de pL énoncées dans 1.1 impliquent immédiatement

(entre autres) les énoncés suivants :

. Fibré trivial : si ¢ est une fonction méromorphe non nulle sur An
et si x¥div(f), alors
(1.2.2) o, x) = v(9(x))

Vv, Eo

ou € désigne la trivialisation naturelle du fibré trivial Gy -
F

. Additivité : si 0,.0, sont respectivement des sections de L1 et

L2 , et si. xQdiv(ol)Udiv(oz), alors

(1.2.3) (0,®0c,,%) = (o ,x> + o ,.)' .
| 1 2 v,€1®52 | 1 1€ 2 €, |
. Les formules (1.2.2) et (1.2.3) entrainent immédiatement :
(1.2.4) <@c,x>v'€ = ﬁG,x>V'€-+V(@(x))

dés que la formule a un sen:.
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. Changement de riqidification :

(1.2.5) -(o‘,x)v’ae = <c,k>v'€-v(a) (a€FY).

. Fonctorialité : dans la situation de (1.1.6) (morphisme A : B, — AF),

on a :

(1.2.6) (l*o,y>v'x*e = <U,A(y)>v'e

dés que A*0 est définie et non nulle, et que y§gdiv(A*o).
. Changement de base : dans la situation de (1.1.8), on a :

(1.2.7) (0',x‘)v. g = (0,x>v'e

4

ol ¢' désigne la section de L' déduite de o .

. Translations (situation de (1.1.9)) : si x+y¥div(o), alors :
. _ .

ol c(L,e,y,6) EI‘®ZQ est indépendant de x .

1.2.9. Proposition. Fixons L,e et o0 , et soit U = X.n-div(cr) ; alors
l'application

X —> (o,x>v' .

de U(F) dans R est localement v-bornée.

1.2.9.1. Rappelons d'abord ce que cela signifie. Soit (Ua) un recouvre-
ment fini de U par des ouverts affines munis de coordonnées, soit

Ua = Spec F[tiaJiGIa
Une partie B de Ua(F) est dite v-bornée s'il existe m€ Z
tel que pour tout x€B , on ait V(tia(X)) ym pour i€ I, -

Une partie B de U(F) est dite v-bornée si elle est réunion
(finie) de parties bornées BaCUa(F) . Cette condition ne dépend pas du

choix des Ua et des coordonnées.

Cela étant, une application de U(F) dans R est dite localement

v-bornée si elle est bornée sur toute partie v-bornée de U(F).

1.2.9.2. Démontrons la proposition. Soit BcC U(F) une partie v-bornée ;
nous pouvons supposer qu'elle est contenue dans un ouvert affine
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U1 = Spec F[tl,...,tr]CZU . Par ailleurs nous pouvons supposer que le
faisceau inversible L admet un prolongement cubiste L sur A .
Recouvrons A par un nombre fini d'ouverts affines vV, = Spec A[uai]

tels que ’E\V soit trivial.

Soit B, 1l'ensemble des x € B qui se prolongent en une section de
Va(A). Comme les V  recouvrent A qui est le modéle de Néron de Ag
ona B U B, . D'autre part pour x€5B on a (par définition)

v(u (x)) )O donc B, est une partie bornée de V&(F), et donc de
(Uln Va)(F) ;1 ouvert Ulﬂ vV, est affine (sur F) de coordonnées
tl""'tr'(uai)'

Choisissons une trivialisation 7 de L‘V : la section o©

crit o = PyT ! ou ¢, est une fonction méromorphe sur V& , et

s'
si xEBa,ona
(%) <°'X)v,e = v(v (x))

puisque To donne une trivialisation de %L (ot ‘§€‘Vd(A) prolonge
X). Comme d'autre part BN div(c) = ¢ , la fonction ¢, est holomorphe
inversible sur U, NV, , donc ¢, et ¢;1 sont des polyndmes en
tl""’tr'(uai)’ d'ol la conclusion d'aprés (*) puisque les v(t.(x))

et V(uai(X)) sont bornés lorsque x parcourt By - a

1.3. Soit F wune cldture algébrique de F , munie d'une valuation pro-

longeant Vv , et que nous noterons encore V . D'aprés la propriété

(1.2.7), nous pouvons encore définir (O’X)v'e lorsque x est un point
’

de A(F)-div(c) ; le symbole <o,x)v ¢ est alors a valeurs dans I”gza
’

r

(mais non plus dans g;r). Par ailleurs soit q = Z :mi[xi] un O-cycle
i=1

sur AF étranger & div(o), i.e. tel que les points X soient dans

(AF-diV(o))(F). Nous pouvons alors poser

r
<°f°>v,e = %;; (0 x1>v, .

Lorsque a est de degré O , il est alors immédiat que (0,a>v ¢
. ’

ne dépend pas de la rigidification ¢ (cf. (1.2.5)) et ne change pas
lorsqu'on remplace ¢ par ag avec a € F~® (1.2.4). Autrement dit
<°'°>v,e ne dépend que du diviseur D = div(0) sur A, et du O-cycle
a de degré O , et nous poserons <D,a) <0 a> . Le symbole (D,a>v

, €

est donc défini pour tout diviseur D sur AF et tout O—cycle' a

de degré 0O sur Az étrangers 1'un a 1'autre.

Nous pouvons maintenant faire le lien avec [N]
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1.3.1. Proposition. On a (D,a)v = -(D,a)_v ou (D,o)_V est le symbole
défivi dans [N), chap. III, §9, th. 3, p. 287 (ici l'on identifie I' &

Z de la manicre hab:i.tuelJ.e).

(La bizarrerie de signe vient du fait que la "valeur absoliue" utilisée
par Néron est 1'opposé d'une valuation).

La proposition résulte immédiatement de 1'assertion d'unicité de
loc. cit. W

1.4. Bien entendu, nous pouvons interpréter (G,x)v ¢ ©€n termes de mul-
’

tiplicités d'intersection, de la fagon suivante (I’ étant ici identifié

a 7)) : o2n définit une section méromorphe (0‘®2n)~ du prolongement

cubiste. M de ﬁ®2n . Posons alors

(1.4.1) afv(o) = & aiv(e®M)” :

Y

c'est un "diviseur a coefficients rationnels" sur A , tel que

(div U)F = div 0 , et tel que le diviseur 93(dI§ o) sur A3 soit_
principal ; de plus il est caractérisé par ces propriétés, a un multiple
entier prés de la fibre spéciale Ao . I1 est alors immédiat que, pour
x € A(F) - div(o), prolongé en X €A(S), on a :

~ NS

(1.4.2) <0'X>v,e = x.div ¢

ol le membre de droite désigne la multiplicité d'intersection du 1l-cycle

X avec le diviseur div o . Notons aussi que, si l'on écrit
~ - 1 o
= + . € —7: b=
divo =D Zy@:my [¥] (m, € 5=7; &=A /A7)
ol D est 1'adhérence, dans A , de D=div o , on a
AN = ~
(1.4.3) (G'X>v,s = x.D +‘27 :my(x.y) .

Désignant par 7¥(x) 1l'unique composante de Al qui rencontre % ,

nous en tirons :
(1.4.4) ,x), , =%D +m,

(en effet (X.Y(x)) =1 puisque A est lisse sur S). En particulier
la classe mod Z de (O'x>v,e ne.dépend que de 7Y(x) (et non de x) ;
il est clair d'autre part qu'elle ne dépend pas de € , et ne change pas
si on multiplie ¢ par une fonction méromorphe sur A, . Le lecteur
attentif de la démonstration de II,1.1 constatera alors avec plaisir que
cet élément de Q/Z n'est autre que 1'ocbstruction a¥ de 1oc. cit.,
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évaluée sur 1l'élément 7Y(x)€ P :
(1.4.5) (o,x),  (mod #) = ar(y(x))
’

avec un léger abus d'écriture Al & l'identification 2Z=>T .

Enfin, il semble & 1l'auteur que la décomposition (1.4.3) ressemble
fort & [N), III, §4, th.1 p. 319.

1.5. Exemple des courbes elliptiques.

Soit E, une courbe elliptique sur F , de modéle de Néron E ,
supposé semi-stable, sur A . On sait que E admet une compactification
naturelle, le modéle réqulier minimal E de la courbe EF ; la fibre
fermée Eo de E est alors un polygone & n cb6tés isomorphes & Pi

(nous supposons k algébriquement clos), et E est l'ouvert de E formé

des points lisses sur S . Le polygone Eo permet d‘ordonner de fagon
naturelle (au sens de parcours prés) les composantes de Eo , (resp. EO),
gue nous noterons donc Ci (resp. Ei) (0€i{n-1), la composante <co
étant celle qui rencontre la section unité e:S — E . Notons que le

k-groupe E_ est isomorphe a G X Z/nZ .
(o] m,k
Soit D = [eF] le diviseur sur E. réduit d l'origine. D'aprés
1.4, il existe un diviseur 5 sur E , de la forme
' ~ n-1 o
D =[e] +) m.[c.] (m, €Q)
TTo 14 i

~J

vérifiant le théoréme du cube sur E ; D est unique & 1'addition prés
d'un multiple entier de Eo , et nous pouvons donc supposer gque mo==0 '
car m_ est entier d'aprés (1.4.5). 4

~

Comme D est symétrique, D 1l'est aussi, d'ou
* A~
(1.5.1) [n13(B) ~ n%D

ol ~ désigne l'équivalence linéaire, et [n]E la multiplication par
n . Comme [n]E(Ci) = C, pour tout i, et que m =0, on a

e~
(1.5.2) [n]E(D) = nE = Ker[né] (considéré comme diviseur sur E)
et (1.5.1) donne alors
n-1
(1.5.3) E ~ n2[e] + Z :nzm.{c.] .
n =1 i-7i

Mais ceci implique, sur la compactification E :

n-1
(1.5.4) nE ~ n?[e] +) . nzmi[ai]
i=1
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(en effet le schéma E est régulier, et E est un gros ouvert de E).

Inters=ctant les deux membres avec Ei pour i=0,...,n-1 , on trouve :
n = n2(1+m +m_ ) (i=0)
n-1 "1
(1.5.5) 5
n=n (mi_1—2mi+mi+l) (i=1,...,n-1, en convenant que

m =m_ =0)
n o .

systéme linéaire dont la solution est

_ i(i-n)
(1.5.6) mi = —Zn—

Ce calcul est essentiellement fait dans [N], p. 318. Il montre que
le dénominateur 2n est le meilleur possible ; on vérifie d'autre part
que 1l'obstruction d(Ci) = m, mod Z est bien quadratique, et que sa
forme bilinéaire associée est

m,,.-m, ~m. ij
0 T j n

]

3
!
Y

c'est une dualité parfaite sur Eo/Eg , & valeurs dans @Q/Z , ce qui est
un cas particulier d'un résultat de SGA 7, exposé IX.

2. Hauteurs locales : cas archimédien.

2.0. On se place sur F=C . Pour z€C , on note v(z) = -log |z\

Soient A une variété abélienne sur € , L. un fibré en droites
cubiste sur A , €:C == L(eA) la rigidification associée. Notons

L
\)e.L—->R>/O

la norme hermitienne sur L compatible a sa structure du cube, définie
en II,2.1, et posons, pour tout x€A(C) et tout o€L(x) :

L

(2.0.1) Py, e,

(@) = - log vi(a) .

Le lecteur établira sans peine une liste de propriétés entiérement
analogue a celle de 1.1, 3 quelques nuances prés dues au contexte archi-

médien.

2.1. De méme, si 1l'on se donne de plus une section méromorphe ¢ de L,
on peut définir, pour tout x¥div(c) : “

= p= _ (a(x)) = - log vI(o(x))

(2.1.1) <0,x>v'€ e x



)
0

avec des propriétds analogues a celles de 1.2. Enfin, on en dedult,

comme dans 1.3, un symbole
(2.1.2) W, d?,

d valeurs réelles, défini pour tout diviseur D sur A et tout O-cycle

a dec degré O contenu dans A-Supp(D), et on démontre encore dque
(2.1.3) <D.a>v = -(D,a)_,

ou (D'°)~v est le symbole défini dans [N]. Ceci n'est autre, d'ail-
leurs, que le théoréme 5 de [N], III, §7 : soit en effet 7 :V —> A le
revétement universel de A ; V est donc un C-espace vectoriel de
dimension g=dim A . Soit AfEHO(V,W*L) une trivialisation (analyticque)
de 7L compatible a sa structure cubiste ; la fonction méromorphe

B8(z) sur V définie par
(2.1.4) 8(z)A(z) = (770)(z)

A s 2 N ' *
est la fonction théta associée & O et A . D'autre part on a sur 7T L

, ‘. L ’ L . ’
une norme héritée de v_ , encore notée v  , et déterminée de fagon

unique par la fonction
(2.1.5) vE(A) : v — R
ol € . >O

Le fait que XA et v% soient compatibles a la structure cubiste
de L implique que la fonction v?(l) est pointée de degré { 2 . Enfin

on a
(2.1.6) 18(2) IvE (A (2)) = vE(n%0) (2)

ce qui montre que le membre de gauche est invariant par le réseau
Hl(A,Z)C\I. Comme la fonction VE(A) est manifestement déterminée par

*
n'est autre que la fonction 9 de loc. cit.

2. Hauteurs globales sur les corps de fonctions.

»

3.0. Soient k un corps, 5 une k-variété irréductible normale (le cas

le plus intéressant étant celui ol S est projective), F son corps des

fonctions, M = Spec(F) le point générique de $ . On posera =dim S
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Notons MS 1'ensemble des points de codimension 1 de S ; un tcl
point sera identifié a la valuation v correspondante, dont le groupc
sera noté Tv .‘Le groupe des diviseurs de Weil de 5 s'identifie alors
a ® T , et l'on a la suite exacte habituelle

VGMS v

Fx div. ® »rv cl

—=> CH 1(3) —_— 0
€M -
Vs

ou CHi(S) désigne le groupe des classes d'équivalence rationnelle de

cycles de dimension i sur S . Notons que si UCS est un gros ouvert

o . De Bme Q o 1 S \
(11,3.1), alors on a CHr—l(S) CHr_l(U), et méme CHr_l(o) Pic(U) i
U est régqulier.

3.1. Soit AF une variété abélienne sur F . Il résulte de l'existence

du modéle de Néron NV(AF) en chaque VEEMS . qu'il existe un gros
ouvert UCS (que nous supposerons réqulier, quitte & le restreindre)

, . f ~
et un U-schéma en groupes lisse AU-:;e-U , tel que AU>&ISpec F AF ’
A
~ €
et que A, X, Spec 6 NV(AF) pour tout vE&M, .

Soit (L,e) un faisceau inversible rigidifié sur AF , muni de sa
structure cubiste canonique. Comme 1l'ensemble des V‘EMS tels que AF
ait mauvaise réduction en v est fini, il existe un entier n qui, pour

tout v , annule le groupe @V des composantes connexes de AU8>n(v) :

par suite, M==ﬁ82n admet un prolongement cubiste M au-dessus d'un gros

ouvert de U , et donc aussi (II,3.2.2) sur AU puisque U est régulier.
~

Notons qu'en fait le faisceau M est indépendant de la rigidification

€ : multiplier € par ¢€19< ne fait que modifier M par le faisceau

inversible trivial f*(div @Zn). Posons alors
1
Q—
~ o~ 2n . def _. .
(3.1.1) L = (M) EPJ.C(AU)Q == Plc(AU)®Z,Q :

c'est 1l'unique élément de Pic(AU)Q , prolongeant L et vérifiant le
théoréme du cube sur Ay -

Si U'CU est un gros ouvert, alors AU' est un gros ouvert de
AU qui est un schéma régulier, donc Pic(AU) > Pic(AU.) ; le choix de
U est donc sans importance.

Enfin soit x€ A(F). D'aprés la propriété néronienne de Ay s il
existe un gros ouvert VCU  tel que x se prolonge en une section
X:V —> AV .

3.2, Définition. Avec les nctations de 3.1, la hauteur géométrique cano-

nique du point x¢€ AF(F), relativement au_faisceau inversible L sur AF
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(et au moddéle S de F) est 1'¢lément hg, . (x) de CH__,(3) Aérind,
- S, L r-1 )] -

paxr

. ~% Y
= W ( ] g ‘p
th'L(x) (L) PlC(V)Q CHr_l())Q
3.3. Propriétés de la hauteur géométricue.
. Additivité en L
(3.3.1) hg a7, (%) = hg (:2) + hg (x) .
S,LlKLZ S,L1 S,L2
. Fonctorialité : si A : B -—e»AF est un morphisme de variétés abé-
liennes sur F , on a
= € € pPj
(3.3.2) th'L(k(y)) th,X*L(y) (y BF(F),L Plc(AF)).

."Quadraticité" en x : on déduit de (3.3.1) et (3.3.2) et du théoréme

du cube (ou du carré) pour L , que l'application

(3.3.3) X h—e—th,L(x): AF(F) — CHr—l(S)Q

est pointée. de deqré 2 ; elle est méme guadratique si L est symétrique,

et additive si L est dans Pico(AF).

3.3.4. Proposition (changement de base). Soit 7 :S8' — S un morphisme
dominant et génériguement fini de k-variétés normales irréductibles,

et soit F' le corps des fonctions de S'. On note AF' = ASFF',

m' : AL, —> Ag le morphisme canonique, L'=7'"L . Soit xGEAF(F), et

posons x'=m*(x) € A, (F').

(i) Si m est propre on a
= .——l——_ !

ii) Ssi est quasi-fini (par exemple si S' est le normalicsé de

( i
S dans F'), on

)

' - ¥ < '
th‘,L'(X ) =7 (th'L(A))GCHr__l(S )Q .
La démonstration de (ii) est entiérement analogue i celle de

(1.1.8), si l'on se place sur un gros ouvert U convenable de S :
remarquer qu'alors, puiscue 7 est quasi-fini, n_l(U) st encore un
gros ouvert de S' (c'est c'ailleurs ce qui permet de définir

m*:CH__,(S) —> CH__,(S') dans ce cas).
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Dans le cas ol 7 est fini, on en déduit (i) puisque Tr*n'* est la
multiplication par deg 7 dans CHr_l(S).

Pour montrer (i) dans le cas général, notons alors que 7 est fini
au-dessus d'un gros ouvert U de S :

S'J-—>S

B I
U
1]
v fini U
Soit A ECHr_l(S)q2 la différence des deux membres de (i). Comme
(i) est vrai pour le morphisme fini m_ , on a j*A=O , donc A=0

8)
puisque U est un gros ouvert. B

Soit maintenant F une cl&ture algébrique de F , et soit
x € A (F). 801t F, une extension finie de F telle que x € AF(Fl)' et
so:.t s, 25 s le normalisé de S dans F. . Nous pouvons alors poser

1 1
(avec des notations évidentes)

Loq o gy | () = (@) H(hgg | (x)) €cH__(S)

(3.3.5) hg (x) = -
S/ L Fpe 17l 171

Q
et l'assertion (ii) de 3.3.4 montre que th'L(x) ne dépend pas de
l'extension F, choisie. Cette fonction th,L(x) pour xeA.F(F‘)
vérifie bien entendu les propriétés (3.3.1) & (3.3.3). Elle vérifie éga-
lement celles de 3.3.4 : en effet, avec les notations de 3.3.4 et 3.3.5,
il existe un diagramme commutatif |

S ___O’__’ S'
AR
S < s

2 '
ou Sl

T 1l'est (prendre pour Si le normalisé d'une composante convenable de

S, Xg S'). L'assertion résulte alors de 3.3.4 appliqué au point

xéAF(Fl), et du fait que o et o' induisent des isomorphismes entre

est normal, o' est fini, et T propre (resp. quasi-fini) si

. les groupes CHr_l®zQ .

Translations : soient xeA (F), YEA (F), et cherchons a calculer
th ’1‘ L(x) Nous pouvons supposer que xGA (F), que . (AF L) se prolonge

en (A.U L) sur un gros ouvert UCS , et que x et y se prolongent
en X et yGA (U). On a montre dans 1.1.9.1 que & (T,S;L) f*('y*’ii), ce
qui montre que T?LD f ? est (isomorphe a) un prolongement cubiste
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~ - - ~N WY Y] '
de T'L , donc hg. . (x) = X (T ® f*wa 1) = (x+y) L@y L d'ou
Yy S,TyL Y
(3.3.6) th,T*L(X) = hgs'L(x‘ry) -th,L(y) .

Y

Décomposition en termes locaux : soit © une section méromorphe de L ,

réguliére et non nulle au point x ; alors :

(3.3.7) hgg (x) = le(Z ) (0,x)vle)
v MS
ol € désigne une rigidification quelconque de L , et ou
cl @ (I ®@) —>CH_ .(S). est la surjection canonique.
Q vEM v r-1 Q
S

~J

La formule (3.3.7) est immédiate : si L est un prolongement
cubiste de L et ¥ la section méromorphe de L prolongeant 0O ,
alors hg (x) est bien la classe de div(¥'¥) = o, % .

S'L ' M V,e
S

3.4. Supposons maintenant S projective et fixons un faisceau inversible

ample H sur S . On a alors une fonction "degré" :
deg,; : CHr_l(S) —Z
qui, & un cycle ZCS , associe la multiplicité d'intersection
r=1 :
(Z.ﬁ. e e o oii) .

3.4.1. Définition. La hauteur numérique canonique (ou de Néron-Tate) de

xGAF(F‘) (relativement au faisceau inversible L et au faisceau ample
H sur S) est le rationnel |

hH,L(X) = dethgs'L(x) €Q .

On laisse au lecteur le plaisir de déduire de 3.3 les propriétés de
fonctorialité, d'additivité, etc. de 'hH'L(x). Notons que la délcomposition'
en termes locaux de (3.3.7) montre qu'il s'agit bien de la hauteur globale
de Néron-Tate au sens habituel.

4. Hauteurs qglobales sur les corps de nombres.

4.0. Soient F un corps de nombres, A=A son anneau d'entiers. On pose

F
SF,f = Sf = Spec A , et on rote SF'm=S°° l'ensemble des places archimé-

diennes de F . On pose "formellement" SF =8 = an.s°° , et
s® = {points fermés de Sf} , s°=5%u S - L'ensemble s©

£ £ sera identifieé
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A 1l'ensemble des places de F . Plus précisément, pour v€ S° on note
- X . . P

Fv = FV/UV r et v Fv ~—»'TV la projection naturelle, Uv désignant le

groupe des éléments de valeur absolue 1.

Pour v finie, on note ordv : F' — Z 1la valuation équivalente a

X
v

] 2 B . . ]
v normalisée par ordv(‘rrv) =1, 'rrv désignant une uniformisante en v .

Pour v€sS, , on définit ord,, comme le composé

Fiﬁ ~ R® —:}—O-E—LL R (v réelle)

b X =lo l

F,~¢C R (v complexe)
ot || daésigne la valeur absolue ordinaire.

Enfin on pose pour tout v ‘et pour tout x¢€ FV :

-d__ ord_(x)
x| =e V v

v
ou d, = log Nv (vE Sg , Nv = Card x(v))
a =1 (v réelle)
a, =2 (v complexe).

- Pour v complexe, Hv correspond donc au carré de la valeur absolue

ordinaire sur € .

4.1. Définition. Un faisceau inversible sur S est la donnée d'un
A-module inversible L , et pour chaque v€S, , d'une norme (non
nulle !)

L -
Iy ¢+ L, = L& F —>Ry,
vérifiant ‘adls = 1a|v‘d‘{"’ pour aGFv et aELv .
On note Pic(S) le groupe des classes d'isomorphisme de faisceaux

inversibles sur S .
Bien entendu, si o€ Lv-{ 0} , on pourra alors poser
L,y __ 1 L .
ordv(a) = -3 log lalv (v€s,).

v
Notons que pour Vv ultramétrique on peut encore définir

[

ordv LV-( 0} —s 7

L
et Hv Lv——»R
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grfce a une trivialisation quelconque de Lv .
On a un homomorphisme surjectif naturel
Pic(s) —» Pic(Sf)

' )
dont le noyau est isomorphe a R °°/log|1\x| ou loglel désigne le
plongement logarithmique du groupe des unités Sl

4.2. Définition. Un diviseur sur § est un élément du groupe

Div(S) = T .
SIGBSO v

. ' [ X =
Si 1'on note [v) EI‘V la classe d'un xVE F, tel que ordv(xv) 1,

un élément de Div(S) s'écrit donc

D=) . a [v] (somme finie)
vés® V

avec aVEZ' si ve€s?, a,fR si vEs, .

Si a€F*, on pose

div(a) = ;: ordv(a)[v] .

vEs©
Un tel diviseur est dit principal. On note pDiv®(s)c Div(s) 1le
groupe des diviseurs principaux.

Si L est un faisceau inversible sur S , et si ©¢€L® F-{0}, on
pose encore

div(o) = ; ordv(c)[v] .

vESO
Si 0' est un autre élément de L®F-{0}, la différence
div(c') - div(g) est dans Div®(S). On obtient ainsi un isomorphisme

(4.2.1) Pic(S) -~ Div(s)/Div3(s) .

4.3. Soit D =) . aV[v]_ un diviseur. On définit son deqré comme le réel
v

(4.3.1) degF(D) =) dvave R
v

ou dV est défini en 4.0. La formule du produit dit alors que pour tout
a € F* » deg(div(a)) =0 . On obtient donc grice & (4.2.1) un homomorphisme

(4.3.2) degF: Pic(S) — R

dont le noyau est extension de Pié(Sf) par un groupe isomorphe &
( R/Z) Card Soo" 1
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Si F' est une extension finie de F , on posera

- 1 . .
(4.3.3) degF w degK, : PlC(SF,) —>r R

de sorte que si T : SF' —_> SF désigne le "morphisme" naturel et si
L€ Pic(SF), on a

. »* _
(4.3.4) | degF('n' L) = deg L .
Un mot sur 7'L aux places archimédiennes : si v'E€ SF' - et
’
v=m(v'), et si xGLV-{O}, on a toujours ordv.(w*(x)) = ordv(x) ; par

contre, cgans le cas o v est réelle et -v' complexe on a
* T L _ L1In2

4.4. Donnons-nous maintenant une variété abélienne AF sur F , et

notons A —> Sf son modéle de Néron sur Sf . Soit L un faisceau
inversible sur AF , sur lequel on choisit une structure cubiste. Il
RN

existe alors, comme au §3, un entier N tel que M=L ait un prolon-

gement cubiste M sur A . Pour toute place v€s, , 'ﬁV=MV est muni
(de méme que L, « d'ailleurs) d'une unique norme compatible & v et a
la structure cubiste (II,2.1). Soit alors x€ A(F), prolongé en

%€ A(Sf) . Le A-module inversible ?’(*(Tﬂ) est alors muni de normes aux

places a l'infini, donc définit un élément Pic(S) encore noté §*('D71) .

4.4.1. Définition. La hauteur géométrique canonique de x€ A(F), relati-

vement au faisceau inversible L sur A est 1'élément de

F [4

Pic(S),. = Pic(S)®_0 défini par
Q Z B 1
th,L(X) =x (M) "€ PlC(S)Q

U N et M sont définis comme ci-dessus.

La hauteur numérique canonique (ou _de Néron-Tate) de x relative-
ment & L est le réel

hF,L(X) = degp th,L(X) €R .

On vérifie comme au §3 que la hauteur ne dépend pas de la structure
cubiste choisie sur L . On laisse au lecteur le soin de se convaincre
que les analogues des propriétés (3.3.1) & (3.3.7) sont encore valables
ici. Précisons toutefois que la décomposition en termes locaux s'écrit

conme en 3.3.7 :

th,L(x) = ClQ(%o (o,x)v'e)
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ol x désigne un point de A(F), & une rigidification de L et 0

une section méromorphe de L , et ou le : Div(S)®Q —> Pic(S)®Q est

la surjection canonique. De plus dans le membre de droite, le symbole

(o,x est celui défini au §1 pour vE€s -
vV, €

celui du §2, compte-ténu de l'identification I‘v —~» R via ordv

(i.e. via la fonction =-log (valeur absolue ordinaire)).

g ¢ et pour v€s,  c'est
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CHAPITRE IV

Le groupe K(L)

Sommaire.
0. Introduction.

1. Sous-groupes quasi-finis d'un groupe semi-stable sur une base

hensélienne.

2. Rappels et compléments sur 1l'extension de Raynaud ; énoncé du

théoreéme.
3. Le cas ol S est un trait : généralités.
4. Le cas ol S est un trait : démonstration de 2.4.

5. Démonstration de 2.4 cas ol A est & fibres connexes.

6. Démonstration de 2.4 : cas général.

7. Application & la variété duale.

8. Gonflement des modéles semi-stables.

0. Introduction.

L'objet de ce chapitre, assez technique, est d'énoncer et de démon-
trer le théoréme 2.4., qui étend au cas des schémas en groupes semi-
stables (a fibre générique propre, sur une base normale) les outils fon-
damentaux que sont les groupes K(L) et G(L) attachés classiquement &
un faisceau inversible L sur un schéma abélien A ; on démontre en
particulier que lorsque K(L) est fini, la forme commutateur associée a
l'extension centrale G(L) est non dégénérée, ce qui permettra, au
chapitre VI, d'appliquer lorsque L est relativement ample la magie des
représentations des groupes thé&ta, exposée au chapitre V.

Lorsque la base est un trait, l'existence de K(L) ne pose pas de
difficultés (§3), gr8ce a l'existence des modéles de Néron. Le point
délicat est le "théoréme d'orthogonalité" 2.4 (iv), établi au §4 par une
" méthode & certains égards peu satisfaisante (cf. 4.2.5).

Au contraire, dans le cas d'une base de dimension % 2 , le point non
trivial est 1l'existence (ou plus exactement la platitude) de K(L), les
énoncés de non-dégénérescence se déduisant sans difficulté du cas d'un

trait. C'est ici que 1'"extension de Raynaud" (dont la construction est
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rappelée au §2) joue un rble crucial, puisqu'elle permet, grfce a force

dévissages, de se ramener au cas des schémas abéliens.

On donne enfin au §7 une application de la platitude de K(L) : si
une variété abélienne A sur un corps F admet un modéle semi-stable

au-dessus d'un modéle normal S de F , il en est de méme de sa duale.

1. Sous-groupes quasi-finis d'un groupe semi-stable sur une base hensé-

lienne.

1.0. Soit S 1le spectre d'un anneau local noethérien hensélien R , et

soient s son point fermé, k son corps résiduel. On se donne un

S-schéma en groupes semi-stable Ik;fgz S . Si X est un S-schéma

-\

quasi-fini et séparé sur S , nous noterons Xf ("partie finie" de X)

son plus grand sous-schéma fini sur S ; on a donc (cf. SGA 7, IX.2.2.3):

(1.0.1) X=Xf_u_X'

ou Xf est fini sur S et ou la fibre fermée Xé de X' est vide.

1.1. En parficulier prenons pour X un sous-schéma en groupes fermé H
de A , quasi-fini sur S . Alors Hf est un sous-groupe ouvert et fermé

de H ; nous poserons de plus, dans ce cas :

f

(1.1.1) gt = (mn 2%)F = gfn a°

A

("partie finie neutre" de H) ; c'est un sous-groupe ouvert et fermé de

Hf . Si H1 est un sous-groupe fermé de H , on vérifie immédiatement que
£ ' £
= n
(1.1.2) H) =HNH
fn ~ £N
= n
(1.1.3) H1 Hl H .

1.2. Supposons de plus H plat sur S : alors Hf eﬁ an le sont
également puisqu'ils sont ouverts dans H . Soit TOCIAg le tore maximal
~de la fibre fermée Ao . Le groupe HN To est de type multiplicatif
donc, d'aprés SGA 7, IX.6.1, se prolonge en un unique sous-groupe fini,

plat et de type multiplicatif de H , noté

n

(1.2.1) H CH ("partie torique" de H).

On a évidemment Huclfxl, et si H,CH est fermé et plat sur §
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on a

B n M
(1.2.2) H) = H,0H .

Notons enfin que si S' — S est un morphisme local de schémas

an

locaux henséliens la formation de Hu ' et Hf commute au change-

ment de base S' —> S . Nous poserons enfin
(1.2.3) P = g

c'est un S-schéma en groupes fini et plat, dont la fibre fermée Hgb

s'identifie & un sous-groupe de la "partie abélienne" Ag/To de ‘A .

1.3. Soit maintenant U un S-schéma noethérien, et soit HU un sous-

schéma en groupes fermé de A = A>%;U , quasi-fini et plat sur U

U
(dans nos applications, U sera souvent un sous-schéma ouvert de S).
Il existe alors my1l tel que HUC:mAU . Comme A est semi-stable, ﬁA
est un sous-groupe fermé de A , plat et guasi-fini sur S (SGA 7,

IX.2.2.1), et nous pouvons donc poser :

f _ £
(1.3.0) : Hys = By ATy )
: (on note ici
fn _ fn
_ " , " P = (mA) , etc.)

I1 est immédiat que ces définitions ne dépendent pas du choix de m
(& cause de (1.1.2), (1.1.3) et (1.2.2) appliqués aux inclusions

c . g s
1A mzA lorsque m1|m2). De plus les trois sous-groupes de HU ainsi
définis sont finis sur U car fermés dans (mAf)U ; i1 est de plus

immédiat que HS/S et HS?S sont ouverts dans HU » donc en fait finis
et plats sur U . De méme :

m

1.3.3. Lemme. Le groupe H;/S de (1.3.2) est plat sur U .

En effet on peut encore définir H;/S comme le noyau du morphisme
composé ‘
%)

(mA

b ATy = (AT mth

de U-groupes finis et plats ; il suffit donc de voir que ce morphisme
est de rang localement consiant sur U , ou encore qu'il en est de méme
du morphisme déduit par duai.ité de Cartier. Or ce dernier envoie un
groupe fini et plat vers un groupe fini étale :; son noyau est donc ouvert
et fermé, d'ol le lemme. B
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A

Grfce & 1.3.3, nous pouvons alors définir la "partie abéliennc"

ab _
de H_; c'est un U-schéma en groupes fini et plat.

U
= : : f
1.3.5. Lorsque U=S 1¥»est clair que les groupes HU/S P U/S HU/S ’
338 coincident avec les groupes Hg ' Hgn ' H; et Hgb de (1.0),
(l.lol)' (102.1)[ (102.3)0

De plus, le schéma S étant fixé, leur formation commute a tout
changement de base U' —— U entre S-schémas. De fagon plus générale,

si 1l'on a un diagramme commutatif

U' — U

o

S' —» S

ol S' est local hensélien et le morphisme S' —> S local, on a, en

posant HU‘ = HUXULI :

fn - fn .
et de méme pour les parties finies, torigques et abéliennes, la premiére
égalité résultant du fait déja remarqué que (. AS.) mAfn>%;S'.

2. Rappels et compléments sur 1l'extension de Raynaud ; énoncé du théoréme.

2.0. Gardant les hypothéses de 1.0, nous supposerons de plus que R est

complet et (pour simplifier) que A est & fibres connexes. Nous poserons

— n+l _ _ s s
Rn = R/m ’ Sn = Spec(Rn), An = A>%ssn » et nous designerons par

(2.0.1) Aey = (A )n}o

le schéma formel complété de A le long de sa fibre fermée Ao . Cette
derniére est, par hypothése, extension d'une variété abélienne B, par
un tore To , et on en déduit (SGA 7, IX.7) une suite exacte de

. S-schémas formels en groupes

"fo
—_— A ————--r—>B

for for 0

(2.0.2) 0 —> Tfor

c'est-a-dire un systéme compatible (pour n ¥0) de suites exactes de

Sn-schémas en groupes
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n
> n\_
(2'003) O Ll Tn > An ? Bn '——)'O

ou Bn est un Sn-schéma abélien et Tn un tore sur Sn .

2.1. Proposition. Soit L un G _-torseur cubiste sur Ao, (c'est-

for
da-dire un systéme (L_) Y de G -torseurs cubistes sur A munis
= n‘n)0 = m — n —/——

. * .
d'isomorphismes de transition). Alors Lfor69[—1] (Lfor) provient cano-

niguement d'un Gm-torseur cubiste sur Bfor . De plus il existe

)

S' —> S fini étale tel que (L provienne d'un Gm—torseur

for’s'

cubiste sur (Bfor?S"

Notons que si le corps résiduel k de R est séparablement clos,

la seconde assertion montre que le foncteur naturel

CUB(B G ) — CUB(A ) est essentiellement surjectif.

for' m, for for’' "m, for

La premiére assertion résulte de I,7.2.3 appliqué aux schémas de
base Sn . La seconde est également une variante "formelle" de loc. cit:

Y

en vertu de I,7.2.2 il suffit de trivialiser la restriction de L a

for

Tfor (comme extension, cf. I,7.2.1). Mais pour cela, compte tenu de
SGA 3, X.3.3, il suffit de trivialiser LO sur To , ce qui se fait

aprés extension finie séparable du corps de base. B

2.2, Proposition. On suppose gu'il existe sur A un faisceau inversible
cubiste ample relativement & S . Alors 1'extension (2.0.2) est algébri-

sable, c'est-d-dire qu'il existe une (unique) extension

(2.2.1) 0 —> T —> A% —> B —> 0

d'un S-schéma abélien B par un S-tore T , dont l'extension formelle

[}

ssociée soit (2.0.2).

De plus le foncteur naturel

(2.2.2) CUB(Ah,Gm'S) —> CUB(A._ _,@ )

for' "m, for

déduit de 1'isomorphisme (A‘q)formAfor est une éguivalence de catégories

Remarques :

- L'extension (2.2.1) est appelée (SGA 7, IX) l'extension de Raynaud
attachée & A (cf. [R2]).

- L'hypothése d'existence d'un faisceau cubiste ample est satisfaite
dés que S est normal : en effet A est alors quasi-projectif sur S
[Rl] et 1'on applique I,2.6.
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Démontrons que (2.0.2) est algébrisable (cf. SGA 7, IX.7). Soit L

*
e ~ 2k o= - - I [ o ) % -
un Gm~toruoux cubiste sur A , ample sur & . Alors (I//[ 1]AL)for

provient d'aprés 2.1 d'un Gm—torseur Mfor sur Bfor , qui est ample
([R]], XI.1.11) et par suite (EGA III,5.1.4) Beo, €St algébrisable.

D'autre part le tore Tfor provient d'un unique tore T sur S (3GA 3,
X.3.3) et 1l'extension (2.0.2) correspond a un morphisme

t

(2.2.3) Xeor = Bror

de S-schémas formels en groupes, ou X désigne le dual de T , et B
le S-schéma abélien dual de B . Comme T est isotrivial (SGA 3, loc

cit.), X est somme de S-schémas finis étales sur S ; en conséquence,
(2.2.3) provient d'un unique S-morphisme X —> gt qui correspond a

1'extension (2.2.1) annoncée.

Montrons que le foncteur (2.2.2) est pleinement fidéle. Soit

¢ cus (2 -
L € CUB(A ,Gm) et soit ofor une trivialisation de Lfor

= Sz(c

su A
sur for

Celle-ci induit une trivialisation & ) de la biextension

8 XA

for for

sur A . Mais considérons le diagramme :

2(Lfor) for for

G )

5 5. .
BIEXT(A",A ,Gm) — BIEXT(Afor,Afor, m

1

BIEXT(B,B;Gm) -~—> BIEXT(B G ) .

for'Bfor’ m

On sait (SGA 7, VIII) que les fléches verticales sont des équiva-
lences, et il en est de méme de la fléche inférieure par le théoréme
d'algébrisation (EGA III, loc. cit.) donc aussi de la fléche supérieure :

ainsi, éfor provient d'une unique trivialisation & de ﬁz(L) sur
Ah)(Ah , c'est-a-dire (I,3) que L est muni d'une structure d'extension
centrale de A

b

par Gm , commutative puisque Ah est semi-stable a

fibres connexes. Comme on a 6for = sz(ofor) cette extension est de plus

for for

4
EXT(A 'Gm) __*'EXT(Afor'Gm,for)

munie d'une trivialisation O sur A . Or le foncteur naturel

est une équivalence : on a en effet le diagramme de suites exactes

0 —— Hom(a%,6 ) ——— Hom(T, G_) :Extl(B,Gm) —_
l(a) l(’b) | (e
1
0 —> Hom(Afor’Gm,for) _—Q'Hom(Tfor’Gm,for) —> Ext (Bfor'Gm,for) -

1 :
— Ext (Abl,Gm) ———-———+Ex1.]('P,Gm)

l(d) l(e)

ot 1 vt
—Ext (Ap WG oo ) —> Exto (1

)

G
for'’ “m, for



84

Comme la catégorie des tores sur S est équivalente a celle des
"tores formels" (et d'ailleurs a celle des tores sur SO = Spec k , cf.
SGA 3, X.3.3), (b) et (e) sont des isomorphismes, de méme que (c) par le

théoréme d'algébrisation, donc (a) et (d) sont des isomorphismes, d'ou

notre assertion. En particulier la trivialisation O for de 1l'extension
Lfor provient d'une trivialisation ¢ de L , cqgfd.
Montrons que (2.2.2) est essentiellement surjectif. Soit
1 | . _ns 1 . 3 ’ t
LforGECUB(Afor'Gm,for)’ D'aprés 2.1 il existe S' —> S fini étale 'el
que Lfor = (Lfor)s' provienne d'un M%or sur B%or , lui-méme algébri-
sable en M' sur B', donc Léor s'algébrise en L' = 7%(M') sur
(AP)'. Il s'agit dés lors de redescendre L' a S . Considérons les
diagrammes
_ (1)
s" =8 XSS3 —R———a'S L S
(2)
p
(1
"= §'x,S! pn)vs' P S (n ¥0)
n n"S""n ——T57+ n "~ “n 4
Py
ou l'on a pose Sn =S ><SSn . Comme Lfor provient de Lfor sur S ,
2 (l)* ] ~ (2)*1 1 A
on a pour tout n une donnee de descente P, Ln — P, Ln , c'est-a-

(2)*L|—l
n n
(2)*Ll_l

*

dire une trivialisation sur Ag" de pél)
n *

trivialisation, au-dessus de S; , de p(l) L'®p

Lr'1®p , Ou encore une

, ces triviali-
‘sations étant compatibles pour n variable. Or, comme S" est lui-méme
somme de spectres d'anneaux locaux complets, on peut appliquer le résultat
de pleine fidélité précédent, d'ou une trivialisation sur Agu de
p(l)*L'®;J2)*L'_1 qui est bien entendu une donnée de descente. B

2.3. Gardons les hypothéses de 2.0, et soit m un entier » 1 . Procédant
comme expliqué en SGA 7, IX.7.3 pour les modules de Tate, on trouve des

isomorphismes canoniques

(A = 7
m m
f _ fn _ Cl
(2.3.1) (A = (A) n(A)
ab _
(,A) B

de S-schémas en groupes, caractérisés par la condition d'induire, sur

les complétés formels, les isomorphismes naturels

ain - ) = (A ) = (A

(m for m(Afor m Afor mA for
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W

(rc—zsgl.D les isomorphismes analogues (mA)for = (mT)for et
(mA)for = (mB)for)'

Soit maintenant U un S-schéma, et soit HU , comme dans 1.3, un

sous~-schéma en groupes fermé de AU , plat et quagsi-fini sur U . On
. . . £ - W fn ab .
dispose alors des U-groupes finis et plats HU/S ' HU/S ' HU/S , conte

ab 3 <
)U des que HU .

Grice aux isomorphismes (2.3.1) on en déduit des U-groupes finis et

plats, notés HG/S ' HS/S ’ Hb/s pour faire joli, et définis par le

nus respectivement dans (mAu)U ' (mAfn)U et (mA

diagramme commutatif

" fn b

0 —>Hy,o — HU;S ——->H_3/S —_ 0
R

O —Hyg — Hy,g — H#{J/S — 0

(2.3.2) ] 1 ' 'l

m U U
0O —> T —_— AF —— B —s 0

ol les lignes sont exactes et ol les isomorphismes entre les deux pre-
miéres lignes sont induits par (2.3.1). Il est clair d'autre part que
les sous-groupes H;/S etc.de T , Ah et B sont indépendants du

choix de m .

. fn H . . . - 4
(Bien que HU/S et HU/S soient canoniquement isomorphes il est
préférable, au moins dans 1'immédiat, de maintenir la différence de

notation).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme principal de ce chapitre.

2.4. Théoréme. Soient S un schéma intéqre localement noethérien normal,
m son point généricue. Soit A £, 5 un S-gchéma en groupes semi-
stable (II,1.2.7) tel cue ca fibre générique A.n soit une variété abé-

lienne, et soit Lﬂ un Gm-torseur cubiste sur A, . On suppose que :

r L4 a » . . .
L, est non dégénéré, i.e. le groupe K(Lﬂ) est fini (I,4.2) (ce

dernier sera noté Kﬂ)

Ln admet un prolongement cubiste Lg sur la compocante neutre

o

A~ de A

(la premiére hypothése est vérifiée par exemple ai L, est ample, ct la

est symétrique (1I,3.2.2 et 3.3))

seconde 5i S est régulier ou si Ln



Alors

(i) Kﬂ se_prolonge en un unicue sous-qroupe fermé KS de A

qui _est plat et quasi-fini sur S (et _cui est donc nécessairement

1l'adhérence schématiocue de Kﬂ dans A).

(ii) I1 existe un unique accouplement alterné

Ln
eS : KSXKS —"Gm,s

prolongeant 1'accounlement eLn de [MZl, § 23. De plus si K est fini

«Q —

sur S , egn est une dualité parfaite.
(iii) oOn suppose cue L,q admet un prolongement cubiscte LS sur A.
Alors la restriction a KgXA de la biextension 8,(L;) est munie d'une
[

trivialisation prolongeant celle de ﬂz(Ln) définie en I,84, de sorte

que d'aprés loc. cit. le Gm—torseur L est muni d'une structure

sIKS
naturelle d'extension centrale, notée

1 —€ g5 — G(Lg) —> K, —> 0

-

et d'une action de cette extension sur LS . De plus la forme egn

coincide alors avec la forme commutateur de 1'extension q(LS).

(iv) (Théoreéme d'orthogonalité). On supoose que S est le spectre

d'un _anneau local hensélien R , de sorte que (§1) KS est muni d'une
filtration KuCKrnCK . Alors Kfn est 1'orthogonal de Ku pour la
S S S —_— S 2b S

forme egn , et la forme induite sur le gquotient Ks est une dualité

parfaite. Si de vlus KS est fini sur S , egn induit une dualité var-

. W fn
faite entre K; et KS/KS .

(v) On suppose que S = Spec R ol R est local complet, et que

A est & fibres conne:xes, de sorte que 1'extension de Ravnaud

O —> T >Ah > B > O

de A est ¢éfinie (2.2). D'aprés loc. cit., il existe un unique

Gm-torseur cubiste LEq sur A% ~dont le complété formel soit (L )

. _ for °
L provienne d'ud Gm—torseur (cubiste) L sur

Suprosons alors que

B (ce qui est vérifié en tout cas aprécs changement de base fini étale

' N 7 - .
d'aprés I1,7.2.3). Alors le sous—groupe KS¢ de (2.3.2) coincide avec
K(L), et la forme induite par eSﬂ sur K 2=KS grice a (iv) coincide
avec eL .

2.4.1. Lemme. Supposong 2.4 (i), (ii), (iii) établis chaque fois cue S

est un trait, et 2.4 (i) établi pour A, S, L, donnés. Alors 2.4 (1ii)

~

et (iii) sont vrais pour A , 3, In




En effet, appliquant (ii) et (iii) aux points de codimension 1 de
S , on voit qu'il existe un gros ouvert (II,3.1) UCS et une forme

alternée

eL“: K XK. —> Gm (avec K

U v MU U=KS|U)

prolongeant eLn . Mais comme K est plat sur S , KU><KU contient

S
tous les points de profondeur { 1 de KSXKS , donc egn se prolonge en
egn , évidemment bilinéaire alternée par densité. De plus si K est
fini sur S , egn définit un morphisme de KS dans son dual de Cartier,

qui est un isomorphisme en codimension 1, donc est un isomorphicme.

La démonstration de (iii) est tout & fait analogue : une trivialisa-
tion de SZ(LU) sur KU><AU (avec les notations ci-dessus) s'étend en
une trivialisation de SZ(LS) sur KgXA par le méme argument de
profondeur. H

Nous allons donc commencer (§3 et 4) par démontrer 2.4 lorsque S
est un trait ; dans ce cas le théoréme reposera de fagon essentielle sur

1'existence du modéle de Néron de la variété duale A% .

3. Le cas o S est un trait : généralités.

3.0. Dans ce § on fixe S = Spec A , o0 A est un anneau de valuation
discréte de corps de fractions F et de corps résiduel Xk . On note
m=8pec F, s =8Speck , et T = FX/A>< .

On se donne de plus un S-schéma en groupes lisse de type fini

a -Ls S , tel gue la fibre générique A, soit une variété abélienne sur

t

F (mais on ne suppose pas A semi-stable). On note Aﬂ la duale de
A.rl ., et At le modéle de Néron de Aﬁ sur S . Enfin on note P, 1la

biextension de Poincaré de (A#,An) par Gm n "
’

Soit L,q un Gm—torseur rigidifié sur Aﬂ . que 1l'on munit de son
unicue structure cubiste compatible a la rigidification. On a alors un

homomorphisme

(cf. I,4.1) défini par la condition

(3.0.1) (@
Lﬂ

l'isomorphisme (3.0.1) est alors unique si on lui impose de respecter les

*
xIdAn) (P.q) ﬁz(Ln) :

rigidifications, ou, ce qui revient au méme, les structures de biexten-
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sions. Rappelons aussi le groupe

K(Lm) = Ker(<PL ) (1,4.2)
Ul
et le Gm-torseur sur K(Lﬂ)
G(L ) =L (1,4.4)
m ﬂlK(Ln) »

qui est muni canoniquement (I, §4) d'une structure d'extension centrale
et d'une action du groupe sous-jacent sur le torseur Ln . Enfin on note

el . K(Ln) XK(Ln) . «;m,11

la forme commutateur associée a cette extension, qui est un accouplement

alterné.

3.1. Appliquons maintenant au morphisme 29 la propriété universelle
m
du modéle de Néron A% : on obtient un unique S-morphisme

t
(3.1.1) mL .S + A —> A

prolongeant P, v et 1l'on pose
M

(3.1.2) KS(L.,]) = Ker(ch ,s) ;

c'est un sous-S-schéma en groupes fermé de A (non nécessairement plat

sur S) prolongeant K(Lﬂ)'

3.2. Lemme. Soit A[1] le plus petit sous-S-groupe ouvert de A conte-

nant KS(Ln) : i1 existe alors une unigue biextension E de (A{1 +A)

par Gm prolongeant Qz(Ln) ; cette biextension est munie canoniquement
d'une trivialisation ¢ au-dessus de KS(Lﬂ)><A , et d'un isomorphisme

de symétrie

€ : EAEIJXA[IJ = S*EA[i]XA[IJ

(o s: A[1]><A[1] ——»vA[l]><A[l]4 est 1'échange des facteurs), prolon-

geant les donnfes naturelles analogues sur Ez(Ln) (en particulier §

est 1'identité sur la diagonale).

Démonstration : posons pour abréger Kn = K(Lﬂ)' KS = Ks(Lh)' by = @Ln ’
=9 . Soit At'o la composante neutre de At ; alors on a

s =% ,s :
tvidemment ALY ccpgl(At'O)

existe (SGA 7, VIII.7.1) une unique biextension PS de (At'O,A) par

@

t,O

. Comme A est & fibres connexes, il

Gm prolongeant Pﬂ . I1 suffit alors de poser



8e

+*
" —— D
E (conIdA) (ls)

qui prolonge ﬂz(Ln) par (3.0.1). L'unicité de E , ainsi que 1l'isowor-
phisme de symétrie & , résultent de SGA 7, loc. cit. La trivialisation

de E sur K XA provient de la définition de I et de K, . @

)
La trivialisation ¢ et l'isomorphisme de symétrie §& donnent
- .7
naissance, comme en I,3.3.5, a une seconde trivialication ¢ de E sur

KS><KS , d'ol un accounlement alterné, "différence" de o et 0 :

(3.2.1) e .k (L )XKS(L

L -
= ll

) —> G
m

n ,S

qui prolonge 1'accouplement e , ceci grice a I,3.3.6.

3.3. Donnons-nous de plus un Gm—torseur cubiste L sur A , prolon-

S
geant Lﬂ . On posera alors, pour csimplifier 1'écriture :
op =9 o :A—>na"
S n’
(3.3.1) K(LS) = KS(Ln)
Ls = oI .
e eS : K(LS)XK(LS) --—-’*Gm's .

On vérifie immédiatement que si A est un schéma abélien, ces nota-

tions sont compatibles avec les notions habituelles (I, $4 et [le,.§23):
par exemple K(LS) est bien le "groupe des translations qui respectent
LS.

D'autre part notons A'tCZAt le plus petit sous-groupe ouvert de

At contenant 1'image de © et soient @ et o't les groupes de

Lg

composantes connexes respectifs des fibres fermées Ao et Aét . Consi-

dérons le morphisme

¢ . 't
CPL XIdA.AXA —> A" " XA .

S
3.3.2. Lemme. Il existe une (unique) bie:rtension Pé de (A't,A) par
, et 1'on a un (unique) isomorphisme de biexten-

Gm,s prolongeant P

Ul
sions :
.3.2.1 * ! ~
(3.3 ) (coLSx:ch) (P§) = 8,(Lg)
prolongeant (3.0.1). De plus la restriction de Sz(LS) a rA[1]><A[1]
est canonicuement isomorphe & la biextension E de 3.2 (A‘ll étant

comme dans loc. cit.).
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Démonstration : d'aprés SGA 7, VIII.7.1, l'obstruction a 1l'existence de

Pé s'interpréte comme un accouplement
a(py) : @t xe — (@/2), .

Comme sur la fibre générique on a ﬂz(Ln) >~ ($n><1d)*(Pn), 1'obstruc-

tion a prolonger la biextension Sz(Ln) ur AXA est l'application

composée :
P XId ‘ a(e,)
XY —— @' XF —— (/7))
ou 58 est induit par ¢g donc est surijectif par définition de at

Comme ﬂz(L) est prolongée sur AXA (par ﬂz(LS)), cette application

composée est nulle donc d(Pn)==0 puisque 5S><Id est surjectif. Ceci

‘prouve l'existence de Pé et les autres assertions résultent de 1l'unicité

du prolongement (SGA 7, loc. cit.). B

3.3.3. L'isomorphisme (3.3.2.1) fournit une trivialisation naturelle de

la restriction a KS><A de la biextension ﬂz(LS), prolongeant la tri-

vialisation habituelle de ﬂz(Ln) sur K, XA, . D'aprés I,§3 on en tire
un S-schéma en groupes, extension centrale de Kg = K(LS) par G ¢
’

et noté Q(LS) ; le G -torseur sur K(LS) sous-jacent a Q(LS)
s'identifie de plus 4 la restriction de Lg a K(LS), et 1'on a une
action & gauche de q(LS) sur Lg ; ces données prolongent le groupe
G(L,) et son action sur L, . Enfin il résulte de I,3.3.6 et de la
compatibilité de E et SZ(LS), que la forme commutateur sur K(LS)

déduite de G(Lg) coincide avec la forme eLS==eIS"n de (3.3.1).

3.4. Proposition. Sous les hypothéses de 3.0, supposons de plus que

(a) A est semi-stable

(b) L, est non dégénéré, i.e. K(Ln)' est fini.
Alors : |
induit par @

(i) le morphisme sur les composantes

o
¢LT|'S L'S
neutres A° et At’o est surjectif, plat et quasi-fini.

(ii) o est plat et quasi-fini.
L..S —

En particulier le groupe KS(Lﬂ) de (3.1.2) est plat et quasi-fini
sur S .

Remarque. L'hypothése de semi-stabilité est essentielle : prendre pour A
une courbe elliptique a réduction additive, et pour Lﬂ la puissance |
p-iéme (avec p=car(k) > 0) de la polarisation canonique. Par contre si
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A est semi-stable mais Ln quelconque, j'ignore si KS(Lh) est
toujours plat sur S .

Démontrons 3.4. Comme A° est un sous-groupe ouvert de A , (ii)

résulte de (i). Montrons donc (i). Comme wL ==¢n est fini, il existe
: n
t s . . . .
m>)»O et wﬂ : Ay —> A, tels que ¢no¢n soit la multiplication par m

dans Aﬂ . Comme A est semi-stable c'est un sous-groupe ouvert du
modéle de Néron # de A (sGa 7, IX.3.2) donc ¢n est induit par un

morphisme ¢g: At’o — 2%=4° , qui vérifie go@g==[m]Ao . Or [m]Ao

est quasi-fini puisque A est semi-stable ; il en est donc de méme de
o
s
plat grice au critére de platitude par fibres (EGA IV, 11.3.10). a

qui est par suite surijectif pour des raisons de dimension, et donc

4. Le cas o S est un trait : démonstration de 2.4.

——

4.0. On se place maintenant sous les hypothéses de 2.4, avec de plus
S = Spec A comme au §3. Grice aux constructions du §3, les parties (i),
(ii) et (iii) de 2.4 sont démontrées sur S , sauf l'assertion de non-

dégénérescence de (ii). Cependant :

4.1. Lemme. L'assertion de non-dégénérescence de 2.4 (ii) résulte de
2.4 (iv).

Démonstration : on peut évidemment remplacer A par son hensélisé.

Supposons K, fini sur S et soit N 1le noyau de eS==egﬂ c'est-a-

S
dire le noyau du morphisme de K

’
dans son dual de Cartier ﬁ défini

S S

par e. .

On a d'abord N C (Kg)'L = Kgn
derniére assertion de 2.4 (iv) montre que NN Kg = {0} , donc N s'iden-
tifie & un sous-groupe de Kgn/K: = Kgb , d'o0 N=0 puisque la forme
induite sur Kgb est une dualité parfaite. W

d'aprés 2.4 (iv) ; d'autre part la

4.2. Prouvons maintenant 2.4 (v), ainsi que l'inclusion KZCZ(Kgn)L de
2.4 (iv) et le fait, affirmé dans 2.4 (iv), que eLﬂ induit une dualité

S

ab . . .
Pour ces deux dernieres assertions nous pouvons

parfaite sur KS .
supposer A a fibres connexes, remplacer l'anneau R par son complété,
" puis effectue: un changement de base fini étale de maniére & nous placer
sous les hypothéses de 2.4 (v). Posons alors L=LZ . On dispoce alors

S
de l'extension de Raynaud

0 —>T —23 T,p5 50
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et du Gm-torseur cubiste LH sur aH qui "algébrise" L , ainsi,

_ _ for
par hypothése, que d'un G —torseur cubiste L sur B tel que
8 ~ n*(L). L'existence de I équivaut d'ailleurs & celle de ifor
descendant L sur le schéma formel Bfor ; de plus, notant pour sim-

for
plifier K=K

S ! je dis qu'il suffit d'établir :

4 ab = fn “ C .' . .

(4.2.1) 1le schéma formel (K )for (K )for/(K )for Bfor s'identifie
a K(ﬁfor) ; de plus la restriction de el (3.3.1) &
(Kfn)forx(Kfn)for est l'application composée : _
L

K % K —A-a,Kab'xKab = K(DL. ) xK(L. ) e fOT G
“for © " for- for for for for m, for
fn

(notons que Kfo =K puisque A est 4 fibres connexes).

r for

O] fn,L

mais aussi l'assertion de dualité parfaite sur Kab puisque, comme

ab _ =
Kfor = K(Lfor T
et 1l'on sait ([M2], § 23) que ceci implique que e~ est non dégénérée.

En effet ceci établira bien 2.4 (v) et l'inclusion K

est fini, le faisceau L st non dégénéré sur B
) , 1 a a Lfor est non dégénéré for '

Considérons maintenant la composante neutre at©

Néron At de Aﬁﬂ. Comme elle est semi-stable, on a encore une extension

du modeéle de

de S-schémas formels en groupes

. t,o f .
o Tfor Afor ! Bfor 0

(ainsi que l'extension de Raynaud correspondante, que nous n'utiliserons
pas ici). On sait d'autre part qu'il existe une unique biextension P de
(At'o,A) par Gm,s , prolongeant la biextension de Poincaré (§3) et un
unique isomorphisme de biextensions sur AXA :

(4.2.2) 8,(L) > (9 x1d,)"(P)

d'ol une trivialisation de ﬁz(L) sur KXK qui sert a définir el .

Or le morphisme ¢

L donne naissance & un diagramme commutatif :

—> B —_— 0

A for

O — T

for for

l l?L,for 1¢L,for

tho g Lo

: Afor for

0 ——— T!
for

et d'autre part d'aprés SGA 7, VIII.3.5 la biextension Pfor sur

t,o
AforXA

par G

. o P = ]
for S€ redescend en une unique biextension _Pfor de (Bfor'Bfor)
. Comme ﬂz(Lfor) se redescend en ﬁz(Lfor) sur B  XBg .,

m, for r
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on en déduit grice a loc. cit. un unique isomorphisme de biextensions

- ~ — #* -
(4.2.3) 8, (L. ) = (9 XId, ) (Pg )

qui descend (4.2.2).

Or on sait (SGA 7, IX.7.4) que l'on peut identifier B%or au schéma
t

abélien formel Bfor dual de Bfor
t

X B
for for
alors que, modulo cette identification, on a

, de sorte que P corresponde a

for

biextension de Poincaré sur B . L'isomorphisme (4.2.3) montre

t

(4.2.4) %) = 9= : B —> B .
L, for Lfor for for
. v G« sas - fn  _
Comme il est immediat que Ker(@L,for) = Kfor Kfor , et donc que
= _ ab ' , . ab _ = = _
Ker ¢L,for = Kely v (4.2.4) montre bien que Keor K(Lfor) Ker(cpL ).

for
Enfin la compatibilité de (4.2.2) et (4.2.3) nous dit que la trivialisa-

. rd . L3 L . rd (] .
qui definit €for est image reci

tion de' ﬂZ(Lfor) sur Kfoerfor

proque, via

ab ab

forXKfor ) XK(L

L

K X K —> K = K(L )

for for for for

for

de la trivialisation de ﬂz(ifor) qui définit e . Ceci achéve de

prouver (4.2.1).

4.2.5. Remargue. L'auteur regrette d'avoir eu 4 utiliser la dualité des

for ©t B%or (sGa 7, 1X.7.4), laquelle repose dans

loc. cit. sur un théoréme d'orthogonalité (pour les modules de Tate)

parties abéliennes B

tout a fait analogue au ndtre, et qui devrait 1l'impliquer de maniére
beaucoup plus "formelle".

4.3. Il reste a établir 1l'égalité Kfn = (K."b)’L , ainsi que la dualité
entre K" et K/Kfn dans le cas fini. Nous allons le faire sous les
hypothéses générales de 2.4 (iv), i.e. sans supposer que dim S=1 , et

en utilisant seulement 1l'inclusion Kfn c (K,p')'L .
fn '

2

D'abord 1'égalité K™ = (x")' entraine l'assertion‘de dualité :

en effet la forme eg induit un morphisme

(4.3.1) KK — (kY

qui est un isomorphisme sur les fibres génériques, parce que eL“ est
une dualité parfaite (L11 étant non dégénéré) et que par hypothése Kfn
est l'orthogonal de K" . Ccmme les deux groupes concernés sont étales

sur S , et finis par hypothése, (4.3.1) est bien un isomorphisme, cqfd.
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Il suffit a'établir 1'égalité K™ = (K

v 'L : Id . 3 . :
ques : en effet (K“’) , qui est par définition le noyau d'un morphisme

n . .
"y sur les fibres généri-

de K dans le groupe étale (Ku )A ., est ouvert (et fermé) dans K donc

plat sur S , et le quotient de (KM)l par son sous-groupe fini et plat
fn

K est donc plat et quasi-fini donc nul dés que sa fibre générique est
nulle.
Pour tout m Y1 . introduisons les groupes
_ ®m _ ®m
(4.3.2) K, = Kg(Ly™) Ko,n = K(Ly )

dont chacun est muni d'une forme alternée
Am

L
= el . — .
e eg Km me Gm,S
(4.3.3) . ®m
L —_—
= : X
em:ﬂ © Km:ﬂ Km:ﬂ Gm,n
la forme e M étant une dualité parfaite.
‘ ’
Comme @ = my ¢ ONn a
i Ly
M
-1
4. .4 =
(4.3.4) Ko, [m] (K, )

et on rappelle ([M2], § 23) que pour xél-in et y€Km g r ona

(4.3.5) em'n(x,y) = en(x,my) .
Par densité, (4.3.4) et (4.3.5) entrainent respectivement
(4.3.6) K= [ml71(K)
m A
(4.3.7) e (x,y) = eg(x,my) (x€K , y€ K) .
La démonstration va consister a compter les dimensiohs. Posons

(4.3.8) 4 .

= W =
rgKTl ' du—rgK ' cElf rg K

g dim Bo = g—g

a [

. = 20
(on rappelle que T, est le tore maximal de A, et B, ,Ao/To)'

4.3.9. Lemme. Pour tout my)1 , on a :

g 2g-g
= 29 - B W fn _ W
rg Km,'q dm , Irg Km du m , g Km df m .

L A
De plus on a (K”‘)*c (};;) m (ou - désigne 1'orthogonal pour em)

et cette inclusion induit ur. isomorphisme
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L
WL, fn . W m, fn

Les assertions sur les rangs sont immédiates, la premiére en remar-
quant d'aprés (4.3.4) que K . est extension de Kﬂ par mAn.' les
’
deux autres résultant de fagon analogue de (4.3.6) et du calcul du rang

L
sur la fibre fermée. L'inclusion (Ku)lCZ(K;) M résulte de (4.3.7) : si
(1.2.2). Enfin, d'aprés (1.1.3) on a Kinﬂ K = KI® donc 1le morphisme

(4.3.9.1) est un monomorphisme ; mais d'autre part comme ®m,n est non
’

dégénérée on a

. . 1 : 2g_g
rg(Km,n) = rg Km'n/rg Kn,m a m ;
par suite le rang du second membre de (4.3.9.1) est aﬁ%- . donc est
W f

indépendant de m donc égal (en faisant m=1) 3 celui du premier
membre. M

4.3.10. Lemme. Pour tout nl}l , le morphisme de multiplication par m :

. L
W m Xm WL
(Km;n) ———9-(Kn)

est un épimorphisme.

En effet soit ¢m: Ko — Kp,n 1@ morphisme induit par la forme

. ’ ’ ~
e (d'un cdté ou de 1l'autre, au choix du lecteur) et ¢==¢1 :K.,n -—a-Kn,
'. .

On a alors le diagramme commutatif :

R /N . .
K _in.,K _%(Ku‘ )
m,Tn m,n m,n

Xm can’ can2
1 P l i

Ky = Ky SR ag)
ou les fléches can , can1 ' can2 sont déduites par dualité de Cartier
des inclusions naturelles. La commEtativité du carré de gauche résulte
de (4.3.5). Par définition, (K;:ﬂ) M (resp. (Kz)L) est le noyau de la
fléche composée sur la premiére (resp. deuxiéme) ligne. Par le lemme du
serpent, il suffit de voir que la fléche

Ker(canl) — Ker(canz)
est surjective, ce qui équivaut par dualité 3 1l'injectivité de

o
K::ﬂ/kﬂ Km:ﬂ/kﬂ
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autrement dit & 1'égalité K: = K, " K , dui résulte de (1.2.2). ®
. r

4.3.11. Les lemmes 4.3.9 et 4.3.10 montrent que, pour tout nx)l ¢ la
multiplication par m dans le groupe (K:)L/Kﬁn est surjective. Comme
ce groupe est fini il est alors nécessairement nul, ce qui achéve la

démonstration.

5. Démonstration de 2.4 (i) : cas o0 A est & fibres connexes.

5.0. Plagons-nous maintenant sous les hypothéses générales du théoréme
2.4. L'assertion 2.4 (i) étant de nature locale, nous pouvons supposer
que S est affine, et méme, grice a EGA IV, 8.8.2, que S est le
spectre d'une Z-algébre de type fini et normale. D'autre part comme

2.4 est démontré en dimension 1, il existe un gros ouvert U&S (II, 3.1)

et un sous-groupe fermé KUCZAU » plat et quasi-fini sur U , prolongeant

K., , et muni de plus d'une forme alternée e prolongeant eLn . Se

pgagant aux points maximaux de S-U , on vgit donc que 1l'on peut suppo-
ser que S est local normal de dimension Y 2 , et essentiellement de
type fini sur Z , donc excellent, et que U est le complémentaire du
point fermé. Enfin, compte tenu du comportement de 1'adhérence schéma-
tique de KU par changement de base fidélement plat (EGA IV, 11.10.5)

nous sommes ramenés par complétion a la situation suivante :

(5.0.1) S=Spec R, ou R est local noethérien complet normal de
dimension ) 2 , et si s=Spec k désigne le point fermé de S
et U=8-{s}, il existe KU fermé dans AU R

sur U et prolongeant K.rl , et une forme alternée e, sur KU

plat et quasi-fini

prolongeant eL“ .
Dans ce § nous supposerons de plus due
(5.0.2) A est a fibres connexes.

Sous ces hypothéses 1'adhérence de K; dans A ‘est réunion de Ky
] 2 fn : ] d . fn
et de 1'adhérence de KU/S (1.3.1) donc il s'agit de voir que KU/S

admet dans A un prolongement fini et plat sur S .

Comme R est local complet nous pouvons considérer, comme dans
2.4 (v), l'extension de Raynaud A% ge a , et méme (quitte a effectuer
un changement de base fini étale) supposer comme dans loc. cit. que Loh

provient d'un Gm—torseur cubiste L sur B . Notons d'autre part que,

la correspondance entre sous-groupes de A et de AF exposée en 2.3,
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. . . . & ; t
il suffit de voir que le sous-groupe (fini et plat sur U) KJ/S de AG

t t er s
admet un prolongenent K'lcal , fini ct plat sur S . Commengons par s50n

"quoticent abdélien" KU/SCfBU (2.3.2)

5.1. Pronosition. Kﬁ/s = K(ﬁU) ; de plus K(L) est fini et plat sur S.

La seconde assertion résulte de la premicre : en effet

¥~ : B — Bt est alors une isogénie, donc = : B —> Bt est une
LU u U L

isogénie.

Montrons la premiére assertion. L'ensemble des points x€U tels
que Kb/s(x) # K(iU)(x) est un ouvert ; s'il n'est pas vide, il existe
donc un sous-schéma fermé YCS , intégre et de dimension 1, de point

générique & , tel que :

# -
. KU/S(E) # K(LU)(§)

- Ag est un schéma abélien sur Spec 6 (donc (KU)§==K(L§)).

S,§
Soit S' 1le normalisé de Y (qui est un trait, car Y est le
spectre d'un anneau local complet). La formation de Aq ' KE/S ' KU/S '
etc.,commute au changement de base (local) S' — S , donc nous sommes
ramenés au cas ou S est un trait, et la proposition est alors un cas

particulier de 2.4 (v). H

Le groupe K(L) fournit donc un prolongement fini et plat de Kﬁ/s

dans B , que nous noterons K’ .

5.2. Soit m wun entier » 1 tel que mKU==O . On a alors des diagrammes

0 —>r mT ——»'an -E£> B — O
(5.2.1) ] ] ]
0 — ? _— ? —_— K# — 0
O— Ty v ™ nfu 0
(5.2.2) ] ] ]
b, g #
0 — Kyss Kyss — h(u/s"—‘ 0
#
("),

et le probléme consiste a cémpléter la ligne inférieure de (5.2.1) de

fagon compatible avec celle de (5.2.2). Posons d'abord

- -1 # b
H= ()7 (K A,
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c'est un sous-groupe fini et plat de mAh , extension de K# par mT .
D'autre part on voit immédiatement, comme oI est de type multiplicatif,
que K%/S se prolonge en KbCImT , fini et plat sur S (on peut par
exemple supposer T déployé, et utiliser la dualité de Cartier et le
fait que U est connexe puisque S est normal). Nous sommes donc con-

duits a un diagramme

0] > b > ? > K# > O
Lo,
(0] > T »H —> K —> 0O

"b
A )

O Ne—3 +— R— O
O

#

et 1l'existence de l'extension cherchée (de K
celle de la fléche pointillée (rendant le diagramme commutatif), sachant
que celle-ci existe déja sur U . Or comme S est normal de dimension‘bz,
un morphisme H ——v-CU se prolonge en H — C puisque les groupes en

U
question sont finis et plats. Ceci achéve de démontrer 1l'existence de

par Kb) équivaut a

Kh , donc de K 1lorsque A est a& fibres connexes.

I d rd

6. Démonstration de 2.4 : cas général.

6.1. Commengons par démontrer 2.4 (i). Le raisonnement de 5.0 permet de -
se placer dans la situation de (5.0.1). De plus 1l'adhérence de K, dans
A est réunion de ﬁu et de l'adhérence de KS/S (1.3.0) donc nous
devons montrer que Kg/s admét un prolongement fini et plat sur S .
Comme dans 5.2, soit m)1 tel que m KU==O‘. Nous avons des diagrammes

fn f

QO —> A —-_ A ——> E —_— 0
m m
(6.1.1) J !
0 -—e-Kfn —_— —_— 2 —_— 0
fn f
(0] —-—?mAU — AU -——»-mEU - 0
(6.1.2) } ) }
fn f -
0 —Kysg = Kyyg = Kyg — O
i
(kM)



99

ol il s'agit de compléter la ligne inférieure de (6.1.1) de fagon compa-
tible avec celle de (6.1.2). Ici le groupe Kfn existe gréce a 5.2, et
comme E est étale et fini sur S nous sommes dans une situation duale
de celle de 5.2 (plus exactement les diagrammes faisant intervenir les
conoyaux des inclusions verticales sont du type dual de (5.2.1) et
(5.2.2)). On peut donc conclure de la méme fagon a 1l'existence d'une

suite exacte

0 — k" L kf % — 0

complétant (6.1.1), ce gui démontre 2.4 (i).

6.2. Les parties (ii) et (iii) de 2.4 sont alors démontrées grlce au
lemme 2.4.1. Il reste & montrer (iv) et (v), et nous pouvons pour cela
(sauf pour la derniére assertion de (iv)) nous placer dans la situation
de (v). L'égalité K’ = K(L) résulte alors de la construction de K

(5.1). Considérons maintenant la forme alternée composée :

L

KEP  kED oy kP 3P = 1 ——6_ o -
14

Comme 1'ensemble des points de S ou elle ne coincide pas avec eg

est un ouvert, nous pouvons appliquer le raisonnement de 5.1 et nous

ramener a la dimension 1, ce qui démontre 2.4 (v), ainsi que 1l'inclusion

Kfn
S —

(puisque L est non dégénéré). Enfin les autres assertions de (iv) en

L »’ » » » .
(- (Ku) - et 1'énoncé de non-dégénérescence sur Kab dans (iv)

résultent d'aprés 4.3.

7. Application 3 la variété duale.

7.1. Théoréme. 30it S un schéma intégre localement noethérien normal

de point généricque m . Soit A un S-schéma en groupes semi-stable

dont la fibre générique A~n est une variété abélienne. Alors :

(i) Il existe un unicque S-schéma en groupes semi-stable & fibres

’ t . e
connexes, noté A"’'°, prolongeant la variété duale Aﬁ de Aﬂ , et _une
unigue biextension P de (At'9 ) par Gm S prolongeant la biextension
. , t !
de Poincare Pﬂ sur Aﬂ><Aﬂ .

. . o . C .
(ii) Soit L~ un Gm—torseur cubiste sur A° , dont la restriction

Lﬂ a 11\,rl est non dégénérée. Notons A[l] le plus petit sous-groune

ouvert de A contenant le groupe KS(Lﬂ) de 2.4. Alors 4de morphisme
- - - T )
® : A -e~At se prolonge en un unigque morphisme © : ALlJ ——»—ALO
Lﬂ M ] Ln,S,

’
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. [ 1]
' ® = -
et 1l'on a Ker( L.,S ) KS ( LT] ) . De plus si L est_un Gm torseu_r_

’

cubiste sur Atl] prolongeant L° , on_a un_isomorphisme canonique de

biextensions sur A[1]><A[1] :

1), ~. *
(7.1.1) .\92(L[ ) = (chn,SXIdA[l'J) (PAt'OXA[1])

prolongeant 1'isomorphisme habituel sur Aﬂ><An , et l'extension centrale

de KS(Ln) = Ker(@Ln’S) par Gm,S ded§1te de cet isomorphisme par
I.4.1, coincide avec 1'extension Q,(L[1 ) de 2.4 (iii).

’  y . ' . ag t,o .
Démontrons (i). L'assertion d'unicité pour A™’ est bien connue
en codimension 1 sur S , et en codimension } 2 elle en résulte par

[Rl], IX.1.4. L'existence et 1'unicité de P résultent de II,3.6.

Pour 1l'existence de Atm’ nous pouvons supposer S 1local. Il
existe alors sur A° un ¢ -torseur 1° comme dans (ii) (par exemple
ample relativement a S , cf. (R1]). Il suffit alors de montrer que le
faisceau quotient Ao/'KS(L,n)ﬁAo est un schéma, puisque Aﬁ s'identifie
a Aﬂ/K(Ln)' Plus généralement :

7.1.2. Lemme. Soient S un schéma localement noethérien, A un

S-schéma en groupes semi-stable, K un sous-schéma en groupes fermé de

A , plat et quasi-fini sur S . On suppose vérifiée 1'une des deux hypo-

théses suivantes :

(i) localement pour la topologie étale sur S , A est quasi-
proijectif.

(ii) K est étale sur S .

Alors le faisceau quotient A/K est un S-schéma en groupes

(évidemment semi-stable).

Démonstration : montrons d'abord que A/K est un espace algébrigue sur

S (cf. [K]). C'est clair dans le cas (ii) ; dans le cas (i) la question
est locale sur S pour la topologie étale, donc nous pouvons supposer
que A est quasi-projectif sur S et que K se dévisse en

0o » Kf » K > B » O

ou Kf est fini et plat et E étale sur S . D'aprés SGA 3, V.4.1 et
1'hypothése de quasi-projectivité, le quotient A' = A/Kf est un schéma,
donc A/K = A'/E est bien un espace algébrique.

Pour voir que A/K est un schéma, il suffit de remarquer que (loca-
lement sur S) il existe NY1 tel que KCINA ; 11 existe donc un mor-
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phisme quasi-fini 7 :A/K —> A , et l'on applique [K], I1.6.16 (un
espace algébrique quasi-fini et séparé sur un schéma est un schéma). ®

(ii). Le quotient A[ll/KS(Ln) s'identifie a AO/KS(LT])”Ao puisque

Atl] = KS(Ln)Ao . I1 s'identifie donc aussi a At"o d'aprés la construc-

tion faite en (i) : modulo cette identification, on définit ¢, g comme
fql

la projection naturelle A[l] -—4~A[1]/KS(Ln).
1 L'isomorphisme (7.1.1) résulte de 1I,3.6. Enfin on a sur le torseur
L[1 restreint a K_(L_ ) deux structures d'extension centrale qui

S
coincident au point générique de S , donc coincident sur S . W

8. Gonflement des modéles semi-stables.

8.1. Proposition. Soient S un schéma, A un S-schéma en groupes

semi-stable, j: H > H' un morphisme de S-schémas en groupes commuta-

tifs étales, séparés et guasi~-finis sur S , qui est une immersion

ouverte, et ©® : H — A un morphisme fini de S-schémas en groupes.

Alors la somme amalgamée A' = AA}IH' existe dans la catégorie des

S~schémas en groupes commutatifs ; de plus le morphisme naturel

H' — A' est fini, le morphisme naturel A — A' est une immersion

ouverte, et A' est un S-schéma en groupes semi-stable.

En effet considérons le morphisme

A : H —?AXSH'

h — (¢(h),-j(h)) .

Comme przoK H — H' est une immersion, & est une immersion.

Comme prloZ
(EGA II, 6.1.5).

H —>A est fini et H' séparé, & est fini

Donc A est une immersion fermée, et comme H est plat sur S ,

le quotient
A' = Coker(d)

est un schéma en groupes semi-stable (cas (ii) de 7.1.2) et il est
immédiat que c'est la somme amalgamée cherchée. Pour voir que le mor-

. u , . . -
phisme naturel A —> A' est une immersion ouverte il suffit de remarquer

que le diagramme
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(a,h)  AXgH JAdXT AXg H'

1 ‘ l lw (projection naturelle)

a+¢(h) A —2 A

est cartésien, les deux fléches verticales étant des épimorphismes de
méme noyau. Comme 7 est fidélement plat et que IdXj est une immersion

ouverte, u est une immersion ouverte.

On montre de méme que v:H' —> A' est fini, grice au diagramme

cartésien
(h,h") HxSH'—i'Bf-I—d—»AxSH'
b I
j(h)+h' H —Y 5 A’ [ |

8.2. Corollaire. Soient S un schéma noethérien excellent intégre, A
un S-schéma en groupes semi-stable, N un entier ¥ 1 . Il existe alors
un _morphisme fini surjectif w :S1 —> S , avec Sl intéqre normal, et

un Sl—gghéma en groupes semi-stable A;. , contenant A; = AX/S,
comme sous-groupe ouvert et ayant méme fibre qénérigue que lui, et tel

que le novau de la multiplication par N dans Ai soit fini.

Désignons en effet par F le corps des fonctions de S et par F
une cldture algébrique de F . Soit F, une extension finie de F con-
tenue dans F , telle que les points d'ordre N de A(F) soient
rationnels sur F1 r et prenons pour Sl le normalisé de S dans Fl p
qui est fini sur S puisque S est excellent. Notons G le groupe
fini NAl(f‘l). Pour tout a€ G , considérons 1'adhérence {a} de a
dans Al , munie de sa structure de sous-schéma réduit. Comme {a} est

contenu dans NA1 il est quasi-fini sur S1 ; comme a est rationnel

17 le morphisme naturel {a} — S1 est birationnel donc est une

immersion ouverte d'aprés le "Main theorem" de Zariski (puisque S1 est

sur F

normal). Considérons le schéma somme
= || {&a}
a€G

c'est de fagon naturelle un S-schéma en groupes puisque la loi de
groupe de A, induit des morphismes

{a} xg (b} — {a+p) (a,b€ )

qui sont d'ailleurs des immersions ouvertes.
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On a par ailleurs une immersion ouverte

j : H—H' := GS = lJ_ S1
1 a€G
de H dans le S, -groupe constant H', et un morphisme naturel

1

@; H ——4'A1

induit par les inclusions {al} %—e-Al » et 9 est fini puisque ces
derniéres sont des immersions fermées. Nous pouvons donc appliquer 8.1

et poser
' = L
Al AlnHH ;

c'est bien un S_,-schéma en groupes semi-stable contenant Al comme

1
sous-groupe ouvert ; Ai et A, ont méme fibre générique car H et H'
ont tous deux pour fibre générique GF . Enfin, comme Ai est semi-
1

stable, le groupe NAi est plat sur S donc son espace sous-jacent est

1

aussi 1'image dans Ai

en résulte que (NAi)red est fini sur S ce qui achéve la démonstration.®

1'adhérence dans A! de la fibre générique (NAi)F = Hé ; c'est donc
1 1

du groupe constant H', qui est fini sur S . Il

8.2.1. Compléments. Supposons que S soit normal, que N soit inversible

sur S et (pour fixer les idées) que Ap soit une variété abélienne de
dimension g sur F . Le morphisme 7 consiste & rendre rationnels les
points d'ordre N de Az ; si U désigne un ouvert de S tel que AU

F
soit un U-schéma abélien, on peut supposer de plus, dans 8.2, dque :

a) m est étale au-dessus de U .
b) 7 est modérément ramifié en codimension 1 sur S .

c) m est galoisien, de groupe de Galois isomorphe a un sous-groupe
de GL2g(Z/NZ).

En effet a) et c) résultent du fait que (NA)U est isomorphe, loca-
lement pour la topologie étale sur U, a (Z/NZ)%g . Montrons b). Soit

X un point de codimension 1 de S et soit Iip)C:Gal(FS/F) le groupe
d'inertie sauvage correspondant, ol p est la caractéristique résiduelle
de x . Il s'agit de montrer que, pour tout nombre premier <€ #¥p , Iip)
opére trivialement sur le module de Tate TQ(AF ) . Comme GL(TQ(AF ))

S s
est un groupe de Lie ¢£-adique et que Iip) est un pro-p-groupe,
l'action en question se factorise par un quotiént fini de Iﬁp) ; comue
A a réduction semi-stable au point x , cette action est unipotente

(sGa 7, 1X.3.5) donec triviale.



104

CHAPITRE V

Représentations des groupes théta

Sommnaire.
0. Introduction.
1. Rappels et notations.

2. Représentations de poids 1 des groupes théta non dégénérés.

3. Représentations de poids 1 et sous-groupes de niveau.

0. Introduction.

Ce chapitre est entiérement indépendant des précédents ; il vise a
établir des théorémes de structure pour les représentations de poids 1
des "groupes théta non dégénérés" sur une base quelconque, a valeurs
dans un module non nécessairement localement libre. Le cas d'un groupe
lisse (qui est essentiellement celui des classiques '"groupes de
Heisenberg finis") est traité dans [MB] ; celui d'un groupe non nécessai-
rement lisse sur un corps algébriquement clos se trouve dans 1l'appendice

de [Se] (d'aprés des notes de Mumford).

Au §2 on obtient 1l'analogue du théoréme de structure habituel
(th. 2.4.2) lorsque 1l'on admet 1l'existence d'une représentation locale-
ment libre ayant le "bon rang" ; on montre ensuite qu'une telle représen-
tation existe aprés un changement de base fidelement plat (et méme lisse,
cf. th. 2.7). Le §3 étudie les invariants d'une représentation de poids 1
sous un "sous-grouve de niveau" (th. 3.2) et en wmarticulier montre e:xpli-
citement, lorsque le sous-groupe de niveau est "lagrangien", comment

reconstituer la représentation a partir de ses invariants (th. 3.4).

1. Rappels et notations.

Q

1.0. Dans tout ce chapitre, S désigne un schéma. 51 X est un S-schéma
affine sur S , on note A(X) la @S—algébre quasi-cohérente associée,
de sorte que X = Spec A(X).

Tous les (pré) faisceaux considérés seront sur le petit site des

S-schémas plats sur S , avec la topologie fppf. En particulier un
Gs—module quasi-cohérent M est identifié au faisceau T +—> T(T,MT),
et un S-schéma plat sur S au faisceau qu'il représente.
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On note QCS la catégorie des GS—modules quasi-cohérents.

1.1. Tous les S-schémas en groupes seront supposés dans ce chapitre
affines et plats sur S . Si G est un tel schéma en groupes, un

G-module (& gauche) est par définition un Gs—module quasi-cohérent M,

muni d'une représentation linéaire de G (au sens des faisceaux), i.e.

d'un morphisme de faisceaux en groupes

(1.1.1) p:G — Aut (M)

GS—Mod

ou, ce qui revient au méme (en considérant le point de G & valeurs
dans le S-schéma G correspondant & IdG) d'un automorphisme du

GG-module‘ MG ,‘ou encore d'un homomorphisme de @S—modules

(1.1.2) M —»A(G)® M

vérifiant certaines relations. Lorsque l'on interpréte A(G)®M comme
le faisceau Hom(G,M) des "fonctions sur G & valeurs dans M", alors
1'homomorphisme (1.1.2) associe & m&€M 1la fonction g +— p(g)(m)

sur G .

1.2, Si M est un G-module, on note M€ le sous-faisceau de M formé
des G-invariants. Remarquons que MG est un @S—module quasi-cohérent :
en effet, désignant par Mzar la restriction de M au petit site zaris-
kien de S , ceci revient & dire que la formation de (Mzarf3commute au
changement de base plat, ce qui est immédiat car il peut se définir

comme le noyau d'un morphisme convenable '

® .
Moy —>20@3NM

(Cette propriété des invariants est la raison essentielle pour laquelle
nous nous limitons au petit site, lequel suffit & nos besoins puisque

nous ne considérons que des schémas en groupés plats).

1.3. Soit G un S-schéma en groupes : le @S-module A(G) = Hom(G,GS)

est muni d'une structure naturelle de (GXG)-module, grice a la formule

1

(1.3.1) [y, y ) £l(g) = £(¥' "1gy) (£F€A(G);Y,Y',g€G).

Nous noterons A(G)+ (resp. A(G)_) 1le G-module obtenu en res-
treignant 1l'action ci-dessus & {1} XG (resp. Gx{1}). Notons que
A(G), est simplement la représentation réquliére (droite) de G .




}=s
O
(@)}

Si ME€QC, nous noterons M1V le G-module M muni de 1'action
()

triviale de G . On vérifie alors sans difficulté le lemme suivant

1.3.2. Lemme. Si M est un G-module, le morphisme (1.1.2)

M — A(G)® M= Hom(G,M)

est un G-morphisme de M dans A(G)+§9Mtrlv , ¢t un isomorphisme de
Mtrlv avec le sous-module

(ate)_®mC = Homg (G, 1)

de A(G)®M . B

1.4. Si G est un S-schéma en groupes, on note IGC:A(G) 1'idéal de

la section unité. Si G est fini localement libre sur S , on note G

son dual de Cartier, de sorte que

G Hom (G,G
=—S-groupes

)

(1.4.1) m, S

A(G) = Hom (a(G),6g)

———@S—Mod
et que A(G) est de fagon naturelle un A(G)-module, qui n'est autre

que le module dualisant relatif de G sur S .

Le groupe G opére de fagon naturelle sur le faisceau A(a) ; on
note '

(1.4.2) D = A(6)°CA(G)
le sous-@svmodule des "mesures invariantes" de G . Il posséde les
propriétés suivantes (cf. [R3], Appendice) :

(1.4.3) D, est un Gs—module inversible et un idéal de A(&) ; les

idéaux IG et D

g de A(a) sont localement facteurs directs

dans A(G) ; leur formation commute & tout changement de base,
et chacun est 1l'annulateur de 1l'autre.

(1.4.4) Le morphisme

A(G) @ D — A(G)

S

déduit de la structure de A(G)-module sur A(G) est un iso-

G

morphisme de A(G)-modules (on notera que le dualisant A(&)
est un A(G)-module inversible). '
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(1.4.5) On dispose par dualité du Og-module inversible Da’fA(G) :
alors le morphisme
A R
D D —-—->@S

G @S G

induit par 1'accouplement naturel entre A(G) et A(a), est une

duaiité parfaite entre DG et Dé (loc. cit., lemme 7).

2. Représentations de poids 1 des groupes th&ta non dégénérés.

2.0. On se donne dans ce § un S-schéma en groupes commutatif K , fini
localement libre de rang d2 sur S , et un groupe théta G au-dessus
de K , c'est-a-dire ([M2], § 23) une extension centrale

A 4
=

(2.0.1) 1 —G > G — K

de K par G . , que nous supposerons non dégénérée, c'est-a-dire que

S
’
1'accouplement alterné

(2.0.2) e : KXK -—>Gm-'s

défini par e(m(g),m(g')) = [g,g'] = gg'g'-lg'-1 , est une dualité par-
faite. Notons que G est affine et plat sur S puisque c'est un

Gm—torseur sur K .

2.1. Si M est un G-module, la restriction a G de l'action de

m,S
sur M fournit une décomposition naturelle

(2.1.1) Mm=@@ ni
i€z
ou M(l) est le plus grand sous-module de M sur lequel LA opére par

le caractére X —> A1 . oOn dit que M est de poids i€7Z si M==M(l).

En particulier, l'action de § sur lui-méme par translations donne

une décomposition

(2.1.2) ag) = D aty
i€z
ou A(l)(Q) est l'ensemble des fonctions £ sur G vérifiant

£(0\g) = \'f(g) pour A‘EGm et g€ G . Il est alors immédiat qu'un

G-module M est de poids i si et seulement si le morphisme (1.1.2)
M — A(G)OM

se factorise par A(l)(Q)§°M .
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2.2. Bien entendu la décomposition (2.1.2) ne dépend que du G -torseur

sur K sous-jacent & G : de fagon précise si L est le 0p-module

inversible associé a ce torseur (de sorte que G = Isom (6,,L)) et
@K-mod K

si p:K —» S désigne le morphisme structural, on a

. ®-o
(2.2.1) ali)(g) = p, (%)
ce qui montre que A(l)(q) est un A(K)-module inversible et un
6.-module 1localement libre de rang d2 .

)
Il est immédiat que l'action de GXG sur A(G) définie en 1.3
respecte la décomposition (2.1.2) ; nous noterons

(2.2.2) g(i)

le (GXG)-module ainsi obtenu, ayant A(l)(q) pour module sous-jacent,
et

(2.2.3) . Eii) (resp. Eii)) ’

(conformément & 1.3) le G-module obtenu en restreignant a {1} x§
(resp. Gx{1}) l'action de Gx G sur E(l) ; il est clair que Eil)
(resp. Eil)) est de poids i (resp. -i).

Nous nous intéresserons désormais surtout aux @G-modules de
poids 1 ; ils forment une catégorie abélienne, que nous noterons
1
REP(G) .
(1)

Considérons d'abord le (GX ¢)-module E :

L3.mee.Eu)
tout sous-(G X G)-module de
idéal de GS .

est un (G X G)-module irréductible, au sens_suivant :
(1) (1)
E

est de la forme 1IE , 00 I est un

La démonstration est identique & celle de [Se], Th. A.4, reprise
dans [Sz], VII, 5.2.3.1 : si WCIE(I) est invariant sous GX G , il est
en particulier invariant sous la diagonale GSGX@ , d'ou 1l'on déduit
que si f€W et Y€G, W contient encore la fonction

g — £(v"1qy) = [y 1,ql£(q) .

Comme G est non dégénéré, [Y_I,g] = e(m(g),m(Y)) parcourt l'en-
semble des caractéres de K 1lorsque Y parcourt G ; appliquant ceci
au caractére universel de K (défini aprés le changement de base
K —» 8), on en déduit facilement que W est un sous-A(K)-module de
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el donc de la forme Je1) o8 I est un idéal de A(K), car (1)

est un A(K)-module inversible. Enfin comme W est invariant sous
qx{l} , 1'idéal J est invariant par translations donc provient d'un

idéal de QS . B

2.4. Supposons maintenant donné un G-module

VE REP(l)(Q)‘

qui soit localement libre de rang d en tant que @S—module (on
rappelle que rg K=d2) .

Le morphisme (1.1.2) (pour M=V) donne naissance a un homomorphisme

(2.4.1) v ées_vv —-’*A(l)(q) = g(1)

qui, & v®vYE€V®V'Y , associe la fonction g —> {gv,v') sur § .
C'est manifestement un G X G-morphisme, lorsque 1'6n fait opérer (}x{‘l}
sur V par l'action donnée de G , et {1} xG sur V' par l'action
contragrédiente. ’

'2.4.2. Théoréme.

(i) Le morphisme (2.4.1) est un isomorphisme.
irréductible (gu sens de 2.3).

(ii) Vv est un G-module

(iii) 8i M est un G-module de poids 1 guelcongue, le
G-morphisme naturel

(2.4.2.1) oy t V@ Home (V,M) *F1Y s
v®u — u(v)

est un isomorphisme.

(iv) .§..5; N est un _QS-H_\O_QLJ_LQ quasi-cohérent, le G-morphisme
naturel :

X —> (Vv —> v® x)

est un isomorphisme.
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2.4.3. Corollaire. Les foncteurs

M r——r_H_qu(V,M) : REPl(Q) — QCgq
N — voNtriv , Qcg  —* REP1(G)

sont des équivalences de catéqgories, guasi-inverses 1'une de 1'autre.

C'est en effet une reformulation de 2.4.2 (iii) et (iv).

Démontrons 2.4.2 (i). Grlce & 2.3, nous savons que 1'image de
(2.4.1) est de la forme IE‘1) , ol IC 65 est un idéal. Considérons

le composé

v@\j" ._.(.?_:i'_l_)_,é(l)(q) £, o

ol € est l'évaluation & l'origine de G.. Ce composé n'est autre que
la forme canonique v® v¥ — {v,v') donc est surjectif. Il en résulte
que I= GS donc que (2.4.1) est surjectif, d'ol notre assertion puisque

vV et E(l) sont de méme rang a .

Pour établir (ii) considérons un sous-G-module W de V : alors
WOV’ est un sous-(§ X G)-module de V@V’ =~ g(1) » donc il existe un

idéal Ic6g tel que WwoVY = 1(VeV') = (IV)®V' d'od W=1IV , cgfd.

Notons ensuite que (iv) résulte de (iii) : il est en effeﬁ immédiat
que le diagramme "
Id&&ﬁN

VBN —————— V® Homq'(V,V®N

IdV ®N A® Nt:riv

triv)'

est commutatif : si donc «
VO N
®BN , donc de BN .

triv €St un isomorphisme, il en est de

méme de IdV

Pour montrer (iii), considérons le diagramme

Idv® (inclusion naturelle)

V@ Homg (V,M) ¢ > V@I_—IQEGS(V,M)
R
o Y | vev'eM
‘l‘ (2.4.1) @ 1,
M (1.1.2) N ES PN
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Je dis que ce diagramme est commutatif. D'abord, si v€v , vV €y’
et m€M, l'image de v®v'®m par la fléche (2.4.1) ® Id, est la
fonction g —> {gv,v')m sur G 4& valeurs dans M . On en déduit que
si v€V et u€Hom(V,M) (et en particulier si ue_I:I_o_rgQ(V,M)) “alors

Y(v®u) est la fonction
g —> u(gv) .

Partons maintenant de vE€V et uc€ HomQ(V,M) . Alors
aM(v® u) =u(v) €M , et lorsqu'on applique le morphisme (1.1.2) a cet
élément de M on trouve la fonction

g —> gqu(v) = u(gv)

puisque u est un @G-morphisme, d'ol la commutativité annoncée.

D'autre part, faisons opérer ¢ sur V® Hom, (Vv,M) par l'action
. S
triviale sur V et par (g,u) > gug 1 sur HomE (v,M) ; il est alors
immédiat que Y est un G-morphisme & valeurs dans Ef_l)@M : il en

résulte que o s'identifie a la fléche induite par Y sur les

M

G-invariants, puisque HomQ(V,M) = Hom, (V,M)q par définition, et qu'on
: S

a déja vu (1.3.2) que M = (E_1_® M)Q . Ceci achéve la démonstration

puisque 7Y est un isomorphisme. B

2.5. Les résultats de 2.4 aménent 4 poser le probléme de 1'existence

(aprés un changement de base "raisonnable") d'une représentation locale-
ment libre de rang d . Commengons par indiquer la méthode "classique"

pour obtenir de telles représentations :

2.5.1. Définition. Un sous-groupe de niveau de G est un sous-schéma en

groupes H< G , fini localement libre sur S et tel gue HN G = {1}.
Un_sous-groupe de niveau est dit lagrangien s'il est de rang d sur S.

Si H est un sous-groupe de niveau de § , la projection
T :G —> K induit un isomorphisme de H sur un sous-groupe H, de K;

en particulier H est commutatif et Hl est isotrope pour la forme

e: KXK —> G , donc le rang d' de H divise 4 , et 1'orthogonal

Hi de Hl (noyau du morphisme composé K —=» K —» H ) est fini loca-

lement libre de rang dz/d' . En particulier H est lagranglen si et

seulement si Hl Hl ; nous dirons dans ce cas que I—I1 est un sous-
groupe lagrangien de K . On prendra garde qu'un sous-groupe lagrangien

n'a pas nécessairement de supplémentaire : on peut avoir par exemple
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K = (z/nzz)><m 5 et Hy =~ (Z/nZ))(mn . Enfin il résulte de la démons-
n

tration de 2.5.4 ci-dessous que H est lagrangien si et seulement si,
pour tout changement de base S' —> S , le groupe HS' est maximal

parmi les sous-groupes de niveau de QS"

2.5.2. Proposition. Soit HC G un_sous-groupe de niveau de rang d', et
posons

(1)yH

(1)){1}XH

V= (E = (E = a2 ma .

Alors V est un sous-G-module de Eil)  localement libre de rang dz/d'

comme Gs-modﬁle. gp particulier si H est lagrangien, V est localement

libre de rang 4 .

En effet, V est le faisceau des morphismes f: G ——a-GS vérifiant

f(hg) = f(g) et £f(Ag)=x£f(g) pour h€H , g€ G et AEGm . I1 s'iden-
tifie donc a l'image directe sur S d'un certain faisceau inversible

sur K/H (4 savoir le dual du faisceau inversible associé au
Gm—torseur H\G sur K/H) d'ou la proposition puisque K/H est locale-
ment libre de rang dz/a‘. u

Nous voyons donc que l'existence d'un sous-groupe de niveau
lagrangien implique celle d'une représentation de poids 1, localement

libre de rang 4 . Or :
2.5.3. Proposition. Le foncteur
N : (Sch/s)® —> (Ens)

qui, & un S-gchéma S', associe 1l'ensemble des sous-groupes de niveau

lagrangiens de QS" est représentable par un S-schéma propre et sur-

jectif sur S .

Démonstration : on représente d'abord le foncteur N, des sous-groupes
lagrangiens de K par un fermé de la grassmannienne des quotients de
rang d de l'algébre A(K) de K . Sur le schéma obtenu (encore noté Nl)

on a le sous-groupe universel H1CZKN ; le faisceau des relévements de
1 : -~
Hy dans qN est alors un torseur (sur Nl) sous le groupe fini H,
1
puisque Extl(Hl,Gm)==O . Ce torseur est le S-schéma propre cherché,

la surjectivité résultant du lemme ci-dessous :

2.5.4. Lemme. Si S = Spec(k) ou k est un corps algébriquement clos,
le groupe G admet un sous-groupe de niveau laqrangien.
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En effet, soit H, CK un sous-groupe maximal parmi les sous-groupes

1
isotropes, et soit Hi son orthogonal pour la forme e . Supposons

nglﬁ: et soit Zczﬁi/Hl' un sous~groupe de rang premier. Soit HCE §
un sous—-groupe de niveau relevant H1 (il en existe car

d .

Extl(Hl,Gm)==O) et considérons le groupe thé&ta non dégénéré
- -1, L
G =7 "(H)/H

au-dessus de Hll'/H1 : alors d'aprés [MZ], § 23, lemme 1 (ou [Sz], Vi,
th. 2.3) 1'image réciproque de 2z dans § est un groupe commutatif,

i.e. Z est isotrope dans H’;/Hl , ce qui contredit le choix de Hl .

On a donc H1==Hi , donc H1 et H sont de rang d puisque K/Hia-ﬁl.l

La proposition 2.5.2 et le lemme 2.5.4 permettent de retrouver

(compte tenu de 2.4) le classique

2.5.5. Théoréme. On suppose que S = Spec(k) ou k est un corps algé-

briquement clos. Alors G admet une unique représentation irréductible

V de poids 1. On a dimkV==d , et toute représentation de poids 1 de G

est somme directe de copies de V . B

2.5.6. Remarque. Si le corps k n'est plus supposé algébriquement clos,
il reste évidemment vrai que toute représentation de poids 1 de G est
de rang multiple de 4 .

2.6. Il n'y a aucune raison pour que le schéma N de 2.5.3 soit plat

sur S ; j'ignore méme si le morphisme N —> S est un épimorphisme de
schémas. Revenant au probléme initial de 2.5, remarquons d'abord que si
V est un G-module de poids 1, localement libre de rang 4 , alors V
est, en vertu de 2.4.2 (i), localement isomorphe & un facteur direct du

G-module Eil) . Ceci nous conduit a poser, pour tout S-schéma S' :

(2.6.1) P(s') = {sous-G-modules de (Eil))s' » localement facteurs
directs de rang d comme sous-@s.—modules} .
Il est immédiat que P est représentable par un fermé d'une

grassmannienne convenable donc par un S-schéma propre ; de plus le
morphisme P —> S est surjectif grice a 2.5.3.

2.7. Théoréme. Le S-schéma P de (2.6.1) est propre et lisse sur S ,
et ses fibres géométriques :iont des espaces projectifs de dimension d-1

(autrement dit, P est un "S-schéma de Severi-Brauer").
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Démonstration : supposons d'abord qu'il existe un @G-module V de

poids 1, localement libre de rang d . On a alors (2.4.2) va vy - E(l),

et les sous-G-modules de rang d de Eil) sont (d'aprés 2.4.3) de la
forme VOW ou WcV' est inversible. Ceci établit un isomorphisme

entre P et le schéma P(VY) des "droites" de V' , d'ol 1l'assertion
sur les fibres géométriques. Pour voir que P est lisse sur S , nous
pouvons supposer S =Spec A avec A local. Soit SO==Spec(A/I) ou I

est un idéal de carré nul. Posons Go=GXg S, + et soit
Py * G, —> GL(V,)

une représentation de poids 1, ou VO==(A/I)d .

Posant V==Ad ,» 11 s'agit de montrer que p, se reléve en

p:G —> GL(V)

(nécessairement de poids 1).
Soit r un entier ¥ 1 et considérons la représentation

(r), G, ——Q-GL(Vir)

Po
déduite de Py et supposons dgue pér) se _reléve en

p':G —> GL(W)

ol W est libre de rang rd avec Wo==Vg . Nous pouvons évidemment
supposer que w=v" (de facon compatible a la décomposition Wo==Vg).
Pour tout g€G, p'(g): Vi — vF  est représenté par une matrice
(plj(g)) (1€i, j€¢r) a cgefficients dans End(V). De plus
pii(g)==po(g) (mod I) et plj(g) est 4 coefficients dans I si 1i#3j.
Pour g et g'€G , la relation p'(gg')=p'(g)p'(g') implique en
particulier ("produit par blocs") :

ptt(gg") = él o (9ot (g") = o' (gt (g")

i=

puisque, pour i#1 , pll et p11 sont a coefficients dans I , et que

12==O . Donc pllz ¢ —> GL(V) est une représentation de § relevant

Py -
. . el , (1)
Il suffit maintenant de remarquer que Vo o VbiQVo >~ E , donc

o
que"péd) se prolonge en la reprécentation naturelle de § sur Eil),

et d'appliquer le calcul ci-dessus avec r=d4d . @&
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3. Représentations de poids 1 et _sous—-qroupes de niveau.

3.0. On se donne S et G comme en 2.0, et 1l'on fixe de plus un gous-
groupe dc niveau H<=§ ; on note H, 1l'image de H dans K , et

Lo
HlJIIJ son orthogonal ; on pose de plus

-1, .1
T (Hl)

i

Ql

1l

G G'/H = H\G' ;

il est immédiat que §' est le centralisateur de H dans G , que
c'est un sous-groupe invariant de G , et que § est un groupe théta

non dégénéré au-dessus de

- L
K = Hl/Hl

Si H est lagrangien, on a simplement §==Gm g -
’

3.1. Soit M un @-module : le sous-G6g-module MY des H-invariants

est de fagon naturelle un G-module, qui est de poids i dés que M

est un §G-module de poids i . On obtient ainsi un foncteur

REP'(G) —s REP'(G)

M — MH .

(3.1.1)

3.2. Théoréme.

(i) Le foncteur (3.1.1) est une équivalence de catégories.

(ii) Soit M un G-module de poids 1, et soit P un Gs-module

duasi-cohérent, muni des actions triviales de G et G . Alors le mor-

phisme naturel de G-modules

Migp —s (M@ p)H

est un isomorphisme. En particulier le foncteur (3.1.1) commute a tout

changement de base.

Démonstration : par descente fidélement plate appliquée au S-schéma ¢

de (2.6.1) (grédce au théoréme 2.7) on peut supposer que § admet une

représentation de poids 1, localement libre de rang d , que nous note-

rons V ; on sait alors (2.4.3) que tout G-module de poids 1 est de

~ otriv . . ,
la forwme V2P pour un unique P quasi-cohérent sur S .

Commencgons par montrer (ii) : d'aprés ce qui précéde il suffit de

le faire pour M=V ; considérons donc le morphisme
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(3.2.1) viep — (vep)H ;
tensorisant par V' (muni des actions triviales de G et §) on obtient
(3.2.2) vVev ep — (vap)iey

mais comme V' est localement. libre il est clair que (3.2.2) s'identi-

fie a
(3.2.3) wvev)iep — (vev @p)H .

Or le théoréme 2.4.2 affirme quelle " G-module ve v’ (pour les

LY

actions de q' envisagées ici) est isomorphe a Eil) . Nous sommes donc

ramenés a prouver que
(3.2.4) (e{*)Hop — (g{Vep)t

est un isomorphisme ; or il est immédiat que les deux membres s'identi-

fient a
Hom. (G/H,P) ,
m,S
la notation Home. désignant les morphismes de faisceaux qui sont
m,S '
"de poids 1", i.e. compatibles aux actions naturelles de Gm g °
I

Il reste & établir (i). Notons d' 1le rang de H , et montrons
d'abord que le ﬁ-module VH est localement libre de rang d4/d' comme

GS-module (on pourra donc lui appliquer 2.4.2 puisque K est de rang

dz/d'z). I1 suffit pour cela de voir que le Gs-module

est localement libre de rang dz/a' ; la démonstration est entiérement

L

analogue a celle de la proposition 2.5.2.

Ceci étant, l'assertion (i) résulte de la considération du diagramme

de foncteurs suivant :

P QCS

ver repl(q) < repl(j) vi®P

M b—————-—+—MH
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L'assertion (ii), déja prouvée, montre que ce diagramme est commu-
tatif (4 isomorphisme prés) ; le foncteur (A) est une équivalence gréce
4 2.4.3, et il en est de méme de (B) d'aprés ce qui vient d'étre dit. W

3.2.5. Remarque. Il résulte du théoréme ci-dessus que pour tout
M€ REPl(Q), le G-module M est induit par M lorsque 1l'on considére
celui-ci comme un G'-module grédce a 1'isomorphisme G = G'/H : en

effet si Ml est un G-module (que 1l'on peut supposer de poids 1), on

Homq.(MH,M;) = Homq.(MH,M?) = Homﬁ(MH,M?) = HomQ(M,Ml) .

3.3. Dans le cas ou § admet une représentation V , localement libre

de rang d , la démonstration de 3.2 donne un guasi-inverse du foncteur

M h—e-MH : c'est le foncteur

(3.3.1) ReP1(§) —> REPL(G)
N t—-—>v®@(—;(vﬂ,mtriv )

Nous allons 1l'expliciter un peu plus dans le cas particulier od H

est un sous-groupe de niveau lagrangien et ol

(1))H

vV = (E (cf. 2.5.2).

Dans ce cas, on a §==Gm S et VH est un @S-module inversible,
’

comme on l'a vu dans la démonstration de 3.2 (puisque d'=d , avec les
notations de loc. cit.). On obtient donc, comme quasi-inverse de
M —s M . le foncteur

(3.3.2) Qcg —> REP'(G)
N — ve (v lex .

Il s'agit donc de calculer VH :

3.3.3. Lemme. VH est canoniquement isomorphe au faisceau DH des

mesures invariantes sur H (1.4).

Démonstration : V' est par définition 1'ensemble des f£€ A(G) véri-
fiant, pour h€H , g€ G et AGGm :

(a) £(hg) = £(g) , i.e. £€ Hom(H\G,04) = A(H\G)
(b) £(xg) = Af(g) , i.c. £€Hom, (M\G,6g) = Al (mg) = v

m
f(g) .

]

(c) £(gh)
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Nous allons construire un morphisme

¢z Dy — A(])(H\Q)=:v

et montrer ensuite qu'il induit un isomorphisme de Dy sur VH .

Loocalement sur S , il existe une section
¢ : H\K —> H\G

du Gm~torseur H\G sur H\K : en effet si S est local, H\K est
semi-local donc Pic(H\K) est nul. Nous pouvons de plus supposer que 0

respecte les sections unités de H\K et H\G , i.e. que

(3.3.3.1) o ( ) =

“mk’ T mg -

Une fois choisie une telle section, on obtient un isomorphisme de
A(H\K)-modules

(3.3.3.2) ¢©_ : A(H\K) 4=»~v==A(1)(H\Q)

o

en associant a la fonction f sur H\K la fonction vo(f) sur H\G
telle que pour A\ € G et k€ H\K , on ait

95 (£) Ao(k)) = AE(K)

puisque tout g€ H\G s'écrit de facon unique g = \o(k).

Bien entendu ¢ dépend du choix de ¢ ; mais si l'on change ¢

o
en o0 (ol o:H\K — Gm vérifie of )=1 & cause de (3.3.3.1)),

CH\K
on obtient immédiatement la formule

90 (£) (AT (X)) = a(k) ™1 A£(K)

.

ol (9, (£)=0,(£))(Aa(k)) = A(a(k) " -1)£(k)

Comme la fonction k b—a-a(k)-l—l est dans 1'idéal nous

Tk ¢

voyons que la restriction de @ a 1'idéal annulateur de I ne
y o atnuliatels H\K

dépend pas de 0 . Comme d'autre part H\K est isomorphe & H grice a
la forme commutateur e de G , cet annulateur s'identifie a

En bref nous obtenons grice a @ un isomorphisme (globalement

g

défini sur S) de Dy sur un sous-O,-module de V qui n'est autre cpiie

1'annulateur, dans le A(H\K)-module V , de 1'icdéal pui.scue

I d
H\K '
9Py est un isoworphisme de A(H\K)-modules. En particulier ce sous-0 -
O
modulec est inversible et localement facteur direct, et puisque nous

H . . . . , .
savons que V est inversible i1 suffit, pour achever la démonstration,
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de montrer que

) e v,

AnnV(IH\K

Soit donc f€V , annulée par ¢ nous pouvons considérer f

Tmk
comme une fonction sur G vérifiant les conditions (a) et (b) énoncées
au début de la démonstration. Il reste a vérifier la condition (c) : or

si g€G et h€H, ona

f(gh) = f([g,h]hg) [g.nl£(ng) (condition (b))

= [g.,nl£(qg) (condition (a)).

Mais pour h fixé, la fonction g > [g,h] provient d'un carac-

tére Xh de H\K (via la projection G —> H\G —> H\K) ; en particu-

lier 1-xh est dans I donc f = th puisque f annule I i.e.

H\K H\K '

£(gh) = [g,hlf(g) = £(g)

ce qui établit la condition (c) et achéve la démonstration. H

Nous pouvons résumer comme suit les résultats de 3.3 :

3.4. Théoréme. Soit H un_sous-groupe de niveau lagrangien de G :

alors pour tout MGEREPI(Q), on_a un isomorphisme canonigue
m=al g ep e

de G-modules, l'action de G sur A(l)(H\Q) étant déduite des trans-

lations 3 droite sur H\G, et 1l'action sur DH et M étant triviale.

3.5. Compléments. Lorsque H n'est plus supposé lagrangien, on peut

montrer que le foncteur (3.1.1) admet pour quasi-inverse le foncteur
1l,= 1
(3.5.1) REP(G) —> REP (G)

N b——-r@-c-}(H\Q,N)®DI;1 ;
ici on fait opérer § sur H\G par translations & gauche, de sorte que
Egma(H\q,N) a bien un sens ; ce dernier est alors muni de 1'action de
¢ déduite des translations & droite sur H\( de sorte que le second
membre de (3.5.1) esg bien un G-module de poids 1 (avec action tri-
).

viale de G sur Dy

Pour voir que (3.5.1) est un quasi-invérse de (3.1.1) il suffit,

puisque (3.1.1) est une équivalence, de construire, pour tout
MGEREPI(Q), un isomorphisme canonique
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(3.5.2) Cy * M®D, —"Lrﬂ_g_rga(li\q,MH)

Introduisons d'abord une notation commode. Si G est un S-schéma
en groupes commutatif fini localement libre et P un Gs-module quasi-

cohérent, l'accouplement naturel
A(G) ®A(E) — og
induit par tensorisation un morphisme
POA(G)®A(G) —> P
ou encore un morphisme
(3.5.3) Hom(G,P)® A(8) —> P .

Conformément & 1l'usage de [R3], nous pouvons considérer les sections
A
de A(G) comme des mesures sur G ; dans ces conditions, 1'homomorphisme

(3.5.3)'sera noté

(3.5.4) £ ——’S f(g)ug (feHom(G,P);MGA(a)) .
. G
Nous pouvons alors définir le morphisme CM annoncé : si m¢&<M
et si MED est une mesure invariante sur H , on considére la fonction

H

¢: G —M

.o

g —> %(g) = S (hgm)uh
H

il est alors immédiat que ¢ est H-invariante & gauche et que

¢(g) e M pour tout g€ G , donc CPEHC)_m(H\Q,MH), et il est non moins
clair que ¢ : H\G ——a-MH est un §-morphisme, qui est par définition
QM(m8>u). Nous n'infligerons pas au lecteur les calculs sinistres mon-
trant que CM est un isomorphisme, et nous n'utiliserons pas ce résultat
dans la suite.
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CHAPITRE VI

L'image directe

Sommaire.

0. Introduction.

1. G(L) et la descente.

2. Faisceaux amples : cas ou la base est un trait.

3. Généralisation d& une base normale quelcongue.

4. Application : un théoréme de négativité de 1l'image directe.

5. Caractéristique 2 : la variante de Mori.

0. Introduction.

Etant donnés un schéma S , supposé normal irréductible pour simpli-
fier, un S-schéma en groupes semi-stable A £ S qui est générique-
ment un schéma abélien, et un faisceau inversible cubiste L sur A ,
ample relativement & S , on s'intéresse dans ce chapitre aux propriétés

de l'image directe f£_L .

L'action du groupe G(L) (construit au chapitre IV) sur £f_L
s'avére un outil aussi efficace que dans la théorie classique [M3] :
c'est ainsi que l'on obtient sans difficultés les énoncés habituels sur
la descente par isogénie de L et de ses sections (§1).

Pour une étude plus fine on est conduit (comme aux chapitres II et
IV) & traiter d'abord le cas ou S est un trait (§2) : dans ce cas £_L
est autcmatiquement libre de rang fini, et est, lorsque K(L) est fini

sur S , un G(L)-module irréductible au sens du chapitre V. On en

déduit un résultat qui sera essentiel dans toute la suite, le théoréme
" g3 s - " » . A 2
2.4 "d'invariance par gonflement" lorsque L est symétrigque et K(ﬁg )

fini sur S .

Lorsque dim S %2 on ne dispose de résultats intéressants (§3) que
lorsque L est symétrique ; on procéde en quelque sorte en sens inverse
du $§2, en étendant d'abord (3.4) le théoréme 2.4 déjd cité, puis en

montrant que, sous les m@mes hypothéses, £,L est localement libre

(3.5 ; 1l'énoncé est méme plus précis) et que sa formation commute a tout
changement de base "raisonnable" (3.5.3). La démonstration, un peu déli-

cate, occupe la majeure partie du §3 ; elle fait un usage essentiel des
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résultats du chapitre V, et s'inspire en partie (notamment le lemme

3.6.5) de résultats de Mumford.

Enfin le "théoréme de négativité" du §4 donne un avant-goflit des
techniques des chapitres suivants, reposant sur 1l'idée d'évaluer les

sections aux points d'ordre fini.

1. G(L) et la descente.

1.0. Dans tout ce § on se donne :
- un schéma localement noethérien S

- deux S-schémas en groupes A _ﬁ* S et B s , lisses, commu-

tatifs, séparés et de type fini sur S

- un morphisme surjectif (donc plat, grdce & EGA IV, 11.3.10)
A:A — B de S-schémas en groupes ; on note H = Ker \ .

On fait de plus sur A et B 1'hypothése suivante :

(1.0.1) il existe un sous-schéma ouvert UCS , schématiguement dense

dans S , tel que les schémas induits AU et BU soient des

U-schémas abéliens.

On se donne par ailleurs sur Gm—torseg; cubiste L sur A .

Au-dessus de l'ouvert U , on dispose alors du sous-groupe fermé

kg = Klly) < Ay

et de l'extension centrale QU Q(LU) de KU ‘par Gm U’ laquelle

’
"opeére" naturellement sur le torseur LU ; ces données sont équivalentes
a celle d'une trivialisation naturelle de la biextension QZ(LU) res-

treinte & KU><AU (I, §3 et 4).

Dans ces conditions on suppose de plus donnés :
- un sous-schéma en groupes fermé K de A , prolongeant KU

- une trivialisation de la biextension 82(L)RXA ’ prolongeant la
trivialisation naturelle de Sz(LU) sur KUXAU ; ou encore, en
d'autres termes, une extension centrale

1 —6 ¢ —§—K—0

prolongeant QU , et munie de plus d'une action sur L prolongeant
' + 1 <

l'action de QU sur LU ’

s'identifiant alors naturellement & la restriction & K du torseur L .

le Gm-torseur sur K sous-jacent a §
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1.1. Remargue. Les données K et § ci-dessus existent en particulier

dans chacun des cas suivants :
1) U=S , i.e. A est un S-schéma abélien (!)

2) S est réqulier de dimension 1 (IV, §3)

3) S est normal aux points de S-U , A est semi-stable sur S ,

et le faisceau L sur le schéma abélien A est non dégénéré (1V,

U U
2.4) : dans ce cas on peut méme supposer K plat et quasi-fini sur S .

1.2. Proposition (descente de torseurs cubistes). Sous les conditions de

1.0, il v a éguivalence entre :

(i) la catégorie des couples (M,¢) ou M est un G -torseur
* ~ - . . .
cubiste sur B et @¢: X M —> L un isomorphisme cubiste

(ii) comme (i), en supprimant deux fois "cubiste"

r

(iii) la _catégorie (discréte) des morphismes 8 :H — G d

S-schémas en groupes, rendant commutatif le diagramme

H=Ker )\
G —Ke—>Aa
En particulier, pour que L se descende & B , il faut et il
suffit que H soit un sous-grouve de K , et que l'extension centrale

induite sur H par G soit triviale.

Démonstration : comme les trois catégories en question sont des

groupoides rigides, les équivalences se réduisent simplement 3 des
bijections entre classes d'isomorphisme d'objets.

Montrons d'abord 1l'équivalence entre (i) et (ii). Si M est un
G -torseur sur B et « :A'™M =5 L un isomorphisme, il s'agit de
trouver sur M une structure cubiste descendant celle de L . Or on a
déja sur M wune rigidification déduite de celle de L , grfce & l'iso-
morphisme & . On en déduit, au-dessus de U (puisque By est un
schéma abélien) une unique structure cubiste sur M, compatible a cette
rigidification, donc aussi 3 la structure cubiste de LU . Soit Tt 1la
section de E3(L) sur A3 définissant la structure cubiste de L : sa
restriction U a4 U est compatible avec la donnée de descente sur
193(L)U (relativement & )\ x)\ XA :A> —s B3) adduite de ($3(M),33(w)),
puisque nous venons de voir que U provient d'une structure cubiste
sur MU . Comme A% est schématiquement dense dans A3 r T est elle-

méme compatible & la donnée de descente en question, d'ou par descente
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fidélement plate une trivialisation de @3(M) sur B3 , qui est auto-

matiquement une structure cubiste.

(i) == (iii) : partons de (M,«) comme dans (i). On en déduit sur
L une donnée de descente relativement & )\ , c'est-da-dire une action de
H sur le S-schéma sous-jacent & L , compatible & l'action par trans-
lations sur A . Le S-schéma L est d'autre part muni d'une section ¢
déduite de la rigidification. On en déduit un S-morphisme B ("orbite

de ¢"), rendant commutatif le diagramme

/.

Au-dessus de U , il est bien connu ([M2], § 23 ou [Sz], exp. VII)
que HycK,; et que 8 H; — (LU)lKU = Q(LU) est un morphisme de

<

L

groupes. Mais comme H est plat sur S , HU est schématiquement dense

dans H donc HCK (car HN K est un fermé de H contenant HU) et

P se factorise donc en H — (=1L , qui est encore un morphisme de
|k P

groupes par densité.

Enfin, si l1l'on se donne B :H — G comme dans (iii), l'action de
G sur L donne par restriction une action de H sur L , c'est-a-dire

une donnée de descente relativement & X . @

1.3. Corolléire. On suppose de plus que H est fini sur S . Alors les

conditions suivantes sont éguivalentes :

(i) il existe S' —> S fini et plat tel gque le G -torseur L

Sl
sur A .=AXSS' se descende a BS' .

(ii) HCK , et H est isotrope pour la forme commutateur

el : KxK ——e-Gm déduite de 1'extension centrale G (en _d'autres termes

l'extension de H par G induite par G est commutative).

De plus, si ces conditions sont vérifiées, on peut dans (i) prendre

our S' un torseur sous le dual de Cartier H de H .

Il est en effet immédiat que (i) implique (ii). Inversement, puisque

Exté (H,Gm S) = 0 (voir par exemple [Sz], VII, démonstration de 2.3
fppf '
{i)), une extension commutative devient triviale aprés changement de base

par un torseur sous Hom(H,Gm S)==ﬁ . 2
’
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1.4. Nous allons maintenant étudier les propriétés de 1l'image directe
(1.4.1) § = £,L

du faisceau inversible associé au Gm-torseur L (encore noté L par

abus 4 'écriture).

1.4.2. Lemme. 4 est un Gs-module cohérent.
Démonstration (Raynaud) : d'abord & est quasi-cohérent d'aprés EGA I,
6.7.1. D'autre part la question est locale sur S donc on peut supposer
S noethérien. Soit 3j:U «—> S 1l'inclusion naturelle ; d'autre part

pour tout n Y1, soit An «—> A le n-iéme voisinage infinitésimal de

la section unité ey :S — A.

Considérons alors le diagramme commutatif de @S-modules

£,L L), Ju(Ey) alyy

1(b) l(b')

£, ) B g, )
n n,

La fléche (a) est injective puisque L est localement libre et Ay
schématiquement dense dans A . D'autre part, la famille des (An,U)n}l
est schématiquement dense dans Ay (EGA IV, 11.10) puisque Ay est
lisse & fibres connexes sur U , donc la fléche naturelle

(£) by — Un(fp)  (Lyy )
n n,U
est injective. Comme (fU)*LU est cohérent sur U (AU est propre 1}
et que U est noethérien, il existe n )1 tel que
(fU)*LU — (fU)*(LU‘An,U)
soit injectif ; il en résulte que, pour n assez grand, (b') est injectif
donc (b')o(a) est injectif et il en est de méme de (b), d'ol le lemme

car, A~ étant fini sur §, f*(L‘A ) est cohérent. H
n

1.4.3. Soit S' un S-schéma. Pour tout Y€ G(S'), l'action de § sur

L donne un isomorphisme

. - .
(1040301) y . le _“éT;/‘LS.

de faisceaux inversibles su:: AS‘ , ¥ désignant l'image de ¥ par le
morphisme G — K > A . lassant & l'image directe par
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fs.: As. — S', on obtient un isomorphisme composé
X . 35
(1.4.3.2) fs,*LS.f-—? fs'*(T_)-/'LS,) —>fS'*LS'

d'ou une action 3 gauche du groupe G(S') sur le @S,-modﬁle quasi-

cohérent f51 g - De plus l'action du sous-groupe Gm(s')CZQ(S') n'est

autre que l'action naturelle par homothéties.

En d'autres termes nous avons défini une action du faisceau §

(sur Sfppf) sur le faisceau W(L) défini par
(1.4.3.3) S' > W(L)(S') = T(8', £, Lg,) = H2(Ag,,Lg,)
1.4.4. Soit maintenant
G'<G
un sous-schéma en groupes de G , plat sur S . Prenons '=(G' dans

les considérations précédentes : on a un élément canonique de
g(s') = Homg(G',G) défini par 1l'inclusion G' < G, d'ol un automor-
phisme
€
(1.4.4.1) o) Aut®q.—Mod(fq'*Lq')
Comme la formation de 1l'image directe commute au changement de base
plat G' — S , on a

£f.,. L., =8.,
G+ G G
d'ou un automorphisme du Gq.-module 6q. (qui est cohérent, grice a
1.4.2 ci-dessus), c'est-a-dire un morphisme de S-foncteurs

(1.4.4.2) G¢' —> GL(48)

qui est évidemment un morphisme de groupes. Nous obtenons ainsi une
action de G' sur le 8 -module ¢ , c'est-a-dire, de fagon précise,
sur le foncteur V(8) défini par

(1.4.4.3) v(é)(s') =T(s',8.,)

Sl
Bien entendu le morphisme naturel

V(8) — W(L)

est compatible aux actions de §' sur les deux membres ; d'autre part,

pour étudier l'action de §' sur V(8), on peut (comme au chap. V) se
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restreindre au "petit site fppf" de S .

Exemple. Replagons-nous dans la situation de la Prop. 1.2. Soient M un
faisceau inversible sur B , « :A'™M =L un isomorphisme et soit

B:H —> G 1le relévement correspondant. Comme H est plat sur S ,
nous pouvons prendre pour G' le sous-groupe " , image de P ; nous
obtenons ainsi une action de H sur & . Si s est une section de §&
sur S (ou sur un ouvert de S , ou méme sur un S-schéma plat quel-
conque), une traduction fastidieuse débouche sur les équivalences :

s€ 6H<=> s €H°(A,L) est compatible & la donnée de descente (rela-
tivement & )) définie par B &= s provient d'une section de M sur B.

En résumé :

1.4.5. Proposition (descente de sections). Dans les conditions de 1.0,

*
soient M un @B—module inversible, # : A M =»> L un isomorphisme, et

B:H — G le reléevement correspondant (1.2). Alors le morphisme naturel

gMe— £,L=4

identifie g,M au sous-module gt de &8 formé des invariants sous

l'action de H déduite de 3 . H

Une autre application importante de 1.4 s'obtient lorsqu'on suppose
gque K (et donc §) est plat sur S . On obtient alors une représentation

de poids 1 (V, §2) de l'extension centrale § dans le 6 -module cohé-

rent 8 . Si l'on suppose de plus que K est fini sur S , le lemme
suivant va nous permettre d'appliquer les résultats du chapitre V :

1.4.6. Lemme. On_suppose que K est fini et plat sur S et que A es
semi-stable. Alors G est un groupe théta non dégénéré (v, 2.0).

En effet, 1'hypothése sur K entraine déja que Ly est un faisceau
inversible non dégénéré sur le schéma abélien Ay . Par ailleurs, la
forme commutateur de ¢ induit un morphisme de S-schémas finis loca-

lement libres :

I1 faut montrer que Y est un isomorphisme ; cela se voit sur les
fibres et nous pouvons donc remplacer S par un S-schéma S' tel que
le morphisme S' —> S soit surjectif ; prenant pour S' le normalisé

de S P
red
assertion résulte donc de 1V, 2.4. H

nous sommes ainsi ramenés au cas ou S est normal, et notre
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1.4.7. Proposition. On suppose K f£fini et plat sur S de rang d2 , et

A semi-stable. On se place dans la situation de 1.4.5 et 1‘Qn suppose

que HCK est fini localement libre de rang d (donc est lagrangien
(V, 2.5.1) pour la forme eL sur K). Alors on a un isomorphisme cano-
nique de ®S~modules :

£,L = gm0 (mg)® DI'{l

H désigne 1le @S-module inversible des mesures invariantes sur

H (v, 1.4) et A(l)(H\Q) la représentation standard de poids 1 de G

associée & H , définie en V, 2.5.2. (Bien entendu, H est ici identifié

ou D

4 un sous-groupe de G grice au relévement 8 de 1.4.5).

Compte tenu du lemme précédent et de 1.4.5, cela résulte en effet
de V, 3.4 appliqué & la représentation £f,.L de G . 8

1.4.7.1. Remarque. La proposition ci-dessus ne présente un intérét que
lorsque f,L#0 , ce qui, puisque L, est non dégénéré, signifie que

LU est ample sur AU relativement & U ; on sait de plus, dans ce cas,

que f*LU (resp. g*MU) est localement libre de rang d (resp. 1) sur U.

1.4.8. Corollaire. Sous les hypothéses de 1.4.7, on suppose de plus que

LU est ample sur AU relativement & U , et que f,L est localement

libre sur S (il est alors nécessairement de rang 4 , et gM est un

0g-module inversible). Notons K' le S-schéma en groupes K/H , con-

sidéré comme sous-groupe de B=A/H , et Moo la restriction &8 K' du

faisceau inversible M . Alors on a un isomorphisme naturel de O _-modules

S
inversibles
4 ®d o ,d -1
ATE,L >~ (g,M) "OATE,6,. @ (NK./SMK.)
ou NK./S designe la norme. De plus le Gs—module inversible NK'/SMK'
est d'ordre fini dans Pic(S) : de facon précise, si m est un entier

annulant H , sa classe dans Pic(S) est annulée par 2m , et méme par

m si m est impair.

Démonstration : la proposition précédente donne, en prenant les déter-

minants

(1

(1.4.8.1) det £,L =~ (g*M)®d®D§_d®det A )(H\Q)

Rappelons que le torseur G sur K s'identifie a la restriction &
K du G -torseur L° associé & L . Or le torseur M° associé a M
s'identifie au quotient de L° par l'action de H déduite de l'inclusion
B:H —— (¢ . En particulier M;. s'identifie canoniquement & H\( , en
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tant que Gm-torseur sur K'.

Il en résulte que A(l)(H\Q) (faisceau des S-morphismes de H\G

dans G compatibles & l'action de G_) s'identifie & g*(ME}), donc :
a,s m

(1) N -1y -1
(1.4.8.2) det A" (H\G) > det(g, M) det(g*GK.)®NK./SMK.
d'ol en reportant dans (1.4.8.1)
d ,  B-d i -1
(1.4.8.3) det £,L >~ (g,M) ®DH B det(g,064. )@ (NK./SMK.)

Comme H est un sous-groupe lagrangien de K pour la forme commu-
tateur de (¢ , on a par ailleurs un isomorphisme canonique

K'=K/H = H
donc

®-4 N “1g2 ol
Dy ® det g,64, det (D, ® £,064)
ot f:8 —s désigne le morphisme structural. Enfin on sait (V, 1.4.4)

que £,84 ~ (£,06,)®D, , d'ol finalement

02798 get 9.8;. ~ det £,0

H H

qui donne la formule cherchée, en reportant dans (1.4.8.3).

. . . . (0]
Enfin, pour établir la derniére assertion, remarquons gque MK‘ est

un torseur cubiste sur le groupe K', lequel est annulé par m puisqu'il
s'identifie & H . On peut donc lui appliquer (I, 5.7), ce qui achéve la
démonstration puisque NK'/S’ Pic(K') —> Pic(S) est un morphisme de

groupes. #

1.4.8.4. Remarque. L'adjectif "naturel" de 1.4.8 signifie que 1'isomor-
phisme en question est fonctoriel pour les isomorphismes de faisceaux
inversibles cubistes, et posséde de plus la propriété suivante : soit
7T :S' —>S un morphisme de schémas (avec S' localement noethérien)
tel que w-l(U) soit schématiquement dense dans S' (si l'ouvert

UCSS de (1.0.1) est choisi maximal), et tel que la formation de 1l'image
directe £f,L commute au changement de base T :; alors l'isomorphisme de
1.4.8 est compatible au changement de base 7 .

2. Faisceaux amples : cas ou la base est un trait.

2.0. Soit A un anneau de valuation discréte, de corps des fractions F
et de corps résiduel k . On note S = Spec A , {n} = Spec F ,
{s} = spec x .
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Soit A £, s un S-schéma en groupes semi-stable dont la fibre

générique A, est une variété abélienne sur F , et soit L un faisceau

inversible cubiste sur A . On suppose de plus que L, est ample sur

A, - On dispose alors du sous-groupe fermé K(L)<A , plat.et quasi-fini
sur S (1IV, 3.4) et du schéma en groupes G(L) (IV, 3.3.3), extension
centrale de K(L) par G , non dégénérée dés que K(L) est fini

sur S (IV, 2.4).

'S

2.1. Proposition. L est ample sur A .

Démonstration : lorsque la fibre fermée AO de A est connexe, cela
résulte de [Rl], théoréme VIII.2. Dans le cas général soit m un entier
annulant le groupe & = Ao/Ag des composantes connexes de A.o . La mul-
tiplication par m induit un morphisme surjectif

[m]:A—-PAo .

: 2
Le groupe K(L'8>m ) = [mZ]-l(K(L)) contient le noyau A de la
m 2
multiplication par m2 . I1 en résulte que lg sous-groupe mAC:K(L®m )
Sm:
est isotrope pour la forme commutateur eL : i1 suffit en effet de le

vérifier sur la fibre générique, or si x et y¢€ 2A, + on a
m

2 2
L m

e” (mx,my) =e (mzx,y) =1

avec mx et mYE,{M;' et il suffit de remarquer que la multiplication
par m induit un épimorphisme Ay — Ay -
m

Quitte a faire un changement de base fini S' ——> S , on peut donc
2

supposer que A provient d'un faisceau inversible M sur A° , via
le morphisme [m] (nous ne sommes pas tout a& fait dans les conditions
de 1.3 puisque oA est seulement quasi-fini ; cependant notre assertion
est vraie sur la fibre générique, d'ou un M, sur zAn , d'od un M sur

(@)

. o * m s s s
A puisque A.O est connexe, et l'on a [m] M=1 a cause de l'unici-

té du prolongement cubiste). La proposition en résulte car M est ample

sur A° (cas connexe) donc L™ est ample puisque [m] est gquasi-fini.@

(n]

groupe ouvert de A contenznt K(ﬁgn). Alors, pour tout n %2 , la
restriction de Ean a ALn‘~ est engendrée par ses sections globales

[(nl

2.2. Proposition. Pour tout n %1 , notons A le plus petit sous-

sur A
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Rappelons d'abord le "théoréme du carré", résultant de 1l'existence

d'une structure cubiste sur L : le morphisme de S-foncteurs

A —> Pic

A/S
X > classe de (T::L)(Z?L-1
est un morphisme de groupes.
En particulier, si y,,...,y €A(S) vérifient y +...+y =0,
alors
(2.2.1) ™ Le...® "~ 8

Yy Yo
Démontrons alors la proposition (on s'inspire du cas classique ?es sché-

mas abéliens). Il est clair qu'il existe une section g€ u°at™, L) qui
n'est pas identiquement nulle sur la fibre spéciale A.on : i1 suffit de
partir d'une section non nulle Gﬁ‘pr(An,Ln) et de la multiplier par

un élément de F de valuation égale a

- inf VC(Uﬂ)

C
ol C parcourt l'ensemble des composantes de Agn] .
[nl
(e}
soit x un point de C (que l'on peut supposer rationnel sur k car

Soit alors C une composante de A sur laquelle o0 ZO , et

la proposition est "invariante par changement de base plat"). Il existe
alors (quitte encore d changer de base) n points §l”"'§n de Ag(k)
vérifiant §l+...+§n =0 et c(x+§i) #0,i=1,...,n . On peut méme
prolonger ces points en des sections yl,...,ynGEAO(S) vérifiant
yl+...+yn =0, et on a donc

() o) ® (1! 0)®...8(T" 0)1(x) # O
¥ ¥ Yn
. , . . 3n [n]
ce qui donne, d'aprés (2.2.1) une section de L sur A , non nulle

au point x .

Donc ﬁSn est sans point base sur la composante C . Mais comme l?

groupe Q(ﬁgn) opére transitivement sur Aon (par définition de A'"")
<
et opére sur HO(A[n],Egn) de maniére compatible aux translations, LJn

. . n
est aussi sans point base sur Ag . B

2.3. Définition. On dit que L est totalement symétrique si, localement

*
pour la topologie fppf sur S , L est de la forme FNQE-IJA(M), pour un
sur A .

faisceau inversible cubiste M

(On rappelle que S est un trait ; pour un cas plus général voir
3.2 ci-dessous).




132

2.3.1. Remarques. Il revient au méme de dire qu'il existe S' —> S

»*
, soit de la forme Mﬁ’[-ll (M) sur a,,.
S AS' . S

Il suffit méme (au moins si S est excellent) que S' soit le spectre

AY

d'une extension finie de F puisqu'alors, quitte a étendre encore le

fini surjectif tel que L

corps de base, M se prolonge au-dessus du normalisé de S dans S'.

Autre définition équivalente : il existe S' —> S quasi-fini et

dominant tel que L soit isomorphe a M@z , avec M cubiste symétri-

s|
que sur Ag,.
On vérifie aussi que tout ceci équivaut a la condition que L~q soit

totalement symétrique sur A.rI au sens de [M3], §2.

Enfin, il résulte de 2,2 que si L est totalement symétrique, sa
restriction a l'ouvert Al “engendré" par K(L) (notation de 2.2)

est engendrée par ses sections globales : on peut en effet supposer

(aprés changement de base) que L est le carré d'un M ample sur A,,

et on applique 2.2 &8 M .

Le théoréme suivant est di & Mumford (non publié) lorsque £,L est

de rang 1 et que 2 est inversible sur S :

2.4. Théoréme. Sous les hypothéses de 2.0, on suppose L symétrique et

K(ﬁ®2) fini sur S . Alors, avec les notations de 2.2 :
(i) ®%(A,L) = HO(A[ZJ,L)
(ii) B°(a,12%) = H°(A[2],L®2) )

2.4.1. Corollaire. On suppose L. totalement symétrique et K(L) £ini
sur S . Alors HO(A,L) = HO(A 1',L) (notation de 2.2).

En effet, grice a un changement de base plat on peut supposer que
L = M2 avec M symétrique ; le corollaire résulte alors de 2.4 (ii)

appliqué &3 M .

2.4.2. Lerme. Si L est symétrique il existe 0€ H°(A,L), non identi-

gquement nulle sur Ao , telle que le diviseur div(g) sur A soit

symétrique (i.e. invariant par [—I]A).

*
En effet soit ¢ :L => [-1]AL l'unique isomorphisme induisant
l'identité sur la section unité. Cet isomorphisme induit une involution
. * *
r de H°(a,L) par la formule 7(¢) = @ ([-l]As). Il existe donc

' € 110 1Yy = 4t o 3 3 !
o, €H (Ap,L,) non nulle te.le que r(cn) o, ¢ il suffit dés lors de

multiplier 0p par un élément convenable de FX pour obtenir un élément

c de H°(a,L), qui vérifie (o) =z*¢c . @&
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2.4.3. Prouvons maintenant le théoréme. Notons d 1le rang de f£f,.L :
alors K(L) (resp. K(ﬁgz)) est fini et plat de rang a? (resp. 4%
sur S , et G(L) (resp._Q(ﬂgz)) est un groupe thé&ta non déqénéré au-

2y

dessus de K(L) (resp. K(ﬁgz)). Considérons d'abord 1'inclusion naturelle

182 [2]' 92,

(2.4.3.1) o (A, —s 1°(A

.

Les deux membres sont des A-modules libres de rang 2gd , munis
tous deux d'une action de poids 1 de Q(ﬁgz), et donc irréductibles pour

ces actions (V, 2.4.2). L'image de (2.4.3.1) est donc de la forme

I.HO(A[zl,Dgz) o I est un idéal de A . Pour établir (ii) il suffit

donc de montrer que le morphisme déduit de (2.4.3.1) par tensorisation
par k est non nul, i.e. gu'il existe une section o€ HO(A,L®2)

la restriction & Agzl

dont

n'est pas identigquement nulle.

Or soit O'IEHO(A,L) comme dans le lemme 2.4.2 et soit xoer
tel que Gl(xo) # 0 . Comme div(cl) est symétrique on a aussi
cl(-xo) # 0 . Si x€A(S) est une section de A passant par Xy il
"suffit de prendre

* *
c="T/()®T_ (c,)

qui est bien une section de T;L®>Tth = ﬁgz , et qui est non nulle a

1l'origine de Ao par construction. Ceci démontre (ii).
2
[ 1IL‘)I

nous pouvons considérer ¢ comme une section méromorphe de L sur A .
&@2

Enfin, (i) est une conséquence facile de (ii) : si c€u’(a

L'assertion (ii) montre que n'a pas de pbles sur A , donc O

n'a pas de pdles sur A , cgfd. @

On peut méme préciser les choses de la maniére suivante :

2.5. Proposition. On suppose L symétrique (resp. totalement symétrique)

et KEL®2) (resp. KSL)) fini sur S . Soit X un sous-schéma non vide
e Az] (resp. AMl 182,
(resp. K(L)) (par_exemple, on peut prendre X = K(ﬂgz) resp. K(L)).
Alors le morphisme de restriction

), fini et plat sur S et invariant par K(

(2.5.1) B°(a,L) —>H°(x,L\x)

est scindé, i.e. fait de HO(A,L) un facteur direct de HO(X,L‘X).

(En d'autres termes : :oute section de L dui s'annule sur la
fibre fermée X, = XN Al de X, s'annule sur Ao).
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Démontrons d'abord le cas totalement symétrique. Grice a 2.4.1 on
peut remplacer A par A[ll . Le morphisme (2.5.1) est G(L) - équiva-
riant et H°(A,L) est un G(L)-module irréductible donc il suffit de
voir que le morphisme déduit de (2.5.1) par tensorisation par k est
non nul pour conclure qu'il est injectif. Mais ce dernier point est
évident puisque L est engendré par ses sections sur A[lj (2.3.1).
Le cas symétrique en résulte immédiatement : si & est une section de
L sur A , nulle sur XN AO , alors 582 est une section de ﬁ®2
nulle sur XN A, , donc nulle sur A d'aprés le cas précédent. Donc

¢ est nulle sur A - a

2.5.1. Remarque. Dans le cas des schémas abéliens, on a plus généralement
(sans hypothése de symétrie) :

Proposition. Soient A £,5 un schéma abélien sur un schéma S quel-

conque, L un faisceau inversible sur A , ample (resp. ample et engen-

dré par ses sections) relativement & S , m un entier » 2 . Soit X un

sous-schéma de A , fini, plat et surjectif sur S et invariant sous

K(ﬁgm) (resp. K(L)). Alors le morphisme de restriction

£f,L —> f*(L\X)

est indectif et localement scindé.

On laisse au lecteur la démonstration, analogue & celle de 2.5.

2.6. Nous allons maintenant reformuler 2.4 en termes de valuations, en
supposant A complet. Soit v: P —>T = FX/A>< la valuation de F
définie par A ; soient F une cl8ture algébrique de F , v: Fo —>
un prolondgement de Vv (le groupe T est alors isomorphe & @), A
l'anneau de v , S = Spec A . On dispose alors du modéle de Néron

A —> S de Ag sur S , que l'on peut définir comme suit : soient

(Fi)iGI les extensions finies de F contenues dans F ; pour tout
i€1I soit’ A= AN F; . et soit A; le modéle de Néron de A

F sur
Ai ; si FiCZFj , on a une immersion ouverte 1
A, X S. —> A,
1g 3J J
i
qui permet de poser
A = lim(A, x §) :
— 1
1 S
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c'est un S-schéma en groupes, réunion croissante de sous-groupes
ouverts lisses de présentation finie sur § : sa fibre générique s'iden-

tifie a Ag , et 1'homomorphisme naturel

A(§) — A5(F) = A(F)

est un isomorphisme puisque A(S) = lim Ai(si) = lim A(F,).
i i

Pour tout i€ I , considérons le faisceau inversible cubiste LF

i
s i i . OF, = X ., Se pro-
sur AFi : 11 existe alors FJ Fl telle que LFj LFi 7 F3 P
longe en un unique faisceau inversible cubiste Lij sur Ai gﬁ Sj '
i

d'ou par changement de base un faisceau cubiste ii sur 1l'ouvert

A X S de A . Pour i variable, les ii sont évidemment compatibles
i

entre eux et l'on obtient donc un faisceau inversible cubiste L sur A,

prolongeant Lg ; on définit de méme un sous-groupe fermé
K(L) € A&

qui prolonge K(LF) et dont 1l'algébre est un A-module libre

k(D) =
de rang fini : en effet il existe 1 et Jj tels que K(Lij) soit fini

sur Sj et il suffit alors de poser K(L) = K(Lij) & S .

(al’

On peut ainsi définir le sous-groupe ouvert A , pour tout nyl1,

comme dans 2.2. Remarquons que A-'"" est un S-schéma de présentation

finie puisque K(L) est contenu dans 1'un des ouverts A, & S . Soit
- : i
S le point fermé de § , et soit @ 1le groupe des composantes connexes

de Kg . ComTe le corps résiduel x(s) est algébriguement clos, on peut
considérer & comme un groupe abélien ordinaire (qui est d'ailleurs un
groupe de torsion). Pour tout x€ @ , notons (pour plus de clarté) C,
la composante de A§ correspondante. L'anneau local dans A du point
générique de Cx est un anneau de valuatioE, le groupe de la valuation
en question s'identifiant canoniquemeet a T ; on notera Ve la valua-
tion correspondante (& valeurs dans I[') sur le corps des fonctions de

A . De méme, si o est une section méromorphe de L , on peut parler de

la valuation VX(J) de 0 1le long de la composante C, -

Alors le théoréme de Mumford (2.4) prend la forme suivante :

2.6.1. Théoréme. Soit ¢o¢ Ho(Af,Lg), considérée comme une section méro-
morphe de L sur A . Alors la fonction

b4 u-—->vx(o')
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de & dans I est minorée et atteint son minimum.

De plus, si L est symétrique (resp. totalement symétrique), ce

minimum est atteint en un x¢€ @ correspondant & une composante de

-éz] (resp. AEIJ).

Démonstration : commencons par le cas symétrique. Notant

al2d - 52l a0

il s'agit de montrer que, pour tout x€ & , on a

(2.6.1.1) v, (o) Y inf _ v (@) .

. . 2 »’ -X by
En multipliant ¢ par un élement convenable de F , on se ramene

au cas ou le second membre de (2.6.1.1) est nul ; on a donc

o€H (A[2]

et le théoréme 2.4 implique donc que T est réguliére le long de la
composante x : il suffit en effet de 1l'appliquer sur]une extension
finie Fi convenable de F , i.e. telle que x , @[2 et ¢ soient

définis sur Ai . On a donc bien vx(c) Y 0 , comme annoncé.

Le cas totalement symétrique se démontre de méme. Le cas général se
déduit du cas symétrique : il suffit de remarquer qu'il existe a€ A(S)
tel que T, (L) soit symétrique, et comme on sait (III, 1.1.9.1) que
T, *(E) admet une structure cubiste (non canonique), le cas symétrique

s applique. ]

3. Généralisation & une base normale quelcongue.

3.0. Dans tout ce § on se donne un schéma localement noethérien S , un

S-schéma en groupes semi-stable A —£+ S , un ouvert dense UCS tel

que AU soit un U-schéma abélien, et un faisceau inversible cubiste

L sur A . On fait de plus les hypothéses suivantes :

(3.0.1) Ly est ample sur Ay (relativement & £ gihAy — u)

(3.0.2) pour tout point xE S-U , l'anneau local 9 est normal.
L'hypothése (3.0.2) 1mpllque que U est schématiquement dense dans

S puisque @X < est intégire si x¥%U . De plus (3.0.1) et (3.0.2)

impliquent, grdce a IV, 2.4. l'existence d'un sous-groupe fermé
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K(L) « a,

plat et quasi-fini sur S et prolongeant K(LU), ainsi que celle d'une

extension centrale

1 "‘"Gm,s — G(L) — K(L) — 0 ,

non dégénérée dés que K(L) est fini sur S , et opérant sur L .

Enfin nous supposerons dans ce qui suit que

(3.0.3) L. est symétrique.

Nous pouvons alors généraliser 2.1 :

3.1. Proposition. Sous les hypothéses de 3.0, L est ample sur A

(relativement & S).

La question est locale sur S , et comme LU est déja ample sur"’
U , on peut supposer S normal grice a (3.0.2). Lorsque A est a fibres
connexes, la proposition résulte de [Rl], XI 1.13 et de l'unicité du pro-
longement de Ly, & A . Dans le cas général il existe (localement sur

S) un entier m»1 tel que la multiplication par m se factorise en
[m]: A ——»-AO —> A .
D'aprés le cas connexe, LlAQ est ample sur AP ; comme [m] est

*
quasi-fini, [m] (Lle) est ample sur A , mais ce dernier faisceau est

2 :
isomorphe a L®m puisque L est symétrique (I,5.5). #

3.1.1. Remargue. J'ignore si la proposition 3.1 reste vraie sans hypo-
thése de symétrie sur L . ‘

3.2. Définition. Nous dirons que L est totalement symétrique si L

U
est totalement symétrique sur le schéma abélien AU , i.e. s'il existe

U' —> U fidélement plat tel que soit de la forme

L
UI

*

MU.Q’[—l] (MU,) pour un faisceau inversible (cubiste) My, sur AU'
(que l'on peut d'ailleurs supposer symétrique).

3.2.1. Remarques.

a) Si L est totalement symétrique le morphisme U' —> U de 3.2 peut

étre choisi fini et plat : ¢n effet on peut prendre pour U' le sous-

schéma de PiCAU/U qui paramétre les M gsymétriques vérifiant M2

ce sous-schéma est un torseur sous le groupe des points d'ordre 2 de
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.P_J::..c.AU/U ’

b) Lorsque S est un trait, la notion introduite ici coIncide avec celle

donc est fini et plat.

de 2.3, en vertu des remarques 2.3.1.

c) Si L est totalement symétrique il est facile de voir (au moins si
S est noethérien excellent) qu'il existe 7 :S' —> S fini surjectif
en effet,

tel que L soit le carré d'un M symétrique sur A

s' st ¢
supposant S intégre, il existe une extension finie Fi

soit le carré d'un My, symétrique
1

du corps des
fonctions F de S telle que LF'
1
sur la variété abélienne Ap. . Remplagant ensuite Fi par une extension
1 .
finie F' convenable, on applique & MF' le théoréme de prolongement

I1,3.5 sur le normalisé S' de S dans F' : l'unicité du prolongement
cubiste assure que le faisceau cubiste symétrique MS' prolongeant MF'
vérifie M

3.3. Comme dans 2.2, notons A[n]
A contenant K(I®%) = [n]RI(K(L)), et

f[n] : A[n]

le plus petit sous-groupe ouvert de

— S

le morphisme structural. Le théoréme 2.4 se généralise alors sans diffi-
culté, ainsi que son corollaire 2.4.1 :

3.4. Théoréme. (i) On suppose que K(ﬁgz) est fini sur S . Alors le
morphisme naturel

(3.4.1) £,L ——a-fEZ](LlA[Z])

est un isomorphisme.

(ii) On suppose K(L) fini sur S et L totalement
symétrique. Alors le morphisme naturel

#*

[1]
(3.4.2) £ L —>f (L|A[ll)

est un isomorpvhisme.

Le théoréme est une conséquence de 2.4 et de la propriété fondamen-
tale suivante de 1l'image di:recte :

3.4.3. Lemme. Soit VCS un ouvert schématiquement dense (resn. un qros
ouvert (II,3.1)) de S , et soit j:V e<—>S 1l'inclusion. Alors le mor-




139

phisme naturel
. L
f,L — j,3 £,L

est injectif (resp. bijectif).

Cela résulte immédiatement du fait que, A étant lisse sur S ,
1l'ouvert f—l(v) est schématiquement dense dans A (resp. est un gros
ouvert de A) et du fait que L est localement libre sur A . B

En particulier, lorsque V est un gros ouvert, f,L est déterminé
par sa restriction & V . Or, le théoréme 3.4 est vrai_au-dessus de
l'ouvert U de "bonne réduction" (puisque AU2 = AUl = AU), ainsi
qu'au-dessus des points de S-U qui sont de codimension 1 dans S (car
on peut alors appliquer 2.4 ou 2.4.1). Vu l'hypothése (3.0.2), le mor-
phisme naturel (3.4.1) est donc, dans le cas (i), un isomorphisme au-
dessus d'un gros ouvert de S , donc est un isomorphisme ; la démonstra-
tion de (ii)est la méme. @

3.4.4. Remarques.

1) Le théoréme 3.4 utilise seulement 1l'hypothése que K(ﬁgz) (dans 1le
cas (i)) ou K(L) (dans le cas (ii)) est fini au-dessus des points de
codimension 1 de S .

2) Bien entendu l'analogue de 2.4 (ii) est vrai aussi puisque c'est un
cas particulier de 3.4 (ii).

Nous allons maintenant nous attaquer & la généralisation, plus déli-
cate, de 2.5 ; de méme que 2.4 elle a été démontrée par Mumford (non
publié) sous des hypothéses plus restrictives :

3.5. Théoréme. On suppose K(ﬁgz) fini sur S (resp. K(L) fini et L
totalement symétrique). Posons X = K(L®2) (resp. K(L)). Alors le mor-
phisme de restriction

(3.5.1) £,L — £,(L|y)

est localement scindé, i.e. f,L est localement facteur direct dans
f*<L|X)' En particulier f£,L est localement libre (car f*(L\X) l'est).

3.5.2. Remarque. Il revient au méme de dire que pour tout x€S , le
morphisme

(£,L) () —> £(Ly) D n(x)
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induit par (3.5.1) est injectif : en d'autres termes, si une section de

L au-dessus d'un voisinage de x est identiquement nulle sur XXg x(x),

S
elle est identiquement nulle sur toute la fibre l&xs w(x), et elle appar-

tient méme & m (f,L)_ .
=x X

3.5.3. Corollaire (changement de base). On _se place sous les hypothéses
( respées ou non) de 3.5. Soit 7 :S' —— S un morphisme de schémas tel

que_1'ouvert ﬂ-l(U) soit schématiquement dense dans S'. Soient A',

£f', L' les objets induits sur S' par A, f , L . Alors 1'homomorphisme
naturel

(3.5.3.1) T¥E,L — ELL'

est un isomorphisme.

Démontrons le corollaire. Posons X' = XXSS' CA'. Comme X est fini et

plat sur S , le morphisme naturel
T E (L) —> £4(L|4)

est un isomorphisme. On a donc un diagramme commutatif

ou la fléche (c) est localement scindée d'aprés 3.5. A fortiori, (a) est
localement scindée ; la question étant locale sur S' on peut donc
supposer que

(3.5.3.2) £IL' =1 ELOT .

Comme A; est un U-schéma abélien et que L est ample, (3.5.3.1)
est un isomorphisme au-dessus de 1l'ouvert ut=r"1(u) de s', donc
TU'
est dans le noyau du morphisme naturel

=0 . En d'autres termes, si 3j':U' > S' désigne 1'inclusion, T

f;Ll —_— j;j'*f;L' :

or ce dernier est injectif d'aprés 1l'hypothése sur T et le lemme 3.4.3
(qui n'utilise pas d'hypothése de normalité sur la base), d'od T=0 ,
cqfd. H
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3.6. Démonstration de 3.5 : réductions diverses.

3.6.1. L'assertion de 3.5 étant de nature locale sur S , nous pouvons
supposer que S est affine et méme, grlce a EGA IV, 8.8.2, que S est

le spectre d'une Z-algébre de type fini (donc un schéma excellent).

Nous dirons pour abréger que (A,L,X) vérifie la condition (C)
en un point x de S si le morphisme (3.5.1) est scindé au-dessus de

Spec @S,x . Notons
wWcs

1l'ouvert formé des points x tels que (A,L,X) vérifie (C) en x .
D'aprés 2.5 et la remarque 2.5.1, W contient U et les points de S-U
qui sont de codimension 1 dans S (car ces derniers, d'aprés 3.0.2,
sont des points réguliers de S). Se plagant en un point maximal de
S-W , on peut donc supposer que S est local normal de dimension Y2,
de point fermé s , et que W contient s-{s}. Enfin on peut toujours
remplacer S par un S-schéma fidélement plat, et nous supposerons

donc désormais que

S = Spec R, ou R est un anneau local complet normal & corps
(3.6.2) résiduel k séparablement clos, et (A,L,X) vérifie (C) au-
dessus de l'ouvert V = S-{s}, od s désigne le point fermé

de S .

3.6.3. Lemme (descente). Soit F' une extension finie du corps des

fractions de R , et soit S' = Spec R' le normalisé de S dans F',

de sorte que R' est encore local normal complet et que le morphisme

T :8'" —>S est fini local surjectif. Notons A', £', L', X' Lles
objets déduits de A, £, L , X par le changement de base T . Si
(A',L',X') wérifie (C) (3.6.1) au point fermé s’ de S', alors
(A,L,X) vérifie (C) au point s (donc sur S), et de plus

atE,L > £1L'.

Comme R est

Démonstration : posons & = f,(L|,), 6" = %8 = £3 (L' )

local, 84 est libre : soit (el,...,eN) une base de 4§ .

Désignons par VICZS l'ouvert au-dessus duquel 7 est plat :
comme S est normal, S' intégre et T surjectif, 1l'ouvert v, con-
tient tous les points de codimension (i.e. de profondeur) { 1 de S .
Posons Vi = ﬂ-l(Vl), et désignons par jl 1V, S et i1 :Vi — S'

2 V! — v est fidélement

les inclusions canoniques. Notons que T 1 1

plat, et que le morphisme
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m*E,L —> £LL'

est un isomorphisme au-dessus de V, . D'autre part £,L est localement

libre sur V notons d son rang.

10
Par hypothése le morphisme

(3.6.3.1) FIL —> &

est scindé sur S', i.e. fJL' est (localement) libre, nécessairement de
rang 4 , sur S', et (3.6.3.1) induit un morphisme inijectif de

n(s')-vectoriels :
(3.6.3.2) £,L'®u(s') —8'Qu(s") .

Il existe donc d éléments de la base (ei) de & , par exemple

v

€1reeerCy v tels que si & désigne le quotient de &8 par le sous-
module engendré par les ej pour j»>d , l'homomorphisme composé

(3.6.3.3)  £L'®xn(s') 3:8:3:2L 510, (s') —> 3D u(s’)

soit un isomorphisme. Comme S' est local, cela implique que le composé

(3.6.3.1L6, > T

(3.6.3.4) £1L"

est encore un isomorphisme. C'est en particulier un isomorphisme au-

dessus de 1l'ouvert Vi ; i1 en résulte par descente fidélement plate que

1'homomorphisme composé
u: f£,L —> 8§ —> &
est un isomorphisme au-dessus de vy Mais on sait (3.4.3) que
_ox ¥
£.L = jl*jlf*L

et on a évidemment ¥ = jl*jIE puisque ¥F est libre ; donc si u est

un isomorphisme au-dessus de V1 , Cc'est un isomorphisme. @

3.6.4. Lemme. Pour que (A,L,X) vérifie (C) au point s , il faut et

il suffit que le morphisme naturel .

(3.6.4.1) (£,L)®k —> 4Dk

ou l'on a posé & = £f4(Ly) soit non nul (on rappelle gue k désigne le
corps résiduel de s€38).
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La condition est évidemment nécessaire puisque £,L#0 .

Réciproquement, considérons le morphisme naturel (3.5.1)
fL —38

Le groupe G(L) opére sur f,L. et sur & avec poids 1 (car X
est invariant sous K(L)) et le morphisme (3.5.1) est manifestement un
G(L)-morphisme. Désignant par a2 1e rang de K(L), on sait que £f_L
est localement libre de rang d sur un gros ouvert V1 de S .
D'autre part (3.6.4.1) est un morphisme de représentations de poids 1
de QCL)XSSpec k , donc s'il n'est pas nul il est de rang 7 d par
V,2.5.6.

Il existe donc un quotient & de & , libre de rang d , tel que

(£,L)®k — 8®k —> FOKk
soit surjectif, donc par Nakayama le composé
f,L — 38 — &

est surjectif ; c'est donc un isomorphisme au-dessus de V. puisque

1
f,L et JF sont alors localement libres de méme rang, et l'on conclut

comme dans la démonstration de 3.6.3. B

Nous allons maintenant ramener la démonstration du théoréme 3.5 &
celle du lemme suivant :
4

3.6.5. Lemme. S étant comme en 3.6.2, on suppose que K(ﬁg est fini

sur S . Alors il existe une section globale 5 € HO(A,ﬁ84), non nulle &

l'origine ep de 1la fibre fermée Aj de A.
o)

3.6.6. Montrons comment ce lemme implique 3.5.

1) Plagons-nous d'abord dans le cas ou (S étant toujours comme en

3.6.2) le faisceau L de 3.5 est seulement supposé symétrique et ou

X = K(ﬁgz) est fini sur S : il s'agit de montrer que (A,L,X) vérifie
la condition (C) de 3.6.1. Grice au lemme de descente 3.6.3, nous pouvons
remplacer S par son normalisé dans une extension finie du corps des
fractions de S', donc supposer qu'il existe (gréce & IV, 8.2 et II,3.5)

- un S-schéma en groupes A' contenant A comme sous-groupe ouvert
avec la méme fibre généricue

- un faisceau inversible cubiste L' sur A' prolongeant L

24,

tels que Y = K(L' soit fini sur S .
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Il est clair que si (A',L',X) vérifie (C) il en est de méme de
(A,L,X) car H%(A,L) = 5°%(A',L') d'aprés 3.4 (i) : nous pouvons donc
remplacer A par A', i.e. supposer que Y = K(ﬁ®4) est fini sur S

Notons A 2 (resp. A 4 ) le plus petit sous-groupe ouvert de A_ con-
(4) (21 4

tenant X (resp. Y) et considérons le morphisme X : A — A

multiplication par 2 ; nous avons un diagramme commutatif

]

IAY 'Y —r X

A-l(X), et comme Y est fini, Ay est fidelement plat,

On a Y

i.e. ona X

Y/H ol l'on a posé

H=Ker A = 2A .

(2] [4]

donc on a une suite exacte

Par définition de A et A , A est donc aussi surjectif,

O —» H —»A[4] —A»AEZ] — 0 .

Comme "L est symétrique on a

2L~ 184 (1,5.5) .
Considérons le diagramme commutatif de R-modules

M= H?(A[4], 24y -Ea-HO(Y,ﬁ?g) =\

(3.6.6.1) A ] XY]
HO(A[Z],L) —ze-Ho(X,L‘x) ;

Le groupe § = Q(ﬁ84) opére sur M et Vt , et le morphisme u
ci-dessus est compatible & ces actions. L'isomorphisme AL~ ¥ géfi-
nit d'aprés 1.2 un relévement de H = Ker A\ dans § , permettant
d'identifier H & un "sous-groupe de niveau" de G au sens de V,2.5.1.
Par descente des sections, le diagramme (3.6.6.1) s'identifie alors au

. diagramme

“ s
(3.6.6.2) H
N

>
E& =
< — g
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Enfin on sait (3.4) que H°(A,L) - HO(A[Z],L) = M¥ , de sorte qu'il
suffit de prouver (compte tenu de 3.6.4) que 1'homomorphisme
uH®k : Mgk — BBk
est non nul. Or il s'identifie, d'aprés V,3.2 (ii) &
(u® K : me ke — @ x)H

et d'aprés l'équivalence de catégories V,3.2 (i) (appliquée & G®k),
ce dernier est non nul dés que

u®k : M®k —> 9k
est non nul, ce qui résulte immédiatement du lemme 3.6.5.

2) Supposons maintenant que L est totalement symétrique et que

X = K(L) est fini sur S . Utilisant le lemme de descente 3.6.3 et la
remarque 3.2.1, nous scommes ramenés au cas ol L est le carré d'un

; sur A . Comme X = K(L) = K(ﬁ?z) est
fini, (A,Ll,x) vérifie (C) d'aprés ce qui précéde et il existe donc

faisceau ample symétrique L

une section GEHO(A,LI), non identiquement nulle sur X®k ; il en est
donc de méme de dngEHO(A,L) et 1l'on conclut grice & 3.6.4.

3.7. Démonstration du lemme 3.6.5.

3.7.1. Supposons donc que S = Spec R comme en 3:.6.2, et que L est
symétrique sur A avec Y = K(ﬁ®4) fini sur S .

Comme L est ample sur A (3.1), il existe un entier m)1l et
une section globale

(3.7.1.1) 01€H°(A,L®m)

1(eA ) # 0 . Choisissons m premier 3 la caractéristigque de
o)

k , et premier au rang de K(ﬂ®4). On a alors

telle que o

Bm, _ -1 -~
k(L™ = [ml} (R(L)) = K(L) X (;2)

. et de méme K(ngm) e K(ﬂ82)><(mA)

et le groupe mA est étale sur S . Considérons la filtration

. " fn
0 ¢ (mA) c (mA) SR}
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définie en IV,§1. Comme la décomposition k(L") = AXK(L)  est évidem-
Sm
ment orthogonale pour la forme e sur K(ﬁgm), le théoréme d'ortho-

gonalité IV,2.4 (iv) implique que (mA)fn est l'orthogonal de (mA)u

dans mA , et que eﬁgé induit une dualité parfaite sur le quotient
(mA)ab = (mA)fn/(mA)u . Ce dernier est fini étale sur S donc s'identi-
fie & un groupe fini ordinaire, et il existe donc un sous-groupe constant
HC (mA)fn tel que H/(mA)u soit lagrangien (V,2.5.1) dans (mA)ab .
Autrement dit, H est égal & son orthogonal dans o et 1'orthogonal

de H dans K(ﬁgm) est simplement HXK(L).

Notons qu'il suffit de démontrer 3.6.5 "aprés changement de base

fini surjectif" m:S' —> S : si (3.6.5) est vrai sur S', alors L'®4
vérifie (C), donc, par le lemme de descente, on a ﬂ*f*ﬁ84 — f;L'®4
®4

l'existence d'une telle section pour ﬁ84 .

donc l'existence d'une section de L' non nulle 3 l'origine implique

En particulier nous pouvons supposer qu'il existe un "gonflement"
g

AC:A1 de A , tel que mA1 soit fini sur S , et un faisceau inversible

L sur Al prolongeant L . Nous choisirons A

1 de telle sorte que

1

de sorte que, vu nos hypothéses, on a un morphisme fini de multiplication
par m :

[m] : A ——¢~A1/mA1 ~ A ;

toutefois la section ¢ de (3.7.1.1) ne se prolonge pas nécessairement

1

en une section de ﬁ?m sur A1 .

Posons alors B = A/H , B, = Al/H , de sorte que l'on a un diagramme

1

0 > H

1, N

0 - H 1 1

ol la ligne supérieure est exacte et ol ¢ [m] . de sorte que q,

1P1 ©

est surjectif ; son noyau n'est autre que pl(mAl)

q, identifie A au quotient de B, par un sous-groupe fini étale.

qui est fini, donc

3.7.2. Le sous-groupe HCA étant isotrope, il se reléve, puisque S

est strictement hensélien, dans Q(ﬁgm) (et aussi dans Q(D?m), qui

contient Q(ﬁgm)). Si l'on fixe un tel relévement, les autres s'en
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déduisent en le multipliant par un caractére de H . Chaque caractére
X :H —> Gm donne ainsi naissance, par descente, & un faisceau inver-
sible M(x) sur B (resp. M,(X) sur B;), et l'on a

BO(B,M(x)) = B%(a,L%™X

4

sous-module de HO(A,ﬁEm) sur lequel HC G(L) opére par le caractérex.

Comme k est séparablement clos et que H est un groupe fini ordinaire,
d'ordre premier a la caractéristique de k , on a
©(a, 12 = o r(a,r®™*
x€H

L'existence de oléiﬂo(A,ﬂgm) non nulle & l'origine implique celle

d'une telle section dans l'un des sous-espaces propres HO(A,ﬁgm)X , donc

. . . m .
d'un faisceau inversible M sur B , descendant L ,et d'une section

(3.7.2.;) O‘ZGHO(B,M) , Uz(eBo) £ 0 .

Notons que M se prolonge en un faisceau inversible M1 sur _Bl

descendant ﬁ?m, puisque le relévement H > q(ﬁ®m) correspondant & M
est aussi un relévement dans Q(ﬂ?m). D'autre part 1l'orthogonal de H
dans K(L®m) (resp. K(ﬁszm)) est HXK(L) (resp. H)(K(ﬁgz)) donc p

induit des isomorphismes
K(L) = K(M)
k(L?) =5 x(M®?)

de sorte que K(Maz) C B est fini sur S . Cependant M n'est pas
nécessairement symétrique ; mais si nous posons

*
N -Ml®[-1] M, , N=NX

1 1l
alors N1 est totalement symétrique et pINl =~ ﬁ?zm. Posons alors
. %*
(3.7.2.2) Gy = 02‘8[-1] 02€H°(B,N) :

alors O,(ey ) # 0 et, comme K(N) = K(M?)  est fini et N totalement
symétrique og conclut par 3.4 (ii) que 03 se prolonge en une section
~de N, sur B; + encore notée oy .

3.7.3. Le faisceau inversibie ﬁ?m sur Bl‘ vérifie

2
* 1y . 32m 32
py () = LPPM o prgr (12
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de sorte que ﬁ?m et qI(ﬁgz) sont totalement symétriques et ont méme
image réciproque dans Ay En conséquence ils sont isomorphes : il
suffit en effet de le vérifier au-dessus d'un point générique géométrique

m de S ; si l'on pose E = ﬁ?mﬁDqI(ﬂg-z), alors Eg appartient au

t
noyau de B -2 A® donc est d'ordre fini ; il est d'autre part le

carré d'un faisceau inversible symétrique (i.e. d'ordre 2) donc est

trivial.

Il en résulte que le noyau de q,:B; — A se reléve dans Q(ﬁ?m)

(car N?m provient de A) ; comme ce noyau est un S-groupe fini cons-
tant, d'ordre premier & car(k), on peut répéter l'argument de 3.7.2 et
déduire, de l'existence de 0, (3.7.2.2), un faisceau inversible P

2
sur A , tel que qIP 2 N?m (et donc [m]*P e ﬁ?zm 2 [m]*ﬁgz) et une

section
0, €H°(a,P)

*
telle que 0‘4(eA ) # 0 . Enfin le faisceau P® [-1] P est totalement
5 ;

symétrique,. et a méme image réciproque par ’[m] que ﬁ®4 (4 savoir
®4m> , * 24
L] ), donc, comme précédemment, P@>[-l] P=~1L . La section
* %* (
o, =0,8[-1]"0, €%, p®[-1]"p) = 1°(a,12%)

répond donc & la question. Ceci achéve la démonstration de 3.6.5 et
celle de 3.5. B

Grice au théoréme 3.5, nous pouvons maintenant étendre partiellement

la proposition 2.2 :

(n]

groupe ouvert de A contenant K(L®n). Alors :

3.8. Proposition. Pour tout n¥l notons A le plus petit sous-

(1) si K(ﬂgz) est fini sur S , alors pour tout n %1 , la res-
a

ﬂSZn 2n

triction de [ ] A est engendrée par ses sections (relativement
2n

a S) sur A

(ii) 8i L est totalement symétrique (et K(L) £fini sur S , comme
. toujours), alors pour tout n¥1 la restriction de L®n a A n est
engendrée par ses sections sur A[n]

Démonstration : nous pouvon:s supposer S local.

f2n]

(i) Nous savons grice & 3.5 qu'il existe une section de _L ]sur A~
qui n'est pas identiquement nulle sur la fibre fermée A£2n de A[Zn]

(puisque K(ﬂgz) C A 2n])‘ La démonstration est alors la méme que celle



149

de 2.2, conséquence formelle du théoréme du carré et de l'action de

0(1®20) gur 1920

(ii) Nous pouvons supposer S excellent (par exemple essentiellement
de type fini sur Z) ; il suffit de plus (grfce a 3.5.3) de démontrer
(ii) aprés un changement de base fini surjectif, et nous sommes ramenés
grlce a 3.2.1 c) au cas ou L est le carré d'un faisceau inversible

symétrique : on applique alors (i) d ce dernier. H

3.8.1. Remarque. Sous les hypothéses de (ii) ci-dessus par exemple,
j'ignore (méme lorsque S  est un traitE ﬁi' pour n¥»2 , la restriction
s alnd est tres ample sur A"

de L relativement & S .

4. Application : un théoréme de négativité de 1l'image directe.

4.0. On se donne S , A, L. comme en 3.0 et on suppose pour simplifier
S connexe noethérien ; on suppose de plus, comme dans le théoréme 3.5,
que X = K(ﬁ®2) est fini sur S (resp. que X=K(L) est fini et L
totalement symétrique) ; on note g la dimension relative de A sur
S, d le rang de £f,L. (on rappelle que f,L est localement libre
(3.5)), de sorte que X est fini et plat sur S de rang 4gd2 (resp.
dz). Enfin on suppose dans ce § que

(4.0.1) X est étale sur S .

Comme X est isomorphe & son dual de Cartier, ceci équivaut a
supposer que X est d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles
de S ; comme d'autre part d est pair si L est totalement symétrique,
nous voyons que (4.0.1) égquivaut dans tous les cas a

(4.0.2) 2d est inversible sur S .

4.1. Théoréme.

(1) Il existe un revétement fini étale 7 :S' —> S tel que

* v . rd :
7 (£,L) soit engendré par ses sections globales sur S'.

(ii) Il existe un entier n¥%1 tel que le faisceau inversible

Q- . . .
(Adf*L) " soit engendré par ses sections globales sur S .

4.2. Montrons (i). Vu nos hypothéses, on peut, quitte & remplacer S
par un revétement étale convenable, supposer que le schéma en groupes X
est constant sur S . Notons r son rang ; on sait (d'aprés I,5.7) que
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L??{rﬂ' #*
S' —> S fini étale tel que Ly soit trivial, avec X'=7 X . Rempla-

est trivial, et comme 2r est inversible sur S , il existe

cant alors S par S', on a un isomorphisme
~ aof
£u(Lyyx) > O
d'ol grlce 3 3.5 un morphisme injectif localement scindé
r
£,L — &g

d'ol notre assertion (compte tenu du fait que la formation de f£f_L
commute aux changements de base considérés, lesquels sont d'ailleurs

plats).

4.3. Posons M = (Adf*L)-l : il résulte de (i) que "M est engendré
par ses sections sur S', et méme par r sections globales (avec
r=rg X) d'aprés 4.2 ci-dessus, donc définit un morphisme

®:S' —> P;fl==P

tel que 976,(1) =~ M .

Pour établir (ii) il suffit (puisque S est quasi-compact) de
trouver, pour chaque point y€S , un entier nYl et une section
s€ HO(S,M®n) telle que s(y)#0 . Or si x;,...,%  sont les points de
S' au-dessus de y , l'ensemble {¢(xl),...;¢(xk)}C:P est fini donc il
existe m»1l et hEHo(P,GP(m)) tels que h(@(xi)) F0 (i=1,...,k),

d'ol une section s' = 9*h€ HO(S'-,TI*M®m) telle que s'(ki) #0
(i=1,...,k). La section

s=NS|/S

répond donc a la question. H@

5. Caractéristique 2 : la variante de Mori.

5.0. L'inconvénient majeur du théoréme 4.1 est qu'il suppose que 2 est
inversible sur S , méme lorsque K(L) est étale. On va montrer ici
comment contourner dans certains cas ce genre de difficultés, en
exploitant une idée de S. Mori.

Soit ¢ wune racine cubique non triviale de l'unité dans € , et
considérons 1l'anneau ZEQ] ~ Z[X]/(1+X+X2). Si T désigne un topos, la

A

donnée d'un Z{G]—Module de T équivaut a celles d'un Groupe commutatif
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A de T et d'un homomorphisme d'anneaux
Z(¢] —> End A
ou encore d'un automorphisme

[C]A:A-—>A

du Groupe commutatif A , vérifiant IdA-k[G]A-f[C]i =0 .

Soient A un Z[C]-Module de T , G un Groupe commutatif de T ,
et L un G-torseur cubiste sur (le Z-Module sous-jacent a) A
Nous dirons que L est GC-invariant si les torseurs cubistes L et
[Q];L sont isomorphes.

5.1. Proposition. Soient A un Z[¢)-Module du topos T , G un_Groupe
commutatif de T , L un G-torseur cubiste C-invariant sur A .

Alors :

3

(i) le G-torseur cubiste L est symétrique, i.e.

,[-1];(ﬂ83) ~ ﬁ?3

(ii) il existe une décomposition fonctorielle en L :

L ~1.°9®12
5 LS et L? sont deux G-torseurs cubistes C-invariants, L° étant
symétrique et L2 &tant muni d'une structure d'extensioh commutative de
A par G, telle gue 1'extension (La)®3

P

soit triviale.

. . *_ -
Pour démontrer (i), posons M = L8>E-1]AL 1 : on rappelle (I,5.7.1)
gque M admet une structure naturelle d'extension de A par G . On a
alors

(5.1.1) M3 =~ u® (¢l e [€2];(M) ,
isomorphisme d'extensions déduit d'un isomorphisme cubiste
~ *
L= [¢lL .

Mais grfce & la structure d'extension de M , le second membre de
(5.1.1) n'est autre que (IdA-+[C]A~+[C2]A)*(M) donc est trivial, cqfd.

On en déduit (ii) en écrivant
L=129 @wo(-11"wn e w e (-11%w)) . m

Rl A

LS L2
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5.2. Soient S un schéma localement noethérien, A -2»-8 un S-~schéma

en Z[C]-Modules semi-stable (i.e. tel que le schéma en groupes sous-

jacent soit semi-stable). La décomposition 5.1 (ii) pour un Gm-torseur

cubiste C-invariant sur A permet d'appliquer les techniques du

chapitre II, §3. Ainsi :

5.2.1. Théoréme. Soit U un ouvert schématiquement dense de S (ou
bien le spectre du corps des fonctions de S , si S est intégre). On
suppose que S est normal aux points de S-U , et gue les fibres de A

aux points de S-U sont connexes. Alors tout Gm—torseur cubiste

C-invariant sur AU se prolonge en un (unigue) Gm-torseur cubiste

(nécessairement C-invariant) sur A .

C'est en effet une conséquence immédiate de II, 3.3. De méme :

5.2.2. Théoréme. Sous les hypotheses de 5.2, on suppose de plus gue S
est normal intégre de point générique 1 , et que A, est une variété

abélienne. Soit n un entier annulant les groupes de composantes con-

nexes des fibres de A , et supposons gque :

4 .
si n

a) les points géométriques d'ordre 8n4 (ou seulement n

est impair) de A, sont rationnels sur *(q)

b) il en est de méme des points géométriques d'ordre 9n .

Alors tout Gm-torseur cubiste C-invariant sur A11 se prolonge
a A. »
Démonstration : si L.q est C-invariant sur Aﬂ , considérons la
décomposition

a

_ .S
LTl = LnQQLn

de 5.1 (ii). L'hypothése a) permet de prolonger Lﬁ en vertu de II,3.5,

et 1l'on vérifie que L% se prolonge grice a l'hypothése b), en procé-

dant comme dans la démonstration de II,3.5 (il faut remarquer qu'en
raison des propriétés de L: , les obstructions aux points de codimen-
sion 1 sont additives et annulées par 3). &

5.3. Sous les hypothéses de 5.2, soit UCS un guvert dense tel que
AU soit un U-schéma abélien, et supposons que S soit normal aux
points de S-U . Donnons-nous de plus un faisceau inversible cubiste
C-invariant L sur A , tel que LU soit ample sur Ay relativement

A

a U . Cette condition implique, d'ailleurs, que L est ample sur A
3

relativement & S : en effet L est symétrique et on peut donc lui

appliquer 3.1.
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Nous sommes donc dans des conditions entiérement analogues a celles

de 3.0, la symétrie étant ici remplacée par la C(-invariance.

Nous allons maintenant étendre a cette situation les principaux
résultats du §3 ; les démonstrations, analogues & celles de loc. cit.,

seront simplement esquissées.

5.4, Définition. Sous les hypothéses de 5.3, nous dirons que L est

totalement C-invariant s'il existe U' —> U fidélement plat tel que

LU' soit isomorphe 3 Mg? ou MU' est cubiste GC-invariant sur AU,.

5.4.1. Remarques.

a) le faisceau M. de 5.4 peut étre supposé symétrique (en vertu
de 5.1 (ii)) ; en particulier si L est totalement ({-invariant il est
symétrique ;

b) il n'est pas suffisant, pour que L soit totalement C-invariant,
d'exiger que L, soit localement de la forme Mg)[QJ*M8>[C2]*M ; toute-
fois cette condition est suffisante si [G]*M est algébriquement équi-
valent & M et si 3 est inversible sur S (exercice : utiliser le
fait que (C-id) opérant sur le dual AE de A, est une isogénie) ;

c¢) la remargue a) montre que le morphisme U' ——> U de 5.4 peut
8tre supposé fini et plat ;

d) si L est totalement C-invariantet si S .est noethérien

excellent, il existe 7 :S' —> S fini surjectif tel que, LS' 2 Mg?
avec M., symétrique et C-invariant sur AS' (ef. 3.2.1 ¢)).

5.4.2. Exemple. Soient S un schéma localement noethérien, A un
S-schéma en groupes semi-stable, USS un ouvert dense tel que AU soit
un U-schéma abélien et que S soit normal aux points de S-U . On
suppose de plus que 3 est inversible sur S . Considérons le S-schéma

en groupes semi-stable

A = A®zz[c'.\ ;

c'est de fagon naturelle un 2Z[¢)l-module ; la base (1,() de 2[¢]

s 2

permet 4d'identifier A, & A", l'action de ¢ étant donnée par la

matrice
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Soit L un faisceau inversible cubiste sur A ; notons L1 le
faisceau inversible sur Ala-A2 défini par
¥* * *
L, = prlL® pr2L® (prl—prz) L .

Un calcul immédiat montre que le morphisme ¢. :A —> A
L 1,U 1,0

1
<52¢L -¢Lt>
—¢L 2¢L :
‘ *
d'ol l'on déduit que [C]to¢L o[C] = ¢, i en d'autres termes, [C] L,
1 .

1
est algébriquement équivalent a L, sur le schéma abélien A, y - Ilen
’

est donné par la matrice

résulte, d'aprés la remarque b) ci-dessus, que le faisceau

_ * 2 *
L, = Ll®[§] L, ® [¢ ] L,

est totalement C-invariant sur A2 . Enfin on vérifie que

K(L,) = [91A1(K(L)x'x(L)) ;

de sorte que K(Lz) est étale sur S si K(L) 1l'est.

5.5. Théoréme. Sous les hypothéses de 5.3, définissons f[n] :A[n] —> S

comme en 3.3. Alors

(i) si K(ﬁ®3) est fini sur S , le morphisme naturel
: [3]
(5{5.1) £,L —> £ (LlA[3])

est un isomorphisme.

(ii) Si K(L) est fini sur S et L totalement C-invariant, le

morvhisme naturel

[1]

(5.5.2) £,L — £, (L‘ [1])
A

est un isomorphisme.

Démonstration (esquisse) : on se raméne d'abord comme dans 3.4 au cas ol

S est un trait : posons donc S = Spec A , ou A est un anneau de
valuation discréte de corps des fractions F et de corps résiduel k ;

on pose {n} = Spec F , {s} = Spec k , Ab = A9k . Par changement de

base fidélement plat on peut supposer de plus que F contient les racines

cubiques de 1l'unité. Considérons alors l'unique isomorphisme
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u: L {Zv [C];L

de faisceaux inversibles cubistes sur A : il induit un automorphisme
d'ordre 3 de H°(A,L), et 1'hypothése sur F implique donc qu'il existe
un vecteur propre pour cette action, d'ou une section o €8°,L), non
identiquement nulle sur Aj . et dont le diviseur est C-invariant. Dans
ces conditions soit x€ A(S) tel que x(S)Ndiv(c) = ¢ : alors

%* * *
= ®
o, 'rxc@ TgXO‘ T,

C%x

LY

est une section, non nulle a l'origine de Ao ., du faisceau

L~ L®3 (car. 1+€+€2=O).

%«
Il en résulte que, dans le cas (i), le morphisme naturel

T7°L® TE L®T
X X

1 (a,193) ——>H°(A[3],L®3)

qui est un morphisme de représentations irréductibles de Q(ﬁ83), est
non nul dans la fibre spéciale donc est un isomorphisme. On en déduit
(ii) puisqu'aprés un changement de base convenable on a L~ M3 ou M

(3] 1y

est (-invariant ;]d'autre part sous 1'hypothése (i), si o €H®°(A
alors d®3<5H°(A[3 ,ﬁ®3) se prolonge & A , donc O se prolonge & A .H2

5.6. Théoréme. Sous les hypothéses de 5.3, supposons K(ﬁ83) fini sur
S (resp. K(L) f£fini et L totalement C-invariant) et posons

x = k(123

(resp. K(L)). Alors le morphisme naturel

(5.6.1) £,L — f*(L‘X)

est injectif localement scindé.

En _conséguence (cf. 3.5.3) la formation de £,L commute & tout
changement de base 7 :S' —> S tel que ﬂ-l(U) soit schématiquement

dense dans S'.

5.6.2. Cas o0 A est un S-schéma abélien : c'est un cas particulier
de 2.5.1.

5.6.3. Cas o S est un trait : ce cas se démontre exactement comme 2.5,
en remarquant que si L est totalement C-invariant il est engendré
par ses sections sur 1l'ouvert ALl‘ (notation de 3.3) : ceci résulte
immédiatement de 2.2.

5.6.4. La question étant locale sur S nous sommes ramenés, pour démon-

trer 5.6, au cas oU S est le spectre d'un anneau local complet normal
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de dimension » 2 A corps résiduel séparablement clos, et ol (5.6.1) est
localenent scindé sur l'ouvert V = S-{s} , ol s désigne le point fermé
de S . Il est alors immédiat que le lemme de descente 3.6.3 est encore

valable. De plus le théoréme 5.5 implique que si A' est un modéle semi-
stable de Aﬂ , contenant A comme sous-groupe ouvert, et si L se
prolonge en L' sur A', alors #°(a,L) = E°(A',L'). Par changement de
base et gonflement, nous pouvons donc supposer de plus que K(ﬂgz) est

fini sur S

5.6.5. Réduction au cas symétrique : si L est totalement ¢{-invariant
il est symétrique d'aprés 5.1. Sinon on a L = L°®1L% avec L° symé-
trique et L% d'ordre 3 (5.1 (ii)) ; il existe donc (quitte a changer
de base et & appliquer le lemme de descente) une section &€ K(ﬁ83)(s)
telle que L3=T;(LS). Comme la trénslation par o respecte X = K(ﬁ83),

on a un diagramme commutatif
£,L —> £,(L)y)
2}'{'; aI o
£,L° — f*(leX)
et il suffit donc de prouver 5.6 pour LS .

5.6.6. Fin de la démonstration : supposant L symétrique et K(ﬁgz)
fini, il résulte de 3.5.3 que la formation de f£,L commute au changement
de base 7 :S' —>S , od S' est le normalisé d'un sous-schéma fermé
intégre de dimension 1 de S rencontrant l'ouvert U de bonne réduc-
tion. Comme 5.6 équivaut a l'injectivité de

f*L® H.(S) —3 f*(L‘x® K(S)) ’

il suffit de démontrer 5.6 sur S' et nous sommes ainsi ramenés au cas
d'un trait (5.6.3). ®

[nl

5.7. Proposition. Sous les hypothéses de 5.3, définissons A comme

dans 3.3. Alors :

(i) si K(ﬂ®3) est fini sur S , alors pour tout n 1 , la res-

ﬁ®3n[ é) A 3n est engendrée par ses sections (relative-
3n

triction de

ment & S) sur A

(ii) 8i K(L) est fini sur S et L totalement C(-invariant,

alors pour tout n)»1 la restriction de ﬁ&n a al? est engendrée

par ses sections sur A‘jrlT
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La démonstration est analogue & celle de 3.8. ®

Nous pouvons enfin adapter le théoréme de négativité 4.1 :

5.8. Théoreme. Sous les hypothéses de 5.6, supposons de plus que S est

noethérien et qgue X (notation de loc. cit.) est étale sur S . Alors

(1) Il existe un revétement fini étale 7 :S' — S tel que
ﬂ*(f*Ly soit engendré par ses sections globales sur S'.

(ii) Il existe un entier nYyl tel que le faisceau inversible

(det f,‘bL)®-n soit engendré par ses sections globales sur S .

Démonstration : on procéde comme dans 4.1. @

Bien entendu, si d désigne le rang de f,L (de sorte que K(L)
est de rang dz), 1'hypothése sur X équivaut au fait que 3d soit

inversible sur S .



CHAPITRE VII

Structures de niveau, plongements grassmanniens

Sommaire

0. Introduction.

1. Structures de niveau et rigidifications : définition, existence.
2. Cas des schémas abéliens : le théoréme de plongement.

3. Application aux schémas de modules wg,d,n .

4. Le Z-schéma ﬁé,d .

5. Le cas séparable : compléments au théoréme de plongement.

6. Retour au cas semi-stable : une propriété de prolongement.

0. Introduction.

Le principal résultat de ce chapitre est le théoréme de plongement
2.6, qui donne explicitement un plongement projectif (plus précisément
"grassmannien") d'un certain schéma de modules fins paramétrant des sché-
mas abéliens polarisés munis d'une "N-rigidification". Cette derniére
notion est un raffinement de la notion familiére de structure de niveau

N , le groupe structural étant, au lieu du groupe habituel Gng(Z/NZ),

N29-1

une extension de celui-ci par le tore Gm . I1 est méme possible,
grice 3 la notion de "N-rigidification restreinte", de "réduire" le
groupe en question & un groupe fini ; on retrouve ainsi au §3 la repré-
sentabilité des schémas de modules habituels “é,d,n pour n¥3 , sans
utiliser de théorie générale des invariants.

Un autre intérét est que l1l'on obtient, sur ces schémas de modules,
des faisceaux amples "explicites", i.e. calculables en termes du fonc-
teur représenté. Plus précisément chacun des schémas de modules fins
construits (noté ici S) porte un schéma abélien universel A S , et
un faisceau inversible cubiste L sur A , ample relativement & S ; le

théme général de ce chapitre est qu'alors le faisceau inversible
-1
(det £,L)

est ample sur S ; dans chaque cas cela résulte plus ou moins triviale-

ment de la définition du plongement grassmannien de 2.6.
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On construit encore au §3 des compactifications des schémas de

modules grossiers (n ¥1), liées aux plongements du §2. Ces

g,d,n .
compactifications semblent malheureusement dépourvues d'une bonne inter-
prétation "modulaire" ; on a toutefois, pour un schéma en groupes semi-
stable sur une base normale, une propriété de prolongement en codimension

1 (§6) qui sera utilisée au chapitre XI.

A l'exception du §6 précité, ce chapitre ne dépend que dans une
faible mesure des précédents ; le lecteur qu'intéressent surtout les
schémas abéliens pourra, aprés avoir pris connaissance de la définition

1.2, aborder directement les §2 a 5.

Notations. Dans tout ce chapitre on fixe un entier g'>1 . Pour tout

entier N 1 , on pose

o 2N (N pair)
(0.1) N = (2,N)N ={
N (N impair)

On note EN le groupe

(0.2) = (z/Nz)29

By

et pour tout schéma S on désigne par EN S le S-schéma en groupes
14

constant de wvaleur EN .

1. Structures de niveau et ridigifications : définition, existence.

On rappelle d'abord la proposition suivante (I,5.7) :

1.1. Proposition. Soit L un- G-torseur cubiste sur un Groupe commuta-

tif A , et soit N un entier annulant A . Alors ﬁgﬁ admet une tri-

vialisation canonique (comme G-torseur cubiste sur A).

1.2. Définition. Soient A —>S un schéma en groupes semi-stable de

dimension relative g sur un schéma S , L un G ~torseur cubiste sur

A, N un entier » 1 inversible sur S .

a) Une structure de niveau N sur A est par définition un isomor-

phisme v : E 42»-NA de S-schémas en groupes.
N,S - -

b) Une N-rigidification de (A,L) est un couple (v,s) ou v

est une structure de niveau N et ¢ une trivialisation du G -torseur




* . » . . . 3 . ’
v L , gui coincide sur la section nulle avec la trivialisation donnee

par la structure cubiste de L .

¢) Une N-rigidification (v,0) est restreinte si dgN coincide
e

0 . . 3 . * rd
avec la trivialisation canonigque de Vv L donnée par 1.1.

1.3. Proposition. Soient S un _schéma normal intégre, U~S un ouvert
non vide, Ay un U-schéma abélien de dimension relative g ayant

réduction semi-stable aux points de codimension 1 de S . Soient LU un

G_-torseur cubiste symétrique sur AU et N)2 un entier inversible

m
sur S .

Alors il existe un gros ouvert VCS contenant U et une suite de

morphismes finis surijectifs

<
<
3

L[}

m oTr2

avec les propriétés suivantes :

(i) T, est galoisien, modérément ramifié sur V et étale sur U;

son groupe de Galois est un sous-groupe de Gng(Z/NﬁZ), et il existe un

Vl—schema en _groupes semi-stable AV1 prolongeant AU><VVl , un

Gm—torseur cubiste L sur Av prolongeant L__X_V. , et une struc-
1

Vl uv'l

ture de niveau N sur AV .
1

(ii) ﬂz est principal homogéne de groupe contenu dans
EN-{O}
Byt

N-ridification restreinte.

- X0

(donc est étale) et (72 , TS ) posséde une
I 2 2 1 2 1

Si de plus il existe un S-schéma en groupes semi-stable AS pro-

longeant AU , On peut supposer que V=S 3 condition de remplacer,
dans (i), GL,_(2/¥z) par Gng(z/Nﬁ3z).

Démonstration : soit LY rendant rationnels les points d'ordre NN de

la fibre générique : il existe sur V

1 (pour V conﬁenable) un modéle

semi-stable A& ayant une structure de niveau NN , d'aprés IV, 8.2.1.
1
Il suffit de prendre pour AV le plus petit sous-groupe ouvert de
1
A& contenant les points d'ordre N , l'existence de Lv résultant
1 1

alors de II, 1.2.8 (ou II, 1.2.8.1 si N est impair) quitte & res-
treindre V . Pour le complément V=S dans le cas semi-stable, on
rend rationnels les points d'ordre NN3 et on'applique II1, 3.5. &



2. Cas des schémas abéliens : le théoréme de plongement.

2.0. Soient d et N deux entiers ¥ 1 . Pour tout schéma S , on note
(2.0.1) Abrigt . (S)
. . ,d,N

1l'ensemble des classes de S-isomorphisme de suites (A,L,v,0), ol
. A est un S-schéma abélien de dimension relative g .

. L est un faisceau inversible cubiste sur A , ample relativement
a S et de degré d2 (i.e. 1'isogénie ¢, A —> A% aéfinie par L
est de degré d2), et vérifiant de plus

A C K(L) = Ker @

(2.0.2) 4

L ;

cette condition signifié que, localement sur S L est la puis-

fppf '
sance quatriéme d'un faisceau (automatiquement ample) sur A . Elle

implique que L est trés ample relativement & S ((m21, § 17).

. (v,0) est une N-rigidification (1.2) de (A,L).
2.1. Abrig+ a N(S) est de fagon naturelle un foncteur contravariant en
’ ’
S . Lorsque N Y3 , les objets (A,L,v,0) ci-dessus n'ont pas d'auto-
morphismes non triviaux ([MZ], § 21, th. 5) ce gui implique que )
Abrigg 4. N est méme un faisceau pour la topologie fppf. Notons que
’ 1

R
Abri ,d,N(S)

est vide si 49 ne divise pas d (& cause de (2.0.2)),
ou si N n'est pas inversible sur S . ’

Nous supposerons dans la suite du §2, sauf mention expresse du con-

traire, gue NY»3 . Ceci rend inoffensifs les abus de langage tels que
. +
1] 6 . n
soit (a,L,v,0) € Abrig ,d,N(S) .

2.2. Définition. Une constellation de typve (g,d,N) sur un schéma S

est la donnée :

- d'un Gs-module V , localement libre de rang 4d

- d'un S-plongement o : Eqg g — P=P(V), tel que pour tout x€ 8§
’
l'image de «2u(x) engendre P®x(x) (au _sens des espaces projectifs)

- d'une trivialisation o de a* (1) sur E
— P = N, S

2.2.1. Exemple. Soit X = (A,L,v,0) € Abrig" g.y(S)s et soit f:A —5

le morphisme structural. On a alors un morphisme

(2.2.1.1) o :EN,S — P(£f,L) =P
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composé de v : Eg o ;:*'NA et du plongement | A < A e P défini par
’
L . D'autre part d*GP(l) s'identifie canoniquement & v*L donc ¢
s'interpréte comme une trivialisation de a*@P(l) sur Eg g4 - On a en
’

fait le résultat suivant :

2.3. Proposition. Avec les notations de 2.2.1, (f/L,o,0) est une cons-

tellation de type (g,d,N) sur S dés que N2 >glda .

La seule chose & vérifier est que si S est le spectre d'un corps
(que 1l'on peut supposer algébriquement clos) les points d'ordre N de
A ne sont pas dans un méme hyperplan de P . Vu 1l'hypothése sur N
cela résulte du lemme suivant ([M4], Prop. 7.7) :

2.3.1. Lemme. Soient A une variété abélienne de dimension g sur un

corps k algébriquement clos, L un faisceau inversible trés ample sur

A , de degré a® . Soient HCP(H°(A,L)) une hypersurface de degré s
ne contenant pas A , et N»1 un entier. Alors :

longk(Hn NA)
N°9 N

gld
¢ s Lk

Rappelons la démonstration de [M4] : soit Y SA une courbe passant
par l'origine, section de A par un sous-espace linéaire de codimension
g-1 , et telle que [N];l(Y) Z H . Alors si ¢ = cl(L)<5CH1(A), on a :

long, (HN \A) ([N];l(y).H) ([N];(eg-l).H)

N2g-2(eg-1'H) (th. du cube)

= 2972

2g-2

=N sg!d (Riemann-Roch) H

Nous supposerons désormais vérifiée, jusqu'a nouvel ordre, la_ con-
dition

N2 > gld
de 2.3, et nous noterons
(2.3.2) C(x) = (£,L,o,0)

LY

la constellation associée, par la méthode de 2.2.1, & X = (A,L,v,0).



2.4. Soit I = (V,&,0) une constellation sur S . Notant :EN S —_ S
’

le morphisme structural, la donnée de o : EN S —> P équivaut a celle
! B

d'un quotient inversible L de 7*V . Comme L s'identifie canonique-
ment a a*GP(l), on obtient grice i la trivialisation ¢ de L , un

morphisme surjectif

(2.4.1) . T*v ——»GE
N,S

de faisceaux localement libres sur EN g r ce qui équivaut par adjonction
14
4 un morphisme de Gs-modules

Ey

(2.4.2) u(E) : V7,0, =6 .
N, S

La condition supplémentaire sur o , selon laquelle «(E ) engendre

N,S
P , revient évidemment & imposer que u(z) soit surijectif. En bref,

la constellation £ détermine un morphisme

(2.4.3) t(Z) : S —> G > 6

a,n29

ol G désigne la grassmannienne (sur Spec Z) des sous-faisceaux loca-

By

Spec Z

ment facteurs directs de rang d de 6

Il est immédiat que la surjectivité de (2.4.1) se traduit, en termes

En

S
.la forme coordonnée correspondante ("évaluation au point a") ; alors

de u(Z), de la fagon suivante : pour tout a€'EN , motons &_: 6 ;" — G
les morphismes

u(Z)‘>®EN ea 6
S

\'

-
En
sont tous surjectifs. Réciproquement un sous-fibré- VC:GS vérifiant
cette condition détermine un S-morphisme o : EN s — P(V) =P et une
’

trivialisation de a*GP(l). Enfin, o est un plongement si et seulement

si, pour a#b dans Eg - le morphisme

2 € AE
A“u(z)

E
A2y $2e M) 2B

S

est surjectif, (condition qui implique la précédente). Si 1l'on note

- (2.4.4) ‘U’CGEN
G

le sous-fibré universel sur € , et

(2.4.5) o(l,lce

le sous-schéma ouvert de G au-dessus duquel les morphismes
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E. € _AE€

(2.4.6) A%-»A%GN -—a—-—]?-»% (a#b)

sont surjectifs, nous avons donc établi :

2.4.7. Proposition. Le foncteur

S +—> {classes d'isomorphisme de constellations de type (g,d4,N) sur s}

est représenté par 1'ouvert JICZG de (2.4.5).

On a en particulier sur ‘Ml une constellation universelle :

(2.4.8) §_, (‘17’,,6_1’_,9'_)

o
avec Equ — P= P(V)dlaz

i\% /4

et 0:6 >~ a*6p(1).
Nl
2.5. Soit X = (A £.5,1 c)ﬁEAbrig+ (s) (avec N Ygld , comme
«Je. ¢ by V! ,d,N g-. ’

toujours). Nous noterons
(2'.5.1) t(X) = t(C(X)) Edél(s) = Hom(S,d;) < Hom(S,G)

(cf. (2.3.2) et (2.4.3)) : t(X) est donc le point de G qui correspond
au morphisme composé de Gs—modules

o* % £
(2.5.2) £,L —> 7,0*L = 17,0 =~ 0

*
Ex.s

Il est immédiat que t(X) est fonctoriel en S (on rappelle gue

N29
S

la formation de £,L. commute & tout changement de base). Nous avons
donc défini un morphisme de faisceaux sur Spec Z[l/N] :

' .+
(2.5.3) t: Abrig, o o — &b @ z[i/Nlce

X —  t(X) .

2.6. Théoréme. On_suppose gue N2 >2g!d . Alors le morphisme t de

(2.5.3) induit un isomorphicsme de Abrig+
‘:Jlle

senté par) un sous-schéma lccalement fermé de G

avec (le foncteur repré-

Les points cruciaux sort rassemblés dans la proposition suivante

(c'est ici qu'intervient de fagon essentielle 1l'hypothése (2.0.2))
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2.7. Proposition. Avec les notations de 2.5, on pose de plus P=P(£f,L).
On note p:P —> S le morphisme structural, E = ACP , 5A- (resp. UE)
le faisceau d'idéaux de A (resp. E) dans P . Alors :

(1) le morphisme naturel p*GP(Z) ——a»p*GA(2) est surjectif ; en

conséquence le faisceau p*ﬁA(Z) est localement libre de rang

(dgl)-ng ; sa_formation commute & tout changement de base, et l'on a

Rip*HA(2) =0 , i70.

(ii) Le morphisme naturel p*p*dA(Z) —_ 5A(2) est surjectif ; en
d'autres termes, A est (localement sur S) intersection de guadrigques
dans P .

Si de plus Nz >2g}d , alors :

(iii) p,Y5(2) = p,Yp(2) ; en d'autres termes (compte tenu de (ii))
A est localement sur S 1l'intersection des quadricues contenant E .

(iv) Le morphisme naturel de Gs-modules localement libres
(2.7.1) B(X) : p,Op(2) — p,O,(2)

est localement scindé (i.e. Coker B est localement libre) et est de

rang ng .
Démonstration :

. (1) Le fait que Rip*dA(Z) = 0 pour i »2 est évident puisque
Rlp*GP(Z) = Rlp*GA(Z) =0 pour i )1 . D'autre part nous utiliserons
constamment le fait que la formation des images directes p*@P(Z),
p*GA(Z) et p*GE(Z) commute & tout changement de base. Il suffit en
particulier de montrer la surjectivité de

lorsque S est le spectre d'un corps algébriquement clos. Or elle équi-
vaut & la surjectivité de

(£,10%% — £,(1%?)
et résulte donc de [MS], th. 9 p. 68 puisque L est la puissance
quatriéme d'un faisceau ample sur A .

(ii) Lorsque S est le spectre d'un corps l'assertion résulte de
[MS}, th. 10 p. 80 ; dans le cas général on en déduit que pour tout
x€S le morphisme
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p*p* (4 ,(2) B ulx)) —> ¥,(2)®n(x)

est surjectif (en effet, par platitude, 5A@9n(x) est 1'idéal de An(x)
dans Pm(x))f Or ce morphisme est déduit par changement de base (d'aprés

(1)) ce
P P Yp(2) —> 3,(2) ;

ce dernier est donc aussi surjectif.

(iii) Désignant par UE/A 1'idéal de E dans A , il suffit

d'établir que p*ﬁE/A(Z) est nul. Or ce dernier est le noyau de
(2.7.2) p*QA(Z) ——&-p*GE(Z)

et notre assertion n'est donc qu'un avatar de 2.3 : comme (2.7.2)
"commute au changement de base" on se raméne au cas d'un corps et on

applique 2.3.1 avec s=2 .

(iv) On a Ker B(X) = p*ﬁE(2) = p*ﬁA(Z) d'aprés (iii) donc Im 8
s'identifie a p*GA(2) (d'ol le rang de B) et Coker 3 au conoyau du
morphisme (2.7.2), lequel, comme on l'a vu, est injectif aprés tout
changement de base, donc localement scindé. &

2.8. Il résulte déja de 2.7 que, sous l'hypothése N2 > 2g!d , le mor-
phisme t de (2.5.3) est un monomorphisme : on reconstitue en effet
(A,L,v,0) & partir de (f,L,o,0) (notation de 2.2.1) de la fagon

suivante :

. A est le sous-schéma de P = P(f,L) défini par 1'idéal image de
P*P*U‘a(z) _— GP

ol p:P — S est la projection, et Aﬁa 1'idéal du fermé de P image

de o: EN S —— P (autrement dit A est l'intersection des gquadriques
14

contenant &(EN,S))'

. L est le faisceau inversible induit par GP(l) sur A .

. v n'est autre que «: EN S —p A —> P .
’

. 0‘:0‘ .
I1 suffit donc, pour établir 2.7, de prouver (supposant désormais

N2 ) 2g1d)

(2.8.1) il existe un sous-schéma localement fermé dLC'Jﬂ , tel que t
se factorise par , et un X = (A,L,v,0) € Abri + a N&%) tel que
1’ [
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t(X) :dL-—w-dl soit l'inclusion naturelle.

En effet, l'objet X ainsi construit, considéré comme morphisme de
.+ . o
olb daps Abriqg ,d,N * est alors une section de t sur d, d'ol le
théoréme puisque t est de plus un monomorphisme. Bien entendu, X est
s . .+
alors l'objet universel de BAbrig ,d'NOM).

2.9, Définition. Soit I = (V,«,0) une constellation sur S et soit r
un _entier. Notons comme d'habitude p:P = P(V) —» S le morphisme

naturel, et posons E = a(EN S)C:P.Considérons le morphisme naturel de
[

@S-modules

(2.9.1) B(Z) 2 pyBp(2) — p,6,(2) .

Nous dirons que I vérifie la condition (Qr) si 8(Z) est localement

scindé (i.e. son _conovau est localement libre) et de rang r .

Nous noterons BEQ(Z) (enveloppe dguadratique de Z) le sous-schéma
de P défini par 1'idéal p*(Ker B(Z)) (intersection des guadriques

contenant E).

Notons que B(Z) peut s'interpréter comme un morphisme

2 By

Sym™V ——*-@S
A A . Y ®2 ~ *
gracea q:E. —>E et a 0 " :06 —> g 6 _(2).
N EN P
2.9.2. Remarque. Si £ vérifie (Qr) alors pour tout changement de
base S§' —> S , ES' vérifie (Qr) et 1'on a

EQ(ZS.) = EQ(Z)xSs' .

La premidre assertion est triviale et la seconde résulte du fait
que si B(Z) est localement scindé la formation de son noyau commute
au changement de base.

. . + -
2.9.3. Soit XE€ Abria ,d,N(S) : a%ors, en vertu de la proposition 2.7,

la constellation C(X) associée & X vérifie (Qr) avec

r=29d,
et de plus, avec X = (A,L,v,0), on a
(2.9.3.1) A = EQ(C(X)) .
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2,10. Posant donc r=29d , il est immédiat que le sous~-foncteur de dél
formé des constellations vérifiant (Qr) est représentable par un sous-
schéma localement fermé #2 de dl,l (défini par des idéaux de Fitting
convenables) ; d'aprés (2.9.3), t se factorise par 4,11:2 . Cpnsidérons
la constellation 22 induite sur 0”:2 par la constellation universelle
L de (2.4.8), et posons

Ay = RA(E) P, = P|p

\/

2.11. Soit X comme en (2.9.3) : alors le polyndme de Hilbert (relatif
4 S)de L sur A est

H(n) = n% .

Introduisons donc la strate de platitude ([mM6],8)

définie par la propriété suivante : un morphisme S —nu se factorise
par 0143 si et seulement si le sous-schéma A xdl: S de sz‘az est

plat sur S de polyndme de Hilbert H(n). Alors t se factorise par
&3 ., et le schéma A -——-roll,3 induit par A, est plat de polyndme de

Hilbert H , pour le plongement A, «—> P3=Pldl: .

3

2.12. Comme A3 est plat sur d1,3 , il existe un plus grand sous-schéma
ouvert

c

d1,4 #3

tel que A = A ‘ soit lisse sur db, , et t se factorise par W, .
3luby B 4 4

Notons que l'on a un diagramme naturel (puisque A 4 = EQ(Q%))

\/

et en particulier une gsecticn e, :dl, — A, correspondant d& l'origine

4° 74 4
de EN . D'apres [M4], th. 6.14, il existe un plus grand sous-schéma
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ouvert

cu5c: au

tel que Ay = A4\% admette une structure de schéma abélien de section
5
unite e; = e4ku5 , et t se factorise par #5 . De plus As est de

dimension relative g , et le faisceau inversible ample L5 sur A5
induit par Gp(1) est de degré a2 sur Ag puisque son polyndme de
Hilbert est n9%a .

2.13. Il existe un plus grand sous-schéma fermé
c
&6 ‘“5
tel que, si L6 est le faisceau inversible sur A6 = Ashu induit par
‘ 6

L5 , on ait

K(LG) 2 B -

2.14. I1 existe un plus grand sous-schéma fermé
ol =#%c%6

tel que ¥y = L)y soit une structure de niveau N , et t se factorise
6

par 0“7 . De plus on a une trivialisation naturelle G, de a;L7 (o

L, =L ) induite par ¢ (2.4.8) ; si l'on munit L., de la structure
7" "6l 7

cubiste compatible avec o, » on obtient sur (A7,L7) une

N-rigidification au sens de 1.2. Il est alors immédiat que 1'élément de
3 + . . » 0 . » 0 . .4 » »

Abrlgy'lehu) ainsi défini vérifie la propriété annoncée dans (2.8.1),.

et le théoréme 2.6 est donc démontré. M

Dans le corollaire qui suit on ne suppose plus que N2'>g!d :

2.15. Corollaire. Pour d t NY1 et pour tout schéma S , notons

.+
Ab lc‘,d,N(S)

l'ensemble des classes d'isomorphisme de triplets (A,L,v) ou A, L

et v sont comme dans 2.0. Alors pour N Y3 , le foncteur Abpic: d.N
’ ’

est représentable par un sct.éma quasi-projectif M sur Spec ZL1/N). De
plus si (A,L,v) désigne 1'élément universel de Abpic: a N(M), et

1 R
f:A — M le morphisme structural, alors le faisceau inversible
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A = (Adg, )7t

est ample sur M .

Démonstration : on a des morphismes naturels

m
.+ N,N' .+
(2.15.1) Abpic Ld, N —X4——— Abpic L4, N
pour N divisant N' ; si N Y3 et si N et N' ont les mémes fac-
teurs premiers (i.e. si z[1/N) = Z[l/N']), le morphisme Ten' ©st
14

méme principal homogéne sous le groupe fini
Ker(Gng(Z/N Z) “"'Gng(Z/NZ))

ce qui nous raméne (en remplacant N par une puissance convenable) au

cas ou N2 )Zg!d . On a d'autre part un morphisme naturel

. .+
Abrid., g,y T ARRIC, 4 y

(oubli de la rigidification ¢ , avec les notations de 2.0), lequel (si

EN-{O}

m
méme &tre réduit & un groupe fini, en considérant le sous-foncteur

N »3) est principal homogéne sous le groupe G . Ce groupe peut

+ .+
(2.15.2) Abres ,d,N C Abr gg,d,N

formé des (A,L,v,0) telle que (v,0) soit restreinte au sens de 1.2.
L'inclusion ci-dessus est évidemment représentable par une immersion

fermée, et le composé

+ .+
Ahzsgg,d,N — &bpic_ 4y
EN-(o}
est principal homogéne sous le groupe fini étale By .

I1 suffit donc, pour prouver l'amplitude de )X (et donc la quasi-

projectivité de M) d'établir l'assertion analogue sur Abri a N - 9f
0 » . 0 3 3 + ’ !
si (A,L,v,0) désigne l'objet universel sur S = Abrig ,d,N ’ le plon-

geﬁent t:S — G de 2.6 était défini par un morphisme
29
£,L —> 65
En particulier £, L = t*y ol U est le "sous-fibré universel”
sur G . Notre assertion résulte donc du fait que (Adlf)-l est ample
(et méme trés ample) sur & puisqu'il définit le plongement de Pliicker
de G . H
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3. Application aux schémas de modules & .
g,d,n

3.0. Soient d et n deux entiers ¥ 1 . Désignons par

(3.0.1) Agg,d'n(S)

pour tout schéma S , l'ensemble des classes d'isomorphisme de triplets
(Alglv) O& H

. A est un S-schéma abélien de dimension relative g ;

. E:A —> A% est une polarisation de degré a2 : en d'autres
termes, § est une isogénie de degré a2 ‘qui, localement sur Sfppf .

est de la forme ¢ ol L est un faisceau inversible ample sur A ;

L ’
. V:E Jze-nA est une structure de niveau n .

3.1. si (a,§,v) est comme ci-dessus, considérons le faisceau de
Poincaré P sur ACXA , et posons

<I§A>*(P)®2 .

(3.1.1) L(8)
On a alors

= 45 : A —> A

(3.1.2) PL(e)
d'ou il résulte que (A,L(8),v) définit un élément de Abp;c+_ (s).
g,4%,n
Posant pour abréger
(3.1.3) 3 = 4%

nous avons ainsi défini un morphisme de foncteurs

R
(3.1.4) Ab .d.n ——e-Alecg’a'n

qui est inijectif en vertu de (3.1.2). Inversement si l'on part de

.+ s
(A,L,v) dans Abpic 3 n(S), la condition (2.0.2) montre qu'il existe
’ ’

une unique isogénie §L: A —> A" telle que 4§L==¢L ; on en déduit

alors que l'image de (3.1.4) est formée des (A,L,v) tels que
L > L(§L) ; par suite le morphisme (3.1.4) est représentable par une

immersion fermée. Appliquant alors 2.15, on retrouve :

3.2. Théoréme. Pour n ¥3 , le foncteur Ab a,n de (3.0.1) est repré-

sentable par un schéma gquasi-projectif sur Spec Z[l/n], noté dé d.n
- L4 3 » , 3 ' !
De plus si (A,%,v) désigne 1'élément universel de Ab (t

- —_gldrn g:d:n)
et f:A —> né'd,n le morphisme structural, alors le faisceau inversible
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(g, L(g)) "1

(avec d = 493 , et L(E) défini en (3.1.1)) est ample sur ﬂé d.n
14 ’

(Remarque : comme des schémas de modules grossiers vont bientdt appa-

raitre, il est préférable dés maintenant de distinguer Ab . de
==g.,d,n
"'t'g,d,n) )

3.3. Pour 4 et n.)l et pour tout schéma S , notons

(3.3.1) Bb_ 4,n(S)

l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets (A,§,v,0) ou (A,§,v)
est comme en 3.0, et ou (v,0)  est une n-rigidification xrestreinte

(1.2) pour (A,L(§)) : on a donc une projection naturelle (oubli de 0) :
(3.3‘2) Abg'd,n -—.)Abgldln )
E_-{o}

qui, pour n 73 , est un revétement principal de groupe Qhﬁ) n .

Soit N un entier 7 1 multiple de n , et vérifiant N2 > 2g1d .

On va s'intéresser au morphisme composé

(3.3.3) Ab ,d, N —> Ab ,d,n —> ADb ,d,n
On sait gque Ab ,d,N est représentable par un schéma note
> t
3.3.4 & —> G > G :
( ) g,d,N a'Nzg

de plus si VU &> GG désigne le sous-fibré universel, alors U induit

sur $g,d,N le sous-fibré
E
f L —> £,v™L 4g¢-QVN
*g,d,N
ou (A,L,v,0) est l'objet universel sur %g'd'N et f£:A "‘*’%é,d,N
. EN-{o}
le morphisme structural. Les groupes FN = QpN) et

E
Aut(EN) ES) Gng(Z/NZ) opérent sur le faisceau GGN , respectivement par

l'action diagonale et par permutation des coordonnées. On obtient ainsi
une action sur G d'un groupe GN » produit semi-direct de FN par
Aut(EN), ainsi qu'une GN—linéarisation ([M4], §3, 1.6) de U pour

cette action. De plus l'action en question respecte ﬁé a.N et corres-
’ 14
pond, bien sfir, & l'opération "changement de N-rigidification".
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3.4. Schémas de modules grossiers, compactifications.

Gardons les hypothéses et notations de 3.3, et fixons de plus un
"schéma de base" noethérien S, au-dessus de Spec Z[l/N]. Nous dési-

gnerons encore (par abus d'écriture) par Ab etc., les

,d'N ’ :A-b-g'd,N '
restrictions de ces foncteurs a la catégorie des So-schémas, et par
¢g'le 14
Posons

etc. les images réciproques des schémas correspondants sur So.

(3.4.1) Gn,N = Ker(GN ——rGng(Z/NZ’) — Gng('Z/nZ))

ou Gy est défini en 3.3, la premiére fléche étant la surjection natu-
relle et la seconde s'obtenant en plongeant (Z/nz)zg dans (Z/Nz)zg

au moyen de la multiplication par N/n . On pose alors

~s

(3.4.2) at'g’d’n = “g,d,N/Gn,N ,

l'action de Gn N étant induite par celle de GN . Nous allons voir,
14

par des considérations standard (cf. [M4], Prop. 5.4) que est

g,d,n

un schéma de modules grossier pour le foncteur Ab sur la catégorie

=g,d,n
des So-schémas ([M4], déf. 7.4) et est donc indépendant du choix de N.

3.4.3. En effet soit S un Sgy-schéma et soit (A,§,v) comme en 3.0.
Alors il existe un revétement S —£»5s qui "paramétre" les
N-rigidifications de (A,L) compatibles avec v . Ce revétement est

étale galoisien de groupe G et 1'on a une N-rigidification natu-

~ o~ n,N
relle (v,0) de (p*aA,p*L(§)) compatible avec p*v , d'ol un morphisme
(3.4.3.1) s "J‘"’tg,d,N
compatible aux actions de Gn N ! d'ou par passage au quotient un
’
morphisme
(3.4.3.2) s —j—rﬁ‘l:

g,d,N :

Nous avons ainsi défini un morphisme de foncteurs

(3.4.3.3) Y : Ab ,d,n ——9-#§'d,n
et il est immédiat que tout morphisme Ab —>Y , ou Y est repré-
==g.,d,n

sentable, se factorise par ¢ , puisque le composé

#g,a,8 — By, g,n Y
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est G N-invariant donc passe au quotient. Enfin il reste a voir que
14

pour tout corps algébriquement clos § , l'application

(Q) —> <tg (Q)

,d,n ,d,n

P(Q) : Agg

est bijective : ceci résulte du fait que, puisque Gn N est fini,
’

l'espace sous-jacent & @

3 '
g,d.n est quotient par Gn,N de l'espace

sous-jacent a p .
jacen ¢g,d,N

3.4.3.4. Remarque. Bien entendu, si ny3, ﬂé d.n coincide avec le
schéma de modules fin de 3.2.

1'adhérence schématigque de

s

3.4.4. Désignons maintenant par 9,4, N

ﬁg a.N dans G , et posons
’ ’

(3.4.4.1) 2g,d,n = atg'd,N/Gn’N .

Nous obtenons ainsi une compactification de %é d.n qui, elle,
’ '

dépend de N (la notation &é 4.n €st donc abusive).
1 14

le faisceau inversible

&

3.4.5. Considérons sur g,d,N

(3.4.5.1) AN

induit par le faisceau inversible ASyY sur G , de sorte que An est

trés ample sur %g 4§ * Onavuen 3.3 que ¢ est muni d'une
’ 4

~

GN-linéarisation naturelle ; il en est donc de méme de 'AN sur

~
ﬁg a.N ° Par suite il existe un entier r )1 tel que Tir provienne

P4
d'un faisceau inversible (automatiquement ample) sur le quotient
¢§,d,n : i1 suffit de prendre r = Card Gn,N et de remarquer que

'X?}r=' ® ¥y Xy -
YEG
n,N
En d'autres termes, XN se redescend en une ‘classe ample

.4.5. € Pi .

(3.4.5.2) X, € Pic( ﬁg,d,n)®Z’Q

3.4.6. Sur l'ouvert &
"modulaire" suivante :

- K] » .
g.d,n c tg,d,n ' >‘n admet l'interprétation

Proposition. Soit (A,§,v) comme en 3.0, soit f: A —> S le morphisme

structural, et soit j: S -—e-ﬁéid'n

Alors j*ln est la classe dans Pic(S)®Q du faisceau inversible

le morphisme associé {(3.4.3).
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(det £,L(8))%

ol L(§) est défini en (3.1.1).

Reprenons en effet les notations de 3.4.3. On a un diagramme

commutatif
S —sE ,d,N —> G
[p e
S —s &
g,d,n

ou § est associé & (p*A,p*E,V,¥) ; on sait alors que 1'image réciproque
par to? du sous-fibré universel UV n'est autre que p*f*L(i) ; on
vérifie d'autre part sans surprise que la Gn'N—linéarisation de

p*f*ug) correspondant a sa donnée de descente naturelle pour p , coin-
cide avec la linéarisation induite par celle de ¥ sur G ; la proposi-

tion en résulte. ®@

3.4.7. Remargue. La raison pour laguelle nous avons introduit le schéma
de base So est qu'il n'y a, semble-t-il, aucune raison (si n{2) pour

que la formation du schéma de modules grossier & (et a fortiori

- g,d,n

de xg a n) commute au changement de base. Toutefois leur formation est
’ r

compatible (vu leur construction comme quotients) d& la restriction a un

ouvert de S_ ; cette remarque va 8tre utilisée au § suivant.

4. Le Z-schéma #g,d .

4.1. Nous nous intéressons dans ce § au cas n=1 . La remarque finale
de 3.4.7 permet alors de construire au-dessus de Spec Z le schéma de

modules grossier ¢ , noté désormais & . De fagon précise
g:dpl g,d

donnons-nous deux entiers n, et n, premiers entre eux et Y3, et
posons Si~= Spec Z[l/ni] (i=1,2).

Au-dessus de Si nous avons un schéma de modules &élé , quotient
14
de $(l) (avec des notations évidentes) par le groupe GL, (Z/n.Z) ;
g:dpn Zg 1

#(i)

au- =35,N 'y i 3 i i
au-dessus de S12 S1 82 ’ gnixsislz s'identifie aussi au quotient

de & par Gng(Z/nlnzz) (pour 1i=1,2), ce qui permet de

g,d,nln2
1 , .

recoller ﬂé ; et &ézé ernn un Z-schéma ﬁé g ¢+ dul est naturellement
’ ’ 1 .

un schéma de modules grossier pour le foncteur Ab

Abg,a,1 sur Spec Z .
’ ’
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Notons d'autre part A(l) = Ail)é Piccﬁélé>®z Q la classe ample
définie au moyen de 3.2.5. Je dis que les restrictions de ces deux

12
définissent donc une classe ample

classes au-dessus de S colncident dans Plc(#g’dxzslz)®zq2 et

A€ Piclt, 48, @ ;

il suffit en effet de remarquer que si (A '2*'#g,d,n n ,8) désigne 1le
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schéma abélien polarisé universel sur ¢ , alors 1l'image réci-

g,d,nln2

g,d,nln2
fie & la classe du faisceau inversible det(f£,L(§)) , ce qui entraine

que k(l) et A(z) coincident modulo torsion au-dessus de S12

. T . . .
proque de A(l) via le morphisme naturel & — ﬁélé s'identi-
’

puisque la restriction de 7 au-dessus de S12 est le passage au

quotient par un groupe fini.

En résumé :

4.2. Théoréme. Le schéma de modules grossier vour le foncteur Ab a1
gl ’
sur Spec Z existe et est guasi-projectif sur Spec 7 . H

4.3. Interprétation champétre. Notons

(4.3.1) : : ABg,d

la catégorie des (S,A,§) ou S est un schéma, A un S-schéma abélien
de dimension relative g et § une polarisation de degré d2 sur A ;
un morphisme (S',A',§') —> (S,A,§) est par définition un morphisme de
schémas u:S' — S , plus un isomorphisme A' =~ u*a , compatible aux

polarisations. La catégorie ABg a (ainsi que ses analogues ABg a ’
~ ’ ’

n
, etc., que le lecteur devine) est un champ de groupoides (tD-M],

AB
g:drn

§4) au-dessus de la catégorie des schémas munie de la topologie fppf

(ou de la topologie étale). En associant & (A —§9»S,§) comme ci-dessus

le faisceau inversible
(4.3.2) A(S,A,€) = (det £,L(5))7%

sur S , on définit un faisceau inversible X sur ABg a’ qui est
!

ample au sens suivant

4.3.3. Définition. Un faisceau inversible M sur AB

vérifie les conditions écuitalentes qui suivent
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(i) pour tout n »3 1l'image réciproque de M sur ABg,d,n est

ample (ceci a un sens car AB est représentable par un schéma)

g:d:n
(ii) pour tout schéma S et tout morphisme quasi-fini
j: S —> AB

. R . , *
le faisceau inversible Jj M est ample sur S

g,d '
(iii) méme condition que (ii), j étant seulement supposé quasi-

affine.

L'équivalence destrois conditions est immédiate, parce que la
question est locale sur Spec Z et que les morphismes

(4.3.4) — 2B_ 4 ¥ z[1/n]

ABg,d.n

sont représentables par des morphismes finis surjectifs : en fait le

premier membre est représentable par & a.n ' et le second s'identifie
’ 1
au champ quotient [#é,d,n/GLZg(Z/nZ)] ([D_M], 4.8).

4.3.5. Les considérations sur les schémas de modules grossiers se

raménent & la remarque suivante : on a un morphisme naturel

P
ABg'd —_ atg’d

(qui fait de $g g + par définition de celui-ci, la limite inductive du

foncteur naturel ABg a —> (Sch)), et ¢© induit un isomorphisme -
7
*
: . ® 0 I
® Plc(dtg'd) 7 Q —> PlC(ABg,d)®Z Q

(remarquer gque Pic:(ABg dg’z[l/n]) s'identifie pour n ¥3 a

PicG(x ), groupe des classes de faisceaux inversibles équivariants

g:don
sous G = Gng(Z/nZ)). Enfin, comme ¢ est fini, on remarque qu'un
faisceau inversible M sur ABg a est ample si et seulement si il
I

provient d'une classe ample dans Pic(Ji‘:g d)®Z.Q
’

Remarquons enfin que les compactifications &é d.n
? 14

§3 ne semblent pas se préter 3 ce genre de considérations.

construites au

5. Le cas séparable : compléments au théoréme de plongement.

5.0. L'hypothése N2 > 2g!d du théoréme 2.7 servait & assurer les pro-
priétés suivantes (qui impliquent la conclusion de 2.7) :

(5.0.1) Pour tout schéma S sur Spec Z[1/N] et tout

(a —g* S,L,v,O‘)‘EAbrig+ a N(S)' alors
’ '
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(i) le morphisme naturel

(5.0.1.1) £,L —> f*(Ll )

t

est injectif et localement scindé.
(ii) Le morphisme naturel
sym?(£,L) — £,(1%?)
est surjectif ; de plus si S est le spectre d'un corps, A est inter-
section de quadriques dans P(H°(L(E))).

(iii) Le morphisme naturel

(5.0,1.2) £,(1%%) — f*(ﬁTzA)

est injectif et localement scindé.

I1 est clair que (iii) implique (i). La condition (i) sert a définir
le morphisme t de (2.6.3), et (ii) et (iii) assurent que A est, dans
P(H°(A,L)), intersection des quadriques contenant xR - Notons d'ailleurs
que (ii) est toujours vérifiée ([M5], th. 9 p. 68 et th. 10 p. 80). Il

suffit donc, pour obtenir 2.7, que N vérifie (iii).

Or on rappelle (VI, 2.5.1) que le morphisme naturel

£,(1%?%) — £, (2%2 )

K(ﬁ82)
est toujours injectif localement scindé ; la condition (iii) ci-dessus

sera donc vérifiée dés que

(5.0.2) le groupe K(ﬁgz) est annulé par N .

5.1. Cette condition impose toutefois (puisque N est inversible sur

S) que d soit inversible sur S (on rappelle que d est pair et

a s g . N :
méme divisible par 4° , faute de quoi Abrig Ld,N est vide). Le groupe
K(L) a dans ce cas ses fibres géométriques isomorphes & des groupes du
type

(5.1.1) H(}) =

2
(z/4.2)
i 1

[ ¢Ite

1

5 = (d .,dg),di)l,d la; +a = 4,...4

1,.. l g

i+l

(cf. [M3], §1) : la suite 8§ est alors par définition le type de L
La condition (5.1.3) équivait a
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(5.1.2) N est divisible par 2d1 H

. 3 . * PR
notons que 1l'existence d'une structure de niveau N implique deja, sous

®2)

cette hypothése, que K(L est localement constant.

Si l'on fixe & = (dl,...,dg) comme en (5.1.1) et si 1l'on note

.+
(5.1.3) Abrig ,Q,N
+

le sous-foncteur (sur Spec Z{l/Ndll) de Abrig A, N formé ?es
(A,L,v,0) tels que L soit de type & , alors on obtient, dés gque
dllN , un morphisme (analogue a (2.5.3))

.+
(5.1.4) t : Abrig 8, ——4'Gd'N2g

car la condition (i) de (5.0.1) est alors vérifiée. De plus on a la
variante suivante de 2.6, avec essentiellement la méme démonstration

(compte tenu des considérations de 5.0) :

5.2. Théoréme. On suppose dgue 2dl|N . Alors le morphisme t de (5.1.4)

est un »plongement. &

5.2.1. Bien entendu, si (A —£+-S,L,v,c) désigne l'objet universel sur

. .
S = Abrig L8N le plongement t: S G—a-Gd,Nzg correspond au morphisme
de faisceaux localement libres :
(v,0) Ey

—ﬁ @ .

[EY s

£,L — £,(L

6. Retour au cas semi-stable : une propriété de prolongement.

6.0. Soient S un schéma, A f£+ S un S-schéma en groupes semi-stable,
L un faisceau inversible cubiste totalement symétrique sur A , ample
relativement & S . On suppose qu'il existe un ouvert schématiquement
dense UCS avec les propriétés suivantes

(6.0.1) AU est un U-schéma abélien

(6.0.2) pour tout x€ S-U , l'anneau local 6 est normal.

S,x

On suppose encore

(6.0.3) K(ﬁgz) est fini sur S et contient A

4

! 2 .
et 1'on note d le rang de K(L), de sorte que (chapitre VI) £f_L est
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localement libre de rang 4 .

Enfin on se donne un entier N inversible sur S , et une

N-rigidification (v,0) de (A,L). On en déduit comme au §2 un morphisme

E

N
(6-004) f*L _)GS

composé de 1l'évaluation aux points d'ordre N

(6.0.5) £,L —vf*(Ll )
N
et de l'isomorphisme déduit de (v,0)

Ey

(6.0.6) 'l’s‘s .

f*(L‘NA)

On fait alors 1l'hypothése supplémentaire suivante :

(6.0.7) la restriction & U du morphisme (6.0.5) (donc aussi de (6.0.4))

est injective localement scindée.

Cette hypothése est satisfaite en particulier si N2 >gld (en.
vertu de 2.3) ou si K(L) est annulé par N (VI, 2.5.1).

6.1. Sous les hypothéses ci-dessus, l'homomorphisme (6.0.4) définit (§2)

un morphisme
(6.1.1) ty: U — €

de U dans la grassmannienne des sous-faisceaux localement facteurs

Ey

directs de rang d de ®Spec z

et 1'on a un isomorphisme canonique
* ~ d -1
(6.1.2) ty 8g(1) = (A%£,1)

ou GG(l) désigne le dual du déterminant du sous-fibré universel de
E
N
GG sur Q .
Bien entendu la connaissance du morphisme tU détermine (A,L,v.,0)
si N2 >2g!d (§2) ou si K(ﬁgz) est annulé par N (§5).
D'autre part, la condition (6.0.2) implique, puisque G est propre

. sur Spec Z , l'existence d'un gros ouvert V de S contenant U et

d'un morphisme
(6.1.3) t,:V — 6

prolongeant tU .
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6.2. Proposition. L'isomorphisme (6.1.2) se prolonge sur V en un homo-

morphisme de faisceaux inversibles

» d -1
(6.2.1) tv GG(l) —> (A f*L)V

De plus si K(L) est annulé par N on peut prendre V=S , et (6.2.1)
est un isomorphisme.

Démonstration : lorsque K(L) est annulé par N , il résulte de VI, 3.5
gue le morphisme (6.0.4) est injectif et localement scindé, d'ou la pro-
position dans ce cas (c'est essentiellement 1l'argument de VI, 4.1).

Dans le cas général le morphisme (6.0.4) détermine un morphisme
(6.2.2) u AdGEF — (0%, 1)1

Si I désigne l'image de u , il est immédiat que l1l'on peut prendre
pour V le plus grand ouvert de S au-dessus dugquel I est inversible ;
le morphisme composé

. E
tV Plicker d N
> c A [}
\% G P(AT( Spec 7
d (N,
\%

correspond alors au quotient inversible IV de AT (B

))

*
, donc tv @G(l)

K] . s LN d -l
s'identifie & I, (ATf,L),” . @
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CHAPITRE VIII

Image directe et différentielles

Sommaire

0. Introduction.

1. Position du probléme.

2. Cas d'une base de caractéristique p? 0 .
3. Cas des schémas abéliens.

4. Cas d'une base de caractéristique nulle.

0. Introduction.

Ce chapitre est consacré au résultat clé (selon l'auteur) du présent
travail. Sous sa forme générale il est encore a 1l'état de conjecture et
est énoncé au §1 ; on en démontre ensuite des cas particuliers (essen-
tiellement le cas d'égale caractéristique et le cas des schémas abéliens).
Le lecteur est invité d se reporter au §1 pour 1'énoncé du probléme (1.2)
et son état actuel (1.3, 1.4). L'auteur se permet d'ajouter ici qu'il
est (au moment ou il écrit ces lignes) raisonnablement optimiste quant
4 l'accessibilité, au moins, de la "formule clé canonique"

FCC(Spec Z,g,1) (notation de 1.2). Par contre les méthodes employées
ne jettent guére de lumiére "conceptuelle" sur l'origine d'une telle
formule.

1. Position du probléme.

1.0. Soient S wun schéma localement noethérien, A £55s un s-schéma
en groupes semi-stable de dimension relative g (supposée constante).
Soit L un faisceau inversible cubiste sur A , ample relativement a
S , et symétrique. Notons UCS 1l'ouvert au-dessus duquel A est un

schéma abélien, et faisons les hypothéses suivantes :

(1.0.1) U est schématiquement dense dans S , et de plus S est normal
aux points de S-U .

(1.0.2) K(ﬁgz) est fini sur S , ou bien L eést totalement symétrique

(VI, 3.2) et K(L) est fini sur S .
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On sait alors (VI, 3.5) que £,L est localement libre sur S , et
' T
que (VI, 3.5.3) sa formation commute & tout changement de base S' — S

tel que ﬂ-l(U) soit schématigquement dense dans S' ; pour abréger nous
appellerons admissible un tel changement de base, et nous poserons par

ailleurs
d = rg(£,L) ,

ce rang étant supposé constant sur S ; on a donc d2 = rdg K(L).

Posons
7) = A9 . * 1
ou eA: S —> A est la section unite ; uk/s est un @S—module inver-

sible et nous noterons O8(A,L) 1le faisceau inversible

92 g

(1.0.5) 5(a,L) = (A%,L) S

qui sera le héros de ce chapitre.

1.1. Premiéres propriétés de &(A,L).

1.1.1. Changement de base : la formation de 6(A,L) commute & tout

changement de base admissible au sens de 1.0.

f

1.1.2. Changement de modéle : soit A, —1.S un S-schéma en groupes

semi-stable contenant A comme sous-groupe ouvert et coincidant avec

A au-dessus de l'ouvert U , et soit L1 un faisceau inversible cubiste

sur A1 prolongeant L . Alors on a
6(a,L) = é(Al,Ll) ;

o . 7 — ]
il est clair en effet que @Al/s = QA/S » et d'autre part VI, 3.4

entraine que f; L, = f L (compte tenu de(1.0.2).

1.1.3. Comportement par isogénie. Soit H un sous-schéma en groupes de

A, fini et plat sur S . Posons B=A/H et soient A :A — B et

g:B —> S les morphismes naturels. Donnons-nous de plus un isomorphisme
' *
L~ M

ol M est un faisceau inversible cubiste symétrique sur B (nécessai-

LY

rement ample relativement & S) tel que K(MBZ) soit fini sur S et

que g,M soit un Gs-module inversible : en d'autres termes M définit
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une polarisation principale sur By - Cette condition équivaut au fait
que H soit un sous-groupe lagrangien (V, 2.5.1) de K(L) ; remarquons

qu'alors K(M&z) = _B . Posons enfin (comme dans VI, 1.4.8)

2

K' = K(L)/H CB ;

A

c'est un sous-groupe de B , fini et plat de rang d et isomorphe & H.

Proposition. Sous les hypothéses ci-dessus, il existe un isomorphisme

naturel
~ ®4d ®-2
(1.1.3.1) 6(aA,L) = 6(B,M) ®NK./S(MK.)

ou M., est la restriction de M & K', et NK'/S la norme.

De plus soit m un entier annulant H (par exemple m=d) : il

existe alors un isomorphisme naturel

(1.1.3.2) §5(a, 1) =~ §(p,M)%™ |

Le mot "naturel" signifie ceci : & toute situation du type 1.1.3
ci-dessus, on peut associer un isomorphisme (1.1.3.1) (resp. (1.1.3.2),

LY

une fois fixé l'entier m) de fagon compatible 3 tout changement de base

admissible et & tout changement de modéle.

La seconde assertion de la proposition est conséquence de la pre-
miére puisque Migm admet une trivialisation naturelle (I, 5.7).

Montrons la premiére assertion. Le corollaire VI, 1.4.8 nous
fournit un isomorphisme naturel

I

~ ®d o, d ®-1
(1.1.3.3) £L = (g,M)" A f*GH®NK,/S(MK.) .

Introduisons le faisceau DH des mesures invariantes sur H
(V, 1.4) et notons A(X) (comme au chapitre V) la Gs-algébre d'un
S-schéma X affine sur S : par exemple, f*GH = A(H). On a :
A~ \4
(1.1.3.4) A(H) = Hom _mod(g(H),@s) = A(H)

S

et d'autre part (V, 1.4.4) :

(1.1.3.5) A(H) >~ A(H) Qg Dy (comme @S-modules)
. S

d'ol, en combinant (1.1.3.4) et (1.1.3.5) et en prenant les déterminants :

(1.1.3.6) (492 (1) )%? ~ 0y ? .
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En reportant dans (1.1.3.3)®2, on obtient finalement

d 32 24 Q-d ]-2
Dhe % ® .
(1.1.3.7) (A"£,L) (g,M) 3 Dy NK./S(MK.)
! J n 0 '

D'autre part le faisceau “h/s (resp. uh/s) n'est autre que le ’
dualisant relatif de A (resp. B) sur S , restreint a la section unite.
Il en résulte que QA/SQ)EE}S s'identifie canoniquement au dualisant
relatif de H , restreint & la section unité. Le dualisant de H , con-
sidéré comme module sur la @S—algébre A(H), n'est autre que

H = ® H
A(H) A(H) 8 Dy
donc Dy d'ou un isomorphisme naturel

si on le restreint 3 la section unité on obtient

(1.1.3.8) “’A/s°‘ wB/S®DH .

Enfin on a par définition

®2 g 9

_ d
5(a,L) = (A%f,L) ”

et il suffit d'appliquer au second membre (1.1.3.7) et (1.1.3.8) pour
obtenir 1'isomorphisme annoncé. B

1.2. Pour abréger nous appellerons donnée de type (g,d) un triplet
(s,A,L) comme en 1.0, avec dim(A/S)=g et rg(f,L)=4d . Nous consi-
dérerons dans ce chapitre les énoncés suivants :

FC(S,g,d) ("formule clé") : pour toute donnée (S,A,L) de type (g,d)
sur S donné, le faisceau 08 (A,L) est d'ordre fini dans Pic(S).

FCC(So,g,d) ("formule clé canonique", S, étant un schéma) : il existe
un entier mY1 tel que l'on puisse associer 3 tout So—schéma S et
a toute donnée (S,A,L) de type (g,d) une trivialisation de 6(A,L)®n1

de maniére compatible a tout changement de base admissible (1.1.1) et &
tout changement de modéle (1.1.2).

D'autre part nous désignerons par Fcab(S,g,d) et FCCab(So,g,d)
les énoncés analogues aux deux précédents,obtenus en imposant de plus &
A d'étre un S-schéma abélien.

L'auteur conjecture que FCC(Spec Z,g,d) est vraie pour tous g
et d . Nous établirons dans ce chapitre les cas particuliers suivants
de cette conjecture :
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1.3. Théoréme. Soient g et d deux entiers, et k un corps premiecr.

(i) FCC(Spec k,g,1) est vraie : de plus si k est de caracté-

ristique p) O , l'exposant m intervenant dans 1'énoncé de
A ) 2 A +
FCC(Spec k,g,1) peut étre pris égal a (p2-1)p2g 2

(ii) FC(S,g,d) est vraie pour tout k-schéma noethérien normal

excellent S .

(iii) FCCab(Spec Z[l/d],g,d) est vraie.

(iv) Fcab(s,g,d) est vraie pour tout schéma noethérien normal

excellent S .

1.4. Commentaires. Nous commencerons (au §2) par démontrer (i) lorsque
k=F_ , en utilisant le morphisme de Frobenius. Au §3 nous établirons
(iii) & partir d'un résultat dt & L. Szpiro et a& l'auteur, selon lequel
FCab(S,g,d) est vraie pour tout schéma S sur lequel d est inver-
sible. Ce résultat repose sur le théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck
et sera publié ailleurs. Au §4 on en déduit (i) lorsque k=Q .

En ce qui concerne ce dernier cas, on peut montrer que l'exposant
m de l'énoncé peut &tre pris égal & 4 , lorsqu'on impose & A la con-
dition supplémentaire suivante : pour tout point x€S la multiplicité
d l'origine de A du "diviseur théta" défini par Lx est paire. Ceci
résulte de l'équation fonctionnelle de la fonction théta de Riemann
([M7], chapitre II, §5). Nous n'aborderons pas ici cet aspect de la
question (que m'a indiqué D. Mumford), mais signalons que cette méthode
donne une information intéressante : supposant de plus que S = Spec C ,
le (C-vectoriel QA/S = HO(A,Eg) est muni d'une norme hermitienne natu-
relle, par la formule

(1.4.1) lell2 = aAG (e € #O(a, )
SA(<I:) QA

ol c est une constante ne dépendant que de g . D'autre part le fibré
L sur A admet également une métrique hermitienne canonique (II, §2)

que nous noterons P , d'ol une norme sur H°(A,L) par la formule

(1.4.2) Il sll2 =S o) p(s(x))zdx (s € H°(a,L))
A(C

ol dx désigne la mesure de Haar normalisée sur A(C). Par suite le
C-vectoriel ©O&(A,L) est encore muni d'une norme hermitienne et l'on
peut montrer que pour un choix judicieux de la constante ¢ de (1.4.1),

la trivialisation annoncée de 5(A,L)®4 est de norme 1.
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Enfin les assertions (ii) et (iv) de 1.2 résultent respectivement

de (i) et (iii) en vertu du lemme ci-dessous

1.5. Lemme. Soit S un schéma noethérien normal excellentt On suppose

FC(S',g,1) (resp. FCab(S',g,l)) vérifiée chaque fois que S' est un

S-schéma normal quasi-fini sur S . Alors FC(S,g,d) (resp.
FCab(S,g,d)) est vraie pour tout d ¥1 .

,

Démonstration : pour fixer les idées nous nous placerons dans le cas non

respé, le cas "abélien" étant entiérement analogue. Soit (S,A,L) une
donnée de type (g,d) : nous pouvons supposer S intégre et il suffit
de voir qu'il existe un gros ouvert V B . et un morphisme surjectif,
fini et plat 7 :V' —> V tels que 7*j*$(aA,L) soit d'ordre fini dans

Pic(V') : en effet 3j*:Pic(S) —> Pic(V) est injectif puisque V est
un gros ouvert et S normal, et d'autre part NV./Voﬂ* est la multi-
plication par deg(m) dans Pic(V).

1.5.1. Grice 3 un changement de base V' —> S du type ci-dessus, on
peut supposer que le groupe G(L) admet un sous-groupe de niveau

lagrangien H , au sens de V, 2.5.1 : si S désigne le S-schéma
propre et surjectif paramétrant ces sous-groupes (V, 2.5.3), considérer
un sous-schéma fermé intégre S, de s, ., génériquement fini sur S ,

puis le normalisé S de S, : comme S est excellent, S est alors

3 2 3
fini et plat au-dessus d'un gros ouvert de S , et il est normal.

Supposant donc l'existence d'un tel H , on pose B=’=A./Hl ou Hl
est 1l'image de H dans K(L) ; on a alors un faisceau inversible cubiste
M' sur B , tel que L=\"M'", ol A:A —> B est la projection cano-
nigque (VI, 1.2). De plus, comme H est lagrangién, M' est de degré 1,
i.e. définit une polarisation principale de By -
1.5.2. Le faisceau M' n'est pas nécessairement symétrique. Cependant,
soit M 1le point générique de S : il existe (quitte & changer de base)

une section b11 de B au-dessus de 1 , telle que le "translaté tordu"

¥* -
T, M @ 9 b
soit symétrique, o0 g:B —> S désigne le morphisme structural. Ce
faisceau admet de plus une structure cubiste naturelle (III, 1.1.9.1).
Par changement de base (toujours fini et plat au-dessus d'un gros ouvert
de S) et gonflement des modéles A et B , on peut suppcser que bn
se prolonge en une section b€ B(S), elle-méme image d'une section

a€ A(S). Posons dans ces conditions
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M o= M ®g*p*m L ;

alors M est cubiste (III, loc. cit.) et symétrique, et 1l'on a

(1.5.2.1) A M~ TIL® g*a*L "t

En particulier (A*MQQL-I) est dans Pico(An) et est symétrique

m
donc est d'ordre 2, ce qui montre que (T;Lm°9L51)®2 est trivial, donc
a € k(r®?) .

Ceci entraine que a est d'ordre fini dans A(S), donc que le
faisceau inversible a*L est d'ordre fini dans Pic S (I, 5.7) ; on
peut donc supposer (aprés changement de base) qu'il est trivial, et
(1.5.2.1) devient

(1.5.2.2) .A*M ~ TL .
Enfin la translation par a fournit un isomorphisme
T, £,L = £,T°L
d'ol un iéomorphisme
8(a,L) > 6(a,T.L) .

Par hypothése 08(B,M) est d'ordre fini ; il en est donc de méme de
5(A,T;L) = 8(A,L), grice & (1.5.2.2) et & la Prop. 1.1.3. &

2. Cas d'une base de caractéristique p O .

2.0. Dans tout ce § on fixe un nombre premier p , et l'on se propose de
démontrer FCC(Spec Fp,g,l) pour tout g ¥1 ; plus précisément :

2.1. Théoréme. A toute donnée (S,A,L) de tvype (g,1) sur un schéma

S de caractéristique p , on peut associer canoniquement une triviali-

sation GP(A,L) du faisceau inversible
2g+2

2
5(a, )% -1)P

de maniére compatible & tout changement de base admissible et & tout

changement de modeéle.
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2.2. Le cas ou oA est fini.
2p
Nous allons d'abord, grice a une "frobeniuserie", démontrer 2.1 en
nous restreignant aux (S,A,L) tels que le noyau 5A de la multipli-
2p :

cation par 2p2 dans A soit fini sur S (condition vérifiée en par-

ticulier si A est un schéma abélien).

Soit donc (S,A,L) de type (g,1), avec oA fini sur s .
2p

2.2.1. Introduisons, pour tout n y1 , le plus petit sous-groupe ouvert

(nl

A <A
contenant nA ; remarqguons a ce propos que

_ ®n
nA = K(L™)

puisque L est de degré 1. La multiplication par p induit en parti-

culier un morphisme

2
(2.2.1.1) [pl: al2P ] Al2p]
2
qui identifie AEZP] au quotient de AEZP ! par le sous-groupe fini et
2
plat pA . De plus L est symétrique et K([p]*ﬁgz) = 2Ac:A[2P ] est

2p
fini par hypothése ; nous sommes donc dans les conditions d'application

de la proposition 1.1.3, avec m=p . et d==p2g , d'ou un isomorphisme
naturel

* 2g+1
(2.2.1.2) 5(a, [p]*L)%P ~ s (a,1)%P

en remarquant que l'on a, grice & 1.1.2 (changement de modéle) :
) .
5 (al2P ],[p]*L) = 5(a, [pl'L)
6(A[2p],L) = 8(aA,L) .

2.2.2. Or comme L est symétrique on a un isomorphisme canonique (I,5.5)

2
[p]*L ~ 2P

. * .
ce qui permet de descendre [p] L. non seulement suivant [p] comme
ci-dessus, mais aussi suivant le frobenius relatif itéré & / défini

A/S
par le diagramme commutatif suivant :
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A
¢
A A/S _ W

1 ’LA
\135' 5 lf
Fg
S =S

ol le carré de droite est cartésien et ou F (resp. FA) désigne le

S
frobenius absolu de S (resp. A). Le sel de la chose réside dans le

fait que 1'on a canoniquement
2
*=_®p:‘ 2*'=* '
(2.2.2.1) (pl'L ~ 1 (F) L = &, s L

en posant

L' = WL ;

(A',L') est donc obtenu & partir de (A,L) par le changement de base

admissible Fé :S —> S , d'ou des isomorphismes naturels

2
(2.2.2.2) 5(A',L') = (Fg)*a(A,L) ~ 5(a, )% .

Nous pouvons enfin appliquer 1.1.3 & 1l'isogénie QA/S (avec
m=p2 et d=ng) d'ou :

2 2
5(a, [p] L)% =~ 6(A,¢;/S L )®P (2.2.2.1)
2g+2
~ 5(a',L")%P . (1.1.3)
2 _2g+2
=~ &(a,L)%P P (2.2.2.2)

d'ou finalement en comparant & (2.2.1.2) élevé 3 la puissance p :
2g+2 L _ 2 _2g+2
5(a, L)% " ~ 5(a,1)%F P
. . . ®(p2-l)p29+2
qui fournit une trivialisation naturelle (!) de &(A,L)
comme annoncé.

2.3. Le cas général.

Nous disposons maintenant, pour tout (S,A,L) de type (g,1),

lorsque S est un schéma de caractéristique p >0 et que oA est
2p
fini sur S , d'une trivialisation

cp(A,L)
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®(p2-1)p29+2
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