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ABSTRACT 

This thesis deals with "semistably degenerating abelian 

varieties" over a scheme. In particular we investigate the properties 

of certain relatively ample invertible sheaves on such group schemes, 

and of their direct images ; we obtain a formula generalizing the 

fact that (over €) theta constants are modular forms. 

We give applications of these results to abelian varieties 

over function fields, including as a Special case Zarhin's finiteness 

theorem when the ground field is finite.
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Introduction 

1. Soient g et d deux entiers Ÿ 1, n un entier ¥3 . Considérons 

le schéma de modules fin. &= tan paramétrant les schemas abéliens 

A de dimension g , munis d'une polarisation de degré d (vue comme 

une isogénie de degre ad? de A sur son dual at) et d'une structure 

de niveau n : c'est un schéma de type fini sur zl1/n] . Notons 

x LÉ le schéma abélien universel, et 4 le faisceau inversible 

£08 4 sur & . 

1.1. Théorème. Le faisceau ™ est ample sur #. 

En caractéristique nulle ce résultat est bien connu, les sections 

globales de « M étant les formes modulaires de poids m et de niveau 

n . 11 joue un rôle essentiel dans la démonstration par Faltings [F2] 

de la "conjecture de Shafarevich" pour les variétés abéliennes sur les 

corps de nombres : de même l'énoncé analogue pour les schémas de modules 

de courbes intervient dans les travaux de Parshin, Arakelov et Szpiro 

sur les pinceaux de courbes (cf. par exemple [sz]). 

2. Désignons par =: % —» xt la polarisation naturelle sur X . on 

peut associer a = l'unique faisceau inversible totalement symétrique 

& sur X tel que la polarisation %.: Yt — xt associée à < soit 

égale à 4x , de sorte que £ est très ample relativement à f et de 

degré 42942 (par convention, tous les faisceaux inversibles sur un 

schéma en groupes sont supposés rigidifiés, c'est-à-dire munis d'une 

trivialisation le long de la section unité). Le théoréme 1.1 résulte 

alors des faits suivants : 

(2.1) det (£,5)" est ample sur &# . 
_ 49 

(2.2) Les faisceaux inversibles (det £,5) 2 et AF ont la même 

classe dans Pic(#)®,Q . | 

L'assertion (2.1) est démontrée au chapitre VII ; là seule idée qui 

semble nouvelle est d'exploiter le fait que pour tout entier N y1 , la 

restriction de ® au noyau ne de la multiplication par N dans À 

est canoniquement triviale, ce qui implique qu'après un changement de 
Q Q Ld v Q # 

base fini étale, (f,£) a “beaucoup de sections". On redémontre 

d'ailleurs par cette méthode la représentabilité de ¢ sans 
g,d,n



théorie des invariants "difficile", tous les groupes structuraux étant 

finis. 

3. La "formule clé" (2.2) est plus mystérieuse. IL est plus commode de 

la reformuler comme suit : 

(3.1) Soient S un schéma, A —,s5 un S-schéma abélien de dimension 

relative g, L un faisceau inversible symétrique (rigidifié) 

sur A, ample relativement à S , d le rang de f,L, et a /S 

le S,-module inversible Es . Alors le faisceau inversible 

_ d 82 84 G(A,L) = (À £,L) 84 /s 

est d'ordre fini dans Pic(S). 

Lorsque d est inversible sur S , on peut démontrer (3.1) à partir 

du théorème de Riemann-Roch-Grothendieck et du fait que, dans ce cas, 

f,L a une structure très simple, résultant de la théorie des "structures- 

théta" de Mumfora [M3]. Cette démonstration, due à L. Szpiro et à 

l'auteur, sera publiée ailleurs. Pour d quelconque, on démontre encore 

(3.1) sous l'hypothèse que S est normal excellent, en se ramenant par 

isogénie au cas principalement polarisé (chapitre VIII). 

4. La faiblesse de 1.1 réside dans le fait que d n'est pas propre sur 

Zzl1/n] : on aimerait donc trouver une compactification de #, munie 

d'une bonne interprétation comme schéma de modules, et un faisceau natu- 

rel sur icelle prolongeant ® (cf. [pl], remarques suivant 1.12). On 

n'en est pas là mais il est naturel d'essayer de généraliser, par 

exemple, (3.1) au cas où A est seulement un S-schéma en groupes 

semi-stable, c'est-à-dire un S-schéma en groupes lisse commutatif dont 

les composantes neutres des fibres sont extensions de variétés abéliennes 

par des tores. Nous supposerons de plus ici que la base est normale 

irréductible, et nous fixons, pour le reste de cette introduction, les 

notations suivantes : 

(4.1) S est un schéma normal noethérien excellent irréductible de 

point générique n , et A L,S est un S-schéma en _ groupes 

semi-stable dont la fibre générique A, est une variété abé- 

lienne de dimension g munie d'un faisceau inversible ample 

symétrique Ly:



11 s'agit d'abord de donner un sens à (3.1). La définition de 

Oy /s est la même que dans le cas abélien (on peut aussi le définir par 

= e* ; : ité). t uit m/s enh /s , OU €; : S —+> À est la section unité). Il faut ens ° 

se donner un prolongement (rigidifié) L de L, et voir quelles condi- 

tions on doit imposer à L , ainsi d'ailleurs qu'au groupe A considéré 

comme prolongement de A 

5. Supposons d'abord que S soit un trait. Lorsque la fibre fermée A, 

Ge A n'est pas connexe, L admet plusieurs prolongements non isomor- 
n 

phes sur A . L'idée fondamentale, et naturelle depuis les travaux de 

Breen (Bl, est d'imposer au prolongement L de verifier le théoréme du 

cube sur A, ou, en termes plus précis, d'admettre (lorsqu'on le consi- 

dere comme un G_torseur) une "structure du cube" au sens de loc. cit., 

prolongeant celle dont L, est gratifié par la Nature. On constate 
n 

alors avec plaisir qu'un tel “prolongement cubiste" est unique, et 

existe après un changement de base suffisamment ramifié (II, $1 ; voir 

aussi [Bl], §3). 

Ce théoréme de prolongement est utilisé au chapitre III pour donner 

une définition géométrique des hauteurs de Néron-Tate. Ces résultats 

n'utilisent. d'ailleurs pas la semi-stabilité de A, ni la symétrie ou 

l'amplitude de L, - 

Lorsque dim S 2 , on a encore (trivialement, cette fois) l'unicité 

du prolongement cubiste, mais son existence aprés changement de base 

fini surjectif nécessite la semi-stabilité et la symétrie (II, $3). 

On fixe donc désormais, en plus des données (4.1) : 

(5.1) un faisceau inversible L sur A _, prolongeant L, et cubiste 

(i.e. muni d'une structure du cube). 

Dans ces conditions, d'ailleurs, L est automatiquement symétrique 

et ample relativement à S . 

6. Le faisceau inversible L; sur A, détermine une isogénie 

Pr, tA, —+ À dont le noyau est noté K(L, ). On sait alors construire 
ul 

de façon naturelle une extension centrale G(L, ) de K(L, ) par G ’ 

a 0 m, 7 
qui "opère sur L," et qui est un "groupe thêta non dégénéré", en ce 

sens que l'accouplement alterné sur K(L, ) associé à cette extension 

est une dualité parfaite. De l'action de CL, ) sur L, on déduit une 

representation de poids 1 de G(L, ) sur HO (Ay Lin) et il résulte de 

théorémes généraux que c'est l'unique représentation irréductible de



poids 1 de G(L,) ([m2], [m3]). 

L'étape suivante consiste donc à prolonger ces données au-dessus 

de S . On montre en effet, au chapitre IV, qu'il existe un unique sous- 

schéma en groupes ferme K(L) de A prolongeant K(L, ), plat et quasi- 

fini sur S (de sorte que K(L) est l'adhérence schématique de K(L, ) 

dans A) et une extension centrale G(L) de K(L) par Gus prolon- 

geant G(L, ) et opérant sur L . De plus cette extension centrale est 

non dégénérée dès que K(L) est fini sur S . Notons que cette dernière 

hypothése impose en général aux fibres dégénérées de A de n'étre pas 

connexes. 

Nous supposerons donc vérifiée l'hypothèse 

(6.1) K(L) est fini sur S 

7. Considérons maintenant l'image directe f,L , qui est un S.-module 

cohérent (VI, 1.4.2). Si l'on espére formuler (3.1), il faut d'abord 

examiner les questions suivantes : 

(7.1) (i) f,L est-il localement libre ? (Si oui, c'est automatiquement 

‘un G(L)-module irréductible (chapitre V)). 
£ 

1 
(ii) (Comportement par gonflement). Soit A, ——»S un modèle de 

Ay sur S contenant A comme sous-groupe ouvert, et soit 

L, un prolongement cubiste de L sur A, : Le morphisme 

naturel f,,L, —> f,L est-il un isomorphisme ? 

(iii) (Comportement par changement de base). Soit 7:S' —5s 

un “changement de base admissible", i.e. tel que S' soit 

(disons) normal intègre et que AX,S' soit, génériguement 

sur S', un schéma abélien. La formation de f,L commute- 

t-elle au changement de base 7 ? 

L'auteur n'a pas été peu surpris de constater que la réponse à ces 

trois questions est affirmative sous l'hypothèse suivante, un peu plus 

forte que (6.1) : 

82) 
(7.2) K(L est fini sur S. 

En fait, on montre au chapitre VI (en s'inspirant en partie de 

notes non publiées de D. Munford) que, sous l'hypothèse 7.2, le mor- 

phisme naturel 

(7.3) f,L + FL, 82)
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est injectif et localement scindé. Notons d'ailleurs que le point délicat 

de la démonstration est le cas où dim S}2 , alors que, pour nombre de 

résultats ultérieurs, on pourrait se contenter du cas où dimS=1. 

8. Supposant désormais vérifiée la condition (7.2), nous pouvons énoncer 

l'analogue de (3.1) : 

(8.1) Posant d= rg(f,L), le faisceau inversible 

_ d Q2 à Sd B(A,L) = (AS£,L)°° @ OY, 

est d'ordre fini dans Pic(s). 

Ce résultat est démontré au chapitre VIII lorsque S est un schéma 

d'égales caractéristiques. On en déduit au chapitre IX le théorème de 

positivité suivant : 

8.2. Théorème. Sous les hypothèses (4.1), supposons que S soit un 

schéma d'égales caractéristiques. Alors il existe n}1 tel que T2 

soit engendré par ses sections globales. 

9. Les chapitres XI et XII s'attachent plus particulièrement à l'étude 

des variétés abéliennes sur un corps de fonctions sur un "corps de base" 

k fixé ; le lecteur est invité à se reporter aux introductions des cha- 

pitres en question. Signalons que l'on obtient comme corollaire, lorsque 

k est fini, le théorème de finitude de Zarhin-Mori, et que l'une des 

motivations initiales de ce travail était d'arriver à une compréhension 

"géométrique" de ce résultat. Le lecteur mesurera le succès de l'entre- 

prise en comparant les quelque 250 pages présentes aux 7 pages totalisées 

par [z1] et [z3]. 11 pourra aussi consulter la note (mpl. 

10. Le présent travail a bénéficié de l'influence de nombreux mathéma- 

ticiens, et d'abord de L. Szpiro, de qui j'ai appris (parmi beaucoup 

d'autres choses) les techniques de "frobeniusage" et de “réduction 

modulo p assez grand" utilisées au chapitre VIII, §2 et 4. Le théoréme 

VIII, 3.1 est, comme je l'ai dit plus haut, le fruit d'une collaboration 

avec lui ; d'une façon générale l'ensemble de ce travail s'inscrit dans 

un programme général d'étude des "pinceaux de variétés" dont il est 

l'initiateur.
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| Les idées de L. Breen jouent évidemment un rôle essentiel ici : 

j'ai également bénéficié de conversations fructueusés avec D. Mumford, 

sans parler des manuscrits qu'il a bien voulu me communiquer. Le $5 du 

Chapitre VI trouve son origine dans des notes de S. Mori, et je dois à 

W. Fulton le lemme 4.1.4 du chapitre X. Le lecteur reconnaîtra aussi, 

en particulier dans les chapitre IV et VI, l'influence des travaux de 

M. Raynaud ; ses conseils, et l'intérêt constant qu'il a porté à ce 

travail, m'ont été précieux. 

Enfin une partie de ce travail a été réalisée en 1981-82 lors d'un 

séjour à l'Institute for Advanced Study de Princeton, grâce à une | 

subvention de la National Science Foundation. 

Leitfaden 

I 

II 
/ 

J: | / 

/ 

/ 

III / IV V 

| / 

/ 

/ 
/ VI 

/ y 
/ / 

/ 7 

i,” | 
vs 

VII VIII 

IX x 

Les fléches pointillées indiquent une dépendance partielle : voir 

l‘introduction du chapitre VII.
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CHAPITRE I 

Torseurs cubistes 

Sommaire. 

O. Introduction. 

1. Applications pointées de degré n. 

2. Cas des torseurs : structures cubistes. 

3. Lien avec les extensions centrales 

4. Cas des schémas abéliens : le groupe G(L). 

5, Réduction à l'objet trivial : application à certains isomorphismes 

canoniques. 

6. Une nouvelle définition des structures cubistes. 

7. Descente de torseurs cubistes : application aux extensions de 

schémas en groupes lisses par des tores. 

O. Introduction. 

Ce chapitre est consacré aux propriétés générales des torseurs 

munis d'une structure du cube (rebaptisés ici "torseurs cubistes"), 

notion introduite par L. Breen [B]. L'intérét de cette notion pour la 

suite de ce travail apparaît au n° 2.6 : on y montre l'existence d'une 

unique structure cubiste pour tout G ,torseur (trivialisé le long de 

la section unité) sur un schéma en groupes vérifiant certaines condi- 

tions, satisfaites en particulier par les "variétés abéliennes dégéné- 

rantes" à fibres connexes sur un schéma de base normal (cf. [8], 2.4). 

La notion de structure cubiste permet aussi de retrouver (§4) le clas- 

sique groupe Q(L) de [m2], associé à un faisceau inversible L sur 

un schéma abélien. 

Au §5 est introduite la technique de "réduction au torseur cubiste 

trivial", fort commode pour construire certains isomorphismes canoniques 

(comme celui, classique, de la proposition 5.5), et surtout pour démon- 

trer sans larmes que ces isomorphismes respectent les structures cubistes 

naturelles des deux membres. Ce principe est exploité plus avant au $6 

ou il sert de fondement a une nouvelle définition des torseurs cubistes, 

qui semble plus naturelle que celle de [B] mais qui, par exemple, méme 

dans le cas des Gy torseurs sur un schéma en groupes, oblige a tra-
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vailler dans le cadre général des faisceaux. Il convient aussi de 

remarquer que la définition de Breen, en termes de trivialisations de 

torseurs sur AXAXA , joue un rôle crucial (notamment) dans les 

questions de prolongement du chapitre II. 

Remarquons enfin que nous notons ici 8, et 8. les opérations 

notées respectivement A et © dans [B]. 

1. Applications pointées de degré n 

1.1. Définition. Soient A et G deux groupes commutatifs, notés res- 

pectivement additivement et multiplicativement, et soit n un entier 

YO. Si f:A —>G est une application, on définit 

9 (£) : A —»6G 

par la formule 

n+Card I 

S (E)(x,,...,x ) = TT Ex.) 1) 
Ic{1,...,n} 
17? 

où l'on a posé x = ) | Xs 
i€I 

On dit que f est pointée de degré n si 8 (€) = 1. 

Ainsi : 9 (£) = 1 : {Oo} — G 

8, (£) = f 

E(xty) £(x) 7 £(y)7? 85 (£) (x,y) 

9,(£)(x,y,2) = £(xty+z) £(xty) £(xtz) 7 £(ytz) LE (x) £(y)E(2) 

f est pointée de degré O@>f=1 

f est pointée de degré 1 =f est un morphisme de groupes 

f est pointée de degré nyO = > f(0)=1 
(101 

(en effet 9 ,,(F)(0,...,0) = f(0) ). 

1.2. Pronriétés des onérations $ 

1.2.1. Additivité : 3 (£9) 2s 9 (£).8 (g) 

pour f,g:A —- G et n }0 

1.2.2. Fonctorialité en A et G:si :A' —+A et %:G —»G' 
sont des morphismes de groupes abéliens, on a pour toute f:A —+ G
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(n) 
§ (£09) = § (£) of 

8, (Pof) = Pod (f) 

ou p(n) : a” —> a” est défini par 

OO) Gex) = (OCR) oe OOK) 

1.2.3. Symétrie : 9, ff) est invariante sous l'action du groupe symé- 

trique Se sur A” 

1.2.4. On vérifie, pour tout n yl ’ la relation : 

(1.2.4.1) Bopp (FE) Cer Re ) = MCL) Cx ee rx rx FX ). 
n+1 nt+1 

-1 a | 
8 (E)(x,,...,x ) BO (EX eX Xa y) 

ainsi que toutes les relations qui s'en déduisent par permutation. En. 

particulier : 
| (191 

. pour nvl1, Bf) (xy eee eek) = £(0) dès que l'un des 

Xs est nul. 

. f est pointée de degré nyl si et seulement si 8 (£) est 

n-linéaire. 

La relation (1.2.4.1) montre également que pour ny2, 8 (f) est un 

2-cobord par rapport a chaque paire de variables ; a fortiori, elle 

vérifie la condition de cocycle (où l'on a posé x = (Xjre..rXx _2)) : 

(1.2.4.2) 8 (£)(x,atb,c) 8) (£)(x,a,b) = 8 (£)(x,a,b+c).8 (£)(x,b,c) 

(n ¥2). 

1.3. Les considérations qui précèdent s'étendent d'elles-mêmes au cas 

ou A et G sont deux Groupes commutatifs d'un topos E : si | 

f€Hom,(A,G) est un morphisme entre les objets de E sous-jacents à 

A et G, on définit donc 9 (f):A —>G comme dans 1.1. On notera 

Hom," (A,6) C Hom,(A,G) 

le groupe des "morphismes pointés de degré n" de A dans G, i.e. 

l'ensemble des f vérifiant 8 ,,(f)=1 ; en particulier : 

{1} Hom’) (A,G) 

Hom!,!) (A,G) a = ë > o
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2. Cas des torseurs : structures cubistes. 

Dans ce n° on fixe un topos E . 

2.1. Soient A et G deux Groupes commutatifs de E, et soit L un 

G-torseur sur À . En complète analogie avec 1.1, nous pouvons définir 

un G-torseur 9, (L) sur A” , par la formule 

@(-1)ntcard I 

(2.1.1) p(t) = & (m*L) 
n Ic{i,...,n} 2 

179 

I 

désigne la somme des G-torseurs. 

où m.:A” —>A est le morphisme (x;r...,x ) + } k Xi et ou © 
iff 

Il est souvent commode (et suggestif) de décrire $ (L) en terme 

de "points" : si x est un point de A à valeurs dans un objet T de 

E (i.e. un morphisme x: T — >A), convenons de noter L., le G-torseur 

x'L sur T. Alors la définition (2.1.1) devient 

[8(-1)7F6878 I 

(2.1.2) 9 (L),. = 
no Creek) gcd en} X1 

140 

où l'on a posé x. =) | X; 

2.2. Proorietés de s_ 

2.2.1. Additivité : si L et M sont deux G-torseurs sur A , on a 

pour tout nyO un isomorphisme canonique 

© —_— @ 9 (L® M) 8 ,(L) 8 9 (M) 

n 
de G-torseurs sur A . 

2.2.2. Fonctorialité en A: si ®:A' ——+ A est un morphisme de 

Groupes commutatifs de E , on a un isomorphisme canonique 

* Prd 8 (9 L) => (9 

de G-torseurs sur qi? , ou : A! 

1.2.2. 

nN # s e 

—> A est definie comme en 

2.2.3. Fonctorialité en G: si Ÿ:G—+G' est un morphisme de 

Groupes commutatifs de E , notons LY le G'-torseur sur A déduit
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du G-torseur L par le changement de groupe structural Ÿ . Alors on 
e | ® & n 

a un isomorphisme canonique de G'-torseurs sur A: 

ES D # (1°) = 9 (L) 

2.2.4. Fonctorialité en L: si u:L —> M est un morphisme (i.e. un 

isomorphisme) de G-torseurs sur A, on en déduit un isomorphisme 

§ fu) : 8 (L) + 9, (M) 

de G-torseurs sur A 

2.2.5. Torseur trivial : si l'on note Gn le G-torseur trivial GXA 

sur A , on a un isomorphisme canonique 

8 (G,) ~ Gan 

2.2.6. Sections : une section o du G-torseur L sur A s'interprète 

comme un morphisme (c'est-à-dire un isomorphisme) de G-torseurs de GA 

dans L : on en déduit donc grâce à 2.2.4 et 2.2.5, une section 

9, (a) 

du torseur #8, (1) sur A” . Si f:A —>G est un morphisme dans E , 

on a de plus la formule 

(2.2.6.1) | § (fo) = 9, (£8, (0) . 

2.2.7. Il existe bien entendu de nombreuses compatibilités entre les 

isomorphismes ci-dessus (et ceux qui vont suivre). Par exemple l'isomor- 

phisme d'additivité 2.2.1 est caractérisé par les propriétés d'être 

fonctoriel en L et M et compatible au changement du Groupe structural 

G , et de respecter les trivialisations naturelles des deux membres 

lorsque l'on prend L = M = le torseur trivial G, . Le fait que ces 
A 

propriétés caractérisent 2.2.1 se voit en plongeant G dans un Groupe 

injectif G' de E et en remarquant que tout G'-torseur est trivial. 

Ce principe de "réduction au torseur trivial" rend tautologiques les 

démonstrations de commutativité de nombreux diagrammes ; en fait, "tout 

diagramme de torseurs suffisamment naturel est commutatif", contrairement 

à ce qui se passe pour les groupes : au royaume des torseurs il n'y a pas 

de questions de signes. 

2.2.8. Symétrie : il est imnédiat que $ (1) est muni d'une action du 

groupe symétrique S, : compatible à l'action d'icelui sur A” ; autre- 

ment dit, pour tout ARC , Si l'on note encore Y:A° —+ A" la per-
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mutation correspondante des facteurs, on a un isomorphinne canonique de 

G-torseurs 

. ww) n + 

Xv : 8 (L) + $ (1) 

avec les relations attendues entre X F Xa et X 

2.2.9. Sections nulles. Notons O07 l'objet final de E et e, OO > A 

la section nulle. Pour 1KiKn, soit nt A —+ A le morphisine 

défini par la section nulle du i-éme facteur de A’ . On a alors des 

isomorphismes canoniques 

ntl 
# ~ *. * @(-1) 

1,8,(L) + p e,(L) 

ou p:anl — 0, est le morphisme canonique (et unique). Ces isomor- 

phismes sont compatibles entre eux, en ce sens que 1, et 1. coincident 

sur l'intersection 7, (AP) (APT), 

Pour ne pas alourdir à l'excès ce chapitre, nous allons nous limiter 

désormais aux cas n=2 et n=3 , les seuls intéressants pour nous 

Gans la suite. 

2.3. Etude de 8. > structures d'extensions. 

a mt , . _ 1 —] 

On a par définition s, D), y = Lay ® Li. BL, . 

L'action du groupe Sy (2.2.8) se réduit à un isomorohisme de 

symétrie 

(2.3.1) g : À 

vérifiant sx, x = Id et ex, y° y, x = F9, (), . . 

La définition de 9, (L) donne, par un calcul immédiat, un isomorphisme 

de cocycle 

(2.3.2) /»# : 8, (1) 
XrVrZ 

Q | ~ Q By (D), + 8, (D) s,(L),, 
xty,Z 2 x, Ytz 

qui est fonctoriel en L et compatible au changement de Groupe structu- 

ral, et qui respecte les trivialisations naturelles des deux membres 

lorsque L est le torseur trivial ; de plus Ÿ est caractérisé par ces 

propriétés (cf. 2.2.7). 

On a d'autre part (2.2.9) des isomorphismes "de rigidification" 

= =... (2.3.3) Bg y * Lo = (0),
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où Le est la fibre de L à l'origine ; ces isomorphismes sont compa- 

tibles à la symétrie 6 , et compatibles avec (2.3.2) en ce sens que le 

diagramme suivant est commutatif 

+ 

8. (L) @ 9, (L) “Ory12, (L) ® 9. (L) 2 YrZ 2 O,y © 2 O,ytz 2 Yr 

(2.3.3.1) (2.3.3) \ (2.3.3) 

1] @ Le SL), 

Supposons maintenant donnée une section o de S,(L) au-dessus de 

AXA . Pour (x,y) € ab on a donc une trivialisation o(x,y) de 
1 _] 1 se Q ® ‘ Q 

L SL, 81, , c'est-à-dire un isomorphisme Ly, L, —> Lyty , donc 
xt+y 

une loi de comvosition sur L , que nous noterons (a,b) + axb , com- 

patible avec la loi de groupe de A via la projection L— A, et 

compatible à l'action de G sur L au sens suivant : pour a€L, 

beEL, g&€G, ona 

(2.3.4) (ga)xb = ax(gb) = g(axb) 

Il est immédiat que la donnée d'une section o de 8. (L) équivaut a 

celle d'une loi de composition + sur L possédant ces propriétés, le 

passage de l'une a l'autre se faisant par la formule 

(2.3.5) o(t(a),m(b)) = (axb)®a t@n + 

ou a et bEL et où T7:L— >A est le morphisme structural. 

Une telle section ogo donne encore naissance, via les rigidifica- 

tions (2.3.3), a deux sections de p"e,L (ou p est ici le morphisme 

A > 0,), autrement dit à deux morphismes EE) : À —> L =e,L 

d'objets de E . En termes de la loi + correspondante, ils vérifient 

~ 

x (2.3.6) e (x) 4x 

xx, (x) = x 

pour tout x€A et tout x€L au-dessus de x 

De plus la compatibilité en (0,0) des isomorphismes (2.3.3) im- 

plique que e,(0)=e, (0), d'où une section € du torseur Le sur Ok: 

vérifiant e*e=e . La relation (2.3.4) donne alors 

(2.3.7) (ge)»x(g'e) = (gg')e
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pour g et g'€G ; autrement dit la trivialisation de Le donnée par 

e identifie la loi * à la loi de groupe de G . 

Il est immédiat que la loi +* est commutative si et seulement si 

la section o est invariante par la symétrie § de (2.3.1), i.e : 

(2.3.8) a(y,x) = Sx, yo Cry) 

Il est un peu plus fastidieux de vérifier que + est associative 

si et seulement si oF est compatible avec l'isomorphisme de cocycle 

(2.3.2), c'est-a-dire 

(2.3.9) Pev,zto(x#y,z)8 o(x,y)) = o(x,ytz) ® (y,z) 

Cette condition implique d'ailleurs, comme on le voit en contemplant 

le diagramme (2.3.3.1) ou les formules (2.3.6), que les morphismes e. 

et €, A —>L, sont constants, i.e. e,(x) = Ee (x) = €,(0) = € , et 

que la section € de L, est élément neutre de + . En résumé : (cf. 
aussi SGA 7, VII, 1.1.6 ét 1.2) : 

2.3.10. Proposition. La donnée, sur le torseur L , d'une structure 

d'extension commutative de A par G (compatible avec sa structure de 

torseur), équivaut à la donnée d'une section o de 8. (L) sur AXA, 

symétrique au sens de (2.3.8), et qui est un 2-cocycle au sens de 

(2.3.9) e 

2.4. Etude de %. ; structures cubistes. 

On a par définition 

| 1 1 1 .4. = @ SL © 
(2.4.1) D), vez Letytz © Lisp Lors Lotz Le LOL, 

8 ,(L) est muni d'une action du groupe symétrique Sy c'est-à- 

dire, pour tout C6, et pour (4 1X5 r%4) EAP , d'un isomorphisme 

(2.4.2) (X.) : 8. (L) | => #9, (L) 
Y XjrXorX; XjrXorX3 3 *y(1)'*y(2)'#7(3) 

De façon analogue à (1.2.4.1), $,(L) se reconstruit à partir de 

$,(L) ; on a ainsi deux isomorphismes canoniques 

85 (Db) 4 22 99(L) ,88) (L) (a, ) Yr ’ Ys LE 

2.4.3 ( ) SO) yz 

mn 

Ur | 1 ù —1 TT 

DO) yee ? D) pe SU) en (Co) y, 2
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# Q t 1 ° . . 

(le lecteur verifiera que Vy 005 permet de retrouver l'isomorphisme de 

cocycle (2.3.2)). 

On en déduit encore pour 8, (L) des isomorphismes de cocycle dont 

nous n'explicitons qu'un seul : 

(2.4.4) wb 9. (L) XiYizit 3 S,(L) > 4 va) 
xXty,2Z,t X,Yrt D), vee, t 3 

les autres s'en déduisant (par exemple) par permutation ; bien entendu 

chacun de ces isomorphismes est caractérisé par sa fonctorialité, sa 

compatibilité au changement de Groupe structural, et son effet sur le 

torseur trivial. 

2.4.5. Définition. Une structure cubiste (ou "structure du cube" [B1) 

sur le G-torseur L au-dessus du Groupe A est une section +t du 

torseur S,(1) sur a? , possédant les propriétés suivantes : 

(i) + est invariante par S, » i.e. pour tout Y€G, , 

Xy Cr) = y" (x) (comme sections de ¥"83(L)) 

(notations de 2.4.2)) 

(ii) t est un 2-cocycle en les deux premières variables (ou, ce 

qui revient au même compte tenu de (i), en chaque paire de variables), 

1.e : 

| _ Pye eet TRAV Zrt) @r(x,y,t)) t(x,ytz,t) 9 t(y,z,t) 

(notation de (2.4.4)). 

Un torseur cubiste est un torseur muni d'une structure cubiste. 

Un morphisme de torseurs cubistes (L,1) — > (L',T') est un mor- 

phisme f:L—L' de G-torseurs tel que 8, (F) : 8,(L) —> #,(L') 

vérifie 9,(£)(T) RE D 

On note CUB(A,G) la catégorie des G-torseurs cubistes sur A. 

2.4.6. On laisse au lecteur le soin d'expliciter les notions d'image 

réciproque d'un torseur cubiste par un morphisme A' —»+A , d'image 

par un changement de Groupe structural G ——G', de torseur cubiste 

trivial, de produit tensoriel (ou somme, s'il préfère) de G-torseurs 

cubistes, de torseur cubiste inverse, etc. Munie de l'opération du pro- 

duit tensoriel, CUB(A,G) est une "catégorie de Picard strictement com- 

mutative" au sens de SGA 4, XVIII.1.4.2.
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Bien entendu, une trivialisation d'un objet (L,r) de CUB(A,G) 

est un isomorphisme de l'objet trivial avec (L,r), c'est-à-dire une 

section g de L sur A, vérifiant la relation 

(2.4.5.1) . #,(0) = T 

et il est immédiat, en vertu de la relation (2.2.6.1), que l'ensemble 

des trivialisations de (L,Tr) est, s'il n'est pas vide, un espace homo- 

géne principal sous le groupe 

Hom(?? (a,c) 

introduit en 1.3, des applications pointées de degré 2 de A dans G 

2.5. Lien avec les biextensions. 

Pour voir que la notion définie ci-dessus est la même que dans (Bl, 

2.2, nous allons faire briévement le lien avec la notion de biextension, 

introduite dans [m1] et développée dans SGA 7, VII et VIII. 

Soit donc (L,r) un G-torseur cubiste sur A . Via l'isomorphisme 

a, (resp. a) de (2.4.3), la section + de 8, (L) donne naissance a 
, | 1] -1 

. © @ . une section 0, (resp %) 4e SD) yay, z SO) SL), (resp 

SL). y+ 8 8211), 2 So(L) 0); et par suite à deux lois de composition 

partielles 

8. (L @ 9. (L —> 9. (L | 
(2.5.1) 2 ( x, 2 2 viz 2 | ty )z 

x 
2 s,Œ), 28,00), SD), y+z 

suivant le même procédé que dans 2.3. De plus les deux sections o, et 

0 sont liées par la relation 

(2.5.2) | a,(0,) = a,(0,) (= T) . 

On vérifie alors que les conditions (i) et (ii) de 2.4.5 impliquent que 

les deux lois *, et * constituent une structure de biextension 

symétrique de (A,A) par G , au sens de (BJ, sur le torseur 8, (L) 

muni de l'isomorphisme de symétrie § de (2.3.1) (et réciproquement...). 

Par exemple, la commutativite de *. équivaut à la compatibilité 

de T avec l'action de la transposition (1.2) de S. , et l'associati- 

vité de + a la condition de cocycle explicitée en 2.4.5 (ii). Ceci 

resulte d'ailleurs, si l'on veut, de 2.3.10 : en effet, grace a Ws 

9, (1) peut être considéré comme le $, du torseur $,(L) sur AXA
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lorsque l'on regarde ce dernier comme un Groupe du topos E/A grace à 

la seconde projection. 11 est d'ailleurs établi dans [B], 2.5, que la 

donnée de deux lois +, et *: vérifiant (2.5.2) ci-dessus, toutes 

deux commutatives et dont l'une soit associative, suffit à définir sur 

L une structure du cube au sens de loc. cit. 

2.5.3. Remarquons enfin qu'une structure cubiste + définit, grace à la 

section T(0,0,0) de &,(L) , une trivialisation a l'origine 
3 0,0,0 O 

du torseur L , d'où grâce a 2.2.9 une trivialisation de la restriction 

de 8, (1) à chacun des produits {o}xAXxA F Ax{O}xA 1 Axax{o}. Ces 

trivialisations (essentiellement grace aux conditions de cocycle) coïn- 

cident en fait avec les restrictions de T à ces produits. En d'autres 

termes et par abus d'écriture : 

7(0,y,2) = 7(0,0,0) 

le signe d'égalité faisant référence a l'isomorphisme canonique 

Oo yz © 82'o,0,0 : 

De ces considérations le lecteur retiendra la 

2.5.4. Proposition. La donnée, sur le torseur L , d'une structure du 

cube, équivaut à celle, sur le torseur S,(L), d'une structure de 

biextension de (A,A) par G, les deux lois de composition partielles 

définissant cette structure étant assujetties a la relation (2.5.2) (on 

identifie les lois de composition *, et *, aux sections 0, et ©, 

qu'elles définissent). 

2.6. Exemple fondamental. 

Soit S un schéma : nous prendrons pour E le topos associé au 

"gros site fppf" de tous les S-schémas avec la topologie fppf, et pour 

G le groupe multiplicatif G . Nous identifierons toujours en cas 
m,S 

de besoin un G, torseur L sur un schéma X au faisceau inversible & 

tel que L = Isom(6,,4). 

Proposition. Soit A un S-schéma en groupes lisse, commutatif, à 

fibres connexes. On suppose vérifiée l'une des conditions suivantes : 

(i) A est un S-schéma abélien 

(ii) (cf. [8], 2.4) S est normal et les fibres maximales de A 

sont extensions multiples de variétés abéliennes, de tores (non néces- 

sairement déployés) et de groupes 6, .
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Alors le foncteur d'oubli 

CUB(A,G_) —+ TORSRIG(A,G_) 

(où TORSRIG(A,G ) est la catégorie des € -torseurs sur A triviali- 

sés à l'origine de A) est une équivalence de categories. 

Démonstration : soit L un G -torseur rigidifié sur A 

Cas (i). D'après le théorème du cube (cf. par exemple [r1], IV.2.1) le 

faisceau 8, (1) sur A> provient d'un faisceau inversible sur S . 

Comme de plus L est rigidifié à l'origine, $,(L) l'est également : il 
3 

est donc trivial. Mieux, si p:A ——S désigne le morphisme structural, 

on a P40 13 ~ 6. done il existe une unique trivialisation Tr de 8, (L) 

compatible avec sa rigidification. Etant unique, T est automatiquement 

symétrique (condition (i) de 2.4.5) et de même il suffit de vérifier la 

condition (ii) de 2.4.5 lorsque x=y=z=t=0: elle résulte alors de 

la compatibilité à la rigidification. Nous avons donc montré que L 

possède une unique structure cubiste compatible à la rigidification, cqfd. 

Cas (ii). D'après SGA 7, VIII.7.5, nous savons que 8, (L) admet une 

unique structure de biextension compatible aux rigidifications sur 

{oO} xXA et Ax{0} déduites de la rigidification de L . Il reste à 

vérifier que les lois 0, et o, de cette biextension vérifient la 

condition (2.5.2). Or les deux sections œ,(0.) et a, (a. ) de 8. (L) 

coincident, sur les produits {0}xAXA , Ax{o}xa , AxAx{o} , avec 

la rigidification naturelle de 8. (L) sur ces sous-groupes. Leur quo- 

tient est donc une fonction AXAXA —>G_, égale a 1 sur ces sous- 

groupes, donc identiquement égale à 1 ("lemme de Rosenlicht") puisque 

S est réduit. & 

2.6.1. Remarque. Soit k un corps séparablement clos, et posons 

S = spec(k[[x,y]]/(x?-y?)), A= GS 
G_torseur IL non trivial sur A . Or nous verrons plus bas (7.2.1) 

. Il existe (exercice) un 

qu'un G -torseur cubiste sur A est en fait une extension commutative 

de A par G, donc est trivial puisque S est strictement hensélien. 

Par suite le torseur L (qui admet évidemment des rigidifications) ne 

posséde aucune structure cubiste. 

3. Lien avec les extensions centrales (cf. [B], 2.11). 

3.1. Donnons-nous à nouveau un topos E , deux Groupes commutatifs A 

et G de E, et de plus un sous-Groupe K cl» À de A (on pourrait
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considérer plus généralement un morphisme K —> À de Groupes commuta- 

tifs). Soit (L,r) un G-torseur cubiste sur A , et supposons donnée 

une trivialisation o de la biextension (jx Id.) "9, (1) de (K,A) 

par G. 

On a donc, pour x€K et y€A, une section g(x,y) de 
13 --1 | ~ :; @ @ @ .e. L DL, L,, donc un isomorphisme Ly, L,, —+ Loy 1 1.e. une loi 

x+y 

externe 

ty 

* 2 L K*£L —+ L 

compatible avec l'addition KXA —+ A, et avec l'action de G sur L. 

Nous allons, une fois n'est pas coutume, expliciter un peu les choses : 

si l'on a x€K, yfA, ue Ls v € L, , on en déduit un élément uxv 

de Leu , par la condition (cf. (2.3.5)) : 

_ 1] -1 (3.1.1) o(x,y) = (uxv)@u ®@v 8) y . 

D'autre part o est supposée compatible avec la structure de biextension 

de 9, (L). La premiére loi de 8. (1) est 

/ | Or(x,y,zZz) . 

s,(1),,,28,0L), " BD) pay, z 

a 1 û LS & , i . 

(A des contractions prés, du type L Lite + G,) 

La compatibilité de o avec cette loi signifie que 0(x,z)@0d0(y,z) 

s'envoie sur o(x+y,z), d'où en appliquant (3.1.1) : 

si u€L , vEL., wEL avec x€K, yEK, zZEA, ona: 
x y Z 

(usw) Su 1Ow 19 (vaw)Sv 1Sw LO7r(x,y,z) = ((uxv)xw) ® (uxv) 719 wt 

d'où 

(3.1.2) 7T(x,y,z) = ((uxv) xw) ® (uxv)719 (uxw)71@ (vew) 719 u® v® w . 

En exprimant de méme la compatibilité avec la seconde loi, on 

obtient 

-1 \-1 lo oc 
(3.1.3) r(x,y,z) = (u*(vew)) 8 (uxv) °° ® (uxw) “9 (vxw) Sud va w 

d'où enfin par comparaison 

(3.1.4) (uxv)xw = ux(vxw) (u et v6& Lily r web). 

En particulier la loi + sur L XL, est associative. Il est de 

plus immédiat que la section de L à l'origine déduite de sa structure
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cubiste est élément neutre de +* , et que la composée 

GOL, ~> L 81, + L, est l'action naturelle de G sur L . En 

bref, le torseur L, = j"L sur K est muni, grâce à o, d'une struc- 
K 

ture de Groupe, extension centrale (non commutative en général) de K 

par G, et la loi externe L, XL > L est une action à gauche de L 

sur L , prolongeant l'action de Le sur lui-même par translations et 

compatible (via la projection L — A) avec l'action par translations 

de K sur A 

K 

Enfin la formule (3.1.2) (ou (3.1.3)) permet de reconstruire la 

restriction de +t à K, à partir de la restriction de © à KXK\, 

et l'on en déduit : 

3.2. Proposition ({Bl, 2.1.1). La catégorie des extensions centrales de 

K par G est équivalente à la catégorie des couples (L,9) où 

L€ ob CUB(K,G) et où o est une trivialisation de la biextension 

S, (1) de (K,K) par G 

3.3. Dans la situation de 3.1, supposons de plus 

K=A 

et étudions de plus près l'extension centrale 

e T | 

(3.3.1) 1—>G—>L—K—s0. 

Comme toute extension centrale de groupes commutatifs, elle définit un 

accouplement alterné, que nous noterons 

ghd 
(3.3.2) > KXK —> G 

obtenu par passage au quotient à partir de la fonction commutateur 

[u,v] = uvu7ty7+ de LXL dans G (nous notons désormais uv = u#v). 

Nous disposons en outre, pour la biextension 8, (L) sur KXK _, de 

la trivialisation o , donnée par la formule 

(3.3.3) o(x,y) = (uv) 9u7t@ v7} (ue Ly r VE L,) | 

et de l'isomorphisme de symétrie 

(3.3.4) S:9,(L) + s*9,(L) (où s(x,y) = (y,x)) 

1 e « ES =~] 

qui, à w®u v SL) y (avec u< Le v € Li, , W£ L,, ) associe 
ty 

-1 - 
w@v @u le SL), = (s"8(L)) y - On obtient en particulier une
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seconde trivialisation ("symétrique" de a) : 

(3.3.5) g = 

de 9, (L), qui est donnée (avec uf Le , véL,) par 

1) S(x,y) = El(o(y,x)) = E7l(vudv teu 

vu® u”1@ y”1 

Cv, ulo(x,y) 

(on utilise ici la coincidence des deux actions de [v,ulé€c , données 

respectivement par la structure d'extension (3.3.1) et par la structure 

de torseur de lL). 

En conclusion : 

3.3.6. Proposition. Avec les notations ci-dessus, ona 

Qld ns 
OC = 0 

L,o En particulier l'accouplement e ne dépend que de la biextension 

symétrique . (8, (L),§) et de la trivialisation o de la biextension 

sous-jacente ; enfin l'extension centrale associée à o par 3.2 est 

commutative si et seulement si oO trivialise (8,(L),§) comme biexten- 

sion symétrique au sens de [Bl], i.e. si 

4. Cas des schémas abéliens : le groupe G(L). 

Soient S un schéma, A un S-schéma abélien, L un G,-torseur 

sur A, rigidifié à l'origine (donc cubiste, cf. 2.6). Si At désigne 

le S-schéma abélien dual de A (ou, si le lecteur préfére, le faisceau 
. TT . om . . 

Pic, /g)s on sait que L définit canoniquement un morphisme 

(4.1) OA — at 

tel que, si x€A, Py (2) est la classe du 6, torseur TI L® u} sur 

A, ou T, désigne la translation par x dans A. 

Plus précisément soit P le G_torseur de Poincaré sur AT XA ’ 

rigidifié sur atx{o} et {O}xA : alors Pr est l'unique morphisme 

de A dans A tel que le & -torseur (9, x Id,)"(P) soit isomorphe à
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# (1), et il existe alors un unique isomorphisme entre ces deux torseurs 

qui soit compatible aux rigidifications. Comme de plus P et 9, (1) 

sont munis chacun d'une unique structure de biextension compatible aux 

rigidifications, cet isomorphisme est même un isomorphisme de biexten- 

sions. Posons alors 

(4.2) : K(L) = Ker 9, : 

c'est un sous-schéma en groupes fermé de A. La restriction de l'isomor- 

phisme précédent a K(L) XA donne un isomorphisme de biextensions 

8, (L) > L(o, x Id )*(p)] + (9. xId,)"(P ) 2 "K L A K( LTA {o}xa (L.) XA L) XA 

et comme est la biextension triviale, on en tire une trivialisa- P{o}xa 
tion canonique de 8, (L) d'où d'après le $3 une structure d'ex- K(L)xA ‘ 
tension centrale sur Lie (L) , ainsi qu'une action à gauche de cette 

extension sur le torseur L . 

4.3. D'autre part on connaît déjà ({m2], § 23, ou [sz], exposé 7) le 

S-schéma en groupes G(L) : rappelons que si S' est un S-schéma, 

G(L)(S') est l'ensemble des couples (x,@) ot x€K(L)(S') et où « 

est un S'-automorphisme du schéma L , compatible a l'action de Cc. S t 

et rendant commutatif le diagramme 

4.4. Proposition. Avec les notations et hypothèses ci-dessus, le 

S-morphisme 

A:L —> G(L) 
K(L) 

qui au point uf Len) au-dessus de x£K(L), associe le couple (x0) 

ou a (v) = uxv pour tout v£éL (le symbole * désiqnant l'action à 

qauche de Le(1,) sur L définie ci-dessus) est un isomorphisme d'ex- 

tensions centrales : l'isomorphisme inverse est donné par la formule 

AT (x, @) = a(e_) L 

où €, € L(S) est la rigidi fication à l'origine, i.e. la section unité 
de l'extension L 

K(L)
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Comme A est manifestement un morphisme de G, torseurs sur 

K(L) (donc un isomorphisme) il suffit de voir que c'est un morphisme de 

groupes, ce qui n'est autre que le fait que * est une action de groupe. 

La derniére assertion est également triviale. @ 

5. Réduction à l'objet trivial ; application à certains isomorphismes 

canoniques. 

Dans ce §, E désigne un topos ; si F est un objet de E, on 

notera ZF] le 4-Module libre engendré par F (notation conforme a 

SGA 7, VII.1.4; pour l'existence cf. SGA 4, II.6.5). 

5.1. Théorème. Soient F un objet de E , G un 7-Module injectif de 

E . Alors tout G-torseur cubiste sur ZF | est trivial. Plus générale- 

ment tout G-torseur cubiste sur un 7-Module sans torsion (i.e. plat) 

de E est trivial. 

Demonstration : soient A un Z-Module plat et L un G-torseur cubiste 
sur A. | 

5.1.1. Considérons d'abord la biextension 8, (1) de (A,A) par G 

associée a L. D'aprés SGA 7, VII.3.6.5, le groupe des classes de 

biextensions de (A,A) par G est isomorphe a 

1, L 
Ext (A@A,G) . 

Comme G est injectif ce groupe se réduit à 

LL 
Hom(H,(A@A),G) , 

c'est-à-dire à Hom(Tor’'(A,A) ,G) = O puisque A est un 7-Module 

plat. Par suite la biextension 8. (L) est triviale. 

5.1.2. Fixons donc une trivialisation o de la biextension 9, (L). 

Comme en 3.3 notons § : 8 (L) + s"8,(L) la symétrie, et o la tri- 

vialisation de #,(L) "symétrique" de © via &. 

Le défaut de compatibilité de. oO avec § est la forme alternée 
> | 

les trivialisations de 5, (L) sont de la forme o0'=%0 où Y:AXA —G 

est bilinéaire. On en conclut que pour qu'il existe une trivialisation 

de 8, (Li compatible avec la symétrie §& , il faut et il suffit que 

els soit de la forme 

er (x,y) = 0(x,y)/(y,x)
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OÙ ©: AXA —>G est bilinéaire. 

Comme A est plat, la multiplication par 2 dans A2a est un 

monomorphisme : puisque G est injectif il existe donc un morphisme 

7 : A2A — > G rendant commutatif le diagramme 

L,o 

A2a € > G 

pe x 

ean 

Si l'on pose alors (x,y) = 1(xAy), ona 

O(x,y)/Oly,x) = n(xA y-yAx) = 1(2xA y) =e (x,y) 

En conclusion, la biextension symétrique (8. (L),§) est triviale. 

5.1.3. D'aprés 3.2 et 3.3.6, nous voyons que la structure cubiste de L 

provient d'une structure d'extension commutative de A par G, automa- 

tiquement triviale puisque G est injectif. M 

5.1.4. Remarque. Le lecteur familier de [Bl et des dérivés non abéliens 

pourra démontrer 5.1 en remarquant que le groupe des classes de 

G-torseurs cubistes sur À s'identifie ({Bl, 8.9) a 

Ext” (LPS (A) ,G) 

(notations de loc. cit.), et que H, (LP, (A)) =O si A est plat. 

5.2. Proposition. Soient 9©:A' —>A un épimorphisme et Ÿ:G— cl! 

un monomorphisme dans Ab, , et soient L un G-torseur cubiste sur 
| | 

A, L'=9*(L") le G'-torseur cubiste sur A' déduit de L par le 

changement de base % et le changement de Groupe structural » . Soit 

o une section du torseur sous-jacent à L sur A. Pour que gag soit 

une trivialisation cubiste de L, il faut et il suffit que la section 

c' de L' déduite de o soit une trivialisation cubiste de L'. 

En effet soit +t la section de §.(L) définissant la structure 

cubiste de L, T' la section de S,(L') déduite de +t (qui définit 

la structure cubiste de L'). Pour que o (resp. o') soit une triviali- 

sation cubiste il faut et il suffit que S,(o)=7 (resp. #,(o')=r") : 

ces deux conditions sont bien équivalentes puisque, vu nos hypothéses
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sur ® et Ÿ, l'application naturelle 

| 3 4. 13 ; Hom, 3(A 9,(1)) — Hom, , 3 (A #,(L ) ) 

est injective. @ 

La glorieuse proposition ci-dessus, jointe au théoréme 5.1, permet 

de réduire de nombreuses questions au cas du torseur cubiste trivial, où 

elles deviennent tautologiques ; il suffit en effet de prendre A' libre 

(par exemple A'=Z(Al) et G' injectif. Par exemple, on obtient par 

cette méthode : 

5.3. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur À . Le G-torseur 
+ 

8,(L) sur A° est un produit tensoriel de torseurs du type (£;1) 1 

où les £,: A° —+ À sont des morphismes de Groupes. Il est donc muni 

canoniquement d'une structure cubiste déduite de celle de L 

Alors la trivialisation +t de 8, (L) definissant la structure 

cubiste de L est une trivialisation cubiste. @& 

(On suggère perfidement au lecteur de démontrer 5.3 directement a partir 

des définitions...) 

5.4. Notation. Pour tout Groupe commutatif A de E et tout n€Z, on 

note [nl, : A — a , OU simplement [n] si aucune confusion n'est à 

craindre, le morphisme de multiplication par n. 

5.5. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A . Pour tout 

n€Z on a un isomorphisme canonique de G-torseurs cubistes 

[n]*(L) = 10/28 [11% (1320 (m-1)/2 

(c£. [m2], $6, Cor. 3). 

5.5.1. Lemme. Soit L un G-torseur (sans structure cubiste) sur A. 

Notons p:A —> 0 p le morphisme canonique. Pour tout n€ 2%, notons 

À : A —>AÀ 
n 

le morphisme défini par À (x) = (x,-x,nx). Alors on a pour tout n un 

isomorphisme canonique 

(5.5.1.1) | 

[nt], (1) x A784(L)7" 8 (n] (n°? 3 [n-11, (11778 pe,(1)73 LS C-11, (0)
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Cet isomorphisme est fonctoriel et additif en L , compatible au change- 

ment de base A' —»A et au changement de groupe structural G—+6G', 

et respecte les trivialisations naturelles des deux membres lorsque L 

est le torseur trivial. 

Démonstration du_lemme : pour tout x€A ona canoniguement, par défi- 

nition de &,(L) : 

=, @pteyz @z71 8L 8L @L . 
nx O x —X nx 

+ 

11793 (D)), ~ §3(D) (y., (n+1)x (n-1)x -x,nx) 

Le lemme en résulte. M 

5.5.2. Démonstration de 5.5 : remarquons d'abord que dans le lemme 5.5.1, 

lorsque L est muni d'une structure cubiste, l'isomorphisme (5.5.1.1) 

est un isomorphisme de torseurs cubistes : cela résulte, par reduction a 

l'objet trivial, des propriétés de (5.5.1.1) énoncées à la fin du lemme. 

Or si L est cubiste, les torseurs cubistes 8.(L) (grace à 5.3) et 

p™e, (L) (évident) sont canoniquement triviaux, et (5.5.1.1) se réduit à 

un isomorphisme cubiste 

(5.5.2.1) (nti) *(n) = [nl(1)928[n-1],(1)718L8 [-11, (1) . 

Par ailleurs il suffit de démontrer 5.5 pour n YO (remplacer L par 
+ | 

C-11, (1), et le résultat est clair pour n=0 et n=1; le cas général 

en résulte par récurrence, grâce à (5.5.2.1) et à un calcul immédiat. @& 

5.5.3. Remarque. La proposition 5.5 est l'analogue de la propriété 

suivante : si f:A—>G est pointée de degré € 2 , alors 

n(n-1)/2 n(n+1)/2 £(-x) 
f(nx) = £(x) 

(démonstration par récurrence, grâce au même calcul qui a été escamoté. 

dans 5.5.2). 

De même nous allons établir l'analogue cubiste (très important pour 

la suite) du lemme suivant : 

5.6. Lemme. Soient A et G deux groupes commutatifs (notés ici additi- 

vement, pour plus de clarté) ; f:A —»>G une application pointée de 

degré 2, et n un entier tel que nA=O. Alors 2nf=0, et nf=0 si 

n est impair. 
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Démonstration : on remarque que 

2£(x) = (f(x) - £(-x)) + (£(x) + £(-x)) ; 

posant b(x,y) = £(xty) - f(x) -fly), ona 

f(x) + £(-x) = b(x,x) (5.5.3, avec n=2) 

donc n(f(x)+f(-x)) = O puisque b est bilinéaire ; d'autre part il 

est immédiat que l'application xt f(x) - f(-x) est additive (consi- 

dérer sa forme bilinéaire associée) donc n(f(x) - f(-x)) = O , d'où 

enfin 2nf=0O. 

Si n est impair on écrit : 

3nf(x) - nf(-x) nf(2x) 

n( f(x) - £(-x)) puisque 2nf=0 

= O 

d'où la conclusion puisque x > 2x est un automorphisme de A. & 

L'analogue annoncé plus haut est : 

5.7. Proposition. Soit L un G-torseur cubiste sur A et soit n un 

entier (reso. un entier impair) annulant A. Alors le torseur cubiste 
@2n 

L 
® to , , 

(resp. L n) admet une trivialisation naturelle. 

5.7.1. Lemme (L. Breen). Soit L n G-torseur cubiste sur A. Alors 
1 

A 

. *X — 
le G-torseur cubiste À = L®@ [-1] L admet une structure naturelle 

d'extension commutative de A par . 

En effet les biextensions associées à L et [-1] 1 sont respecti- 

vement 8. (L) et [-1] eno (L), qui sont canoniquement isomorphes vu la 

structure bilinéaire de S (1). On a donc une trivialisation naturelle 

de 8, (A) d'où une structure d'extension centrale sur A (3.2). Le 

fait qu'elle soit commutative se voit soit par un calcul direct, soit 

par réduction à l'objet trivial. @ 

La démonstration de 5.7 est alors parallèle à celle de 5.6 : on 
y se 
ecrit L 2 sous la forme 

Le? = A@ (Le [-1] 1) ; 

. , On to. | 
comme À est une extension commutative, A est trivial, et par 

ailleurs
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# # 
L@(-1],1 + 4 9,(L) 

ou A:A —+AXA est le morphisme diagonal (5.5, avec n=2) donc 
* © . oo. 

(L® [-1] 1) nest aussi trivial. 
, | x & 

Lorsque n est impair, on démontre comme dans 5.6 que [2] © i) 

est trivial. @ 

6. Une nouvelle définition des structures cubistes. 

Ce n° ne sera pas utilisé dans la suite ; les détails des démonstra- 

tions sont laissés au lecteur. 

6.1. Soient S un objet du topos E , et G un Groupe commutatif de E. 

Considérons la catégorie (By )° x(q \(Ab,,) des couples (9,¥%) où 

o:S' —»S (resp. Ÿ :G —»G') est un morphisme dans E (resp. dans 

Ab.) - 

Pour tout G-torseur L sur S et tout (9,%) comme ci-dessus, 

notons 

(6.1.1) Dh (e,%) = Hom, (S",L”) (notation de 2.2.3) 

(ou, par abus d'écriture, De(s',G')) l'ensemble des sections sur S' du 

G'-torseur o*L? . On obtient ainsi, pour L fixé, un foncteur 

Ti, : (EB 7g)" Xe\ AP) —> (Ens) 

et pour tout (S',G') l'ensemble Ti (s',G6') est soit vide, soit un 

espace homogène principal sous le groupe Hom, (S"',G") des morphismes de 

S' dans l'objet de E sous-jacent a G'. 

6.1.2. Si l'on a un diagramme commutatif dans E : 

s' Uy gs! 2 1 

ON /*; 
S 

où u est un épimorphisme dans E , alors la suite naturelle d'ensembles 

LS; ,G') — [,(5;,,G') > L (s, X S,:G') 
— L Ss! 

1 

est exacte pour tout %:G —»G' ; ceci résulte du fait que 
p 

Tr, (S",G") = Hom_(S',L°) est représenté (comme foncteur en S') par L', 

et de ce que tout épimorphisme de E est effectif.
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6.1.3. De même considérons un diagramme conmutatif 

Gi > Gs 

wi 
ou v est un monomorphisme ; alors pour tout 9:S' —»S , la suite 

naturelle d'ensembles 

[ 1 1 ! > t | ee) | Dts 1G) — DL (s Gy) Pts 1Go 5 G,) 

1 

est exacte, le symbole ©® désignant la somme amalgamée sur G; . Pour t 

Gy 
le voir on peut, grace a 6.1.2 ci-dessus, remplacer S' par S" ou 

| a e . * 

S" ——> S' est un épimorphisme ; en prenant par exemple S"=¥9 LY , on 

est ainsi ramené au cas où L est le torseur trivial ; notre assertion 

est alors évidente. 

6.2. Soient A et G deux Groupes commutatifs de E . Posons 

_ O (6.2.1) C6) = ((Abg) 7° X (g\(Abg)) à 

catégorie des couples (9,%) ot 9:A' —>A et Ÿ:G —>G' sont des 

morphismes de Groupes commutatifs. Pour tout G-torseur L sur A, nous 

noterons encore, par abus d'écriture 

(6.2.2) DL : C(A,G) —-> (Ens) 

la restriction à C(A,G) du foncteur T de (6.1.1). Les propriétés 

6.1.2 et 6.1.3 restent valables : c'est clair pour 6.1.3 et cela résulte 

pour 6.1.2 du fait que l'oubli ADE — > E de la structure de groupe 

commute aux produits fibrés. 

Supposons maintenant le torseur L muni d'une structure cubiste. 

Nous noterons alors, pour tout (9:A' —>A ,%:G— >G') dans C(A,G), 

(2) (6.2.3) TF (9,0) c PD (6,0) 

ou par abus d'écriture ri?) 
| 

cubistes de o"L" . Le sous-foncteur pt?) : C(A,G) — > (Ens) de [ 

(A',G'), l'ensemble des trivialisations 

L 
jouit des propriétés suivantes : 

(6.2.4) r(2)(a1,c') est soit vide, soit un espace homogène principal 

sous le groupe Hom?) ( 

2 de A' dans G', via l'action naturelle de ce dernier sur 
D(A" ,G' ) e 

A',G') des morphismes pointés de degré
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(6.2.5) Si l'on a un diagramme commutatif 

A! + an! 
2 1 

ON | 
A 

ou u est un épimorphisme dans Ab, , le diagramme naturel 

(2) ent ary & (2) pnt ar 

L | 
' ' B (nt : Dy fA ,G') —> Di fA ,G') 

est cartésien ; notons que l'application À est injective et qu'il en 

est donc de même de @ ; notre assertion signifie donc que rt?) (at,e") 

s'identifie a r (2) (a: #G')NT,(A;,G'), ce qui n'est autre que 5.2. 

(6.2.6) Si l'on a un diagramme commutatif 

G! Ÿ, G: 

1 2 ww 
ou v est un monomorphisme dans Ab, , le diagramme naturel 

| (2) | t (2) 8 | 

F,(A'",G) —> T,(a",G;) 

est cartésien ; ceci résulte également de 5.2. 

(6.2.7) IL existe un épimorphisme W:A' —>A et un monomorphisme. 

b:G—>G' dans Ab, , tels que 

> | | 

rt (ob) # ¢ 

C'est une reformulation du théorème 5.1. 

6.2.8. Remarque. On voit facilement que les conditions (6.2.5) et (6.2.6) 

peuvent se reformuler en disant que r (2) vérifie les propriétés 

"faisceautiques" analogues a celles énoncées pour TL dans 6.1.2 et 

6.1.3.
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6.3. Définition (bis). Soient A et G deux Groupes commutatifs du 

S topos E, et soit L un G-torseur ur A . Une structure cubiste sur 

‘ : C(A,G) — > (Ens) du foncteur 

T, de (6.2.2) vérifiant les propriétés (6.2.4) à (6.2.7). 

L est la donnée d'un sous-foncteur T 

6.3.1. Indiquons simplement comment le foncteur r (2) permet de recons- 

tituer la trivialisation T de 8,(L) de la définition 2.4.5. Soient 

© et comme en (6.2.7) et soit o € Ti?) (9, ) : alors S.(o) = 7! est 

une trivialisation de 8(L), qui d'après la condition (6.2.4) est indé- 

pendante du choix de o . Il faut montrer que T' provient d'un élément 

T de Dy (1, (AG). Pour cela on pose G" Ge et on remarque que T 

a même image par les deux flèches naturelles 

t | | tt 

puisque les deux images de T sont de la forme 8.(o5) et S,(o, où 

o" et oe rl) (ar gy, Il résulte alors de 6.1.3 que TET (A',G). 
1 2 L #,(L) 

Le même argument, utilisant 6.1.2, permet de redescendre de A' à A. 

Ÿ 

vérifie automatiquement les conditions de compatibilité exigées par 2.4.5. 

Comme la trivialisation T' de *L est de la forme S,(o'), elle 

Par suite il en est de même de T. 

6.3.2. Notant CUB’ (A,G) la catégorie des G-torseurs cubistes sur A 

au sens de 6.3, nous avons ainsi deux foncteurs 

CUB(A,G) —> cuB"(a,G) > | 

le foncteur U étant donné par la construction 6.2, et V par la cons- 

truction ci-dessus. Il n'y a désormais aucune difficulté à vérifier que 

U et V sont quasi-inverses l'un de l'autre ; les conditions (6.2.5) 
* « ~ 

et (6.2.6) dans CUB servent à montrer que UoV TC uB*(A,G) . 

6.4. Généralisations et variantes. 

6.4.1. Il suffit, dans la condition (6.2.4), de remplacer Hom?) (a',G°) 
(n) 
E 

arriver à la notion de "structure de deqré n 

par Hom, ’(A',G'), où n est un entier YO quelconque (1.3) pour 

sur un G-torseur L sur 

A. Bien entendu une structure de degré O (resp. 1, resp. 2) sur L 

est une trivialisation de lL (resp. une structure d'extension commuta- 

tive, resp. une structure cubiste). Toutefois il y a lieu de noter que 

je ne connais aucun exemple "naturel" de structure de degré ny3, ne 

provenant pas d'une structure cubiste.
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6.4.2. Etant donnés k entiers naturels oD oe (k+1) Groupes 

Ajr-..rA,/G et un G-torseur L sur A,X...XA, , on laisse au lecteur 

le soin d'imaginer ce qu'est une structure de multidegre (n,,...,n,) 

sur L, généralisant la notion de biextension (obtenue pour k=2 , 

n.=n, = 1). 
1 2 

6.4.3. Plus intéressante peut-être est la variante "non pointée" des © 

structures de degré n , obtenue en remplaçant les applications pointées 

de degré n par les applications de degré n, i.e. les f:A —>6G 

vérifiant | 

| Card I 

TT. Ex) 1) = 
IC{1,...,n+#1} 

(notations de 1.1), ou encore, de façon équivalente : 

_ (-1)° 8 ,.(£) = f(0) . 

Lorsque n=2 on tombe sur la notion de “structure du cube non rigidi- 

fiée" mentionnée dans (Bl, 2.8. 

6.4.4. Enfin il est probable qu'en remplaçant, dans 6.2.4, Hom(2)(a',c') 

par le groupe des morphismes quadratiques de A‘ dans G', on obtient 

la notion de Z-structure de [Bl]. 

6.5. Exercice. Redémontrer la proposition 5.5 (resp. 5.7) en utilisant 

la définition 6.3 et l'égalité 5.5.3 (resp. le lemme 5.6). 

7. Descente de torseurs cubistes : apolication aux extensions de schémas 

en grouves lisses par des tores. 

7.1. Si A,B,G sont trois Groupes commutatifs du topos E , nous note- 

rons EXT(A,G) (resp. BIEXT(A,B;G)) conformément à SGA 7, la catégorie 

des extensions commutatives de A par G (resp. des biextensions de 

(A,B) par G). | 

Rappelons d'abord le théorème de descente ([B], 3.10) : 

Théorème. Soit 

O—>nA  L,na Ta" 0 

une suite exacte de Groupes commutatifs du topos E . Alors, pour tout 

Groupe commutatif G de E, la catégorie CUB(A",G) est équivalente à 

la catégorie des triples (L,s,t) où L£€ob CUB(A,G) et où s (resp. t) 
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est _ une trivialisation de i"L dans CUB(A',G) (resp. de (Tdxi) "9, (L) 

dans BIEXT(A,A';G)), telles que les trivialisations 8, (s) et 

(ixId)"(t) de #,(i"L) soient égales. 

7.2. Nous allons appliquer ce théorème au cas où E est le topos fppf 

sur un schéma S , et où l'on a une suite exacte 

o—t—t +a TL p 0 

de S-schémas en groupes lisses a fibres connexes sur S , T étant un 

tore sur S . De plus on prend G=G 
m,S 

Commençons par étudier CUB(T,G, ) : 

7.2.1. Proposition. Pour tout tore T sur S , la catégorie CUB(T,G_) 

est équivalente à la catégorie EXT(T,G, ) des extensions commutatives 

de T par G4 . 

Demonstration : si L est un G_torseur cubiste sur T , la biextension 

9 ,(L) de (T,T) par G., admet d'après SGA 7, VIII.3.4 une unique tri- 

vialisation. Le torseur L admet donc (3.2) une unique structure d'ex- 

tension centrale compatible (au sens de loc. cit.) avec sa structure 

cubiste. Cette extension est automatiquement commutative puisque la 

forme commutateur associée est un accouplement TXT — 6, donc est 

triviale. @ 

7.2.2. Proposition. Dans la situation de 7.2, la categorie CUB(B,G_) 

est équivalente à la catégorie des couples (L,s) ot L€ob CUB(A,G ) 

et où s est une trivialisation de i’L dans CUB(T,G_) (i.e., compte 

tenu de 7.2.1, dans EXT(T,G_)). 

En effet, en vertu de SGA 7, loc. cit., les catégories 

BIEXT(A,T;G_) et BIEXT(T,T;G_) sont équivalentes a la catégorie 

ponctuelle ; donc étant donné L dans CUB(A,G_) il existe une unique 

trivialisation t de (Taxi) “9, (L) dans BIEXT(A,T;@ ), et de plus 

pour toute trivialisation s de i“L dans CUB(T,G ), la condition de 

compatibilité 8 ,(s) = (ixId)"t exigée par 7.1 est automatiquement véri- 
fiée. & | 

7.2.3. Corollaire. Dans la situation de 7.2, soit L un G -torseur 

cubiste sur A. Alors : 
, | 

(i) L@(-1) (1) provient canoniquement d'un 6 torseur cubiste 

sur B. 

(ii) Il existe S' —— S étale surjectif tel que Lo. =LX.S' 

provienne d'un G —torseur cubiste sur Bo, =BX,S'.



(iii) Si tout tore sur S est isotrivial (SGA 3, IX.1.1) on peut 

dans (ii) supposer S' fini sur S§ 

Remarque. Le cas (iii) s'applique en particulier lorsque S est locale- 

ment noethérien et normal (SGA 3, X.5.16), ou bien est le spectre d'un 

anneau local noethérien complet (SGA 3, X.3.3). 

Montrons (i) : avec les notations de 7.2, i“L est d'après 7.2.1 

une extension de T par G4 , et le morphisme x p> x! donne par la 

structure de groupe sous-jacente donne un isomorphisme d'extensions 

at yl es i*[-1] )(L) 

d'où une trivialisation canonique de i*(L®[-1] (1)) et l'on conclut 

grace a 7.2.2. 

Montrons (ii) (resp. (iii)) : d'aprés SGA 3, X.4.5 (resp. la défi- 

nition d'un tore isotrivial) appliqué au tore sous-jacent à l'extension 

i“L , celle-ci est trivialisée par un changement de base étale surjectif 

(resp. fini étale surjectif) et l'on applique encore 7.2.2. @
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CHAPITRE II 

_ Faisceaux inversibles cubistes sur les schémas en qroupes : 

problèmes de prolongement 

Sommaire. 

O. Introduction. 

1. Prolongement de. G torseurs cubistes sur les groupes lisses : cas 

ou la base est un trait. 

2. Analogue archimédien du théoréme de prolongement. 

3. Prolongement de G_ torseurs cubistes en dimension supérieure ; cas 

des groupes semi-stables sur une base normale. 

O. Introduction. 

On s'intéresse dans ce chapitre à l'étude des G_torseurs cubistes 

sur certains schémas en groupes (commutatifs, comme toujours). Signalons 

tout de suite que nous considérerons toujours comme synonymes les expres- 

sions "G_torseur" et "faisceau inversible", un faisceau inversible L 

sur un schéma X étant identifié au torseur Isom (O,,L). D'autre part 
| X 

les schémas en groupes sur un schéma S seront toujours considérés 

comme des faisceaux sur le site fppf de S . 

Le type de problème envisagé ici est le suivant : étant donnés un 

schéma en groupes commutatif A sur un schéma S , et un ouvert U de 

S (U désignera parfois aussi le point générique de S , si S est 

irréductible) étudier le foncteur de restriction 

CUB(A,G, g) —> CUB (Ar En, u? 

de la catégorie des 6 torseurs cubistes sur A vers la catégorie 

analogue sur U. 

Lorsque S est un trait, que U est son point générique et que A 

est lisse de type fini sur S , le théorème 1.1 donne une “réponse com 

plète" (très analogue au théorème SGA 7, VIII.7.1 sur les biextensions). 

Ce théorème, obtenu par d'autres méthodes dans (Bl, $3, est l'un des 

deux résultats principaux de ce chapitre, l'autre étant le théoréme 3.3 

qui traite le cas où A est un groupe semi-stable à fibres connexes sur 

une base normale, et où l'on part d'un torseur cubiste sur Ay qui est 
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symétrique ou d'ordre fini. Le lemme 3.4.1 (qui doit beaucoup à 

M. Raynaud) et ses corollaires permettent ensuite d'éliminer dans cer- 

tains cas les hypothèses de connexité : le lecteur se fera une idée du 

type de résultats obtenus en se reportant à l'énoncé du théorème 3.5. 

1. Prolongement de G _torseurs cubistes sur les groupes lisses : cas 

ou la base est un trait. 

1.0. Dans tout ce $, on se donne un anneau de valuation discrète A , de 

corps des fractions F et de corps résiduel k . On note S = Spec À , 

n = Spec F , s = Spec k , et on désigne par [ le groupe FA de la 

valuation de A , notée VA | 

On se donne de plus un S-schéma en groupes lisse commutatif et de 

type fini A i,Ss , de section unité en: S —> À (il est inutile de 

supposer A séparé). On note A° sa composante neutre, À = AX,s sa 

fibre fermée, et @= A /A. le groupe des composantes de A, , qui est 

un k-schéma en groupes fini étale. 

On s'intéresse au foncteur "restriction a la fibre générique" : 

(1.0.1) | | R : CUB(A,G, 5) —> CUB (A: Em, n ? . 

1.1. Théorème de prolongement (cf. [Bl], §3). 

(i) (unicité du prolongement cubiste). Le foncteur R ci-dessus 

est pleinement fidèle. 

(ii) (obstruction au prolongement cubiste). On peut associer de 

façon naturelle à tout G torseur cubiste L, sur A, un morphisme 

pointé de degqré 2 

(1.1.1) d''=4 : D —> (TS, O/T), 

dont l'annulation est nécessaire et suffisante pour que L, soit dans 

l'image essentielle de R (en particulier, si A, est connexe, R est 
| # Q # ® 

une équivalence de catégories). 

+ L a | . » # Q . 

Le morphisme da" possède les propriétés suivantes : 

a) fonctorialité : si À :B ——+ A est un morphisme de S-schémas en 

groupes (avec B lisse commutatif de type fini sur S) et si À : y ——> À 

est le morphisme induit sur les groupes de composantes des fibres fer- 

mées, alors le diagramme suivant est commutatif : 
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y à 
* 

a an 

(r8®/T), 

b) changement de base : soient g:S' ——> S un morphisme de traits, 

n', l', etc., les données sur S' correspondant a n , TI, etc., et 

A', L', ®' les données déduites de À, L , ® par le changement de 
A',lLn! dl base g . Alors l'obstruction d est égale à l'application composée 

ao x, k' 5 2% > (T8Q/T),, —»# (T'@0/T'),, 

où la seconde flèche est déduite de l'inclusion naturelle Te—> 7 

c) additivité : si L, et M, sont deux G -torseurs çubistes sur 

A; , alors 

gun ® Mn = ain + a 

On trouvera dans CB], $3 une définition homologique de ain (ou, 

en tout cas, d'une obstruction qui lui ressemble fort). Nous en donnerons 

ici une construction plus terre à terre. 

1.1.2. Démontrons (i). Il suffit de voir que si L est un G torseur 

cubiste sur A, l'application naturelle 

Hom (G CUB L) —— Ho (G Ly ) m,A’ “CUB mA, 

est bijective, le torseur G moa étant muni de sa structure du cube 
# | 

triviale. 

L'injectivité résulte du fait que, À étant lisse sur S, A, est 

schématiquement dense dans A.. 

Soit r ET(A°,8,(L)) la section définissant la structure du cube 

de L . Un élément de Homoup (6m, À * En? est une section On de L, A 

que l'on peut voir (en identifiant L au faisceau inversible associé) 

comme une section méromorphe o de L sur A, sans zéros ni pôles sur 

A,» et vérifiant 

T (1.1.2.1) 9 ,(0) 

Il faut alors montrer que div(o) =O ; cette condition est de plus suffi- 

sante, car alors o définit bien une trivialisation du torseur L, qui 

est cubiste à cause de (1.1.2.1).
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Il est clair que div(o) est à support dans A, , puisque On est 

une trivialisation de L . Soit donc C une composante de A, , et soit 

§ son point générique : l'anneau local Ore est un anneau de valuation 

discrète dont la valuation, que nous noterons Vas est a valeurs dans 

IT (car A est lisse sur S). On obtient un morphisme de S-schémas : 

vy: @ —»T 

v(C) = v 

et en prenant les valuations dans (1.1.2.1) on constate que c'est une 

application pointée de degré 2, donc nulle car @ est fini et TT sans 

torsion (cf. I,5.6). On a donc Vala) = 0 pour toute composante C de 

A , Cafd. 

7 

section de 9,(L,) définissant sa structure du cube. Supposons trouvé 

1.1.3. Montrons (ii). Soit donc L. € ob CUB(A, ,G ) et soit 7 la 
77 m, 7) 

n et tel que Tn Se prolonge 

en une trivialisation T de 9, (L) >: alors cette trivialisation est 

un Gy torseur L sur À , prolongeant IL 

automatiquement une structure du cube, les conditions (i) et (ii) de 

1,2.4.5 se prolongeant par densité. 

Soit Ly un G_torseur quelconque sur A_ prolongeant L; . Il 

en existe car A est régulier donc localement factoriel ; d'autre part 

les prolongements de L, à A sont tous de la forme L, (D) = L,® 6, (D) 

où D est un diviseur à support dans À . Un tel diviseur s'identifie 

à une fonction Pr? (à) —T, . 

Pour chaque D , nous pouvons considérer la section Ta de S, (1, ) 

a 

comme une section méromorphe Th de S,(L,(D)) ; à Tp on associe sa 

valuation le long de chaque composante de AS , d'où une fonction 

et il est immédiat que 

ou pe correspond au diviseur nul. 

Pour que L; soit dans l'image essentielle de R il faut et il 

suffit que l'on puisse trouver D tel que p= 0 , i.e. qu'il existe 

P : D — Tl, verifiant 

(1.1.3.1) §() = de . 

Comme la section Ta vérifie par hypothèse les conditions (i) et 

(ii) de I,2.4.5, il en est de même de la section méromorphe 1, de



9,(1.,). Passant aux valuations, on conclut que 

Yo: a Tr T= &, est invariante par Sc. 
(1.1.3.2) . 

B(xty,z,t) + V(xXY, €) = P(x, y+z,t) +O(y,z,t) 

Le lemme suivant va alors nous fournir une solution % de (1.1.3.1) 

a valeurs dans TI8Q 

1.1.4. Lemme. Soient G un groupe compact commutatif, et Ù : c° —> R 

(n ¥2) une application continue qui est un 2-cocycle par ranport à 

chaque paire de variables. Il existe alors une unique application conti- 

nue 9:G —+R€R telle que y=S (9), et 9 est donnée par la formule 

d(x,u ..,u, du ..-du ;, 2 
(1.1.4.1) (x) = (-1)P-+ \ 1 are 

G 

la mesure du sur G étant la mesure de Haar de masse totale 1. 

En particulier si G est fini et Ÿ à valeurs dans @, © est à 

valeurs dans @; si G est un groupe de Lie et si Ÿ est C”, alors 9% 

est C©. 

Démonstration : deux solutions diffèrent par une application p:G —>R 

qui est pointée de degré n-1 , donc nulle : en effet 8-1 'P) ? gl, gr 

est (n-i)-linéaire donc nulle puisque G est compact ; par suite D est 

pointée de degré n-2 , d'où notre assertion par récurrence. Ceci établit 

l'unicite de 9. 

Pour l'existence, définissons © par la relation (1.1.4.1) et 

montrons par récurrence sur k (1<kn) que 

(1.1.4.2), (a = _ n-k BL O(X ree eX) (-1) \ nok V(X pee ee Xe Ug geese U,)du 

Pour k=1 c'est la définition de 9% , et pour k=n on trouvera 

9 = . Supposons donc vérifiée (1.1.4.2), avec 1k “n= et calculons 

844° : posant pour abréger x = Cire. sx yds on a d'après I,1.2.4.1 : 

Bye CE M Vg) = RP CY AV 1) PCR) 8 CE 41) 

ce qui, joint à l'hypothèse de récurrence (1.1.4.2), donne 

(1.1.4.3) 8 De Vir Y ) = (-1)n-*k \ CU (x y,. ty u v) hee k+17 62/2? k4+1 gnck TR tL Okt = 

_ ~ U(x P(x+Y eye V) YOY gy Uy ey) dau, av 

où l'on a posé v = SRETREET A ADE On utilise alors la propriété de 

cocycle de Ÿ :



ly . _ 
VOY AV Uppy) PC Ye Uppy) 

= POG VY a Ug) 7 POY Myr) 

qui donne, en reportant dans (1.1.4.3) 

x =~ (eqyn-k 
(1.4.4.4) By Ole YY yy) = (D \ on BOY Yi Mey VIM 4 IY 

Kk+1 — 

_ ° —k 

~(-)P™ \ nak VOY Uy Vd, dy - (-1)" \ nek PCR Yr Yep VII dV: 
G » » . 

G 
1 

Le changement de variable u b> “Yi 4, tu dans la premiére 
k+1 k+1 

intégrale permet d'anéantir les deux premiéres ; on remarque enfin que 

la fonction sous la troisième intégrale ne dépend pas de Uggs d'ou 

la récurrence. 

1.1.5. Fin de la démonstration de 11(ii). On applique le lemme à l'équa- 

tion (1.1.3.1) : notons que bien que @ ne soit pas un groupe fini ordi- 

naire mais un k-schéma en groupes étale, il suffit d'appliquer le lemme 

au groupe fini B(k_) (ko = clôture séparable de k) et de remarquer que 

la fonction © obtenue est invariante sous Gal(k_/k), grace à l'unicité 

de la solution. 

On se trouve ainsi gratifié d'une unique solution 26 de (1.1.3.1) 

a valeurs dans (TOQ), . Pour que L, soit dans l'image essentielle de 

R il faut et il suffit que ® soit a valeurs dans TL , i.e. que 

(1.1.5.1) qin def 2, mod D, : & —+ (T8p/T), 

soit identiquement nulle. Si l'on change le prolongement Li de L, en 

L, (D) pour un certain diviseur D , l'équation (1.1.3.1) est remplacée 

par 

8,(®) = -b, Ro $4(9)) 

dont la solution est 967° D = oo (mod TL), ce qui montre que ain est 

bien définie. Enfin 

L 
7 = & = = = 8(d ) 9,(9 ) mod TL (D, mod T,) O 

donc aM est bien pointée de degré 2. 

On abandonne au lecteur la démonstration, essentiellement triviale, 

des propriétés de fonctorialité, de changement de base et d'additivité. 

1.1.6. Remarque : lien avec SGA 7, VIII.7.1. 

Avec les notations de 1.0 et 1.1, soit EY une biextension de



44 

(A, ,B ) par G . On définit dans SGA 7, loc. cit. un accouplement 7 m, 7 

(1.1.6.1) d(E,) : @xY —> (Q/Z), , 

obstruction a prolonger E; en une biextension de (A,B) par G, 5 
| 

Or on peut définir une telle obstruction en utilisant 1.1 de la 

maniere suivante : on observe d'abord que pour toute biextension E de 

(P,Q) par G (ou P,Q,G sont trois Groupes commutatifs d'un topos 

quelconque) le torseur sous-jacent à E sur le Groupe produit PXQ 

admet une structure cubiste canonique (le plus simple ici est d'utiliser 

les techniques de I,$6). Dans le cas qui nous occupe on peut donc définir 

(1.1.6.2) a" : xy —+ (TEp/T), = (0/2), » 

obstruction a prolonger E, comme torseur cubiste. Cela étant, il est 

facile de voir que tout prolongement cubiste de E, est en fait un pro- 

longement comme biextension (les lois de la biextension se prolongeant 

grâce à la pleine fidélité 1.1 (i) appliquée aux torseurs convenables 

sur AXAXB , AXBXB , etc.). De plus la structure de biextension de 

E implique que aën est bilinéaire. Elle constitue donc une obstruction n 

entièrement analogue a (1.1.6.1) ; il est vraisemblable que ces deux 

obstructions coincident au moins au signe prés. 

On peut naturellement répéter les considérations ci-dessus en rem- 

plagant gE par l'obstruction de [B],§3 ; le lien avec SGA 7 serait 

alors plus facile à établir, vu l'analogie des deux constructions. 

1.2. Critères d'annulation de l'obstruction. 

Gardons les hypothèses et notations de 1.0, et donnons-nous de plus 

X:B—>A et g:S' — +S comme dans l'énoncé de 1.1, et un G_torseur 

cubiste L, sur A, . Nous dirons pour abréger que L, est prolongeable 

sur À s'il existe un G_torseur cubiste sur A prolongeant L 
L in 

c'est-à-dire si d'1=0. 

1.2.1. Proposition. Soit n un entier tel que n@=0 . Alors un O (6)
 

ct
 

S , ; , , 
prolongeable sur A, et Ly l'est aussi Sl n est impair. 

[229 L 
Démonstration : a 1 = 2nd 1 = 0 (lemme I,5.6) 

| pn L 
et si n est impair da" = nd 1 =0 (idem) @ 

1.2.2. Proposition. Soit e = (l':l) l'indice de ramification de 

g:S' —>S , et soit n tel que n=0 . Alors Ly = LX, S' est 
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prolongeable sur A‘ = AX, S! si 2n divise e, ou si n est impair 

et divise e 

En effet, le noyau du morphisme naturel 

reel —r'8p/r' 

L 
est DT , donc Ly est prolongeable si et seulement si ed 1=0 ; 

on conclut encore grâce au lemme I,5.6. @ 

1.2.3. Proposition. On suppose que le morphisme À: Ÿ —> ® induit sur 

les groupes de composantes des fibres spéciales par À: B ——> À est 

sur Jectif. 

(i) Pour gue L,, soit prolongeable sur A il faut et il suffit 
* e 

que À L, soit prolongeable sur B . 

(ii) Soit L un G torseur rigidifie sur A prolongeant le tor- 

seur rigqidifie L, . Pour que L admette une structure cubiste prolon- 

geant celle de L, ,» il faut et il suffit que AL admette une structure 

cubiste prolongeant celle de 1°L 1 e 

Démonstration : l'assertion (i) est immédiate vu la fonctorialité de 
Lin d 

la structure cubiste de L; : le diviseur de 71 s'identifie à une fonc- 

tion Ÿ: &° —>TI, qui est nulle si et seulement si la composée 

Do(X)° : Y° — | est nulle, i.e. si le support du diviseur de "Tr est 

vide. M 

. Pour (ii), soit T la section méromorphe de 9,(L) définie par 

1.2.4. Définition. Soient C et G deux Groupes commutatifs d'un topos 

E , et P un G-torseur cubiste sur C . On dit que P est symétrique 

s'il existe un isomorphisme 

p + [11 (P) 

de G-torseurs cubistes sur C . 

(On n'impose pas à l'isomorphisme en question de définir une 

Z-structure au sens de (Bl). 

1.2.5. Lemme. On suppose que le G  torseur cubiste L sur A, est 

symetrique ; alors le morphisme pointé de degré 2 

gitl 5 — (TOOT), . 

est même quadratique ; i.e. on a pour tout x€@: 



a (-x) = ah" (x) 

ou, de facon équivalente, on a pour tout x&£@ et tout nfZ: 

2 Lin 
al (nx) = nd V(x) . 

Démonstration : la première égalité est une conséquence triviale de la 

fonctorialité de gin . La seconde en résulte compte tenu de I,5.5.3. @ 

1.2.6. Proposition. Avec les notations de 1.2.3 (A n'étant plus supposé 

surjectif) soit n un entier tel que n¥=O . On suppose que L,, est 

symétrique et que X\(Y)C2nd . Alors ATL, est prolongeable sur B . 

Démonstration : il s'agit de montrer (compte tenu de la fonctorialité de 

l'obstruction abn) que ain est nulle sur le sous-groupe À(Y) de @. 

On peut remplacer % par le sous-groupe &' des x tels que 2nx€À(v), 

lequel vérifie 2n2$'=0 . La proposition résulte alors du 

1.2.6.1. Lemme. Soient G et H deux groupes abéliens, n un entier 

tel que 2n2G = 0 , et d:G —> H une application quadratique. Alors 

a(2nx)=0 pour tout x€G. 

Démonstration : comme d est quadratique, on a d(2nx) = 4n*a(x) et 

on applique I,5.6. Ceci démontre 1.2.6.1 et 1.2.6. @ 

1.2.6.2. Remarque. Si L, est symétrique et prolongeable, il résulte de 

l'assertion de pleine fidélité 1.1 (i) que le torseur cubiste L prolon- 

geant L est encore symétrique. 7 

1.2.7. Définition. Soit X un schéma. Un X-schéma en groupes G est 

semi-stable s'il est commutatif, lisse, séparé et de type fini sur xX, 

et si les composantes neutres de ses fibres ont un radical unipotent nul 

(i.e. sont extensions de variétés abéliennes par des tores). 

1.2.8. Proposition. On suppose que A, est une variété abélienne, que 

A est semi-stable sur S , et que L, est symétrique. Soit n tel que 

n@=0 . Si tous les points d'ordre 2n2 de A, (sur une clôture algé- 

brique de F) sont rationnels sur F , alors L, est prolongeable sur A 

(par un torseur cubiste symétricue, cf. 1.2.6.2). 

Il suffit d'appliquer 1.2.6 au morphisme de A dans le modèle de 

Néron &# de A, : si C est une composante de A. elle rencontre une 

section d'ordre n de A sur S , donc elle est divisible par 2n 

dans le groupe t/t .
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1.2.8.1. Remarques : .si n est premier à la caractéristique résiduelle, 

l'hypothèse sur les points d'ordre 2n? entraîne que An a réduction 

semi-stable ([sz],1,$5) sauf dans le cas n=1, où le corollaire est 

trivial. 

Si n est impair l'hypothèse ÀÂ(Y)C2n$ de 1.2.6 équivaut à À(Y)CnŸ; 
2 

en conséquence on peut remplacer, dans 1.2.8, les points d'ordre 2n 

par les points d'ordre n . 

.Si A n'est plus supposé semi-stable, la proposition 1.2.8 reste vraie 

lorsque n est premier à la caractéristique résiduelle de S. 

2. Analoque archimédien du théorème de prolongement. 

2.1. Proposition (version archimédienne de 1.1). 

Soient A une variété abélienne sur € , L un fibré en droites 
0 ‘ Q Q ® 8 O0 

cubiste sur A . Il existe alors une unique norme hermitienne C sur 

L , notée v , telle que la norme 8, (v) sur 9, (1) déduite de v. 

coincide avec la norme évidente déduite de la trivialisation de $,(1) 

donnée par la structure cubiste. 

De plus, v est l'unique norme hermitienne C® sur L , compatible 

à la rigidification à l'origine, et telle que la forme de courbure asso- 

ciée soit invariante par translations (cf. [M3),$12,cor. du lemme 1). 

Démonstration : pour changer un peu, nous donnerons un argument plus 

proche des méthodes de (Bl et SGA 7, VIII. 

Faisons d'abord subir au fibré L la série d'outrages qui suit. On 

part de la variété C” sous-jacente au fibré L privé de sa section 

nulle : c'est un fibré principal homogéne, de groupe c* , au-dessus de 

la variété Cc” adit sous-jacente à A . Grâce au changement de groupe 

structural z -—+ log|z| , on obtient un fibré principal homogéne de 

groupe R sur adit , que nous noterons log|L| . 

Il est clair qu'une norme hermitienne sur L équivaut à une tri- 

vialisation de loglL| (ceci peut être pris comme définition), et que 

cette norme est compatible avec la structure cubiste de L (au sens de 

l'énoncé) si et seulement si la trivialisation en question est cubiste, 

au sens de la structure cubiste de log |L| déduite de celle de L. 

Fixons une norme hermitienne C° sur L , 1.e. une trivialisation 

de log|L| . La structure cubiste sur log |L| equivaut dés lors a la 

donnée d'une fonction C
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D : (adit 3 +R, 

invariante par S, et qui est un 2-cocycle en chaque paire de 

variables. Une trivialisation de cette structure équivaut a une fonction 

vérifiant Ÿ = 5,(9). La première partie de 2.1 résulte donc du lemme 

1.1.4. 

Pour la seconde il suffit de vérifier que la forme de courbure de 

si rT est une autre norme avec la méme propriété, v est invariante : 

on aura V, = £V où f£YO, f(e,)=1 et £ est harmonique, donc f=1 

et VIT Y ° 

Grâce a la trivialisation canonique du fibré tangent de A , nous 

pouvons considérer la forme de courbure de v comme une application 

a:A—>V 

4 

où V= Q'"(e,) est l'espace vectoriel des (1,1)-formes à l'origine. 

La forme de courbure de la norme 9,(v) sur 9,(1) est 

B _ x wy + o x x % + * 

= P123%7 P12%7 P13% 7 P238 Ft Pye + pW + pa ; 

en tant qu'application de a? dans wT e 3)™ V@vev, elle s'écrit 
| À A 

donc : 

œ(x+y+z) (x+y ee) O a(x) 

B(x,y,z) = vac oem) — a(y+z) \+ O  }+ “) {° ) 

a (x+y+2) a(x+z)/ \a(y+z) O a(z) 

Comme 9,(v) est par hypothèse la norme canonique sur 3 310) Se. A° xc , 

ona B=O0O d'où 

a(xtytz) = a(xty) +a(xt+z) -a(x) . 

En faisant x=O , on obtient 

Il a(y+z) = a(y) +a(z) -a(0o) 

i.e. l'application a-a~(0):A —+ V est additive, donc nulle. 

(Démonstration dans l'autre sens : partir de la norme v5 définie dans 

la seccnde assertion : la norme 8, (v.,) est encore à courbure constante, 

et par suite constante). &
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3. Prolongement de G_torseurs cubistes en dimension supérieure ; cas 

des grounes semi-stables sur une base normale. 

3.0. Dans tout ce $ on se donne un schéma localement noethérien S , et 

un S-schema en groupes A Li, , commutatif, plat et localement de 

type fini sur S . 

Pour tout S-schéma S', on note 

(3.0.1) R : CUB(A, G ) s,s'' ) — > CUB(A 6, 
m,S AR 

le foncteur image réciproque. Nous désignerons par U un S-schéma de 

l'un des deux types suivants 

(3.0.2) (a) U est un sous-schéma ouvert de S . 

(b) U est le spectre de l'anneau local d'un point s de S . 

Dans les deux cas nous supposerons que UÙU est schématiquement dense 

dans $S : dans le cas b) cela signifie que tout point de Ass(6.) est 

une générisation de s . 

3.1. Définition. Un gros ouvert d'un schéma localement noethérien X es 

un ouvert V de X tel que pour tout x€X-V , on ait 

prof 6, | Y 2. 

3.2. Commençons par quelques énoncés, de nature élémentaire, concernant 

le foncteur Rou : 

3.2.1. Proposition. On suppose que U est un gros ouvert de S§ (3.1). 

Alors : 

(i) Le foncteur R de (3.0.1) est pleinement fidéle. 
S,U 

(ii) Pour qu'un objet L y ge CUB(A,,,G ) soit dans l'image essen- 

tielle de R U! il faut et il suffit que le faisceau inversible sur 
? 

Ay associé a L 

(ep
) 

y Se-prolonge en un faisceau inversible sur A 

Remarque. Il est immédiat que si U est seulement supposé schématiquement 

dense dans S , le foncteur Ro U est fidèle. 
# 

Démonstration : 

(i) Soit LEob CUB(A,G ) et soit Oy une trivialisation de Ly 

sur Ay . Comme U est un gros ouvert de S et que AÀ est plat sur S, 

A, est un gros ouvert de A donc (EGA IV, 5.10.5) Cy 

une section o du torseur L sur A : comme Oy est une trivialisation 

se prolonge en
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cubiste, o l'est également, U étant schématiquement dense. 

(ii) Soit L,,€ ob CUB(A,,,G_) et soit L un G —torseur sur A 

prolongeant (le torseur sous-jacent à) L,, - La structure cubiste de Ly, 
, ; 3 3 

est donnée par une section Ty de #,(L,,) sur A, . Or A, est un 
3 

gros ouvert de A (et A> est localement noethérien puisque A est 

localement de type fini sur S), par suite Ty «se prolonge (EGA IV, loc. 

cit.) en une section Tr de §,(L) sur A, qui est automatiquement une 

structure cubiste puisque A est schématiquement dense dans A” pour 

tout nyo. @ 

3.2.2. Proposition. On suppose que A est lisse de type fini sur S et 

que S est normal aux points de S-U . Alors : 

(i) Le foncteur Rg y est pleinement fidéle. 
a 

(ii) Si de plus U est un gros ouvert de S et si S est régulier 

aux points de S-U , alors Ra U est une équivalence de catégories. 
g 

Demonstration : 

. . € . e e e 

(i) si L€ob CUB(A,G_) et si Cy trivialise Ly sur Ay , alors 

d'après 1.1 (i), © se prolonge au-dessus d'un ouvert V contenant U yo 

et les points de codimension 1 de S ; V est alors un gros ouvert et 

l'on applique 3.2.1 (i). 

(ii) résulte de 3.2.1 (ii) puisque, sous les hypothéses envisagées, 

ona Pic(A,) = Pic(A) (EGA IV, 21.13.9 (ii) et 21.13.10). M 

3.2.3. Proposition. On suppose A lisse de type fini sur S , a fibres 

connexes aux points de S-U , et S normal aux points de S-U . Alors : 

(i) Si L,, € ob CUB(A,,G_), il existe un gros ouvert V de S 

contenant U tel que L, soit dans l'image essentielle de Ry y : 
? 

(ii) Si S est réqulier aux points de S-U, alors R y est une 
| ’ 

équivalence. 

Démonstration : (i) résulte de 1.1, toutes les obstructions aux points de 

codimension 1 étant nulles, et (ii) s'ensuit compte tenu de 3.2.2 (ii). @ 

3.3. Théorème. On suppose que À est semi-stable (1.2.7), que ses fibres 

aux points de S-U sont connexes, et que S est normal aux points de 

S-U . Soit L, un 6G -torseur cubiste sur Ay: vérifiant l'une des 

propriétes suivantes : 
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(i) le torseur sous-jacent à L est d'ordre fini dans Pic(A,,) 
U 

(ii) le torseur sous-jacent a L, es symétrique, i.e. il existe 

de 
Pad * . ec ‘ a 

un isomornhisme L + Ci (hy) de G torseurs sur Ay 
U 

Alors L est dans l'image essentielle de R 
U S,U 

Démonstration 

3.3.1. Dans le cas 3.0.2 (b), on peut commencer par prolonger Lis au- 

dessus d'un ouvert de S , de telle sorte que (i) ou (ii) soit encore 

vérifiée. Nous supposerons donc que U est un ouvert de S . Pour montrer 

que Le, se prolonge en un G -torseur cubiste sur A , on peut remplacer 

S par le spectre de l'anneau local d'un point maximal de S-U , ce qui 

permet de supposer que $S est local normal et que U est le complémen- 

taire du point fermé ; on peut même supposer que dimS}2 (car si S 

est un trait on applique 1.1 et la connexité de la fibre fermée de A). 

Remarquant en outre que A est réunion des deux ouverts Aly et A° 

(vu l'hypothése sur la fibre fermée) on voit qu'il suffit de prolonger 

“ul ao 

Enfin, S étant normal, l'hypothèse (i) (resp. (ii)) équivaut, grâce a 

a O Q a Q 

a À : on peut par suite supposer que À est à fibres connexes. 

1,2.6, à (i)' (resp. (ii)') ci-dessous : 

; ta ; @ 1 
(i)' il existe n)1 tel que le torseur cubiste L nM soit trivial 

U 

(ii)' le torseur cubiste Lu est symétrique (1.2.4). 

| wy ; | On + 
3.3.2. Cas (i)' : puisque le torseur cubiste Li est trivial, la 

, ; ,» @ @ , 1. 
biextension associee 8 (Ly) = 8, (Ly) © l'est également, ainsi que la 

Q a ee) 4 # ‘ e . # # e 

biextension 8, (L,) n , ou 1 désigne le point générique de S (on 

rappelle que S est local normal, donc intègre). Or, si B désigne le 

plus grand quotient de A, qui soit une variété abélienne, on sait 

(SGA 7, VIII.3.5) que le groupe de classes de biextensions 

Biext“(A,/A, 76.) s'identifie à Biext”(B,B;G_) = Hom(B,B*) (SGA 7, 

VII.2.9.5) donc est sans torsion (Bt désignant la variété duale de B). 

D'autre part le foncteur naturel de restriction 

BIEXT(A,,A :G ) —> BIEXT(A, ,A,:G ) 
U 

est pleinement fidèle ; la démonstration est la même que celle de 3.2.2 

(i) utilisant SGA 7, VIII.7.1. Il en résulte que le groupe 

Biext “(A,,A,7G) est encore sans torsion, et par suite la biextension 

8, (Ly) est triviale, et ce de manière unique puisque tout morphisme 

bilinéaire AY XAy — 6, est trivial. Donc (1I,3.2) L U est muni cano- 

niquement d'une structure d'extension commutative de Ay par G4 , et 
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® Q J Q (] 

comme Lay est trivial, nous voyons que Liy provient en fait d'une 

extension de A, Par boy (non unique en général : elle dépend du 
c 

iJ ® e Q s © 

choix d'une trivialisation de Li) 

Quoi qu'il en soit, le cas (i)' résulte de l'énoncé plus précis 

suivant : 

3.3.2.1. Lemme. Revenant aux hypothèses de 3.0, on suppose que A est 

semi-stable a fibres connexes et que U est _un gros ouvert de S . Alors 

pour tout n >1 , le foncteur naturel 

EXT(A,H S) —> EXT(AyM, y) 

est_une équivalence. 

Démonstration : il suffit de voir gue Hom(A, ) — > Hom(A.., ) 

(évident car les deux groupes sont nuls) et ext} (A,t ) == Ext (A ). 
n,5S n,U 

Vu les hypothèses sur A le morphisme (nl, de multiplication par 

n dans À est surjectif, plat et quasi-fini ; notons H son noyau. Les 
, . 1 . « . 

suites des Ext (- 0) associées à la suite exacte 

(nl, 
OH —>A ——À, n —+0 

et à la suite analogue sur U , donnent Hom(H,b s) > Ext (AM) et 
a ? 

Prd 1 Q 1 # 

Hom(Hy by 1) —> Ext Ab uv) puisque les Ext (-,5, ) sont annulés 

par n . Il s'agit donc de voir que 

Hom(H,Q so) => Hom(H qi yy) 

ce qui résulte du fait que, H étant plat sur S , H, est un gros ouvert 

de H. & 

3.3.3. Traitons maintenant le cas (ii)' de 3.3.1 (je dois le principe de 

la démonstration a des notes de D. Mumford). 

D'après [ri], XI.1.13, il existe un entier n)0 tel que Ly se 

prolonge en un faisceau inversible M sur A (il suffit en effet 

d'établir la même propriété pour Ln , et on applique loc. cit. en 

remarquant que L, est la différence de deux faisceaux amples sur An) i 
7 | 

de plus le faisceau M est automatiquement cubiste (3.2.1 (ii)). 

Comme L,, est symétrique, on a un isomorphisme naturel de _ 
U 

G_torseurs cubistes (1I,5.5) : 

2 * mn) On 

[n] (L,,) + L, 
Ay



@ ; 
qui montre que le torseur N = M est un prolongement cubiste de 

+ 

[nl (Ly) - 

On a donc une "donnée de descente cubiste" sur Ny relativement au 

morphisme In], , c'est-a-dire (I,7.1) une trivialisation Sy de Ny 

sur Hy (en posant comme plus haut H = Ker[n],), plus une trivialisation 

t,, de 9, (N,,) sur A,X Hy , avec une condition de compatibilité. Mais 
U 

comme H (resp. Au x Hy) est un gros ouvert de A (resp. AXH), la 

section sy (resp. ty) se prolonge en une section de N (resp. 85 (N)) 

sur H (resp. AXH), la condition de compatibilité se prolongeant par 

densité (ainsi que la compatibilité avec la structure cubiste de N, 

resp. la structure de biextension de S (N)). On a donc une donnée de 

descente cubiste sur N prolongeant celle de N,, , d'où d'après le 

théorème de descente un torseur cubiste sur A prolongeant Ly . a 

3.4. Supposons maintenant (toujours sous les hypothèses de 3.0) que A 

soit semi-stable (à fibres non nécessairement connexes) et que U soit 

un gros ouvert de S . 

Soit Li un faisceau inversible cubiste sur Ay ; on suppose que 
O 

la restriction Liy de Ly à la composante neutre AS se prolonge en 

un (unique) faisceau_inversible cubiste L° sur A° (c'est le cas par 

exemple, d'aprés 3.3, si Ly est symétrique ou d'ordre fini et S normal 

aux points de S-U). 

On va donner des conditions suffisantes pour que Ly se prolonge à 

Ay. le point de départ étant le lemme suivant : 

3.4.1. Lemme. Sous les hypothèses de 3.4, considérons un diagramme commu- 

tatif de S-schémas 

vérifiant les conditions suivantes : 

(i) 7 est plat et S' est localement noethérien 

(ii) a:S' — À est d'ordre fini dans le groupe A(S') 

(iii) i'image a(S') rencontre toutes les composantes connexes des 

ibres de A aux points de S-U. 

Alors pour que Ly soit prolongeable sur A, il faut et il suffit que 
+ s a + 

a Ly se prolonge en un faisceau inversible sur S'"'. 
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Démonstration : la condition est évidemment nécessaire. Pour établir la 

suffisance nous aurons besoin d'un lemme élémentaire de descente : 

3.4.1.1. Lemme. Soit 9: X' —+X un morphisme fidèlement plat de schémas 

localement noethériens, et soient V un gros ouvert de X et L un 

faisceau inversible sur V . Pour que L,, se prolonge en _ un faisceau 

inversible sur X , il faut et il suffit que @" (Ly) se prolonge en un 

faisceau inversible sur X'. 

| En effet, soit j]j:V—>X l'inclusion naturelle : pour que L 

soit prolongeable sur X il faut et il suffit (puisque V est un gros 

ouvert de X) que 3 xLy soit un faisceau inversible. On conclut par des- 

cente fidèlement plate, en remarquant que %®  (V) est encore un gros 

ouvert de X'. i 

3.4.1.2. Revenant à 3.4.1, notons a':S' — >A la section du 
| | S' 

S'-schéma en groupes Act = AX, S' déduite de a, et considérons 

l'ouvert 

W = a As: 

de Ag. » translaté par a' de la composante neutre Aa . A cause de la 

condition (i), le morphisme naturel 

9:W—A 

est plat, et la condition (iii) signifie que son image contient le fermé 

A-A, de A: en conséquence le morphisme naturel 

Wa A — À 

est fidèlement plat. Appliquant 3.4.1.1, on en déduit l'équivalence : 

Li est prolongeable sur A 

® (Ly). est prolongeable sur W 

Notant U' = n-t(u), il est clair d'aprés la définition de W 

qu'il s'agit de montrer que Tos (Liye) se prolonge a A°, (où bien 

entendu Ti: désigne la translation par a' dans Ag.) sachant que 

a L, se prolonge à S'. Or on a, par définition de l'opération 8, , et 

en notant f':A —> S' le morphisme structural : Ss! 

TY, (Ly) ® Lys ® fra "ne, -( ) (8, (Lys )) 
. a!
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et grâce a la structure de biextension de S (Lys), le second membre ast 

muni d'une structure d'extension, qui est même d'ordre fini car 

a' €A,,(S") est d'ordre fini d'après (ii). On peut donc le munir d'une 

structure d'extension de Ay: par b « ce qui implique (3.3.2.1) qu'il 

est prolongeable sur A'° . Au premier membre, les facteurs Lu: et 

f''a" "nes = f'*a"ne se prolongent à A'° par hypothèse, et par suite 

il en est de même de T AL ), ce qui achève la démonstration. @ U' 

3.4.2. Corollaire. Sous les hypotheses de 3.4, soit n un entier y ] 

tel que rour tout x € S-U , le groupe des composantes connexes de la 

fibre A®4(x) soit annulé par n. Notons A le noyau de la multipli- 

cation par n dans A. Alors : 

(i) Pour que L soit prolongeable sur A, il faut et il suffit 
U 

que sa restriction a ny se prolonge en un faisceau inversible sur À : 

.. © © , 
(ii) Ly est prolongeable sur A, et Ly l'est aussi Si n es 

impair. 

Démonstration : l'assertion (i) est un cas particulier de 3.4.1, obtenu 

en prenant S'=,A : les conditions (i) et (iii) de loc. cit. résultent 

en effet de la semi-stabilité de A et de l'hypothèse faite sur n . 

L'assertion (ii) est conséquence de (i) et de I,5.7 : la restriction de 

pen (res pon | U Pe “y 
a A.& 

n 

, n impair) a nay est triviale, donc se prolonge 

3.4.3. Corollaire. Sous les hynothèses de 3.4, soit n comme dans 3.4.2. 

On suppose que S est intègre normal de point génériaque M , et pour 

tout entier k¥1 on considère la condition : 

(CR, ) les points géométrigues d'ordre kn de A; se prolongent en des 

sections de A au-dessus de U. 
U 

Soit Ly un faisceau inversible cubiste sur A, + Alors : 

, à , , 
(i) Si Lys est _ trivial, (Ry) implique que Li, est prolongeable 

sur A. | 

(ii) Si L, est symétriaue, Ro (resp. R Si n est impair) 

impliaoue que Liy est prolongeable sur A. 

Démonstration : on peut supposer S local de point fermé s . Posons 

A, =AOx(s). 

3.4.3.1. Lemme. Supposons vérifiée (R,). Alors pour toute composante con- 

nexe C de A, . il existe une section de À aurdessus de S qui 

rencontre C . 
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Démonstration du lemme : puisque A est semi-stable et que A /Ao est 

annulé par n, la composante C rencontre A ; vu l'hypothèse (R,) il 

existe donc une section d'ordre n de Ay au-dessus de U, dont 

l'adhérence X dans A rencontre C . Or X est quasi-fini sur S 

car il est contenu dans na : comme S est normal il résulte aisément 

du "main theorem" de Zariski que X est l'image d'une section de À 

sur S , cafd. 

Pour démontrer 3.4.3, fixons k 1 et supposons CR, ) vérifiée. 

Désignons par H le groupe nals) des sections d'ordre n de A sur 

S et par He le S-schéma en groupes constant de valeur H. Ona 

donc un S-morphisme naturel 

a, iH, — AA 

dont l'image, d'aprés 3.4.3.1, rencontre toutes les composantes de AL - 

L'hypothèse CR, ) implique que le morphisme de multiplication par k: 

Xk 
knÀ (U) —— Alu) 

est surjectif. Posons 

H, = {x € | A(U)|kxé H} . 

La multiplication par k induit un morphisme surjectif 

Xk 
His —— He, . 

Notons a:H, , —>»A le S-morphisme composé 
’ 

y . “ey Lin, 
1,8 S ° 

on peut alors appliquer 3.4.1 avec S'=H, g 7 et il suffit donc, pour 
. C4 

. 

que L, soit prolongeable sur A, que le faisceau inversible a'L,, sur 

H se prolonge à H . Comme H est somme de S-schémas isomor- 
1,U 1,8 1,58 

phes à S ceci revient à dire que pour tout x€H,CA(U), le faisceau 
1 

inversible (kx) "(Lyy) sur U est trivial. 

Dans le cas (i) de (3.4.3), L,, admet une structure d'extension de 

A, par & (même démonstration que dans 3.3.2), donc 
m, U 

% N + @k 
(kx) Ly = (x L,,) 

est trivial par hypothése. 

Dans le cas (ii) prenons k=2n (resp. n, n impair) ; comme Ly 

est symétrique l'application



A(U) ——» Pic(U) 

ay 

X kk xX Ly 

est quadratique, et il suffit d'appliquer le lemme 1.2.6.1. B 

Dans le cas ou A, est une variété abélienne, on peut combiner les 

résultats ci-dessus avec ceux du $1 

3.5. Théorème. Soient S un schéma normal intégre de point générique 1, 

A un S-schéma en qroupes semi-stable tel que A, soit une variété 

abélienne, n un entier y 1 annulant les groupes de composantes connexes 

des fibres de A (en d'autres termes, Cn] : A —+ À se factorise par 
O 

A’). 

, » » . 4 
On suppose que les points geometrigques d'ordre 8n (ou seulement 

n4 si n est impair) de A, sont rationnels sur x(1). Alors tout 

faisceau inversible (cubiste) symétrique sur A, se prolonge en un 

(unique) faisceau inversible cubiste (symétrique) sur A. 

3.5.1. Lemme. Sous les hypothèses de 3.5, il existe un S-schéma en 

groupes semi-stable &, de fibre générique A, , contenant A comme 

sous-groupe ouvert, et néronien en codimension 1, c'est-à-dire que pour 

tout point §£S de codimension 1, @ x, Spec 6 s'identifie au modèle 
S,§ 

de Néron de A, sur Spec Sse . 

En effet il existe un gros ouvert U de S et un U-schéma en 

groupes y: néronien en codimension 1 et prolongeant A, + On déduit 

de la propriété universelle du modéle de Néron qu'il existe un gros 

ouvert VCU_ et un morphisme AY, ++ 4. prolongeant l'identification 

An => ho) , et gui est une immersion ouverte car A est semi-stable. 

On obtient le groupe # du lemme en recollant A et & grâce à j .@ 

3.5.2. Démontrons maintenant 3.5. Soit A, le sous-groupe ouvert du 

schéma en groupes &@ de 3.5.1, image réciproque de &° par la multipli- 

cation par 2n° (resp. n? , n impair) : on a donc ACAC . Il existe 

d'autre part, puisque # est néronien, un gros ouvert UCS tel que : 

(a) les points rationnels d'ordre 8n* (resp. n*) de A, se pro- 

longent à (U) 

(b) les points rationnels d'ordre 2n? (resp. n?)} de A, se pro- 
a 

longent a A,(U). 

Cela étant, soit L; un faisceau inversible cubiste symétrique sur 

A, : D'après 1.2.8 (resp. la remarque 1.2.8.1) L, se prolonge à
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A, Xz Spec 64 £ pour tout ECS de codimension 1 (remplacer l'entier n 

de loc. cit. par N= 2n° , resp. n 2). Nous pouvons donc supposer, quitte 

se prolonge en L sur A et il ne a restreindre U, que L U 1,U ‘ 7 
reste qu'à appliquer 3.4.3 ci-dessus. M 

Pour terminer ce chapitre, montrons sur un cas particulier comment 

nos énoncés de prolongement peuvent s'étendre aux biextensions : 

3.6. Théorème. Soit S un schéma inteagre normal de point qénérique 171 , 

et soient A et B deux S-schémas en groupes semi-stables. Alors le 

foncteur naturel 

BIEXT(A,B;G m,S s) —> BIEXT(A,, Bi En, n) 

est _ pleinement fidèle. Si de plus A ou B est à fibres connexes, 

c'est même une équivalence de catégories. 

Démonstration : la pleine fidélité se démontre comme 3.2.2 (i). Supposons 

B à fibres connexes, et soit L, une biextension de (AB) par 6G, 1 

D'après SGA 7, VIII.7.1, il existe un gros ouvert U de S tel que 1 

se prolonge en une biextension Lay de (Aye By) par G 

Comme U est un gros ouvert il suffit, par les arguments habituels 

m, U 

de profondeur, de prolonger Lis en un _G,7torseur sur AXB . Or Liy 

est un G_torseur cubiste symétrique sur le groupe Ay XBy puisque 

-1 
Lj(-x,-y) © L,(-x,y) ~ = Ly(x,y) 

grâce à la structure de biextension. Il existe donc d'après 3.3 (ii) un 

torseur (i.e. une biextension) L° sur A°XB prolongeant la restriction 

de Li ; 

La question étant locale sur S , nous pouvons supposer qu'il existe 

un entier nyl tel que [nl : À —> À se factorise par A° ; il s'agit 
bh 

alors, en vertu de 3.4.2 (i), de montrer que la restriction de L a 
U 

(Ax Bly se prolonge a na* ,B «+ Or posons S&S = À = nous pouvons con- 

sidérer la restriction de Ly a ( AXB)y comme une extension du 

Sy-schéma en groupes BJ, par DH, (grâce au fait que À est annulé 
| U 

par on) ; il suffit dès lors d'appliquer le lemme 3.3.2.1. M
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CHAPITRE III 

Application aux hauteurs canoni.ques 

sur les variétés abéliennes 

Sommaire. 

O. Introduction. 

1. Hauteurs locales : cas non archimédien. 

2. Hauteurs locales : cas archimédien. 

3. Hauteurs globales sur les corps de fonctions. 

4. Hauteurs globales sur les corps de nombres. 

O. Introduction. 

On montre dans ce chapitre comment le théorème de prolongement 

cubiste II,1.1, et son analogue archimédien II,2.1, permettent de donner 

une définition agréable (du moins pour un géomètre) de la hauteur de 

Néron-Tate associée à un faisceau inversible L sur une variété abé- 

lienne À sur un corps local ou global. En particulier les propriétés 

quadratiques de la hauteur deviennent triviales, ainsi que le fait que 

les hauteurs locales ultramétriques sont des nombres rationnels (dont les 

dénominateurs sont limités grâce au critère d'annulation de l'obstruction 

I1,1.2.1). 

Tl semble désormais établi qu'une hauteur globale "naturelle" doit 

prendre ses valeurs dans le groupe de Picard de la base ou son groupe de 

classes de diviseurs de Weil (tensorisé par ®@ , ou par 27 pour n 

convenable), et même parfois dans un "groupe de Picard généralisé". Dans 

le cas essentiel où L est le faisceau de Poincaré sur le produit d'une 

variété abélienne par sa duale, Mazur et Tate [M-T | sont d'ailleurs allés 

beaucoup plus loin dans cette voie. Enfin, dans le cas des corps de nom- 

bres, le groupe Pic(S) de 4.1 apparaît, semble-t-il, pour la première 

fois dans [al. 

1. Hauteurs locales : cas non archimédien. 

1.0. Soient A,S,F, 7, k , I comme dans II,$1, et notons. 
xX e Q e + # v:F —»T la valuation. Soient Ap une variete abélienne sur F 

son modèle de Néron sur S , f:A —>S le morphisme structural, 

r A 

e,:§ —+ À la section unité. Soit (L,e) un faisceau inversible rigi- 
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difié sur A, (de sorte que € est une section de enL), muni de la 

structure cubiste associée (I1,2.6). Notons que contrairement à l'usage 

des chapitres précédents, et pour ne pas alourdir les notations (cf. 

(1.0.1) ci-dessous) nous renonçons à noter L, ou L, un faisceau inver- 

sible sur A, | 

On pose = A/S (groupe des composantes connexes de la fibre 

spéciale A, de A) et on fixe un entier nyl1 tel que 

n? = O 

¢ a ) | ~ @2n | 

D'après II,1.2.1, nous savons que M = L admet un prolongement 
. ~ | | | @ 

cubiste M sur A; nous noterons u:L 2n —> M, l'isomorphisme de 

prolongement. 

Soit x €AL(F) : d'après la propriété universelle de A,x se 

prolonge en une section x€A(S). On dispose alors : 

- du F-espace vectoriel L(x), de dimension 1 

- du A-module inversible M(x) 

- d'un isomorphisme uy: L(x)92n > M(X) 9 F . 

4 

Nous noterons simplement v: MX) SF —»TUf{ot la valuation (obtenue à 

partir de n'importe quel isomorphisme A => MX) de A-modules) et nous 

poserons, pour tout @€L(x) : 

L a) _ 1 @2n 1 
VrErX ~ 2n vu, (a )) € ant CP Sy ° (1.0.1) p 

On omettra souvent certains des indices L,v,€&,X Si aucune confusion 

n'en résulte. Il est clair que pv cx ne dépend pas du choix de 
CRC PES 

l'entier n 

age L 
1.1. Proorietes de P . 

(1.1.1) pa) = via) +P(q) (a€F , a€ L(x)) 

p(at+B) } inf(p(æ),p(B)) (a,BEL(x)}) . 

. Additivite 

L,8L, L, Ly 
(1.1.2) Pe @e. x6%1P%) = Pe Lai) +P,” yl) . 

— 1 2 1’ 2° 

. Fibré trivial : 
| 6 

Ap 
x o! 

(1.1.3) Pp. “,(a) = v(a)



pour a€f6, (x)™F, et Ee, = la rigidification canonique. 
" 

. Changement de ridification 

(1.1.4) pl (a) = p (a) - va) (a€ F*). 

Les trois premières propriétés sont immédiates ; pour la quatrième on 

remarque que le prolongement cubiste de (M, (ae)21) est M? 6, (-div(a*”)) 

muni de la rigidification (ae) 1 (où 1 est la section méromorphe 

canonique de l'idéal fractionnaire 6, (-div(a’™)). 

. Normalisation : pour l'élément € de L(e,), on a 

(1.1.5) Pr (e) =O. 
Frey 

Fonctorialité : soit À: B, — A, un morphisme de variétés abéliennes 

sur F , alors 

(1.1.6) Py*e (vw) = Pe x (yy (PCa) pour y€ Bp(F) et 

2 E(X”L)(y) > L(X(y)) 

Cubisme : soit 7T la section de 8, (1) définissant la structure 

cubiste ; d'autre part posons 

L 

Xtytz 
L L L L à Le Le L D (0) 48 (PT) 4B (PM) SPREPUBPE , 

P XFY 
) = 

(83P ‘(x,y,Z) xX+z 

ou le produit tensoriel est défini par la formule (P,8P,) (v8 w) = 

P,(v) +0, (w). Alors (9p) (S,L)(x,y,2) — =I n'est autre 

8.1 

POLE, (x,y,2) 

K,Y12) 

que , d'après (1.1.2) et (1.1.6). Comme (SL, 9,€) est 

trivial via la section T , on conclut par (1.1.3) que sp” est à 

valeurs dans À , et qu'en particulier 

(1.1.7) O0) (sey, 2) CT (Xr 2)) = QO pour XYZ € AR(F). 

. Changement de base : soient S' = Spec A' +s un morphisme de traits 

(ceci signifie en particulier ici que 7 est surjectif), F' le corps 

des fractions de A‘, v': p'X _,r: Sa valuation, qui prolonge v via 

l'injection naturelle de T dans T'. On note Apr = An Xo S's (L',e') 

déduit de (L,e) sur A. : alors pour le faisceau rigidifié sur A F 
FE! 

t ~ * t — | e x € AL(F) et x'=7"T (x) © AL (F ) AP ), on a : 

(1.1.8) P_,
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Où wEL(x) et a®S@1EL'(x') = L(x) @,F'. 

Pour prouver (1.1.8), considérons le diagramme 
| 

T AX. S' —d ;,n! 
S 

À « 

S < T S' 

ou A' est le modèle de Néron de A sur S', et où g est déduit de 

la propriété universelle d'icelui. Pour simplifier nous pouvons supposer 

(en remplaçant L par une puissance convenable) que (L,Ee) (resp. 

(L',e')) admet un prolongement cubiste (L,e) (resp. (L',e')) sur A 

(resp. A'). L'unicité du prolongement cubiste sur AX, S' nous donne un 

isomorphisme | 

(1.1.8.1) — a'*(L) > g*(L') 

prolongeant l'identité de L' 

= 7" (%) € (AX, S')(S'). Le 
point de A'(S') prolongeant x' n'est autre que K'=g(Xo,), et l'iso- 

Soit x€A(S) prolongeant x, et x 

morphisme (1.1.8.1) se spécialise en 

Ty 1 — Ths es ed * (> (ay — 7 2 — 7 ~~ L(X) @, At = w'(L)(Xo1) > g (L') (Xo) = L'(g(ks,)) = B(x") 

prolongeant l'isomorphisme L(x) 8, F' = L'(x'). La formule (1.1.8) 

résulte alors de la définition de p comme valuation. 

. Translations : soit y€ A,(F), prolongé en Yy€A(S). Fixons une rigidi- 

fication Ç de TL (c'est-à-dire un élément de L(y)). Je dis qu'il 

existe c(L,e,yeC) € ST , indépendant de x , tel que 

+ . 
TE L 

(1.1.9) Pox = Pye, xty + C(DrerYr 0) 

(où l'on identifie (TL) (x) à L(xty)).. 

En effet, supposons pour simplifier que (L,e) admet un prolonge- 

ment cubiste (L,e). D'après la formule (1.1.4) (changement de rigidifi- 

cation), il suffit de prouver (1.1.9) pour n'importe quel choix particu- 

lier de 6 ; nous pouvons donc supposer que 6 se prolonge en une tri- 
: ‘ ‘ T = | ea 

vialisation ¢ de (TyL) Ce) = L(y). Or 

1.1.9.1. Lemme. Pour tout «:€A(S), le faisceau §,(T,L) est trivial sur 

AX, AX, 

que de la structure cubiste de L) 

A; plus précisément on a un isomorphisme canonique (ne dépendant 
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9,(T,L) = f E 

ral) 

Démonstration : posons M = S,(TL) ; on a, pour (x,V,Z) En? 

la rd 1 ~ 1 Nw 1 m4 wd ww 

= L OL @ ! 
ery 2) xtytztt “xtytt Mxtztt® My tett BL? Mytt BL 

| ~~ 

Grâce à la structure cubiste de L on a un isomorphisme canonique 

Lty+(z+t) Lety Lez tt 8 Lose? L, 8 Ly 8 Lot 

d'où M = Lil et et, 8b, stat} (x,y,2) xtytt  Uxty  Uxtt “ytt” “x y 

Led 7] ~ . ~ 

(831) (yy, t)® += LE & 

Nous voyons donc, revenant à (1.1.9), que (TÈL,C) est le prolon- 

(L, ) (où £:A —»+§ est le morphisme structu- 

gement cubiste de (TL), d'où l'on tire (1.1.9) avec c(L,e,y,6)=0. 

1.2. Soit maintenant @ une section méromorphe non identiquement nulle 

de L, et soit x€A(F)-div(o). Nous poserons alors 

| = AL | (1.2.1) ox). = Py,e,x(0(x)) ET 8, D 

(c'est bien un élément de T'®Q puisque o(x) € L(x) - {o}). 

Les propriétés de ou énoncées dans 1.1 impliquent immédiatement 

(entre autres) les @noncés suivants : 

. Fibré trivial : si 9 est une fonction méromorphe non nulle sur An 

et si x¥div(f), alors 

(1.2.2) MER = v(9(x)) 

où ee désigne la trivialisation naturelle du fibré trivial 6, - 
FE 

. Additivite : si 0,105 sont respectivement des sections de L, et 

L, , et si. x¥ div(o,)Udiv(o,), alors 

_ sd Se (04%? ct Tyr . (1.2.3) oc, 9o,,x) 
1 2 VIE, ” | Ve 1 2 

. Les formules (1.2.2) et (1.2.3) entraînent immédiatement 

(1.2.4) Koad 6 = Ko,x),  +v(o(x)) 
U 

dès que la formule a un sen:. 

’
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. Changement de rigidification : 

(1.2.5) (o,x), = (a,x). = vla) (a € F*). 

. Fonctorialité : dans la situation de (1.1.6) (morphisme À : Ba — A). 

ona: 

# —_ À (1.2.6) O Ory) ym, ~ GAY). 

dès que A“o est définie et non nulle, et que y£#div(l"o). 

. Changement de base : dans la situation de (1.1.8), on a : 

(1.2.7) | Grex os = Ox). 

où g' désigne la section de L' déduite de o. 

. Translations (situation de (1.1.9)) : si xty ¥ div(o), alors : 

(1.2.8) (ro, € = Co,xty), , te(Lrery,6) 

ot c(L,e,y,G) re, 0 est indépendant de x. 

1.2.9. Proposition. Fixons L,e et o, et soit U= X, ~ div(o) : alors 

l'application 

Xx > x), 

de U(F) dans R est localement v-bornée. 

1.2.9.1. Rappelons d'abord ce que cela signifie. Soit (UL) un recouvre- 

ment fini de U par des ouverts affines munis de coordonnées, soit 

U_ = Spec Flt, lier 
° 4 

Une partie B de U ,(F) est dite v-bornée s'il existe m€Z 

tel que pour tout x€B, on ait v(t, ,(x)) Ym pour i€ I, : 

Une partie B de U(F) est dite v-bornée si elle est réunion 

(finie) de parties bornées B, CU (F). Cette condition ne dépend pas du 

choix des U, et des coordonnées. 

Cela étant, une application de U(F) dans R est dite localement 

v-bornée si elle est bornée sur toute partie v-bornée de U(F). 

1.2.9.2. Démontrons la proposition. Soit BC U(F) une partie v-bornée : 

nous pouvons supposer qu'elle est contenue dans un ouvert affine
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U, = Spec rlt,,...,t Jeu . Par ailleurs nous pouvons supposer que le 
Nd 

faisceau inversible L admet un prolongement cubiste L sur À. 

Recouvrons À par un nombre fini d'ouverts affines V, = Spec Alu, ;] 

tels que Uy soit trivial. 
œ 

Soit By l'ensemble des xB qui se prolongent en une section de 

V,(A). Comme les V, recouvrent A qui est le modèle de Néron de A, ; 

ona B =U B, . D'autre part pour x€ Bo on a (par définition) 

v(u,, (x)) ¥O donc B, est une partie bornée de Vy (FE). et donc de 

(U,V) (F) : l'ouvert U,V, est affine (sur F) de coordonnées 

tyreeertl (uy )- 
a : nd 

Choisissons une trivialisation T de bly : la section o 
œ oy 

écrit o = PT ! où p, est une fonction méromorphe sur V, , et s 

si x€B,, ona 

(+) Go,x), , = v(o,(x)) 

puisque To donne une trivialisation de %*L (ou RE V (A) prolonge 

x). Comme d'autre part BN div(a) = ¢, la fonction p, est holomorphe 

inversible sur U,V, , donc Py et a sont des polynômes en 

~.,t_,(u..), d'où la conclusion d'après (*) puisque les v(t. (x)) 

et v(uy, (x)) sont bornés lorsque x parcourt By ° a 

1.3. Soit F une clôture algébrique de F , munie d'une valuation pro- 

longeant v , et que nous noterons encore v . D'après la propriété 

lorsque x est un point 
€ 

est alors à valeurs dans re, 0 

(1.2.7), nous pouvons encore définir (yx) 

de A(F)-div(o) ; le symbole (a,x) : 
LU 

r - 

(mais non plus dans ZT). Par ailleurs soit a = ) | m, Cx, J un O-cycle 
| | i=1 

sur À; étranger à div(o), i.e. tel que les points x, soient dans 

(A,-div(o))(F). Nous pouvons alors poser 

Grad = = m,<0,x,) , 
iv,€ 

i=1 ‘ 

m
 

Lorsque a est de degré O , il est alors immédiat que {o, a) 
V,E€ 

ne dépend pas de la rigidification € (cf. (1.2.5)) et ne change pas 

lorsqu'on remplace O0 par ag avec a € F* (1.2.4). Autrement dit 

(o,a). ne dépend que du diviseur D = div(o) sur AR et du O-cycle 

 * Le symbole (D,a? 

est donc défini pour tout diviseur D sur An et tout O-cycle a 

de degré O sur Ag, étrangers l'un à l'autre. 

a de degré O , et nous poserons (D, a?, = fo, a) 
’ 

Nous pouvons maintenant faire le lien avec Cw] :
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1.3.1. Proposition. On a D, a), = -(D,a)_., où (D, 0) est le symbole 

défini dans Cul, chap. III, §9, th. 3, p. 287 (ici l'on identifie TF a 

Z de la manière habituelle). 

(La bizarrerie de signe vient du fait que la "valeur absoliue" utilisée 

par Néron est l'opposé d'une valuation). 

La proposition résulte immédiatement de l'assertion d'unicité de 

loc. cit. & 

1.4. Bien entendu, nous pouvons interpréter o,x) - en termes de mul- 
LU 

tiplicités d'intersection, de la façon suivante (© étant ici identifié 

à @) : g2n définit une section méromorphe (a?2n y du prolongement 

cubiste. M de p22n . Posons alors 

ed ; @2n,\™ (1.4.1) afv(o) = + div(o 7) : 

& 

c'est un "diviseur A coefficients rationnels" sur A , tel que 

(div a), = div ao , et tel que le diviseur 8, (div Oo) sur A> soit 

principal ; de plus il est caractérisé par ces propriétés, à un multiple 

entier près de la fibre spéciale A, + Il est alors immédiat que, pour 

x€A(F) -div(o), prolongé en X€A(S), ona: 

(1.4.2) | ,x) e = X.div OC 

où le membre de droite désigne la multiplicité d'intersection du 1-cycle 

% avec le diviseur div o . Notons aussi que, si l'on écrit 

~ —- D: O = | € Ly. = div o = D + = m, [y] On, an ; ® AL/A,) 

ot D est l'adhérence, dans A, de D=diva, ona 

Os un ad 

(1.4.3) ox), = x.D th , m, (%.7) . 

Désignant par Y(x) l'unique composante de A qui rencontre x , 

nous en tirons : 

) = %.D (1.4.4) Co, x v,e X.D + M, (x) 

(en effet (X.Y(x)) = 1 puisque A est lisse sur S). En particulier 

la classe mod Z de (a,x) ; ne dépend que de y(x) (et non de x) ; 

il est clair d'autre part qu'elle ne dépend pas de € , et ne change pas 

si on multiplie o par une fonction méromorphe sur A, . Le lecteur 
n 

attentif de la démonstration de II,1.1 constatera alors avec plaisir que 
L cet élément de Q/2Z n'est autre que l'obstruction d~ de loc. cit.,
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évaluée sur l'élément Y(x) € ® : 

(1.4.5) (a,x), (mod 7) = al(y(x)) 
?’ 

avec un léger abus d'écriture dû à l'identification Z7=7T. 

Enfin, il semble à l'auteur que la décomposition (1.4.3) ressemble 

fort à (Nn), III, §4, th.1 p. 319. 

1.5. Exemple des courbes elliptiques. 

Soit E, une courbe elliptique sur F , de modèle de Néron E , 

supposé semi-stable, sur A . On sait que E admet une compactification 

naturelle, le modèle réqulier minimal E de la courbe Ep > la fibre 
| « 1 fermée Ey de E est alors un polygone à n côtés isomorphes à Py 

(nous supposons k algébriquement clos), et E est l'ouvert de E formé 

des points lisses sur S . Le polygone Ey permet d'ordonner de façon 

naturelle (au sens de parcours près) les composantes de E , (resp. E ), 

que nous noterons donc C; (resp. C;) (OKi<n-1), la composante Ce 

étant celle qui rencontre la section unité e:S —»E . Notons que le 

k-groupe E_ est isomorphe à G X Z/nZ . 
“O m,k 

Soit D= Ce] le diviseur sur EE réduit à l'origine. D'après 
La 4 

1.4, il existe un diviseur D sur E , de la forme 

D = [e] +) /n.[c.] (m. €@) 
i=0 * + * 

Nd 

vérifiant le théorème du cube sur E; D est unique à l'addition près 

d'un multiple entier de ES , et nous pouvons donc supposer que m= 0 A 

car m, est entier d'aprés (1.4.5). 

M 

Comme D est symétrique, D l'est aussi, d'où 

(1.5.1) [n],(5) mw nD 

où # désigne l'équivalence linéaire, et [nl]. la multiplication par 

n . Comme [n] .(c,) = Co pour tout i, et que m =0, on a 

un 

(1.5.2) [nl (D) = LE Ker [n,] (considéré comme diviseur sur E) 

et (1.5.1) donne alors 

n— 1 

(1.5.3) | En nè[e] + ) | n?2m.[c.] . 
| n = 1-"i 

Mais ceci implique, sur la compactification E : 

2 not 2 (1.5.4) nE™ Nn [e] + y+ n‘m.[C.] 
oF it-i
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(en effet le schéma E est régulier, et E est un gros ouvert de E). 

Intersectant les deux membres avec Cc. pour i=O,...,n-1 , on trouve : 

+m. ) (i = 0) n n? (14m 
n= 

(1.5.5) 
) (i =1,...,n-1, en convenant que 

m =m =0) 
n O | 

système linéaire dont la solution est 

_ i(i-n) (1.5.6) m, = an 

Ce calcul est essentiellement fait dans (wl, p. 318. Il montre que 

le dénominateur 2n est le meilleur possible ; on vérifie d'autre part 

gue l'obstruction a(c;) = M, mod Z est bien quadratique, et que sa 

forme bilinéaire associée est 

ars
 

m. , M. -M. 

itj 1 7 n 
e 
4 

c'est une dualité parfaite sur E/E. , a valeurs dans Q/2, ce qui est 

un cas particulier d'un résultat de SGA 7, exposé IX. 

2. Hauteurs locales : cas archimédien. 

2.0. On se place sur F=€ . Pour z€@€, on note v(z) = -log lz|. 

Soient A une variété abélienne sur € , L un fibré en droites 

cubiste sur À ,e:C= L(e, ) la rigidification associée. Notons 

L 
vei b — Ryo 

la norme hermitienne sur L compatible a sa structure du cube, définie 

en II,2.1, et posons, pour tout x€A(C) et tout awEL(x) : 

Lt (a) (2.0.1) Py ex = - log vole) . 

Le lecteur établira sans peine une liste de propriétés entièrement 

analogue à celle de 1.1, à quelques nuances près dues au contexte archi- 

médien. 

2.1. De même, si l'on se donne de plus une section méromorphe o de L, 

on peut définir, pour tout x£div(o) | 

L Ly pry (2.1.1) x), = Py gy (O(x)) = - Log vé(a(x))
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avec des propriétés analogues à celles de 1.2. Enfin, on en acduit, 

comme dans 1.3, un symbole 

(2.1.2) @,4?, 

à valeurs réelles, défini pour tout diviseur D sur À et tout O-cycle 

a de degré O contenu dans A-Supp(D), et on démontre encore que 

(2.1.3) D, a?., = -(D,a)_., 

où (D,a)_, est le symbole défini dans [wl. ceci n'est autre, d'ail- 

leurs, que le théorème 5 de (wl, III, $7 : soit en effet T:V —= À le 

revêtement universel de A; V est donc un (C-espace vectoriel de 

dimension g=dim À . Soit x € H°(V,T"L) une trivialisation (analytique) 

de wT L compatible à sa structure cubiste ; la fonction méromorphe 

6(z) sur V définie par 

(2.1.4) B(z)\(z) = (10) (z) 

Q # . # * 

est la fonction thêta associée à GO et À . D'autre part ona sur 7 L 
Ld ‘ # L # L # Q # 

une norme héritée de v, , encore notée v, , et déterminée de façon 

unique par la fonction 

(2.1.5) VÉ(X) : V—R eo te € ° Yo ° 

Le fait que A et vE soient compatibles à la structure cubiste 

de L implique que la fonction VE(A) est pointée de degré 2 . Enfin 

on a 

(2.1.6) [8(z) VE CA(2)) = vE(m*o) (2) 

ce qui montre que le membre de gauche est invariant par le réseau 

H,(A,2) OV . Comme la fonction vE(A) est manifestement déterminée par 

ces conditions, on en conclut que 

1ogl 8(z)| + log ve(A(z)) 

* 

n'est autre que la fonction 9 de loc. cit. 

32. Hauteurs gqlobales sur les corps de fonctions. 

3.0. Soient k un corps, S une k-variété irréductible normale (le cas 

le plus intéressant étant celui où S est projective), F son corps des 

fonctions, 1 = Spec(F) le point générique de S . On posera r=dim S
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Notons M l'ensemble des points de codimension 1 de S ; un tel 
* 

S 
point sera identifié à la valuation v correspondante, dont le groupe 

sera note Tr, . Le groupe des diviseurs de Weil de 5 s'identifie alors 

a (> F,, , et l'on a la suite exacte habituelle 
vCM 

S 

FX UV, © r Clon (5) —0o 
€ V r-1 

V Ms 

où CH, (S) désigne le groupe des classes d'équivalence rationnelle de 

cycles de dimension i sur S . Notons que si UCS est un gros ouvert 

a | =“ . a , a De “ S ; (II,3.1), alors on a CH, _,(S) CH,._{(U); et même CH ._,(8) Pic(U) i 

U est regulier. 

3.1. Soit Ap une variété abélienne sur F . Il résulte de l'existence 

du modéle de Néron N (Ap) en chaque veM, , qu'il existe un gros 

ouvert UCS (que nous supposerons régqulier, quitte a le restreindre) 
£ 

et un U-schema en groupes lisse Bu © , tel que Ay Xy Spec F = A, F 

A 
oe € et que A,X, Spec CE N (Ap) pour tout vfM, . 

Soit (L,e) un faisceau inversible rigidifié sur An muni de sa 

structure cubiste canonique. Comme l'ensemble des v&M, tels que A, 

ait mauvaise réduction en v est fini, il existe un entier n qui, pour 

tout v , annule le groupe ®,, des composantes connexes de A, @ x(v) ; 

par suite, M= po2n admet un prolongement cubiste M au-dessus d'un gros 

ouvert de U , et donc aussi (II,3.2.2) sur À; puisque U est régulier. 
Pod 

Notons qu'en fait le faisceau M est indépendant de la rigidification 

€ : multiplier € par o € F* ne fait que modifier M par le faisceau 

inversible trivial f" (div p2n). Posons alors 

1 
(0 

~ 5, 2n . def .. . 

c'est l'unique élément de Picl(Ay)o , prolongeant L et vérifiant le 

théoréme du cube sur Ay: 

Si U'CU est un gros ouvert, alors Av: est un gros ouvert de 

A, qui est un schéma régulier, donc Pic(A,,) =~ Pic(A,.) : le choix de 

U est donc sans importance. | 

Enfin soit x€A(F). D'après la propriété néronienne de Ay: il 

existe un gros ouvert VCU- tel que x se prolonge en une section 

x:V— Ay . 

3.2. Définition. Avec les nctations de 3.1, la hauteur géométrique cano- 

nique du point x € AR(F); relativement au faisceau inversihle L sur Ap
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19 y 

par 

hg, p(x) = %*(L) € Pic(V)9 = CHL {(S)p 

3.3. Propriétés de la hauteur géométrique. 

. Additivite en L 

(3.3.1) ns Lan, 1%) = hdg 4, 

Fonctorialité : si A:B,—A_ est un morphisme de variétés abé- 

liennes sur F , ona 

)). (3.3.2) hgg 7 Aly)) = hgg x *,(¥) (y€ BL(F),L& Pic(A, 

."Quadraticité" en x : on déduit de (3.3.1) et (3.3.2) et du théorème 

du cube (ou du carré) pour L , que l'application 

(3.3.3) x + hg, 1 (x) : ALP) —> CH, (S) -1 Q 

est pointée de deqré 2 : elle est même quadratique si L est symétrique, 

et additive si L est dans Pic’ (A,). 

3.3.4, Proposition (changement de base). Soit m7:S' —»S un morphisme 

dominant et gqénérigquement fini de k-variétés normales irréductibles, 

pr = AS,F', 
T° 5 An — A; le morphisme canonique, L'=T'"L. Soit x AQ(F), et 

posons x'=7*(x) € An (F'). 

et soit F' le corps des fonctions de S'. On note A 

(i) Si mw est propre on a 

_ __1 et 
hgg (0) = gr Te (MIgs pe (8 )) € CH (SI 

(ii) Si 7 est quasi-fini (par exemple si S' est le normalisé de 

S dans F'), on a 

hgs: ,L'(X") = m™(hgg 5 (x)) € CH, (S") | Q ~° 

La démonstration de (ii) est entièrement analogue à celle de 

(1.1.8), si l'on se place sur un gros ouvert U convenable de S : 

remarquer qu'alors, puisque 7 est quasi-fini, mr”! (U) est encore un 

gros ouvert de S' (c'est c'ailleurs ce qui permet de définir 
* Qt cS a 7 :CH__,(S) — CH,_,(S') dans ce cas).
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Dans le cas où #7 est fini, on en déduit (i) puisque t 0” est la 

multiplication par deg 7 dans CH ._,(S). 

Pour montrer (i) dans le cas général, notons alors que 7 est fini 

au-dessus d'un gros ouvert U de S 

S! T > S 

i] | TT 
U 1 >. 

U fini U 

Soit a 6 CH, _1(S)p la différence des deux membres de (i). Comme 

(i) est vrai pour le morphisme fini Ty 2 Ona j"4=0, donc 4=0 

puisque U est un gros ouvert. & 

Soit maintenant F une clôture algébrique de F , et soit 

€ F). x A,(F) Soit F, 

soit Ss —>S le normalisé de S dans Fy . Nous pouvons alors poser 

(avec des notations évidentes) | 

une extension finie de F telle que x€ AL(F.,), et 

| _ x, —1 
1. (*)) = (a") “Chgg 5 (x)) € CH _,(S) 

1'L hy 1 
- 1 . (3.3.5) hg, 7 (x) Fr @ , (hg. Q 

et l'assertion (ii) de 3.3.4 montre que hg, 1 (*) ne dépend pas de 

l'extension F, choisie. Cette fonction hgs (x) pour x € A, (F) 

vérifie bien entendu les propriétés (3.3.1) a (3.3.3). Elle vérifie éga- 

lement celles de 3.3.4 : en effet, avec les notations de 3.3.4 et 3.3.5, 

il existe un diagramme commutatif 

a! , 
t > Si > S 

an 
Si 5 

où Si est normal, ~' est fini, et 7. propre (resp. quasi-fini) si 

T l'est (prendre pour S! le normalisé d'une composante convenable de 
1 

S,%,S'). L'assertion résulte alors de 3.3.4 appliqué au point 

x CAF, ). et du fait que @ et a@' induisent des isomorphismes entre 

| les groupes CH. 2790 . 

Translations : soient x€A,(F), y€A,(F), et cherchons à calculer 

hg. pty () Nous pouvons supposer que xf ALF), que (Ag sD) se prolonge , | 
Y 

en (A/D) sur un gros ouvert UCS , et que x et y se prolongent 

en X et ÿ €A,(U). On a montré dans 1.1.9.1 que 8, (TL) = £*(y"L), ce 
® #~ +, HU ] . 4 Y û 

qui montre que TyL® LE Y L est (isomorphe à) un prolongement cubiste
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de TL, donc hg w(x) = KT L® £°y*L ty = (x+y) L® y L d'ou 
y S,T L Ÿ 

Y 

(3.3.6) h9s m*1(*) = hg, L(x4y) ~ hg, 7 Cy) 

Décomposition en termes locaux : soit o une section meromorphe de L, 

régulière et non nulle au point x ; alors : 

(3.3.7) hgg 1 (x) = cl, (À Go,x?., ) 
v<M 

S 

oi € désigne une rigidification quelconque de L, et où 

cl, : D (T SD) —>CH. ,(S), est la surjection canonique. 
Q vEM Vv | “rol Q . 

S 
Pd 

La formule (3.3.7) est immédiate : si L est un prolongement 

cubiste de L et @ la section méromorphe de L prolongeant o , 

alors hg (x) est bien la classe de div(K"d) = *  €o,x? . 
S,L | | M V, € 

S 

3.4. Supposons maintenant S projective et fixons un faisceau _inversible 

ample H sur S . On a alors une fonction "degré" : 

deg,, : CH, _, (8) — > Z 

qui, à un cycle ZCS , associe la multiplicité d'intersection 
r-1 | 

(Z.H.....H). 

3.4.1. Définition. La hauteur numérique canonique (ou de Néron-Tate) de 

x €A,(F) (relativement au faisceau inversible L et au faisceau ample 

H sur S) est le rationnel | 

hy (x) = deg hg, 1. (x) EQ. 

On laisse au lecteur le plaisir de déduire de 3.3 les propriétés de 

fonctorialité, d'additivité, etc. de h, .(x). Notons que la décompositior 
H,L 

en termes locaux de (3.3.7) montre qu'il s'agit bien de la hauteur globale 

de Néron-Tate au sens habituel. 

4. Hauteurs globales sur les corps de nombres. 

4.0. Soient F un corps de nombres, A=A,, son anneau d'entiers. On pose 
F 

Sr, £ = $- = Spec A , et on rote Sp co = Soo l'ensemble des places archimé- 

diennes de F . On pose "formellement" SR =S = S,4S,, et 

se = {points fermés de Se , s°=seus, . L'ensemble S° sera identifié
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à l'ensemble des places de F . Plus précisément, pour v€s° on note 
x Q Q # , ry = P/U, , et vik. — TT, la projection naturelle, U, désignant le 

groupe des éléments de valeur absolue 1. 

| Q e x | Q # Q ba) 

Pour v finie, on note ord,:F, —7 la valuation équivalente à 

v normalisée par ord (7) =1 ee désignant une uniformisante en v . 

Pour v&S,, on définit : ord, comme le composé 

FX =~ p* _=10g er 
y (v réelle) 

F* ~ c* ~log Ue 
y (v complexe) 

où || désigne la valeur absolue ordinaire. 

Enfin on pose pour tout v et pour tout xCF, : 

-d_ ord (x) 
xl =e Y Vv 

V 

où 4, = log Nv (v€ so , Nv = Card x(v)) 

d, = 1 (v réelle) 

qd, = 2 (v complexe). 

Pour v complexe, i correspond donc au carré de la valeur absolue 

ordinaire sur €C. 

4.1. Définition. Un faisceau inversible sur S est la donnée d'un 

A-module inversible L , et pour chaque v‘¢S,, d'une norme (non 

nulle !) 

L LL My > L = LOAF, — Ry 

o e Q | L — L € ; vérifiant [aol = lal,lal, pour a Fy et of LL . 

On note Pic(S) le groupe des classes d'isomorphisme de faisceaux 

inversibles sur S . 

Bien entendu, si «€ L -{ O} , on pourra alors poser 

Ly .. 1 L | 
ord, (a) e- 9 log CA (vE S). 

V 

Notons que pour v ultramétrique on peut encore définir 

ord,, L-{ O} —» 7 

L 
et IS : L,, — > R
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grâce à une trivialisation quelconque de Li: 

On a un homomorphisme surjectif naturel 

Pic(S) —+ Pic(S,) 

| S X1 as 
dont le noyau est isomorphe à R ®/1og|A*| où log|A | désigne le 

plongement logarithmique du groupe des unités A” . 

4.2. Définition. Un diviseur sur S est un élément du groupe 

Div(S) = I 
Do 

a EX -1, 
Si l'on note [vier, la classe d'un x, €F tel que ord,,(x,,) 

un élément de Div(S) s'écrit donc 

p=) | a [v] (somme finie) 
veso VY | 

avec a €2Z si ve so , a, €R si ves, 

Si a€F*, on pose 

div(a) = Lay ord _(a)[vl . 
ves 

Un tel diviseur est dit principal. On note Div?(s) ¢ Div(s) le 

groupe des diviseurs principaux. 

Si L est un faisceau inversible sur S , et si OE L® F-{0}, on 

pose encore 

div(o) = Le ord (o)[v] 
veS 

Si o' est un autre élément de L®F-{0}, la différence 

div(o') -div(o) est dans Div?(S). On obtient ainsi un isomorphisme 

(4.2.1) Pic(S) => Div(S)/Div7(s) . 

4.3. Soit D = ) atv] un diviseur. On définit son degré comme le réel 
Vv ' | 

(4.3.1) deg,,(D) = ba dia € R 

où d. est défini en 4.0. La formule du produit dit alors que pour tout 

a € F* , deg(div(a)) =O . On obtient donc grâce à (4.2.1) un homomorphisme 

(4.3.2) deg, : Pic(S) —>R 

dont le noyau est extension de Pic(S,) par un groupe isomorphe a
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Si F' est une extension finie de F , on posera 

_ 1, . , 
(4.3.3) deg, FF deg, : Pic(S,:) — R 

—+ S_ désigne le "morphisme" naturel et si de sorte que si 7 : Sp F 

L € Pic(S.), on a 

. ke _ 

(4.3.4) | deg. (7 L) = deg L 

Un mot sur 7 L aux places archimédiennes : si v'€ Sh, co et 
’ 

v=m(v'), et si x€L -{(0}, on a toujours ord... (1"(x)) = ord, (x) ; par 

contre, dans le cas où v est réelle et -v' complexe on a 

GITE = (lly? 

4.4. Donnons-nous maintenant une variété abélienne A, sur F , et 

notons A —7 8, son modèle de Néron sur S £ . Soit L un faisceau 

inversible sur Ap , sur lequel on choisit une structure cubiste. Il 

existe alors, comme au $3, un entier N tel que M= LON ait un prolon- 

gement cubiste M sur A . Pour toute place vES, » M est muni = M 
VA 

(de même que Lo d'ailleurs) d'une unique norme compatible à v et à 

la structure cubiste (II,2.1). Soit alors x€A(F), prolongé en 

xEA(S.). Le A-module inversible ‘X%*(M) est alors muni de normes aux 

places à l'infini, donc définit un élément Pic(S) encore noté x" (M). 

4.4.1. Définition. La hauteur géométrique canonique de x€A(F), relati- 

vement au faisceau inversible L sur A est l'élément de 

Pic(s), = Pic(s) 8,0 défini par 

F ? 

ti N et M sont définis comme ci-dessus. 

La hauteur numérique canonique (ou de Néron-Tate) de x relative- 

ment à L est le réel 

hp 1,0%) = deg, hop 1,0%) ER. 

_ On vérifie comme au §3 que la hauteur ne dépend pas de la structure 

cubiste choisie sur L . On laisse au lecteur le soin de se convaincre 

que les analogues des propriétés (3.3.1) à (3.3.7) sont encore valables 

ici. Précisons toutefois que la décomposition en termes locaux s'écrit 

conme en 3.3.7 : 

hgp 10) = NUE o,x?, ,)
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où x désigne un point de A(F), € une rigidification de L et oO 

une section méromorphe de L , et où cl, : Div(s)20@ — Pic(S)9Q est 

la surjection canonique. De plus dans le membre de droite, le symbole 

o,x), . est celui défini au §1 pour ves, , et pour vf&S, c'est 
? 

celui du §2, compte-tenu de l'identification rr > R via ord., 

(i.e. via la fonction -log (valeur absolue ordinaire)).
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CHAPITRE IV 

Le groupe K(L) 

Sommaire. 

O. Introduction. 

1. Sous-groupes quasi-finis d'un groupe semi-stable sur une base 

hensélienne. 

2. Rappels et compléments sur l'extension de Raynaud ; énoncé du 

théorème. 

3. Le cas où S est un trait : généralités. 

4. Le cas où S est un trait : démonstration de 2.4. 

5. Démonstration de 2.4 : cas où A est à fibres connexes. 

6. Démonstration de 2.4 : cas général. 

7. Application à la variété duale. 

8. Gonflement des modèles semi-stables. 

O. Introduction. 

L'objet de ce chapitre, assez technique, est d'énoncer et de démon- 

trer le théorème 2.4., qui étend au cas des schémas en groupes semi- 

stables (a fibre générique propre, sur une base normale) les outils fon- 

damentaux que sont les groupes K(L) et G(L) attachés classiquement à 

un faisceau inversible L sur un schéma abélien A ; on démontre en 

particulier que lorsque K(L) est fini, la forme commutateur associée a 

l'extension centrale G(L) est non dégénérée, ce qui permettra, au 

chapitre VI, d'appliquer lorsque L est relativement ample la magie des 

représentations des groupes thêta, exposée au chapitre V. 

Lorsque la base est un trait, l'existence de K(L) ne pose pas de 

difficultés ($3), grâce à l'existence des modèles de Néron. Le point 

délicat est le “théorème d'orthogonalité" 2.4 (iv), établi au $4 par une 

méthode à certains égards peu satisfaisante (cf. 4.2.5), 

Au contraire, dans le cas d'une base de dimension ÿ 2 , le point non 

trivial est l'existence (ou plus exactement la platitude) de K(L), les 

énoncés de non-dégénérescence se déduisant sans difficulté du cas d'un 

trait. C'est ici que l'"extension de Raynaud" (dont la construction est
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rappelée au $2) joue un rôle crucial, puisqu'elle permet, grâce à force 

dévissages, de se ramener au cas des schémas abéliens. 

On donne enfin au $7 une application de la platitude de K(L) : si 

une variété abélienne A sur un corps F admet un modèle semi-stable 

au-dessus d'un modèle normal S de F , il en est de même de sa duale. 

1. Sous-groupes quasi-finis d'un groupe semi-stable sur une base hensé- 

lienne. 

1.0. Soit S le spectre d'un anneau local noethérien hensélien R, et 

soient s son point fermé, k son corps résiduel. On se donne un 
£ 

S-schéma en groupes semi-stable A—=>S . Si X est un S-schéma 

FA 
quasi-fini et séparé sur S , nous noterons xt ("partie finie" de X) 

son plus grand sous-schéma fini sur S ; on a donc (cf. SGA 7, IX.2.2:3) : 

(1.0.1) x = xt ax! 

ou xt est fini sur S et ot la fibre fermée XS de X' est vide. 

1.1. En particulier prenons pour X un sous-schéma en groupes fermé H 

de A, quasi-fini sur S . Alors Ht est un sous-groupe ouvert et fermé 

de H ; nous poserons de plus, dans ce cas : 

(1.1.1) H = (HN A°) = H 

(“partie finie neutre" de H) ; c'est un sous-groupe ouvert et fermé de 
£ 

H° . Si H, est un sous-groupe fermé de H, on vérifie immédiatement que 

£ | £ = N (1.1.2) Hy Hy H 

(1.1.3) HO = yA yD 

1.2. Supposons de plus H plat sur S : alors Ht et yin le sont 

également puisqu'ils sont ouverts dans H . Soit T CAC le tore maximal 

de la fibre fermée A, . Le groupe HN T, est de type multiplicatif 

donc, d'après SGA 7, IX.6.1, se prolonge en un unique sous-groupe fini, 

plat et de type multiplicatif de H, noté 

(1.2.1) HY CH ("partie torique" de H). 

On a évidemment HY Hi , et si HCH est fermé et plat sur S&S
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on a 

b Lu nb (1.2.2) H) =HNH . 

Notons enfin que si S' —»S est un morphisme local de schémas 

locaux henséliens la formation de HY ’ yin et Ht commute au change- 

ment de base S' ——5S . Nous poserons enfin 

(1.2.3) pop = yin yy , 

c'est un S-schéma en groupes fini et plat, dont la fibre fermée Ho? 

s'identifie à un sous-groupe de la "partie abélienne" AC/TS de A, - 

1.3. Soit maintenant U un S-schéma noethérien, et soit Hy un sous- 

schéma en groupes fermé de A, = AX,U, quasi-fini et plat sur U 

(dans nos applications, U sera souvent un sous-schéma ouvert de S). 

Il existe alors myi1 tel que H A. . Comme A_ est semi-stable, mi Cc 
| U mU 

est un sous-groupe fermé de A, plat et quasi-fini sur S (SGA 7, 

IX.2.2.1), et nous pouvons donc poser : 

JE ee | f (1.3.0) | Hs = By GA )y | | 
_ | (on note ici 

| fn _ fn 
(1.3.1) Hy/s = H,1 (A day A ; 

Il est immédiat que ces définitions ne dépendent pas du choix de m 

(à cause de (1.1.2), (1.1.3) et (1.2.2) appliqués aux inclusions 

AC A lorsque m,|m,). De plus les trois sous-groupes de Hy ainsi 
1 m 1 2 | 

définis sont finis sur U car fermés dans AY ; 11 est de plus 

m 

immédiat que Hy /g et Hyg sont ouverts dans Fy , donc en fait finis 

et_ plats sur U . De même : | 

1.3.3. Lemme. Le qroupe Hy /s de (1.3.2) est plat sur U. 

En effet on peut encore définir Hy /g comme le noyau du morphisme 

composé | 

UL 
) (A fn fn fn 
yy 7 Gé Bs. 

de U-groupes finis et plats ; il suffit donc de voir que ce morphisme 

est de rang localement constant sur U , ou encore qu'il en est de même 

du morphisme déduit par duaiité de Cartier. Or ce dernier envoie un 

groupe fini et plat vers un groupe fini étale : son noyau est donc ouvert 

et fermé, d'où le lemme. @
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Grâce à 1.3.3, nous pouvons alors définir la "partie abélienne" 

(1.3.4) HO = Hs /U/s 

de H.; c'est un U-schéma en groupes fini et plat. 

— £ 
1.3.5. Lorsque U=S 11 est clair que les groupes Hy /s | HS * Hy /g , 

ab : f fn M ab 
U/S coïncident avec les groupes Hy , Ay ’ hy et Hy de (1.0), 

(1.1.1), (1.2.1), (1.2.3). 

H 

De plus, le schéma S étant fixé, leur formation commute à tout 

changement de base U' —»U_ entre S-schémas. De façon plus générale, 

si l'on a un diagramme commutatif 

U' — U 

LJ | 
S' — S 

ou S' est local hensélien et le morphisme S' —>S local, on a, en 

posant Hoy = Hy Xy, U : 

fn — pin 
(1.3.5.1) Hs: tg! Ay: V/s = CRE U 

et de même pour les parties finies, toriques et abéliennes, la première 

égalité résultant du fait déjà remarqué que (LA _)fn = A" x, S'. 

2. Rappels et compléments sur l'extension de Raynaud : énoncé du théorème. 

2.0. Gardant les hypothèses de 1.0, nous supposerons de plus que R est 

complet et (pour simplifier) que A est à fibres connexes. Nous poserons 

R = R/m S, = Spec(R, ), A, = AXs 5, , et nous désignerons par 

(2.0.1) A = (A, ) for n yO 

le schéma formel complété de A le long de sa fibre fermée A, . Cette 

derniére est, par hypothése, extension d'une variété abélienne B, par 

un tore T,) , et on en déduit (SGA 7, IX.7) une suite exacte de 

. S-schémas formels en groupes 

(2.0.2) O—> T 

c'est-à-dire un système compatible (pour n¥Y0O) de suites exactes de 

S,7scheémas en groupes



82 

Tt 
. n 

(2.0.3) O—+T —A —+8B — 0 

4 

ou BL est un S,7schema abélien et T, un tore sur Sn 

2.1. Proposition. Soit L facta for Un 6,torseur cubiste sur A. (c'est 

a-dire un système (L ) 50 de G -torseurs cubistes sur A, munis 
/à | * | 

d'isomorphismes de transition). Alors Leoy ® (-11 (Leos) provient cano- 

niquement d'un G —torseur cubiste sur Beor . De plus il existe 

) S' —> S fini étale tel que (L provienne d'un G torseur 

for)s'* 

Notons que si le corps résiduel k de R est séparablement clos, 

for’ S' 

cubiste sur (B 

la seconde assertion montre que le foncteur naturel 

CUB(B, _,G ) — CUB( ) est essentiellement surjectif. 
for’ m,for Afor' m,for 

La première assertion résulte de I,7.2.3 appliqué aux schémas de 

base Sn . La seconde est également une variante "formelle" de loc. cit: 
a 

en vertu de I,7.2.2 il suffit de trivialiser la restriction de a 
Leor 

Teor (comme extension, cf. I,7.2.1). Mais pour cela, compte tenu de 

SGA 3, X.3.3, il suffit de trivialiser L, sur T, . ce qui se fait 
O 

après extension finie séparable du corps de base. @& 

2.2. Proposition. On suppose qu'il existe sur A un faisceau inversible 

cubiste ample relativement à S . Alors l'extension (2.0.2) est algébri- 

sable, c'est-à-dire qu'il existe une (unique) extension 

(2.2.1) O —>T +2 —+B —+0 

d'un S-schéma abélien B par un S-tore T , dont l'extension formelle 

associée soit (2.0.2). 

De plus le foncteur naturel 

(2.2.2) CUB(AT,G_ 3) — CUB(A,,_,6 
for’ m, for 

déduit de l'isomorphisme (À) sor* Aror est _ une équivalence de catégories 

Remarques : 

- L'extension (2.2.1) est appelée (SGA 7, IX) l'extension de Raynaud 

attachée à A (cf. [R2]). 

- L'hypothèse d'existence d'un faisceau cubiste ample est satisfaite 

dès que S est normal : en effet A est alors quasi-projectif sur S 

[Ri] et l'on applique I,2.6.



Démontrons que (2.0.2) est algébrisable (cf. SGA 7, IX.7). Soit L 
X- 

un Gtorseur cubiste sur A, ample sur S . Alors (1% [-1) L) 
A for 

L¢ ‘après 2.1 d' -tors SG , gui est ample provient d'après 2.1 d'un Ci torseur Mer ur Bror qui est ample 

(fril, XI.1.11) et par suite (EGA III,5.1.4) Beor est algébrisable. 

D'autre part le tore Ty. provient d'un unique tore T sur S (SGA 3, 

X.3.3) et l'extension (2.0.2) correspond a un morphisme 

t 
(2.2.3) for 

X£or B 

de S-schémas formels en groupes, où X désigne le dual de T, et Bt 

le S-schéma abélien dual de B . Comme T est isotrivial (SGA 3, loc 

cit.), X est somme de S-schémas finis étales sur S ; en conséquence, 

(2.2.3) provient d'un unique S-morphisme X —, pt qui correspond à 

l'extension (2.2.1) annoncée. 

Montrons que le foncteur (2.2.2) est pleinement fidèle. Soit 

€ cua(at vialisati ; L € CUB(A iG) et soit Cor une trivialisation de Leor ur Acor 

Celle-ci induit une trivialisation à = $ (0 ) de la biextension 
for 2 for 

8. (Len) sur A, XA... - Mais considérons le diagramme : 

G_) G a. . BIEXT(A',A iG) — BIEXT(A Ago? m 

BIEXT(B,B;G ) —»> BIEXT(B ) . 
for’? for’ "m 

On sait (SGA 7, VIII) que les flèches verticales sont des équiva- 

lences, et il en est de même de la flèche inférieure par le théorème 

d'algébrisation (EGA III, loc. cit.) donc aussi de la flèche supérieure : 

ainsi, 8 cor provient d'une unique trivialisation 6 de 8, (L) sur 

A’ x AS , c'est-à-dire (I,3) que L est muni d'une structure d'extension 
| 

centrale de A par G. , commutative puisque af est semi-stable à 

fibres connexes. Comme on a À cor = 8, (0er) cette extension est de plu: 

munie d'une trivialisation © sur A . Or le foncteur naturel 
for for 

ExT (a, 6 ) —»> EXT(A G ) 
m for’ m,for 

est une équivalence : on a en effet le diagramme de suites exactes 

O — Hom(A,@ ) > Hom(T,G_) > Ext" (B,G_) —> 

| (a) | (D) | Ce) 
0 —> Hom(Ag LG, for’ —> Hon (Te rm, for) — Ext (Bern, for) T7 

— Ext (A,G ) + Ext. (7,6) 

(a) | Ce) 

— ExtT (A G ) —> Bt} ) À 

for’ m,for Teor’ Sin, for
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Comme la catégorie des tores sur S est équivalente à celle des 

"tores formels" (et d'ailleurs à celle des tores sur Se = Spec k , cf. 

SCA 3, X.3.3), (b) et (e) sont des isomorphismes, de même que (c) par le 

théorème d'algébrisation, donc (a) et (d) sont des isomorphismes, d'où 

notre assertion. En particulier la trivialisation LS de l'extension 

Leor provient d'une trivialisation o de L, cqfd. 

Montrons que (2.2.2) est essentiellement surjectif. Soit 

. D' as 2.1 3 1s ini étale tel Lege © CUBLAg ge Em, cor) D'après 2.1 il existe S' —»S fini éta e 

que L£or ~ (Leo) ss 
sable en M' sur B', donc Leor s'algébrise en L' =#7 (M') sur 

(At)? , Tl s'agit dès lors de redescendre L' à S . Considérons les 

provienne d'un Me sur Beor , lui-même algébri- 

diagrammes 

| FA 
Ss" = §'x,S' >s' P45 

. (2) 
P 

(1 Pa, Pn "= §'xX,S' > S' —s, (n 70) 
n nsion (2) 

Ph 

ou l'on a pose Sn = S Xo Sn . Comme Leor provient de Leor sur S , 

, (1)* , ow (2)*_, ' « on a pour tout n une donnée de descente P., L, — Pp, L_ , c est-a- 

x x ~ 

dire une trivialisation sur AL, de PT Lt @ p\?) LS t , ou encore une 

Le ae us ñ (1)* ,o (2)* ,-1 Ne 
trivialisation, au-dessus de S, , de p L'@p L , ces triviali- 

sations étant compatibles pour n variable. Or, comme S" est lui-même 

somme de spectres d'anneaux locaux complets, on peut appliquer le résultat ” 

de pleine fidélité précédent, d'où une trivialisation sur Ad, de 

pit) XL @ (2) #11 qui est bien entendu une donnée de descente. @ 

2.3. Gardons les hypothèses de 2.0, et soit m un entier Y 1 . Procédant 

comme expliqué en SGA 7, IX.7.3 pour les modules de Tate, on trouve des 

isomorphismes canoniques 

(A) = T 
m m 

€ _ fn _ E (2.3.1) (A) = (A) mA) 

( ayab ~ B 

m m 

de S-schémas en groupes, caractérisés par la condition d'induire, sur 

les completés formels, les isomorphismes naturels 

fn 

for 
~ (nh \)~( 24 

A) for? ra for? GA for Ca ~ fA
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T) et 
Lb 

(resp. les isomorphismes analogues (_A) for 
m ‘for ~ Ua 

mn?) for): 

Soit maintenant U un S-schéma, et soit Hy , comme dans 1.3, un 

sous-schéma en groupes fermé de A, , plat et quasi-fini sur U . On 

os o _ mn fin: _ Mi fn ab ._ 
dispose alors des U-groupes finis et plats Hy /s F thy /s , Hu/s , conte 

cx a 7 a Mi . fn ab N Cc nus respectivement dans (À l'y ’ (A dy et (A dey des que HS meu 

Grâce aux isomorphismes (2.3.1) on en déduit des U-groupes finis et 

plats, notes Hy /s , HG /g , Hy/s pour faire joli, et définis par le 

diagramme commutatif 
.. 1 | 

O — Aus —> Hu/s — Hy 7s — > ( 

(2.3.2) | | | | 

m U U 

O —> T —> A — B —— 0 

où les lignes sont exactes et où les isomorphismes entre les deux pre- 

mières lignes sont induits par (2.3.1). Il est clair d'autre part que 

les sous-groupes Hy /s ,etade T, a" et B sont indépendants du 

choix de m. 

(Bien que Hos et HH soient canoniquement isomorphes il est 
U/S 

préférable, au moins dans l'immédiat, de maintenir la différence de 

notation). 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème principal de ce chapitre. 

2.4. Théorème. Soient S un schéma intèqre localement noethérien normal, 

e # vd Q Q f # e 

n son point genericue. Soit À —r7S un S-schema en groupes semi- 

stable (II,1.2.7) tel cue sa fibre qénérique A; soit une variété abé- 

lienne, et soit L, un G torseur cubiste sur An . On Suppose aue : 

f # Lé # > . Q e . 

L, est non dégénéré, i.e. le qroupe K(L, ) est fini (1,4.2) (ce 

de 

L 

rnier sera note K, ) 

4 
n admet un prolongement cubiste Le sur la composante neutre 

AS Ge A 

(la première hypothèse est vérifiée par exemple si L, est ample, ct la 

seconde si S est régulier ou si L, e@8 symétrique (II,3.2.2 et 3.3)). 



Alors : 

(i) Ky se prolonge en un unique sous-qroupe ferré Ka de A 

qui est plat et quasi-fini sur S (et qui est donc nécessairement 

l'adhérence schématique de K, dans A). 

(ii) Il existe un unique accouplement alterné 

In. K_xXK — 6 
Ec gs Pe) 

prolongeant l'accounlement el de (mal, § 23. De plus si K est fini 

[e
p 

sur S , elt est une dualité parfaite. 
S 

(iii) On suppose cue L, admet un prolongement cubiste Le sur A. 

Alors la restriction à K,XA de la biextension 8. (Le) est munie d'une 
De 

trivialisation prolongeant celle de 9, (Ly) définie en I,$4, de sorte 

que d'après loc. cit. le G torseur Lslx est muni d'une structure 

naturelle d'extension centrale, notée S 

1—>G 5 —* Gig) — Kk, —> 0 

Lin et d'une action de cette extension sur L.. De plus la forme eq 
S 

coïncide alors avec la forme commutateur de l'extension G(L.). 

(iv) (Théorème d'orthogonalité). On supvose que S est le spectre 

d'un anneau local hensélien R,, de sorte que ($1) K est muni d'une 
c S 

filtration KoO Ke CK, . Alors Kem est l'orthoconal ce Ke pour la 

forme eg” , et la forme induite sur le quotient Ke est une dualité 

parfaite. Si de vlus Ke est fini sur S , ec” induit une dualité var- 

. iv fn 
faite entre K et K/KS . 

(v) On suppose que S = Spec R ou R est local complet, et que 

A est a fibres connexes, de sorte que l'extension de Raynaud 

O — T —> Al —+ B— 0 

de A est céfinie (2.2). D'après loc. cit., il existe un unique 

2) 
_ Ss for 

provienne d'ur G_torseur (cubiste) L sur 

G_torseur cubiste LA sur ad dont le complété formel soit (L 

14 
Supposons alors que 

B (ce qui est vérifié en tout cas après changement de base fini étale 

7 de (2.3.2) coincide avec 

S 

d'après I,7.2.3). Alors le sous-groupe K 

= K qrace à (iv) coincide K(L), et la forme induite par ent sur S 

L 
avec eé 

2.4.1. Lemme. Supposons 2.4 (i), (ii), (iii) établis chaque fois cue § 

est un trait, et 2.4 (i) établi pour A, SS, Ly donnés. Alors 2.4 (ii) 
Ca 

et (iii) sont vrais pour A,S, Ih 



En effet, appliquant (ii) et (iii) aux points de codimension 1 de 

S , on voit qu'il existe un gros ouvert (II,3.1) UCS et une forme 

alternée 

In , x X K — G, SU ‘CU Su (avec K,, = Ks|u) 
ae) 

prolongeant ein . Mais comme K est plat sur S , K,,xXK contient 
S U U 

tous les points de profondeur ¢ 1 de KX Ka , donc en se prolonge en 

en” , évidemment bilinéaire alternée par densité. De plus si K, est 

fini sur S , en” définit un morphisme de Ka dans son dual de Cartier, 

qui est un isomorphisme en codimension 1, donc est un isomorphisme. 

La démonstration de (iii) est tout à fait analogue : une trivialisa- 

tion de 9, (L,,) sur Ky X Ay (avec les notations ci-dessus) s'étend en 

une trivialisation de 8, (L,) sur K,XA_ par le méme argument de 

profondeur. ER 

Nous allons donc commencer ($3 et 4) par démontrer 2.4 lorsque S 

est un trait ; dans ce cas le théorème reposera de façon essentielle sur 

l'existence du modèle de Néron de la variété duale AL . 

3. Le cas où S est un trait : qénéralités. 

3.0. Dans ce $ on fixe S = Spec À , où À est un anneau de valuation 

discrète de corps de fractions F et de corps résiduel k . On note 

n = Spec F , s = Speck, et [= F*/A* . 

On se donne de plus un S-schéma en groupes lisse de type fini 
£ 6 « # # . Q « 8 vd # Q 

À —> S , tel que la fibre générique An soit une variete abelienne sur 

F (mais on ne suppose pas A semi-stable). On note AD la duale de 

A, » et At le modèle de Néron de AD sur S . Enfin on note P, la 
e e e #? ; t . 

biextension d . ension de Poincaré de (A, Ay) par En, 

Soit L, un 6 -torseur rigidifié sur A, + que l'on munit de son 

unicue structure cubiste compatible a la rigidification. On a alors un 

homomorphisme 

(cf. I,4.1) défini par la condition 

(3.0.1) (9 x Id, ) (Ph) oe 8, (Ly ) ; 
n 1 

l'isomorphisme (3.0.1) est alors unique si on lui impose de respecter les 

L 

rigidifications, ou, ce qui revient au méme, les structures de biexten-
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sions. Rappelons aussi le groupe 

K(L,) = Ker(®, ) (I,4.2) 
7 

et le G_torseur sur K(L, ) 

G(L,) = L (I,4.4) n nlk(L,) À 

qui est muni canoniquement (I,$4) d'une structure d'extension centrale 

et d'une action du groupe sous-jacent sur le torseur L; . Enfin on note 

Ly , . | e ©} KE) XK(L,) — En, 

la forme commutateur associée à cette extension, qui est un accouplement 

alterné. 

3.1. Appliquons maintenant au morphisme 9 L la propriété universelle 
7 . 

du modèle de Néron At : on obtient un unique S-morphisme 

(3.1.1) (y) >A —+ At 
L AS 

ul 

prolongeant Pr, , et l'on pose 

nN 

(3.1.2) K,(L, ) = Ker (9, _s) 5 

c'est un sous-S-schéma en groupes fermé de A (non nécessairement plat 

sur S) prolongeant K(L, ) 

3.2. Lemme. Soit alt] le plus petit sous-S-qroupe ouvert de A conte- 

nant K,(L, ) : il existe alors une unique biextension E de (alll ay 

par Cc. prolongeant $, (1, ) + cette biextension est munie canoniquement 

d'une trivialisation CO au-dessus de Ks(Ln) XA , et d'un isomorphisme 

de symétrie 

SE Ca) ti) 2 SE) Cl 
(où AL y alt! _, atl, all est l'échange des facteurs), prolon- 

qeant les données naturelles analogues sur 8, (L,) (en particulier § 

est l'identité sur la diagonale). 

= KL), 9, = 9 Demonstration : posons pour abréger K, = K(L,), KA n Lin ' 

Po = PL Ss : Soit atro la composante neutre de at ; alors ona 

évidemment altl cont ato), Comme A‘'° est a fibres connexes, il 
t,o 

»A) par existe (SGA 7, VIII.7.1) une unique biextension Po de (A 

G, prolongeant Py . Il suffit alors de poser



CO
 

Ke
) 

+ 
4 papa 2 E (9. x Id, ) (P.) 

qui prolonge 9, (Ty) par (3.0.1). L'unicité de E , ainsi que l'isomor- 

phisme de symétrie §& , résultent de SGA 7, loc. cit. La trivialisation 

de E sur K,XA provient de la définition de E et de K, . E 

La trivialisation o et l'isomorphisme de symétrie $ donnent 
| _ « 

naissance, comme en I,3.3.5, à une seconde trivialisation o de E sur 

K, X Ke , d'où un accounlement alterné, "différence" de ao et ao: 

Im sx (L_)XK_(I ) — G, (o=e 15), (3.2.1) es * Ki sl 
19 

qui prolonge l'accouplement em , ceci grâce à I,3.3.6. 

3.3. Donnons-nous de plus un G_torseur cubiste L sur A, prolon- 
S 

geant L; . On posera alors, pour simplifier l'écriture : 

o% =% ç + À —> A 
S n° 

(3.3.1) K(L.) = K,(L,) 

Ls = in | e ec : K(L,) x K(L,) + Gis . 

On vérifie immédiatement que si A est un schéma abélien, ces nota- 

tions sont compatibles avec les notions habituelles (I,$4 et [M21,. 823) : 

par exemple K(L.) est bien le "groupe des translations qui respectent 

Le . 
S 

D'autre part notons attcat le plus petit sous-groupe ouvert de 

Lr. et soient @ et ot les groupes de 
S 

. Q > t bd 

composantes connexes respectifs des fibres fermees A, et AS . Consi- 

at contenant l'image de 9 

dérons le morphisme 

(9) X Id, : AXA —»a'txa . 

3.3.2. Lemme. Il existe une (unique) biextension Po de (a'®,a) par 

, et l'on a un (unique) isomorphisme de biexten- En, s prolonceant P n 

sions : 

x 
3.2.1 ‘ Se (3.3 ) (Fr, X 143) (PS) = 8, (Le) 

prolongeant (3.0.1). De plus la restriction de (5, (L,) a alll yl 
~ | 

est canonicquement isomorphe à la biextension E de 3.2 nee étant 

comme dans loc. cit.). 
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Démonstration : d'après SGA 7, VIII.7.1, l'obstruction à l'existence de 

Pa s'interprète comme un accouplement 

d(P,) : @'*xd@ —+ (0/7), . 

Comme sur la fibre générique on a 9, (L,) a (9, XId)"(P,), l'obstruc- 

tion à prolonger la biextension 5, (Li, ) sur AXA est l'application 

composée 

> (2/2), 

t 
où est induit par @ donc est surjectif par définition de A'°. 

S | eS) 

Comme 9, (1) est prolongée sur AXA (par 9, (L<)), cette application 

composée est nulle donc d(P,) = 0 puisque x Id est surjectif. Ceci 

prouve l'existence de P' et les autres assertions résultent de l'unicité 
S 

du prolongement (SGA 7, loc. cit.). @ 

3.3.3. L'isomorphisme (3.3.2.1) fournit une trivialisation naturelle de 
a 

la restriction a K,XA_ de la biextension 8, (Le), prolongeant la tri- 
S 

vialisation habituelle de 9, (L,) sur K,XA, . D'après I,$3 on en tire 

un S-schéma en groupes, extension centrale de Ka = K(L,) par G_ . 
‘ 

et noté GLS) : le G torseur sur K(L.) sous-jacent à G(L.) 

s'identifie de plus a la restriction de Lg a KL), et l'on a une 

action à qauche de GLS) sur L, ; ces données prolongent le groupe 

G(L, ) et son action sur L - Enfin il résulte de I,3.3.6 et de la 

compatibilité de E et #,(L.), que la forme commutateur sur K(L,) 
2 S S 

déduite de G(L,) coincide avec la forme eS =e" de (3.3.1). 

3.4. Proposition. Sous les hypothéses de 3.0, supposons de plus que 

(a) A est semi-stable 

(b) L, est non dégénéré, i.e. K(L, ) est fini. 

Alors : 

O . . 
composantes L. ,S induit par L,s sur les posante 

O 
neutres A et qtr est surjectif, plat et quasi-fini. 

(i) le morphisme 9 

(ii) Pr s est plat et quasi-fini. 
a 

En particulier le groupe K, (Ly ) de (3.1.2) est plat et quasi-fini 

sur S . 
Queene 

Remarque. L'hypothèse de semi-stabilité est essentielle : prendre pour A 

une courbe elliptique a réduction additive, et pour L, la puissance 

p-ième (avec p=car(k) ? 0) de la polarisation canonique. Par contre si
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A est semi-stable mais Ly quelconque, j'ignore si K, (Ly ) est 

toujours plat sur S . 

Démontrons 3.4. Comme A° est un sous-groupe ouvert de A, (ii) 

résulte de (i). Montrons donc (i). Comme Pr, =P est fini, il existe 
| n 

€ | 5 Q e e e 

m?O et Py : An —> Ay tels que Pg OP ny soit la multiplication par m 

dans A . Comme A est semi-stable c'est un sous-groupe ouvert du 

modèle de Néron # de Ay (SGA 7, IX.3.2) donc bn est induit par un 

trO pO = 40 , qui vérifie Scope = [ml o - Or [m] ,0 
est quasi-fini puisque A est semi-stable ; il en est donc de méme de 

O 
Ÿs 
plat grâce au critère de platitude par fibres (EGA IV, 11.3.10). a 

morphisme ve : À 

qui est par suite surjectif pour des raisons de dimension, et donc 

4. Le cas où S est un trait : démonstration de 2.4. 
mess 

4.0. On se place maintenant sous les hypothèses de 2.4, avec de plus 

S = Spec À comme au $3. Grâce aux constructions du $3, les parties (i), 

(ii) et (iii) de 2.4 sont démontrées sur S , sauf l'assertion de non- 

dégénérescence de (ii). Cependant : . 

4.1. Lemme. L'assertion de non-dégénérescence de 2.4 (ii) résulte de 

2.4 (iv). 

Démonstration : on peut évidemment remplacer À par son hensélisé. 

Supposons K, fini sur S et soit N le noyau de e = ein c'est-à- 
S S S li 

dire le noyau du morphisme de Ka dans son dual de Cartier Ke défini 

par e s : 

On a d'abord NC (K = Ko d'aprés 2.4 (iv) ; d'autre part la 

derniére assertion de 2.4 (iv) montre que NN Ke = {0} , donc N s'iden- 

tifie a un sous-qroupe de KE Ke = Ka , d'où N=O puisque la forme 

induite sur Ka? est une dualité parfaite. &@ 

byt fn 

S 

any? de 

2.4 (iv) et le fait, affirmé dans 2.4 (iv), que eg induit une dualité 
J ab ee 4 Q 

parfaite sur Ka . Pour ces deux dernières assertions nous pouvons 

supposer A a fibres connexes, remplacer l'anneau R par son complété, 

4.2. Prouvons maintenant 2.4 (v), ainsi que l'inclusion KG © (K 

puis effectuer un changement de base fini étale de manière à nous placer 

sous les hypothèses de 2.4 (v). Posons alors L=Le - On dispose alors 

de l'extension de Raynaud | 

O—>T—+n2û Top 0



92 

et du G_-torseur cubiste LA sur AH qui "algébrise" L , ainsi, 
| for 

par hypothèse, que d'un G—torseur cubiste L sur B tel que 

LA m m*(L). L'existence de L équivaut d'ailleurs à celle de I 
for 

descendant Le. sur le schéma formel Beoy * de plus, notant pour sim- 

plifier K=K , je dis qu'il suffit d'établir 

, ab fn W . tes 
= C ' (4.2.1) le schéma formel (K ) for (K ) sor/(K ) cor Beor s'identifie 

a K(Leor) : de plus la restriction de el (3.3.1) à 

fn fn 2. 
(K ) cor * (K ) £or est l'application composée : , 

KO XK. — KP x Ke = RE. Jxk(E. ) Soe 
“for ‘for for for for fo m, for 

| _ fn à me 
(notons que Ksor “Kfor Puisque A est à fibres connexes). 

7 nn ne te ; fn, 
En effet ceci établira bien 2.4 (v) et l'inclusion Ko © (Ke yo 

e e à U e # e b e 

mais aussi l'assertion de dualité parfaite sur K® puisque, comme 

ab _ — 

Keor 7 K(Leoy) for or 
et l'on sait ({m2], § 23) que ceci implique que el est non dégénérée. 

est fini, le faisceau L est non déqénéré sur Be , 

Considérons maintenant la composante neutre atr° 
, t t , , 

Neron A de An - Comme elle est semi-stable, on a encore une extension 

du modele de 

de S-schémas formels en groupes 

0 Teor ~~ for for 

(ainsi que l'extension de Raynaud correspondante, que nous n'utiliserons 

pas ici). On sait d'autre part qu'il existe une unique biextension P de 
t, O 

(A ,A) par En, s 

unique isomorphisme de biextensions sur AXA : 

, prolongeant la biextension de Poincaré ($3) et un 

(4.2.2) 8. (L) + (PL, % 143) (P) 

d'où une trivialisation de 9, (1) sur KXK qui sert à définir el. 

Or le morphisme donne naissance a un diagramme commutatif : 
L 

0 > Teor > Afor * Beor — > 0 

| |, tor (EL, cox 

O >TL w+» atro __, ps r 0 for for for 

et d'autre part d'après SGA 7, VIII.3.5 la biextension Péor sur 
t,o . ‘ a: a 1 

Agi, Ago, Se redescend en une unique biextension Peor de (BEL Beoy) 

par Ga, for . Comme 8, (Ley) se redescend en 8, (Leo) sur Be, XBe
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on en déduit grâce à loc. cit. un unique isomorphisme de biextensions 

+ (9 x Id "(BL ) (4.2.3) 9 P 

L,for Agcor for 2 (L£or) 

qui descend (4.2.2). 

Or on sait (SGA 7, IX.7.4) que l'on peut identifier Be, au schéma 
pas t 5 

abelien formel Beor dual de Beor , de sorte que Péor corresponde à 

biextension de Poincaré sur Be XBeor . L'isomorphisme (4.2.3) montre 

alors que, modulo cette identification, on a 

_ Se t 
(4.2.4) ŸL, for — ‘Le Beor Bror ° | or 

. e : Q ome es fn = | 

Comme il est immédiat que Ker (9) soy) = Keir = Kgoy +» et donc que 

= _ ab tA | ab _ — _ _ 
Ker PL, for = Keor , (4.2.4) montre bien que Kror K(L,  ) Ker (OF D: 

Enfin la compatibilité de (4.2.2) et (4.2.3) nous dit que la trivialisa- 
Q . Q # Q e L e # Q — 

tion de 8 (Leon? sur Ke _XKéer qui définit es est image réci 

proque, via 

ab ab 

* Keor Keor x K£or 
= K(Le L) XK(L. ), 

L 
for 

for de la trivialisation de #,(L. ) qui définit e . Ceci achève de 

prouver (4.2.1). 

4.2.5. Remarque. L'auteur regrette d'avoir eu à utiliser la dualité des 
| | for © Bfor (SGA 7, IX.7.4), laquelle repose dans 

loc. cit. sur un théorème d'orthogonalité (pour les modules de Tate) 

parties abéliennes B 

tout à fait analogue au nôtre, et qui devrait l'impliquer de manière 

beaucoup plus "formelle". 

a 2 e # Q # L e Q Q # 

4.3. Il reste à établir l'égalité Kin = (KY) , alnsi que la dualite 

entre kK’ et K/KEn dans le cas fini. Nous allons le faire sous les 

hypothèses générales de 2.4 (iv), i.e. sans supposer que dimS=1, et 
fn c ce yt 

en utilisant seulement l'inclusion K 

D'abord l'égalité K*? 
en effet la forme e 

= (KP) entraîne l'assertion de dualité : 

S induit un morphisme 

(4.3.1) K/KED + (Hy 

qui est un isomorphisme sur les fibres génériques, parce que el est 

une dualité parfaite (Li, étant non dégénéré) et que par hypothèse Kin 

est l'orthogonal de Kr, Ccmme les deux groupes concernés sont étales 

sur S , et finis par hypothèse, (4.3.1) est bien un isomorphisme, cqfd.
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Il suffit d'établir l'égalité KEN _ (KY )> sur les fibres qénéri- 
L | , , . , . ’ 

ques : en effet (KY) , qui est par definition le noyau d'un morphisme 
| D LA 

) , est ouvert (et fermé) dans K donc de K dans le groupe étale (K 

plat sur S , et le quotient de (KY )* par son sous-groupe fini et plat 

Kin est donc plat et quasi-fini donc nul dès que sa fibre générique est 

nulle. 

Pour tout myil1 , introduisons les groupes 

_ Sm _ @m 
(4.3.2) K, = Ka (Ly ) , Ka, = K(L, ) 

dont chacun est muni d'une forme alternée 

Le 
e = ei" K X K — > & 
m S m m m,S 

(4.3.3) 8m 

Ly __, = : K XK G 
Em," © Mm, 7 m, 1} m, 1) 

la forme e, n étant une dualité parfaite. 
‘ tf 

Comme © = m® , on a 

wm Ly 
1 

| —] 
4.3.4 = K (4.3.4) - Kat [m]7~( n) 

et on rappelle ([m2], $ 23) que pour x£K, et y€K, np" ona 

(4.3.5) mn Xe ¥? = en (xemy) . 

Par densité, (4.3.4) et (4.3.5) entraînent respectivement 

(4.3.6) K_ = [ml 

(4.3.7) e (x,y) = e.(x,my) (x€K, y£ K ). 

La démonstration va consister à compter les dimensions. Posons 

(4.3.8) d = rg K, F di = rg K™ , d£ = rg Kin 

dima, , g,=dimT +» 9 g Il [en
 

b
u
 

=| bo 
O 

Ï rn Q 

a 

(on rappelle que To est le tore maximal de À, , et B, = A°/T ). 

4.3.9. Lemme. Pour tout m}1, ona: 

g 29-9 - 2g h Mb fn _ ns 
rg Ka, dm , rg K,, di, m rs rg K,, de m . 

L | 
À a a ry 

De plus ona (x) c (F5) m (ou Ln designe l'orthogqonal pour e 

et cette inclusion induit ur. isomorphisme 
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4 
| Mt, fn wz b m ,,£n 

(4.3.9.1) (K) 7K > (K, 7) Ka n ; 

Les assertions sur les rangs sont immédiates, la première en remar- 

quant d'après (4.3.4) que K,, n est extension de K, par mn les 
e 

deux autres résultant de façon analogue de (4.3.6) et du calcul du rang 
| i | 

sur la fibre fermée. L'inclusion (KN) (KY) M résulte de (4.3.7) : si 

x€ (KY)” et y € Kr , ona e (XY) = e(x,my) = O car my€K?N Kr = K 

(1.2.2). Enfin, d'après (1.1.3) ona KE"N K = Kin donc le morphisme 
m 

(4.3.9.1) est un monomorphisme ; mais d'autre part comme en est non 
’ 

dégénérée on a 

| | 1 | 2g-g 
rg(K a) rg Kn, n/ 29 Kat a, m ; 

par suite le rang du second membre de (4.3.9.1) est a , donc est 
wf 

indépendant de m donc égal (en faisant m=1) a celui du premier 

membre. & 

4.3.10. Lemme. Pour tout ml, le morphisme de multiplication par. m : 

i xm L 

m,7 n 

est _ un épimorphisme. 

En effet soit bn © Km,r — kK, n le morphisme induit par la forme 
. ? sf A 

enn (d'un côté ou de l'autre, au choix du lecteur) et padi ik, — K,. 
1. | | 

On a alors le diagramme commutatif : 

D | 
| AM À can He “ 

Ket Kn,n Ka, 

pen | can! jean’ 
+ Ÿ 

vw Ww. * 

KR SK) 
où les flèches can, can! , can? sont déduites par dualité de Cartier 

des inclusions naturelles. La commutativité du carré de gauche résulte 

de (4.3.5). Par définition, Km) m (resp. RE) est le noyau de la 

flèche composée sur la première (resp. deuxième) ligne. Par le lemme du 

serpent, il suffit de voir que la flèche 

1, 2 
Ker(can ) —— Ker(can‘) 

est surjective, ce qui équivaut par dualité à l'injectivité de 

Wb u —> 
Rn, q y Km 7 7K,
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autrement dit à l'égalité K, = KOK, n qui résulte de (1.2.2). @ 
. f 

4.3.11. Les lemmes 4.3.9 et 4.3.10 montrent que, pour tout m y1 , la 

multiplication par m dans le groupe (KP) 7 est surjective. Comme 

ce groupe est fini il est alors nécessairement nul, ce qui achéve la 

démonstration. 

5. Démonstration de 2.4 (i) : cas où A est à fibres connexes. 

5.0. Plaçons-nous maintenant sous les hypothèses générales du théorème 

2.4. L'assertion 2.4 (i) étant de nature locale, nous pouvons supposer 

que S est affine, et même, grace a EGA IV, 8.8.2, que S est le 

spectre d'une Z-algébre de type fini et normale. D'autre part comme 

2.4 est démontré en dimension 1, il existe un gros ouvert UCS (II, 3.1) 

et un sous-groupe fermé Kyo Ay , plat et quasi-fini sur U , prolongeant 

K, , et muni de plus d'une forme alternée €,, prolongeant eM , Se 

plaçant aux points maximaux de S-U , on voit donc que l'on peut suppo- 

ser que S est local normal de dimension Y 2 , et essentiellement de 

type fini sur Z , donc excellent, et que U est le complémentaire du 

point fermé. Enfin, compte tenu du comportement de l'adhérence schéma- 

tique de K, par changement de base fidèlement plat (EGA IV, 11.10.5) 

nous sommes ramenés par complétion à la situation suivante : 

(5.0.1) S=Spec R, où R est local noethérien complet normal de 

dimension } 2 , et si s=Spec k désigne le point fermé de S 

et U=S-{s}, il existe Ky fermé dans Ay r 

sur U et prolongeant K, , et une forme alternée ey sur K, 

plat et quasi-fini 

prolongeant eln . 

Dans ce $ nous supposerons de plus que 

(5.0.2) A est à fibres connexes. 

Sous ces hypothèses l'adhérence de K, dans A est réunion de Ky 
' , fn . ' , . fn 

et de l'adhérence de Ky/s (1.3.1) donc il s'agit de voir que K5/s 

admet dans A un prolongement fini et plat sur S . 

Comme R est local complet nous pouvons considérer, comme dans 

2.4 (v), l'extension de Raynaud A de A , et même (quitte à effectuer 

un changement de base fini étale) supposer comme dans loc. cit. que Len 

provient d'un 6 -torseur çubiste L sur B . Notons d'autre part que, 

la correspondance entre sous-groupes de À et de A exposée en 2.3,
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; ; ; te E by 
il suffit de voir que le sous-groupe (fini et plat sur U) Ky /s de AY 

lL wes 
admet un prolongement Klca!l , £lni ct nlat sur S$ . Conmencons par son 

"quotient abélien" Kg © B (2.3.2) 
oO . U 

5.1. Pronosition. ke = K (Tay) : de plus K(L) est fini et plat sur S. 
52 

La seconde assertion résulte de la premiere : en effet 
t e Ld e t 

P— : BB —> B est alors une isogenie, donc 9-:B — B est une 
Ly, U U L 

isogénie. 

Montrons la première assertion. L'ensemble des points x€U_ tels 

que Ky jg (x) A K(Lyy) (22) est un ouvert ; s'il n'est pas vide, il existe 

donc un sous-schéma fermé YCS , intègre et de dimension 1, de point 

générique 6 , tel que : 

# _ 
. Kyo!) 7 K (Ly) (5) 

- Ag est un schéma abélien sur Spec Ogg (donc (Kyle =K(Le)). 

Soit S' le normalisé de Y (qui est un trait, car Y est le 
5 ie 

 Kyys * Kuss ' 
etc.,commute au changement de base (local) S' —> S , donc nous sommes 

aa spectre d'un anneau local complet). La formation de 

ramenés au cas où S est un trait, et la proposition est alors un cas 

particulier de 2.4 (v). @ 

Le groupe K(L) fournit donc un prolongement fini et plat de K5/s 

dans B , que nous noterons K . 

5.2. Soit m un entier } 1 tel que mK,,= O0 . Ona alors des diagrammes 
U 

Tr 
Oo—> me — À Le B — 0 

(5.2.1) | | | 

O — ? — ? —> Ka — > O 

+ Ty to mu 0 

(5.2.2) | | | 

6b Lt # 
O—- Kyys KU/s [US 0 

CAR 
et le problème consiste à compléter la ligne inférieure de (5.2.1) de 

façon compatible avec celle de (5.2.2). Posons d'abord 

_ bed 
(Ke al, 

m
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c'est un sous-groupe fini et plat de LA? , extension de mid par me . 

D'autre part on voit immédiatement, comme me est de type multiplicatif, 

que Ky/s se prolonge en Ke T , fini et plat sur S (on peut par 

exemple supposer T déployé, et utiliser la dualité de Cartier et le 

fait que U est connexe puisque S est normal). Nous sommes donc con- 

duits à un diagranme 

O 

| # 
O——> K — 797 —> K — 0 

Lo | |, 
O—> TH —> K — 0 

TC. 
ra 

C=,T/K 

| 
O 

# et l'existence de l'extension cherchée (de K par Kb) équivaut à 

celle de la flèche pointillée (rendant le diagramme commutatif), sachant 

que celle-ci existe déjà sur U . Or comme S est normal de dimension }2, 

un morphisme H._—>c se prolonge en H —>C puisque les groupes en 
U U 

question sont finis et plats. Ceci achève de démontrer l'existence de 
KB , donc de K lorsque A est à fibres connexes. 

6. Démonstration de 2.4 : cas général. 

6.1. Commençons par démontrer 2.4 (i). Le raisonnement de 5.0 permet de: 

se placer dans la situation de (5.0.1). De plus l'adhérence de Ky dans 

A est réunion de K, et de l'adhérence de KÜ/s (1.3.0) donc nous 

devons montrer que Ky /s admet un prolongement fini et plat sur S. 

Comme dans 5.2, soit my1 tel que mkK,.=0O . Nous avons des diagrammes U 

o—> ami, at _, EE —0 
m m 

(6.1.1) î Î 

O — Kim _, — 7 —0 

fn £ O— A, — Any my —*0 

(6.1.2) } J } 
O — Kin —+ Kt —» K ——> O 

V/s U/S U/S 

(KEM)
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où il s'agit de compléter la ligne inférieure de (6.1.1) de façon compa- 

tible avec celle de (6.1.2). Ici le groupe Kin existe grâce à 5.2, et 

comme E est étale et fini sur S nous sommes dans une situation duale 

de celle de 5.2 (plus exactement les diagrammes faisant intervenir les 

conoyaux des inclusions verticales sont du type dual de (5.2.1) et 

(5.2.2)). On peut donc conclure de la même façon à l'existence d'une 

suite exacte 

o —> Kin > xf —+ KK — 0 

complétant (6.1.1), ce qui démontre 2.4 (i). 

6.2. Les parties (ii) et (iii) de 2.4 sont alors démontrées grâce au 

lemme 2.4.1. Il reste à montrer (iv) et (v), et nous pouvons pour cela 

(sauf pour la derniére assertion de (iv)) nous placer dans la situation 

de (v). L'égalité K” = K(L) résulte alors de la construction de K 

(5.1). Considérons maintenant la forme alternée composée : 

L 
K XK y KAP KAD à yy YF? <6 . . 

? 

Comme l'ensemble des points de S où elle ne coincide pas avec ec 

est un ouvert, nous pouvons appliquer le raisonnement de 5.1 et nous 

ramener a la dimension 1, ce qui démontre 2.4 (v), ainsi que l'inclusion 
qin 

S =m 

(puisque L est non dégénéré). Enfin les autres assertions de (iv) en 

L » » ed # # hd € (K,) - et l'énoncé de non-dégénérescence sur Kab dans (iv) 

résultent d'après 4.3. 

7. Application à la variété duale. 

7.1. Théorème. Soit S un schéma intèqre localement noethérien normal 

de point génerique 7 . Soit A un S-schéma en groupes semi-stable 

dont la fibre génériaue A, est une variété abélienne. Alors : 

(i) Il existe un uniaue S-schéma en qroupes semi-stable à fibres 
# t e # # t 

connexes, noté A~'°, prolongeant la variété duale Ay de Ay , et _ une 

unique biextension P de (avon) par CG. S prolongeant la biextension 
0 > t M 

D S X . de Poincare Pa ur A, A, 

Ce e O e O e Q 

(ii) Soit L un G  torseur cubiste sur A, dont la restriction 

L, a A, est non déqénérée. Notons alld le plus petit sous-qroune 

ouvert de A contenant le groupe Ka (Ln ) de 2.4. Alors de mornhisne 

6p : A —» at se prolonge en un unique morphisme ° 
L, i q LS 

Fr 3 . 
. at! J Ate, 
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. [al 
Ù — om et l'ona Ker (0, FL K,(L,). De plus si L est un G6, -torseur 

cubiste sur ali} prolongeant L° , on a un isomorphisme canonique de 

biextensions sur alily tt) : 

1 | ~ * 
(7.1.1) 8 «ul ) ——» (9 xX Id ) (P ) 2 L,,S alt ats yal 1 

prolongeant l'isomorphisme habituel sur A, X Ay , et l'extension centrale 

de K,(L, ) = Ker(@, ,s/ par En, S déduite de cet isomorphisme par 

1.4.1, coincide avec l'extension et) de 2.4 (iii). 

t,0 est bien connue Demontrons (i). L'assertion d'unicité pour A 

en codimension 1 sur S , et en codimension > 2 elle en résulte par 

[ril, IX.1.4. L'existence et l'unicité de P résultent de II,3.6. 

Pour l'existence de ato nous pouvons supposer S local. Il 

existe alors sur A° un G —torseur L° comme dans (ii) (par exemple 

ample relativement a S , cf. (Rij). Il suffit alors de montrer que le 

faisceau quotient A°/Ke(L,) 1 ao est un schéma, puisque AP s'identifie 

à A, /K(Ly ) . Plus généralement : 

7.1.2. Lemme. Soient S un schéma localement noethérien, A un 

S-schéma en qroupes semi-stable, K un sous-schéma en groupes fermé de 

A , plat et quasi-fini sur S . On suppose vérifiée l'une des deux. hypo- 

theses suivantes : 

(i) localement pour la topologie étale sur S , À est quasi- 

projectif. 

(ii) K est étale sur S . 

Alors le faisceau quotient A/K est un S-schéma en groupes 

(évidemment semi-stable). 

Démonstration : montrons d'abord que A/K est un espace algébrique sur 

S (cf. [x]). C'est clair dans le cas (ii) ; dans le cas (i) la question 

est locale sur S pour la topologie étale, donc nous pouvons supposer 

que A est quasi-projectif sur S et que K se dévisse en 

£ 
O—+K —7 K — E — 0 

où Kt est fini et plat et E étale sur S . D'après SGA 3, V.4.1 et 

l'hypothèse de quasi-projectivité, le quotient A' = A/K? est un schéma, 

donc A/K = A'/E est bien un espace algébrique. 

Pour voir que A/K est un schéma, il suffit de remarquer que (loca- 

lement sur S) il existe NY1 tel que KC LA : 11 existe donc un mor-
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phisme quasi-fini T:A/K — A, et l'on applique (kl, II.6.16 (un 

espace algébrique quasi-fini et séparé sur un schéma est un schéma). @ 

(ii). Le quotient AOL AT s'identifie à A°/K(L,) 9 ae puisque 

ali = Ko (L, Ay . Il s'identifie donc aussi à At d'après la construc- 

tion faite en (i) : modulo cette identification, on définit PL S comme 
un 

la projection naturelle ali — all cn). 

L'isomorphisme (7.1.1) résulte de II,3.6. Enfin on a sur le torseur 

L[1! restreint à Ka (Ly ) deux structures d'extension centrale qui 

coincident au point générique de S , donc coincident sur S . &@ 

8. Gonflement des modèles semi-stables. 

8.1. Proposition. Soient S un schéma, A un S-schéma en groupes 

semi-stable, j}:H@—>H' un morphisme de S-schémas en groupes commuta- 

tifs étales, séparés et quasi-finis sur S , qui est une immersion 

ouverte, et %:H —»A un morphisme fini de S-schémas en groupes. 

Alors la somme amalgamée A' = Au, H' existe dans la catégorie des 

S-schémas en groupes commutatifs : de plus le morphisme naturel 

H' —»A‘' est fini, le morphisme naturel A —A' est une immersion 

ouverte, et A' est un S-schéma en groupes semi-stable. 

En effet considérons le morphisme 

h : H —> AX, H 

hr (9(h),-j(h)) . 

Comme pr.oA : H — > H' est une immersion, A est une immersion. 

Comme pr, oA : H —— À est fini et H' séparé, & est fini 

(EGA II, 6.1.5). 

Donc À est une immersion fermée, et comme H est plat sur S, 

le quotient 

A' = Coker(h) 

est un schéma en groupes semi-stable (cas (ii) de 7.1.2) et il est 

immédiat que c'est la somme amalgamée cherchée. Pour voir que le mor- 
u ; , ; ee 

phisme naturel A —»A'‘' est une immersion ouverte il suffit de remarquer 

que le diagramme
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Taxi. c | (ash) AX,H > AX, H 

| | | |x (projection naturelle) 

at¢(h) A as A! 

est cartésien, les deux fléches verticales étant des epimorphismes de 

même noyau. Comme #7 est fidèlement plat et que IdXj est une immersion 

ouverte, u est une immersion ouverte. 

On montre de même que v:H' —>A' est fini, grâce au diagramme 

cartésien 

wxId on t ~ i] (h,h'") HX, H >AX,H 

J of fF 
j(h)+h' Hi — “> a! a 

8.2. Corollaire. Soient S un schéma noethérien excellent intègre, A 

un S-schéma en groupes semi-stable, N un entier Y 1 . Il existe alors 

un morphisme fini surjectif 17 7S, —>S, avec S, intègre normal, et 

un S,-schéma en groupes semi-stable A; contenant A, = AX, S, 

comme sous-groupe ouvert et ayant même fibre qénérique que lui, et tel 

que le novau de la multiplication par N dans A; soit fini. 

Désignons en effet par F le corps des fonctions de S et par Fo 

une clôture algébrique de F . Soit F, une extension finie de F con- 

tenue dans F , telle que les points d'ordre N de A(F) soient 

rationnels sur F , ' et prenons pour S, le normalisé de S dans Fis 

qui est fini sur S puisque S est excellent. Notons G le groupe 

fini we (F1): Pour tout a€G , considérons l'adhérence {a} de a 

dans A, , munie de Sa structure de sous-schéma réduit. Comme {a} est 

contenu dans LA, il est quasi-fini sur S, i comme a est rationnel 

1? le morphisme naturel {a} —S, est birationnel donc est une 

immersion ouverte d'aprés le "Main theorem" de Zariski (puisque S, est 

sur F 

normal). Considérons le schéma somme 

H= || {a} 
a€G 

c'est de façon naturelle un S-schéma en groupes puisque la loi de 

groupe de A, induit des morphismes 
1 

{a} x, (D) — fa) (a,b€G) 

qui sont d'ailleurs des immersions ouvertes.



103 

On a par ailleurs une immersion ouverte 

j : H— H' := Go = {I S 
1 a€G 

de H dans le S,-groupe constant H', et un morphisme naturel 

1 

OY: H > A, 

induit par les inclusions {a} —~ A, , et Ÿ est fini puisque ces 

dernières sont des immersions fermées. Nous pouvons donc appliquer 8.1 

et poser 

' — mo. A, A, tH ; 

c'est bien un S,-schéma en groupes semi-stable contenant A comme 
1 1 

sous-groupe ouvert ; A; et A, ont même fibre générique car H et H' 

ont tous deux pour fibre générique GR - Enfin, comme À; est semi- 
1 

stable, le groupe À: est plat sur S donc son espace sous-jacent est 

1 

aussi l'image dans A, 

en résulte que (AL) rea est fini sur S ce qui achève la démonstration.@ 

l'adhérence dans A! de la fibre générique (Alp = Hn ; c'est donc 
1 1 

du groupe constant H', qui est fini sur S . Il 

8.2.1. Compléments. Supposons que S soit normal, que N soit inversible 

sur S et (pour fixer les idées) que Ap soit une variété abélienne de 

dimension g sur F . Le morphisme 7 consiste a rendre rationnels les 

points d'ordre N de Az; si U désigne un ouvert de S tel que Ay 
F 

soit un U-schéma abélien, on peut supposer de plus, dans 8.2, que : 

a) T est étale au-dessus de U. 

b) 7 est modérément ramifié en codimension 1 sur S . 

c) T est galoisien, de groupe de Galois isomorphe à un sous-groupe 

de GL, (Z/NZ) . 

En effet a) et c) résultent du fait que (WA) y est isomorphe, loca- 

lement pour la topologie étale sur U, a (z/N2) 29 . Montrons b). Soit 

x un point de codimension 1 de S et soit 1(P) C Gal (F_/F) le groupe 

d'inertie sauvage correspondant, ou p est la caractéristique residuelle 

de x . I1 s'agit de montrer que, pour tout nombre premier Fp, 1(p? 

). Comme GL(T) (A, )) 

S S 
est un pro-p-groupe, 

r(P) . 

opère trivialement sur le module de Tate Ty (A 

1 (P) 
x 

F 

est un groupe de Lie @-adique et que 

l'action en question se factorise par un quotiént fini de ; comme 

A a réduction semi-stable au point x , cette action est unipotente 

(SGA 7, IX.3.5) done triviale.
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CHAPITRE V 

Représentations des qrounes thôta 

Somnaire. 

O. Introduction. 

1. Rappels et notations. 

2. Représentations de poids 1 des groupes théta non dégénérés. 

3. Représentations de poids 1 et sous-groupes de niveau. 

O. Introduction. 

Ce chapitre est entièrement indépendant des précédents : il vise à 

établir des théorèmes de structure pour les représentations de poids i 

des "groupes thêta non dégénérés" sur une base quelconque, à valeurs 

dans un module non nécessairement localement libre. Le cas d'un groupe 

lisse (qui est essentiellement celui des classiques “groupes de 

Heisenberg finis") est traité dans [M3] : celui d'un groupe non nécessai- 

rement lisse sur un corps algébriquement clos se trouve dans l'appendic 

de [Sel (d'aprés des notes de Mumford). 

Au §2 on obtient l'analogue du théoréme de structure habituel 

(th. 2.4.2) lorsque l'on admet l'existence d'une représentation locale- 

ment libre ayant le “bon rang" : on montre ensuite qu'une telle reorésen- 

tation existe après un changement de base fidèlement plat (et même lisse, 

cf. th. 2.7). Le $3 étudie les invariants d'une représentation de poids 1 

sous un "sous-grouve de niveau" (th. 3.2) et en particulier montre expli- 

citement, lorsque le sous-groupe de niveau est "lagrangien", comment 

reconstituer la représentation a partir de ses invariants (th. 3.4). 

1. Rappels et notations. 

1.0. Dans tout ce chapitre, S désigne un schéma. Si X est un S-schéma 

affine sur S , on note A(X) la 6.-algébre quasi-cohérente associée, 

de sorte que X ™ Spec A(X). 

Tous les (pre) faisceaux considérés seront sur le petit site des 

S-schémas plats sur S , avec la topologie fppf. En particulier un 

), 6 .-module quasi-cohérent M est identifié au faisceau Te+T(T,M 

et un S-schéma plat sur S au faisceau qu'il représente. 

‘T'
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On note QC, la catégorie des 6,-modules quasi-cohérents. 

1.1. Tous les S-schémas en groupes seront supposés dans ce chapitre 

affines et plats sur S . Si G est un tel schéma en groupes, un 

G-module (à gauche) est par définition un 6 .-module quasi-cohérent M, 

muni d'une représentation linéaire de G (au sens des faisceaux), i.e. 

d'un morphisme de faisceaux en groupes 

(1.1.1) p:G —> Aut (M) 
6,-Mod 

ou, ce qui revient au même (en considérant le point de G à valeurs 

dans le S-schéma G correspondant à Id.) d'un automorphisme du 

6 .-module M , ou encore d'un homomorphisme de 6,-modules 

(1.1.2) M —»A(G) 8M 

vérifiant certaines relations. Lorsque l'on interprète A(G)®M comme 

le faisceau Hom(G,M) des "fonctions sur G à valeurs dans M", alors 

l'homomorphisme (1.1.2) associe à m€M la fonction g kt p{g){(m) 

sur G . 

1.2. Si M est un G-module, on note M le sous-faisceau de M formé 

des G-invariants. Remarquons que Me est un 6,-module quasi-cohérent : 

en effet, désignant par Moar la restriction de M au petit site zaris- 
| H 

kien de S , ceci revient à dire que la formation de ( _)$ commute au M 
Za 

changement de base plat, ce qui est immédiat car il peut se définir 

comme le noyau d'un morphisme convenable | 

@ . 
Mar 7 AIG) OMY 

(Cette propriété des invariants est la raison essentielle pour laquelle 

nous nous limitons au petit site, lequel suffit à nos besoins puisque 

nous ne considérons que des schémas en groupes plats). 

1.3. Soit G un S-schéma en groupes : le 6,-module A(G) = Hom(G, 6.) 

est muni d'une structure naturelle de (GXG)-module, grace à la formule 

1 (1.3.1) [ty )#l(g) = £(y' gy) (fEA(G):7,7',g€G). 

Nous noterons A(G), (resp. A(G)_) le G-module obtenu en res- 

treignant l'action ci-dessus à {1}xG (resp. GX{1}). Notons que 

A(G), est simplement la représentation réqulière (droite) de G.



Si M€QC, nous noterons MITIV Je G-module M muni de l'action 
2 

triviale de G . On vérifie alors sans difficulté le lemme suivant 

1.3.2. Lemme. Si M est un G-module, le morphisme (1.1.2) 

M — > A(G) 9 M=Hom(G,M) 

est un G-morphisme de M dans A(G), ® MTV , et un isomorphisme de 
triv 

M avec le sous-module 

(A(G)_@m)° = Hom, (G, M) 

de A(G)®Mm.&@ 

1.4. Si G est un S-schéma en groupes, on note 1, A(G) l'idéal de 

la section unité. Si G est fini localement libre sur S , on note G 

son dual de Cartier, de sorte que 

) G)
> Il Hom (G,G 

———S-groupes m,S 
(1.4.1) 

A(G) = Hors og (A(G) 66) 

et que A(G) est de façon naturelle un A(G)-module, qui n'est autre 

que le module dualisant relatif de G sur S . 

Le groupe G opère de façon naturelle sur le faisceau A(G) ; on 

note | 

_ a G A 

(1.4.2) De = A(G)~ CA(G) 

le sous-6,.-module des “mesures invariantes" de G . IL possède les 

propriétés suivantes (cf. [r31, Appendice) : 

(1.4.3) D, est un 6,-module inversible et un idéal de A(G) ; les 

idéaux Ia et De de A(G) sont localement facteurs directs 

Gans A(G) ; leur formation commute a tout changement de base, 

et chacun est l'annulateur de l'autre. 

(1.4.4) Le morphisme 

A(G) ® D — > a(G) 
S 

déduit de la structure de A(G)-module sur A(G) est un iso- 

G 

morphisme de A(G)-modules (on notera que le dualisant A(G) 

est un A(G)-module inversible).
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(1.4.5) On dispose par dualité du 6,-module inversible DaT A(G) 

alors le morphisme 

DE & De — 6 S S 

induit par l'accouplement naturel entre A(G) et A(G), est une 

âuaiité parfaite entre Do et Da (loc. cit., lemme 7). 

2. Représentations de poids 1 des groupes théta non déqénérés. 

2.0. On se donne dans ce $ un S-schéma en groupes commutatif K , fini 

localement libre de rang a? sur S , et un groupe théta G au-dessus 

de K , c'est-à-dire ([m21, $ 23) une extension centrale 

T (2.0.1) 1—>6 ,—>G—kK—1 

de K par G . , que nous supposerons non dégénérée, c'est-a-dire que 
,S 

l'accouplement alterné 

(2.0.2) - e:KXK — Gis 

défini par e(m(g),7(g')) = [g,g'] = ggigytg'™? , est une dualité par- 

faite. Notons que G est affine et plat sur S puisque c'est un 

Gj torseur sur K 

2.1. Si M est un Q-module, la restriction à G, , de l'action de &G 
La 

sur M fournit une décomposition naturelle 

(2.1.1) m= @® ni) 
if€Z 

ou mti) est le plus grand sous-module de M sur lequel G, opère par 

le caractère À + >X* . On dit que M est de poids i€Z si m=mti), 

En particulier, l'action de G sur lui-même par translations donne 

une décomposition 

(2.1.2) a(g) = D al*)(g) 
1€Z 

où al (0) est l'ensemble des fonctions f sur G vérifiant 

f(xg) = A7*£(g) pour KEG. et g€G .I1 est alors immédiat qu'un 

G-module M est de poids i si et seulement si le morphisme (1.1.2) 

M—>A(G)OM 

se factorise par Ati (coM .
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2.2. Bien entendu la décomposition (2.1.2) ne dépend que du 6 —torseur 

sur K sous-jacent à G : de façon précise si L est le 6,-module 

inversible associé à ce torseur (de sorte que §G = Isom (6,,L)) et | 6 ,-mod K 

si p:K —>S désigne le morphisme structural, on a 

| | Qj (2.2.1) at) (q) = p,(b 4) 

ce qui montre que aft) (g) est un A(K)-module inversible et un 

6 .-module localement libre de rang a? . 

Il est immédiat que l'action de GXG sur A(G) définie en 1.3 

respecte la décomposition (2.1.2) ; nous noterons 

(2.2.2) gli) 

le (GXG)-module ainsi obtenu, ayant alt) (g) pour module sous-jacent, 

et | | 

(2.2.3) | | EU) (resp. g(i)) , 

(conformément à 1.3) le G-module obtenu en restreignant à {1}xG 

(resp. Gx{1}) l'action de GxG sur gti) : il est clair que EH) 

(resp. gti) est de poids i (resp. -i). a 

Nous nous intéresserons désormais surtout aux G-modules de 

poids 1 ; ils forment une catégorie abélienne, que nous noterons 

REP(G) . 

Considérons d'abord le (GX G)-module (1) : 

est un (GXG)-module irréductible, au sens suivant : 

Et1) rei?) | où I est un 

2.3. Lemme. E!?) 

tout sous-(G xX G)-module de 

idéal de 6, . 

La démonstration est identique à celle de [sel, Th. A.4, reprise 

dans [sz], VII, 5.2.3.1 : si we Ri?) est invariant sous GXG, il est 

en particulier invariant sous la diagonale G°QxQ, d'où l'on déduit 

est de la forme 

que si fEW et Y€GqG., W contient encore la fonction 

ley) = [yet gl gi £(ygy) = [Y7 gl£(g) . 

Comme G est non dégénéré, [y+] = e(7(g),7(7)) parcourt l'en- 

semble des caractères de K lorsque Y parcourt G ; appliquant ceci 

au caractère universel de K (défini après le changement de base 

K —+S), on en déduit facilement que W est un sous-A(K)-module de
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ft) , donc de la forme ge (1) où J est un idéal de A(K), car nit) 

est un A(K)-module inversible. Enfin comme W est invariant sous © 

G x {1} , l'idéal J est invariant par translations donc provient d'un 

idéal de 6e : a 

2.4. Supposons maintenant donné un G-module 

VE REP( 1) (0) 

qui soit localement libre de rang d en tant que ©,-module (on 

rappelle que rg K= d?). 

Le morphisme (1.1.2) (pour M=V) donne naissance à un homomorphisme 

qui, à v@®vY€v@v" , associe la fonction gr» gv,v") sur QG. 

C'est manifestement un GXG-morphisme, lorsque l'on fait opérer Gx{1} 

sur V par l'action donnée de g, et {1} xG sur V' par l'action 

contragrédiente. | | | 

2.4.2. Théorème. 

(i) Le morphisme (2.4.1) est un isomorphisme. 

(ii) V est un G-module irréductible (au sens de 2.3). 

(iii) Si M est un GQ-module de poids 1 quelconque, le 

G-morphisme naturel 

(2.4.2.0) ou: VS Homp(V,M) TV — M 

v@u +— u(v) 

est _un_isomorphisme. 

(iv) Si N est un 6,-module quasi-cohérent, le G-morphisme 

(2.4.2.2) Bay :N — Homa (V,V® ytriv) 

est_un isomorphisme. 
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2.4.3. Corollaire. Les foncteurs 

Mi Home (V,M) : REP (G) —> QCg 

Ni vo® ytriv : QC, — REP! (Gq) 

sont des équivalences de catégories, quasi-inverses l'une de l'autre. 

C'est en effet une reformulation de 2.4.2 (iii) et (iv). 

Démontrons 2.4.2 (i). Grâce à 2.3, nous savons que l'image de 

(2.4.1) est de la forme rE?) , Où ICG est un idéal. Considérons 

le composé 
S 

S 
v (2.4.1) 

v®@ v + AU (eo) 6 

Où € est l'évaluation à l'origine de G.. Ce composé n'est autre que 

la forme canonique vV@vv¥ we» (v,v*) donc est surjectif. Il en résulte 

que I=6, donc que (2.4.1) est surjectif, d'où notre assertion puisque 

V@v et g(1) sont de même rang a . 

Pour établir (ii) considérons un sous-G-module W de V : alors 

W®@V” est un sous-(4x G)-module de v®v" = (1) , donc il existe un 

idéal IC6, tel que wW® v” = I(v@v") = (IV)@v' d'où W=IV, cqfd. 

Notons ensuite que (iv) résulte de (iii) : il est en effet immédiat 

que le diagramme | 

1d, 88 

Idy 2 Le ytriv 

triv, 

est commutatif : si donc « 9 ytriv est un isomorphisme, il en est de 
VON | 

même de Id,,® By , donc de By . 

Pour montrer (iii), considérons le diagramme 

Ià,,& (inclusion naturelle) 
@ ¢ 3 > VO] V Hom (V,M) V Hong (V,M) 

| | Ê 

a h y vav'®M 

Rk aera, 
M (1.1.2) err 
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Je dis que ce diagramme est commutatif. D'abord, si vEVvV, vY Ev" 

et m€M, l'image de v®v"®m par la flèche (2.4.1) ® Id, est la 

fonction gi» 4gv,v’?m sur G à valeurs dans M . On en déduit que 

si v€v et u€Hom(V,M) (et en particulier si u€ Homa (V,M) ) alors 

Y(v®u) est la fonction 

ge u(gv) . 

Partons maintenant de vf&Vv et ue Home (V,M) . Alors 

a (v® u) =u(v) EM , et lorsqu'on applique le morphisme (1.1.2) à cet 

élément de M on trouve la fonction 

g + gu(v) = u(gv) 

puisque u est un G-morphisme, d'où la commutativité annoncée. 

D'autre part, faisons opérer G sur V®Hom, (V,M) par l'action 
| | Sg 

triviale sur V et par (g,u) > gug * sur Hom, (V,M) ; il est alors 
| G . | 

immédiat que Y est un Q-morphisme à valeurs dans Een ; il en 
a 

résulte que a, s'identifie à la flèche induite par Y sur les 
| M 
Grinvariants, puisque Hom, (V, M) = Home. (V, M) % par définition, et qu'on 

a déjà vu (1. 3. 2) que M= (E1@ M) % . ceci achève la démonstration 

puisque Y est un isomorphisme. @ 

2.5. Les résultats de 2.4 amènent à poser le problème de l'existence 

(après un changement de base "raisonnable") d'une représentation locale- 

ment libre de rang d . Commençons par indiquer la méthode "classique" 

pour obtenir de telles représentations : 

2.5.1. Définition. Un sous-groupe de niveau de G est _un sous-schéma en 

groupes HCG, fini localement libre sur S et tel que ane, = {1}. 

Un_ sous-groupe de niveau est dit lagrangien s'il est de rang d sur S. 

Si H est un sous-groupe de niveau de q, la projection 

:G —> K induit un isomorphisme de H sur un sous-groupe H, de K; 

en particulier H est commutatif et H, est isotrope pour la forme 

e:KxXK — 6, , donc le rang d' de i Givise d, et 1' orthogonal 

H, de H, (noyau du morphisme composé K > K — à, ) est fini loca- 

lement libre de rang d 27a". En particulier H est Lagrangien si et 

seulement si H, =H, ; nous dirons dans ce cas que H, est un sous- 

groupe lagrangien de K . On prendra garde qu'un sous-groupe lagrangien 

n'a pas nécessairement de supplémentaire : on peut avoir par exemple
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K = (Z/n?2) xu > et H, 
n 

tration de 2.5.4 ci-dessous que H est lagrangien si et seulement si, 

Da (Z/nZ) Xv . Enfin il résulte de la démons- 

pour tout changement de base S' —»S , le groupe He est maximal 

parmi les sous-groupes de niveau de Gor 

2.5.2. Proposition. Soit HC Q un sous-groupe de niveau de rang d', et 

posons 

x 
V = (git) )# = TELE Ws AUD (HG). 

Alors V est un sous-G-module de p(t) , localement libre de rang a?/a' 

comme S.-module. En particulier si H est lagrangien, V est localement 

libre de rang da. 

En effet, V est le faisceau des morphismes f: G —> 64 vérifiant 

f(hg)=f(g) et f(Ag)=A1f(g) pour h£°H, gEG et AEG . Il s'iden- 

tifie donc à l'image directe sur S d'un certain faisceau inversible 

sur K/H (à savoir le dual du faisceau inversible associé au 

G torseur H\G sur K/H) d'où la proposition puisque K/H est locale- 

ment libre de rang a?/a". a 

Nous voyons donc que l'existence d'un sous-groupe de niveau 

lagrangien implique celle d'une représentation de poids 1, localement 

libre de rang d. Or : 

2.5.3. Proposition. Le foncteur 

N: (Sch/s)° —> (Ens) 

qui, à un S-schéma S', associe l'ensemble des sous-groupes de niveau 

lagrangiens de Gots est représentable par un S-schéma propre et sur- 

jectif sur S. 

Démonstration : on représente d'abord le foncteur N, des sous-groupes 

lagrangiens de K par un fermé de la grassmannienne des quotients de 

rang d de l'algèbre A(K) de K . Sur le schéma obtenu (encore noté N,) 

on a le sous-groupe universel H,CKy 7; le faisceau des relévements de 
1 | A 

H, dans Gy. est alors un torseur (sur N,) sous le groupe fini H,, 
1 

puisque Extl(H,,@ )=0 . Ce torseur est le S-schéma propre cherché, 

la surjectivité résultant du lemme ci-dessous : 

2.5.4. Lemme. Si S = Spec(k) où k est un corps alqébriquement clos, 

le groupe G admet un sous-groupe de niveau lagrangien. 
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En effet, soit H,CK un sous-groupe maximal parmi les sous-groupes 
1 

isotropes, et soit H son orthogonal pour la forme e . Supposons 

H,ÇH, et soit ZC H/H, un sous-groupe de rang premier. Soit HQ 

un sous-groupe de niveau relevant H (il en existe car 
1 

Ext” (H,,€_) = 0) et considérons le groupe théta non dégénéré 

G = m7 (Hy) / 

au-dessus de H, /H, : alors d'après [m2 J, § 23, lemme 1 (ou [sz], VII, 

th. 2.3) l'image réciproque de Z dans G est un groupe commutatif, 

i.e. Z est isotrope dans H, /H -, ce qui contredit le choix de H, . 

On a donc H,=H. donc H, et H sont de rang ad puisque K/H, = À a 
1 1’ 1 1 

La proposition 2.5.2 et le lemme 2.5.4 permettent de retrouver 

(compte tenu de 2.4) le classique 

2.5.5. Théorème. On suppose que S = Spec(k) où k est un corps algé- 

briquement clos. Alors G admet une unique représentation irréductible 

V de poids 1. On a dim,.V=d , et toute représentation de poids 1 de G 

est somme directe de copies de V . @ 

2.5.6. Remarque. Si le corps k n'est plus supposé algébriquement clos, 

il reste évidemment vrai que toute représentation de poids 1 de G est 

de rang multiple de d . 

2.6. Il n'y a aucune raison pour que le schema N de 2.5.3 soit plat 

sur S ; j'ignore même si le morphisme N —>S est un épimorphisme de 

schémas. Revenant au problème initial de 2.5, remarquons d'abord que si 

V est un G-module de poids 1, localement libre de rang d, alors V 

est, en vertu de 2.4.2 (i), localement isomorphe a un facteur direct du 

G-module EU) . Ceci nous conduit à poser, pour tout S-schéma S' : 

(2.6.1) P(S') = {sous-G-modules de (Ei), , localement facteurs 

directs de rang d comme sous-6 -modules} . S! 

11 est immédiat que P est représentable par un fermé d'une 

grassmannienne convenable donc par un S-schéma propre ; de plus le 

morphisme P —»S est surjectif grâce à 2.5.3. 

2.7. Théorème. Le S-schéma P de (2.6.1) est propre et lisse sur S,, 

et_ ses fibres qéométriques sont des espaces projectifs de dimension d-1 

(autrement dit, P est un "S-schéma de Severi-Brauer"). 
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Démonstration : supposons d'abord qu'il existe un G-module V de 

poids 1, localement libre de rang d . On a alors (2.4.2) vav = gi) 

et les sous-G-modules de rang d de pt) sont (d'après 2.4.3) de la 

forme V®@W où WCV’ est inversible. Ceci établit un isomorphisme 

entre P et le schéma P(V") des "droites" de v’ , d'où l'assertion 

sur les fibres géométriques. Pour voir que P est lisse sur S , nous 

pouvons supposer S=Spec A avec À local. Soit S = Spec(A/1) ou I 

est un idéal de carré nul. Posons Go = GX S, , et soit 

PL: — GL(V ) 

une représentation de poids 1, où v..= (A/1)° . 

Posant v= A , il s'agit de montrer que Pp, se reléve en 

p:G —> GL(V) 

(nécessairement de poids 1). 

Soit r un entier ¥1 et considérons la représentation 

pe) :G — GL(V®) 

déduite de Pos et supposons que pe) se relève en 

p':G — GL(W) 

ou W est libre de rang rd avec We Vo . Nous pouvons évidemment 

supposer que W=V" (de façon compatible à la décomposition mo = Ve). 

Pour tout gf&G, p'(g) : v* — VT est représenté par une matrice 

(pt J(g)) (14i , j<r) à coefficients dans End(V). De plus 

p**(g) = p (9) (mod I) et ot J(g) est à coefficients dans I si ifj. 

Pour g et g'€G, la relation p'(gg')=p'(g)p'(g') implique en 

particulier ("produit par blocs") : © 

p**(gg') = = p**(g)p**(gt) = pM g)p *(g') 
i= 

puisque, pour if1 , ott et ort sont a coefficients dans I , et que 

17 =0 . Donc ott; G —> GL(V) est une représentation de Q relevant 

Po: 

Il suffit maintenant de remarquer que vs ns VoeV, D EtD) , donc 

que pla) se prolonge en la représentation naturelle de q sur pit), 

et d'appliquer le calcul ci-dessus avec r=d. &@
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3. Représentations de poids 1 et sous-groupes de niveau. 

3.0. On se donne S et GG comme en 2.0, et L'on fixe de plus un sous- 

groupe de niveau HG ; on note H l'image de H dans K , et 
J 

HOU, son orthogonal ; on pose de plus 

ot on -1 L Gi = 7 (H,) 

G = G'/H = H\G' ; 

il est immédiat que G' est le centralisateur de H dans 4, que 

c'est un sous-groupe invariant de @G, et que G est un groupe thêta 

non dégénéré au-dessus de 

— L 
K = H)/H, 

Si H est lagrangien, on a simplement G=G, sg - 
U 

3.1. Soit M un G-module : le sous-6,.-module Mi des H-invariants 

est de facon naturelle un G-module, qui est de poids i dès que M 

est un G-module de poids 1 . On obtient ainsi un foncteur 

REP! (G) —+ REP? (6) 

M bd M . 

(3.1.1) 

3.2. Théorème. 

(i) Le foncteur (3.1.1) est une équivalence de catégories. 

(ii) Soit M un G-module de poids 1, et soit P un 6.-module 

quasi-cohérent, muni des actions triviales de G et 4G . Alors le mor- 

phisme naturel de 4 -modules 

mia P — > (M® pi 

est un isomorphisme. En particulier le foncteur (3.1.1) commute a tout 

changement de base. 

Démonstration : par descente fidèlement plate appliquée au S-schéma P 

de (2.6.1) (grâce au théorème 2.7) on peut supposer que G admet une 

représentation de poids 1, localement libre de ranq d=, que nous note- 

rons V ; on sait alors (2.4.3) que tout Q-module de poids 1 est de 
37 triv e e - 

la forme V2P pour un unique P quasi-cohérent sur S . 

Commençons par montrer (ii) : d'après ce qui précède il suffit de 

le faire pour M=V ; considérons donc le morphisme
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(3.2.1) vigp —+ (v®P)E ; 

tensorisant par V” (muni des actions triviales de G et G) on obtient 

(3.2.2) vlov ep —+ (v®p) 19 v 

mais comme V' est localement. libre il est clair que (3.2.2) s'identi- 

fie à 

(3.2.3) (va v')H®p — (vov"&P)#. 

Or le théorème 2.4.2 affirme que le G-module V®V (pour les 
(1) 

actions de G envisagées ici) est isomorphe à E, . Nous sommes donc 

ramenés à prouver que | 

(3.2.4) (gi?) Hep — (ED ep) 

est un isomorphisme ; or il est immédiat que les deux membres s'identi- 

fient a 

Hom, (G/H,P) , 
—m,S 

la notation Hom, désignant les morphismes de faisceaux qui sont 
m,S | 

"de poids 1", i.e. compatibles aux actions naturelles de &, S * 
a 

_ Il reste à établir (i). Notons d' le rang de H, et montrons 

d'abord que le Q-module vi est localement libre de rang d/d' comme 

6.-module (on pourra donc lui appliquer 2.4.2 puisque K est de rang 
S 

a*/a'?). Il suffit pour cela de voir que le S,-module 

est localement libre de rang a*/d' ; la démonstration est entiérement 
a 

analogue a celle de la proposition 2.5.2. 

Ceci étant, l'assertion (i) résulte de la considération du diagramme 

de foncteurs suivant : 

P QC, 

v@p repl(c) —S> Repl(G) viep 

M +- > Mi 
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L'assertion (ii), déjà prouvée, montre que ce diagramme est commu- | 

tatif (à isomorphisme près) ; le foncteur (A) est une équivalence grâce 

à 2.4.3, et il en est de même de (B) d'après ce qui vient d'être dit. M 

3.2.5. Remarque. Il résulte du théorème ci-dessus que pour tout 

ME REP! (G), le G-module M est induit par ME lorsque l'on considère 

celui-ci comme un G'-module grâce à l'isomorphisme G = G'/H : en 

effet si M, est un G-module (que l'on peut supposer de poids 1), on 

Homg, (M°,M,) = Hom, (MM) = Home (M, My) = Homa (M,M, ) . 

3.3. Dans le cas où Q admet une représentation V , localement libre 

de rang d, la démonstration de 3.2 donne un quasi-inverse du foncteur 

M ++ M : c'est le foncteur 

(3.3.1) | REP! (G) — REP!(G) 

N — VS Hom, (v4) FEV 

Nous allons l'expliciter un peu plus dans le cas particulier où H 

est un sous-groupe de niveau lagrangien et où 

(cf. 2.5.2). 

Dans ce cas, ona G=6_ S et vi est un S,-module inversible, 
0 

comme on l'a vu dans la démonstration de 3.2 (puisque d'=d , avec les 

notations de loc. cit.). On obtient donc, comme quasi-inverse de 

Mes ME , le foncteur 

(3.3.2) QC, — REP? (G) 

N + v® (vl) ten . 

Il s'agit donc de calculer vi : 

3.3.3. Lemme. vil est canoniquement isomorphe au faisceau D} des 

mesures invariantes sur H (1.4). 

Démonstration : vi est par définition l'ensemble des fFE€A(G) véri- 

fiant, pour h€H, g&G et MEG 2 

(a) £(hg) = £(g) , i.e. £€ Hom(H\G,6,) = A(H\G) 

(b) £(Ag) = A£(g) , ive. FE Hom, (H\G,6.) = ACT) (HG) = v 
m 

(c) £(gh) = £(g)
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Nous allons construire un morphisme 

PrD, — a’? (H\G) = V 

et montrer ensuite qu'il induit un isomorphisme de Dy, sur vi 

Localement sur S , il existe une section 

o : H\K —> H\G 

du G_torseur H\G sur H\K : en effet si S est local, H\K est 

semi-local donc Pic(H\K) est nul. Nous pouvons de plus supposer que 0 

respecte les sections unités de H\K et H\iG , i.e. que 

(3.3.3.1) ole...) = eng ” 

Une fois choisie une telle section, on obtient un isomorphisme de 

A(H\K)-modules 

(1) (3.3.3.2) p A(H\K) — V=A' (H\G) 
0 

en associant à la fonction f sur H\K la fonction PE) sur H\G 

telle que pour AEG, et k€H\K, on ait 

Og (£)(AO(K)) = A£(K) 

puisque tout g€H\G s'écrit de facon unique g = AG(k). 

Bien entendu 9 dépend du choix de o ; mais si l'on change 9 
O 

en ag (où a: H\K — ¢& vérifie «( )=1 à cause de (3.3.3.1)), 
ÊH\K 

on obtient immédiatement la formule 

— 1 
) Pag (E)(AT(K)) = ak) > A£(K) 

d'où (9) (£)-95(£)) (Ag(k)) = A(a(k)77-1)£(k) 
Comme la fonction k > a(k) 1 est dans l'idéal nous Tek ! 

g à l'ideal annulateur de THK ne 

dépend pas de oa . Comme d'autre part H\K est isomorphe à H grâce à 

voyons que la restriction de 9» 

la forme commutateur e de GG, cet annulateur s'identifie à 

Ann, (f) (Tq) = D, (1.4.3). 

En bref nous obtenons grace à 9, un isomorphisme (globalement 

défini sur S) de D, sur un sous-6,,-module de V qui n'est autre que 

l'annulateur, dans le A(H\XK)-module V , de l'icéal DAK , Puisque 

Pg est un isomorphisme de A(H\K)-modules. En particulier ce Sous-8 = 

module est inversible et localement facteur direct, et puisque nous 
H bd , Ld § a 0] 

savons que V est inversible i] suffit, pour achever la démonstration,
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de montrer que 

yo vi Ann, (Ty, 

Soit donc £f£€V , annulée par : nous pouvons considérer f TH\K 
comme une fonction sur Q vérifiant les conditions (a) et (b) énoncées 

au début de la démonstration. Il reste a vérifier la condition (c) ; or 

si g6ç et h€H, ona 

[g,h] £(hg) (condition (b)) f(gh) = f([g,hlha) 

= [g,hlf(g) (condition (a)). 

Mais pour h fixé, la fonction g > [gh] provient d'un carac- 

tère xh de H\K (via la projection G —» H\G — > H\K) ; en particu- 

lier 1? est dans I donc £ = ye puisque £ annule I i.e. 
H\K H\K ’ 

f(gh) = [a,hlf(a) = £(g) 

ce qui établit la condition (c) et achève la démonstration. @ 

Nous pouvons résumer comme suit les résultats de 3.3 : 

3.4. Théorème. Soit H un sous-groupe de niveau lagrangien de G : 

alors pour tout M€ REP! (G), on a un isomorphisme canonique 

M = all) (H\G) D, OM" 

de G-modules, l'action de G sur al?) (Hg) étant déduite des trans- 

lations a droite sur H\G, et l'action sur Dy et ui étant triviale. 

3.5. Compléments. Lorsque H n'est plus supposé lagrangien, on peut 

montrer que le foncteur (3.1.1) admet pour quasi-inverse le foncteur 

(3.5.1) REP? (G) — REP? (G) 

| -1 
N we Homa (H\G,N) 8 D, ’ 

ici on fait opérer G sur H\G par translations à gauche, de sorte que 

Home (H\G,N) a bien un sens ; ce dernier est alors muni de l'action de 

G déduite des translations à droite sur H\G de sorte que le second 

membre de (:3:1) est bien un Q-module de poids 1 (avec action tri- 

). viale de G sur D, 

Pour voir que (3.5.1) est un quasi-inverse de (3.1.1) il suffit, 

puisque (3.1.1) est une équivalence, de construire, pour tout 

ME REP+(G), un isomorphisme canonique
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(3.5.2) Cy : MPD, + Homg(H\G, M”) 

Introduisons d'abord une notation commode. Si G est un S-schéma 

en groupes commutatif fini localement libre et P un 6 .-module quasi- 

cohérent, l'accouplement naturel 

A(G)® A(Ë) — 64 

induit par tensorisation un morphisme 

P&A(G)®A(G) —+P 

ou encore un morphisme 

(3.5.3) Hom(G,P)@A(G) —>pP. 

Conformément à l'usage de [R3], nous pouvons considérer les sections 
a 

de A(G) comme des mesures sur G ; dans ces conditions, l'homomorphisme 

(3.5.3) sera note 

(3.5.4) £2 —» \ AC (£ € Hom(c,P):u€ A(G)). 
G 

Nous pouvons alors définir le morphisme Ç, annoncé : si m£M 

et si WED, est une mesure invariante sur H , on considère la fonction 

P:G—M 

J + Y(g) = \ (hgm)u, 
H 

il est alors immédiat que 9 est H-invariante à gauche et que 

O(g) € mit pour tout g£éG, donc 9¢ Hom(H\G, M), et il est non moins 

clair que 9: H\G — M est un G-morphisme, qui est par définition 

Cuytma h). Nous n'infligerons pas au lecteur les calculs sinistres mon- 

trant que ¢ est un isomorphisme, et nous n'utiliserons pas ce résultat 
M 

dans la suite.
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CHAPITRE VI 

L'image directe 

Sommaire. 

O. Introduction. 

1. G(L) et la descente. 

2. Faisceaux amples : cas où la base est un trait. 

3. Généralisation à une base normale quelconque. 

4. Application : un théorème de négativité de l'image directe. 

5. Caractéristique 2 : la variante de Mori. 

O. Introduction. 

Etant donnés un schéma S , supposé normal irréductible pour simpli- 

fier, un S-schéma en groupes semi-stable A LE, 6 qui est générique- 

ment un schéma abélien, et un faisceau inversible cubiste L sur A, 

ample relativement à S , on s'intéresse dans ce chapitre aux propriétés 

de l'image directe f,L . 

L'action du groupe G(L) (construit au chapitre IV) sur £,L 

s'avère un outil aussi efficace que dans la théorie classique [M3] : 

c'est ainsi que l'on obtient sans difficultés les énoncés habituels sur 

la descente par isogénie de L et de ses sections ($1). 

Pour une étude plus fine on est conduit (comme aux chapitres II et 

IV) à traiter d'abord le cas où S est un trait ($2) : dans ce cas f,L 

est automatiquement libre de rang fini, et est, lorsque K(L) est fini 

sur S , un G(L)-module irréductible au sens du chapitre V. On en 

déduit un résultat qui sera essentiel dans toute la suite, le théorème 

1! 1 à . CL A : 92 2.4 “d'invariance par gonflement" lorsque L est symétrique et K(L® ) 

fini sur S. 

Lorsque dimS}2 on ne dispose de résultats intéressants ($3) que 

lorsque L est symétrique ; on procéde en quelque sorte en sens inverse 

du §2, en étendant d'abord (3.4) le théorème 2.4 déjà cité, puis en 

montrant que, sous les mémes hypothéses, f,L est localement libre 

(3.5 ; l'énoncé est même plus précis) et que sa formation commute à tout 

Changement de base "raisonnable" (3.5.3). La démonstration, un peu déli- 

cate, occupe la majeure partie du $3 ; elle fait un usage essentiel des
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résultats du chapitre V, et s'inspire en partie (notamment le lemme 

3.6.5) de résultats de Mumford. 

Enfin le "théorème de négativité" du $4 donne un avant-goût des 

techniques des chapitres suivants, reposant sur l'idée d'évaluer les 

sections aux points d'ordre fini. 

1. G(L) et la descente. 

1.0. Dans tout ce $ on se donne : 

- un schéma localement noethérien S 

- deux S-schémas en groupes A LE, et B s , lisses, commu- 

tatifs, séparés et de type fini sur S 

- un morphisme surjectif (donc plat, grâce à EGA IV, 11.3.10) 

X:A—-—B de S-schémas en groupes ; on note H = Ker À . 

On fait de plus sur A et B l'hypothèse suivante : 

(1.0.1) il existe un sous-schéma ouvert UCS , schématiquement dense 

dans S , tel que les schémas induits A, et By, soient des 

U-schémas abéliens. 

On se donne par ailleurs sur G —Éorseur cubiste L sur A. 

Au-dessus de l'ouvert U , on dispose alors du sous-groupe fermé 

Ky = KL) € Ay 

et de l'extension centrale q, = G(Ly,) de K, par En, u , laquelle 

"opère" naturellement sur le torseur L, 7 ces données sont équivalentes 

à celle d'une trivialisation naturelle de la biextension 8, (L,;) res— 

treinte à K xXA, (I, §3 et 4). | 

Dans ces conditions on suppose de plus donnés : 

- un sous-schéma en groupes fermé K de A, prolongeant Ky 

| - une trivialisation de la biextension 8, (Deca ' prolongeant la 

trivialisation naturelle de 8, (L,) sur Ky X Ay > ou encore, en 

d'autres termes, une extension centrale 

1_— G ——> G ——> K —» 0 
m,S 

prolongeant Gry , et munie de plus d'une action sur L prolongeant 

l'action de Gy sur L 

s'identifiant alors naturellement à la restriction a K du torseur L 

y Le G -torseur sur K sous-jacent à G
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1.1. Remarque. Les données K et &G ci-dessus existent en particulier 

dans chacun des cas suivants : 

1) U=S , i.e. À est un S-schéma abélien (!) 

2) S est réquliier de dimension 1 (IV, $3) 

3) S est normal aux points de S-U, A est semi-stable sur S , 

et le faisceau L, sur le schéma abelien A, est non dégénéré (IV, 

2.4) : dans ce cas on peut même supposer K plat et quasi-fini sur S . 

1.2. Proposition (descente de torseurs cubistes). Sous les conditions de 

1.0, il y a équivalence entre : 

(i) la catégorie des couples (M,~) où M est un G —torseur 
* Prd . . , e 

cubiste sur B et @:\A M—L un isomorphisme cubiste 

(ii) comme (i), en supprimant deux fois “cubiste" 

(iii) la catégorie (discrète) des morphismes 8:H — çG qd 

S-schémas en groupes, rendant commutatif le diagramme 

H=Ker À 
B 

Gm KOA 

<
—
 

En particulier, pour que L se descende à B , il faut et il 

suffit gue H soit un sous-groupe de K , et que l'extension centrale 

induite sur H par G soit triviale. 

Demonstration : comme les trois catégories en question sont des 

groupoides rigides, les équivalences se réduisent simplement à des 

bijections entre classes d'isomorphisme d'objets. 

Montrons d'abord l'équivalence entre (i) et (ii). Si M est un 

G torseur sur B et a: ML un isomorphisme, il s'agit de 

trouver sur M une structure cubiste descendant celle de L . Or on a 

déjà sur M une rigidification déduite de celle de L , grâce a l'iso- 

morphisme ® . On en déduit, au-dessus de U (puisque B, est un 

schéma abélien) une unique structure cubiste sur My compatible cette 

U 

a 

rigidification, donc aussi à la structure cubiste de L,. Soit T la 

section de §,(L) sur A> définissant la structure cubiste de L : Sa 

restriction Ty à U est compatible avec la donnée de descente sur 

S,(L), (relativement à ÀXX\XA : A° — B°) déduite de (S,(M),8,(«)), 

puisque nous venons de voir que Ty provient d'une structure cubiste 

sur M, . Comme AS est schématiquement dense dans A? , T est elle- 

même compatible à la donnée de descente en question, d'où par descente
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fidèlement plate une trivialisation de 9, (M) sur B° , qui est auto- 

matiquement une structure cubiste. 

(i) —— (iii) : partons de (M,®%) comme dans (i). On en déduit sur 

L une donnée de descente relativement à À , c'est-à-dire une action de 

H sur le S-schéma sous-jacent a L , compatible à l'action par trans- 

lations sur A. Le S-schéma L est d'autre part muni d'une section € 

déduite de la rigidification. On en déduit un S-morphisme § ("orbite 

de €"), rendant commutatif le diagramme 

71 
Au-dessus de U , il est bien connu ({m2], § 23 ou [szl, exp. VII) 

que H,CK, et que 8: Hy — Gy) Ix, = G(L,,) est un morphisme de 

L 

groupes. Mais comme H est plat sur S, hy est schématiquement dense 

dans H donc HCK (car HK est un fermé de H contenant H,,) et 

B se factorise donc en H — Geli, , qui est encore un morphisme de 

groupes par densité. 

Enfin, si l'on se donne B:H——>6G comme dans (iii), l'action de 

G sur L donne par restriction une action de H sur L , c'est-à-dire 

une donnée de descente relativement à À . 

1.3. Corollaire. On suppose de plus que H est fini sur S . Alors les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) il existe S' —>S fini et plat tel que le G -torseur L Ss! 

sur A S ! S Ss! 

(ii) HOCK , et H est isotrope pour la forme commutateur 

=AX.S' se descende à B 

eM : KxK — 6, déduite de l'extension centrale G (en d'autres termes 

L'extension de H par G, induite par G est commutative). 

De plus, si ces conditions sont vérifiées, on peut dans (i) prendre 

pour S' un torseur sous le dual de Cartier H de H 

Il est en effet immédiat que (i) implique (ii). Inversement, puisque 

Ext (H,G 
fpp£ 

(i)), une extension commutative devient triviale après changement de base 

i. @ 

m s) = O (voir par exemple [sz], VII, démonstration de 2.3 
? 

par un torseur sous Hom(H,G_ s) = 
‘
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1.4. Nous allons maintenant étudier les propriétés de l'image directe 

(1.4.1) 8 = £,L 

du faisceau inversible associé au G -torseur L (encore noté L par 

abus d'écriture). 

1.4.2. Lemme. 6 est un ©.-module coherent. 

Démonstration (Raynaud) : d'abord 6 est quasi-cohérent d'après EGA I, 

6.7.1. D'autre part la question est locale sur S donc on peut supposer 

S noethérien. Soit j:Uc—»S l'inclusion naturelle ; d'autre part 

pour tout n}1, soit À, > À le n-ième voisinage infinitésimal de 

la section unité en? S— A. 

Considérons alors le diagramme commutatif de 6,-modules 

EL Ss jou 
| | 09) 

(a') . f(b), ) Eux Pula? . 

La fléche (a) est injective puisque L est localement libre et À, 

schématiquement dense dans A . D'autre part, la famille des (AL uni 

est schématiquement dense dans À (EGA IV, 11.10) puisque A, est 

lisse à fibres connexes sur U , donc la flèche naturelle 

(Ey) ely —> LE) 4oln _) 
n n,U 

est injective. Comme (f..),L.. est cohérent sur U (Ay est propre L) 
U'* U 

et que U est noethérien, il existe ny1 tel que 

soit injectif ; il en résulte que, pour n assez grand, (b') est injectif 

donc (b')o(a) est injectif et il en est de même de (b), d'où le lemme 

car, À, étant fini sur Ss, £x (La ) est cohérent. & 
n 

1.4.3. Soit S' un S-schéma. Pour tout y€G(S'), l'action de G sur 

L donne un isomorphisme 

. _ ‘ 

(1.4.3.1) Y : La: — > Tole: 

de faisceaux inversibles su: Agi 1 Y désignant l'image de Y par le 

morphisme G —»K <> A. Passant à l'image directe par
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For t Ag + S', on obtient un isomorphisme composé 

x : Ty (1.4.3.2) fo: Logs > ET ) —— forbes 

d'où une action à gauche du groupe G(S') sur le 6.,-module quasi- 

cohérent Far ls! : De plus l'action du sous-groupe 6 ,(5')€6G(s") n'est 

autre que l'action naturelle par homothéties. 

En d'autres termes nous avons défini une action du faisceau QG 

(sur Seppe? sur le faisceau W(L) défini par 

(1.4.3.3) S' —> W(L)(S') = TS", Er Lot) = H (Are) 

1.4.4. Soit maintenant 

Ge 

un sous-schéma en groupes de qG, plat sur S . Prenons '=¢' dans 

les considérations précédentes : on a un élément canonique de 

G(s') = Hom, (G',) défini par l'inclusion G' —>QG, d'où un automor- 

phisme 

(1.4.4.1) p € Aut 
6 -Moa(£e' tg!) : 

G 
Comme la formation de l'image directe commute au changement de base 

plat G' -—~>S, on a 

f., La: = Sa, 
G*Q G 

d'où un automorphisme du Gq, -module Bas (qui est cohérent, grace a 

1.4.2 ci-dessus), c'est-à-dire un morphisme de S-foncteurs 

(1.4.4.2) | G' — GL(8) 

qui est évidemment un morphisme de groupes. Nous obtenons ainsi une 

action de G' sur le $,-module 6 , c'est-à-dire, de façon précise, 

sur le foncteur V($) défini par 

(1.4.4.3) v(é)(s') = T(S',é.,) S' 

Bien entendu le morphisme naturel 

V(6) ——> W(L) 

est compatible aux actions de G' sur les deux membres : d'autre part, 

pour étudier l'action de G' sur V(é), on peut (comme au chap. V) se
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restreindre au "petit site fppf" de S . 

Exemple. Replaçons-nous dans la situation de la Prop. 1.2. Soient M un 

faisceau inversible sur B, a:\°M > L un isomorphisme et soit 

B:H—>ç le relèvement correspondant. Comme H est plat sur S, 

nous pouvons prendre pour G' le sous-groupe H , image de 8 ; nous 

obtenons ainsi une action de H sur &æ . Si s est une section de ¢ 

sur S (ou sur un ouvert de S , ou même sur un S-schéma plat quel- 

conque), une traduction fastidieuse débouche sur les équivalences : 

see sé H°(A,L) est compatible à la donnée de descente (rela- 

tivement à À) définie par Ps provient d'une section de M sur B. 

En résumé : 

1.4.5. Provosition (descente de sections). Dans les conditions de 1.0, 
x 

soient M un GL-module inversible, 4: À M => L un _isomorphisme, et 

8: H ——> G le relèvement correspondant (1.2). Alors le morphisme naturel 

g,M-— £,L=6 

H A . 
fe) de 6 formé des invariants sous identifie g,M au sous-module 

l'action de H déduite de 3 . HE 

Une autre application importante de 1.4 s'obtient lorsqu'on suppose 

que K (et donc 4) est plat sur S . On obtient alors une représentation 

de poids 1 (V, $2) de l'extension centrale 4 dans le 6,-module cohé- 

rent 6 . Si l'on suppose de plus que K est fini sur S , le lemme 

suivant va nous permettre d'appliquer les résultats du chapitre V : 

1.4.6. Lemme. On suppose que K est fini et plat sur S et que A est 

semi-stable. Alors GQ est un groupe théta non dégénéré (V, 2.0). 

En effet, l'hypothèse sur K entraîne déjà que L,, est un faisceau 

inversible non dégénéré sur le schéma abélien A, + Par ailleurs, la 

forme commutateur de G induit un morphisme de S-schémas finis loca- 

lement libres : 

Il faut montrer que Y est un isomorphisme ; cela se voit sur les 

fibres et nous pouvons donc remplacer S par un S-schéma S' tel que 

le morphisme S' —>5S soit surjectif ; prenant pour S' le normalisé 

de S ped , nous sommes ainsi ramenes au cas où S est normal, et notre 

assertion résulte donc de IV, 2.4. &
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1.4.7. Proposition. On suppose K fini et plat sur S de rang a? , et 

A semi-stable. On se place dans la situation de 1.4.5 et L'on suppose 

que HCK est fini localement libre de rang d (donc est lagrangien 

(V, 2.5.1) pour la forme eb sur K). Alors on a un isomorphisme cano- 

nique de G,-modules 

~ (1) -1 £,L —> g,M9 A‘ (H\G)® 0, 

H désigne le ©.-module inversible des mesures invariantes sur 

H (Vv, 1.4) et al?) (Hq) la représentation standard de poids 1 de &G 

ou D 

associée à H, définie en V, 2.5.2. (Bien entendu, H est ici identifié 

à un sous-groupe de @ grâce au relèvement 8 de 1.4.5). 

Compte tenu du lemme précédent et de 1.4.5, cela résulte en effet 

de V, 3.4 appliqué à la représentation f,L de q. &@ 

1.4.7.1. Remarque. La proposition ci-dessus ne présente un intérêt que 

lorsque f,L#O0 , ce qui, puisque L, est non dégénéré, signifie que 

Ly est ample sur Ay relativement a U : on sait de plus, dans ce cas, 

que Fly (resp. I #Mr5) est localement libre de rang d (resp. 1) sur U. 

1.4.8. Corollaire. Sous les hypothèses de 1.4.7, on suppose de plus que 

Ly est ample sur À relativement à U, et que f,L est localement 

libre sur S (il est alors nécessairement de rang d, et g,M est un 

6,-module inversible). Notons K' le S-schéma en groupes K/H , con- 

sidéré comme sous-groupe de B=A/H, et M,, la restriction à K' du 

faisceau inversible M . Alors on a un isomorphisme naturel de 6 -modules 
S 

inversibles 

d Bde. oi ATE,L = (gyM) OA ESS (Ne, gM) 

où Net /s designe la norme. De plus le G,-module inversible Nt gM: 

est d'ordre fini dans Pic(S) : de facon précise, si m est un entier 

annulant H , sa classe dans Pic(S) est annulée par 2m, et même par 

m Si m est impair. 

Démonstration : la proposition précédente donne, en prenant les déter- 

minants 

(1.4.8.1) det £,L = (g,M) "SD 8 det a‘) (yg) 

Rappelons que le torseur G sur K s'identifie à la restriction à 
O o » a O e + a 

K du Gy corseur L associe a L. Or le torseur M associe a M 

O 
s'identifie au quotient de L~ par l'action de H déduite de l'inclusion 

B:H——+ 6. En particulier Me s'identifie canoniquement à H\G, en
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tant que G_torseur sur K'. 

a(t) Il en résulte que (H\G) (faisceau des S-morphismes ae H\G 

dans Coos compatibles a l'action de G .) s'identifie à gy (Me) , donc : 

(1) (1.4.8.2) det À °° (H\G) = det(g gMei) ~ det(g,8,,)8N., SVT 

d'où en reportant dans (1.4.8.1) 

Bd, 2-4 
(1.4.8.3) det f,L = (g,M) ®D, ®det(g,0,,)2 (N, gig) 

Comme H est un sous-groupe lagrangien de K pour la forme commu- 

tateur de G, on a par ailleurs un isomorphisme canonique 

K'=K/H + H 

donc 

S-dag = 1. 8 A Di det g,6,, = det(D,, 2 £,0g) 

où f:H —s désigne le morphisme structural. Enfin on sait (V, 1.4.4) 

que f 8s, ~ (£,0,,) SD d'ou finalement H La 

p®-d ® de Se H det 9,62: det £,6,, 

qui donne la formule cherchée, en reportant dans (1.4.8.3). 

e # Q e A Q O 

Enfin, pour établir la dernière assertion, remarquons que Mes est 

un torseur cubiste sur le groupe K', lequel est annulé par m puisqu'il 

s'identifie à H. On peut donc lui appliquer (I, 5.7), ce qui achève la 

démonstration puisque : Pic(K') ——» Pic(S) est un morphisme de Nk /s 
groupes. @ 

1.4.8.4. Remarque. L'adjectif "naturel" de 1.4.8 signifie que l'isomor- 

phisme en question est fonctoriel pour les isomorphismes de faisceaux 

inversibles cubistes, et possède de plus la propriété suivante : soit 

t:S' ——»S un morphisme de schémas (avec S' localement noethérien) 

tel que atu) soit schématiquement dense dans S' (si l'ouvert 

UCS de (1.0.1) est choisi maximal), et tel que la formation de l'image 

directe £,L commute au changement de base 7 ; alors l'isomorphisme de 

1.4.8 est compatible au changement de base 7 . 

2. Faisceaux amples : cas où la base est un trait. 

2.0. Soit <A un anneau de valuation discrète, de corps des fractions F 

et de corps résiduel k . On note S = Spec À , {7} = Spec F , 

{s} = Spec k
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Soit A —, s un S-schéma en groupes semi-stable dont la fibre 

générique A, est une variété abélienne sur F , et soit L un faisceau 

inversible cubiste sur A . On suppose de plus que L, est ample sur 

A, . On dispose alors du sous-groupe fermé K(L)CA, plat et quasi-fini 

sur S (IV, 3.4) et du schéma en groupes G(L) (IV, 3.3.3), extension 

centrale de K(L) par G_. , non dégénérée dès que K(L) est fini 

sur S (IV, 2.4). 
Zs) 

2.1. Proposition. L est ample sur A. 

Démonstration : lorsque la fibre fermée À, de A est connexe, cela 

résulte de [R1], théorème VIII.2. Dans le cas général soit m un entier 

annulant le groupe 9% = A /AS des composantes connexes de A . La mul- 

tiplication par m induit un morphisme surjectif 

[mi : A — A° . 

: 2 
Le groupe K(Le™ ) = [m? 1+ ¢K(L)) contient le noyau 5A de la 

m 2 

multiplication par m2 . Il en résulte que Le sous-groupe (ACK(L™ ) 
®m 

est isotrope pour la forme commutateur e : il suffit en effet de le 

vérifier sur la fibre générique, or si x et y& oA, 1 Ona 
m 

2 2 
pm um 

e (mx,my) =e (mx, y) = 1 

avec mx et my € A, , et il suffit de remarquer que la multiplication 

par m induit un epimorphisme aan — an . 

Quitte à faire un changement de base fini S' —~>S , on peut donc 
2 | 

supposer que LT provient d'un faisceau inversible M sur A° , via 

le morphisme [ml (nous ne sommes pas tout à fait dans les conditions 

de 1.3 puisque mi est seulement quasi-fini ; cependant notre assertion 

est vraie sur la fibre générique, d'ou un M, sur A, , d'où un M sur 
2 

A° 

té du prolongement cubiste). La proposition en résulte car M est ample 

+ oO * m a 0 s 

puisque AG est connexe, et l'on a [m] M = L a cause de l'unici- 

sur A? (cas connexe) donc L" est ample puisque [ml est quasi-fini.s 

n] 
2.2. Proposition. Pour tout n yl , notons al 

on 

le plus petit sous- 

groupe ouvert de A contenant K(L  ). Alors, pour tout n}2 , la 
Le 9n ; in. , 

restriction de L°™ a A~"- . est engendrée par ses sections qlobales 

sur alni
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Rappelons d'abord le “théorème du carré", résultant de l'existence 

d'une structure cubiste sur L : le morphisme de S-foncteurs 

A ——? Pic: /s 

xX >» classe de (TL) 9 LT 

est un morphisme de groupes. 

En particulier, si Yire..ry, SAS) vérifient Yit...#y = 0, 

alors 

(2.2.1) T* L®...® T° L= Lo 
Yi Yn 

Démontrons alors la proposition (on s'inspire du cas classique qes sché- 

mas abéliens). Il est clair qu'il existe une section g€eH°(at"",L1) qui 

n'est pas identiquement nulle sur la fibre spéciale A : il suffit de 

partir d'une section non nulle o, € (A, Ly) et de la multiplier par 

un élément de F de valuation égale à 

- inf Valon) 

ou C parcourt l'ensemble des composantes de A 

[n] 
O 

soit x un point de C (que l'on peut supposer rationnel sur k car 

En) 
Soit alors C une composante de A sur laquelle o0 #70, et 

la proposition est "invariante par changement de base plat"). Il existe 

alors (quitte encore A changer de base) n points er de Ao (x) 

vérifiant Y,+---+y, = O et o(xty, ) #0, i=1,...,n .,On peut même 

prolonger ces points en des sections Yireeery, € A (S) vérifiant 

Y,t---tY, =O, et on a donc 

* © * ®...®(T” x CUT, o)®(T, a) (Ty g)l(x) #0 
1 2 n 

ce qui donne, d'après (2.2.1) une section de pen sur alnl , non nulle 

au point x. 

Donc pen est sans point base sur la composante C . Mais comme A 

groupe G(L?n) opère transitivement sur Ann (par définition de A) 

et opère sur HO AL Len) de manière compatible aux translations, pen 

est aussi sans point base sur ain . a 

2.3. Définition. On dit que L est totalement symétrique si, localement 
* 

pour la topologie fppf sur S , L est de la forme MS (-1] (M), pour un 

faisceau inversible cubiste M sur A. 

(On rappelle que S est un trait ; pour un cas plus général voir 
3.2 ci-dessous). 
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2.3.1. Remarques. Il revient au même de dire qu'il existe S' ——S 
| Là 

S| soit de la forme M [-1], (M) sur Ac: - 
S! 

Il suffit même (au moins si S est excellent) que S' soit le spectre 

d'une extension finie de F puisqu'alors, quitte à étendre encore le 

fini surjectif tel que L 

corps de base, M se prolonge au-dessus du normalisé de S dans S'. 

Autre définition équivalente : il existe S' — > S quasi-fini et 

dominant tel que L soit isomorphe à mo? , avec M cubiste symétri- S' 

que sur Agi: 

On vérifie aussi que tout ceci équivaut a la condition que L, soit 

totalement symétrique sur AL au sens de [m3], $2. 

Enfin, il résulte de 2.2 que si L est totalement symétrique, sa 

[11 “engendre" par K(L) (notation de 2.2) restriction a l'ouvert A 

est engendrée par ses sections globales : on peut en effet supposer 

(après changement de base) que L est le carré d'un M ample sur AÀ., 

et on applique 2.2 à M. 

Le théorème suivant est dû à Mumford (non publié) lorsque f,L est 

de rang 1 et que 2 est inversible sur S : 

2.4. Théorème. Sous les hypothèses de 2.0, on suppose L symétrique et 
K(L22 

) fini sur S . Alors, avec les notations de 2.2 : 

[2] (i) H°(A,L) = H°(at<-,L1) 

(ii) H°(A,182) = H°(al2) 182, . 

2.4.1. Corollaire. On suppose L. totalement symétrique et K(L) fini 

sur S§ . Alors H°(A,L) = HO (A Tay) (notation de 2.2). 

En effet, grace a un changement de base plat on peut supposer que 

L = M? avec M symétrique ; le corollaire résulte alors de 2.4 (ii) 

appliqué à M. 

2.4.2. Lemme. Si L est symétrique il existe o€H°(A,L), non identi- 

quement nulle sur A, , telle que le diviseur div(o) sur A soit 

symetrique (i.e. invariant par C-11,). 

+ 

En effet soit ®9:L => [-1l 2 l'unique isomorphisme induisant 

l'identité sur la section unité. Cet isomorphisme induit une involution 
. + + 

7 de H°(A,L) par la formule Tic) = 9 ({-1],9). Il existe donc 

EH (AL) non nulle te..le que T(0;) = io : 11 suffit dès lors de 

multiplier co, par un élément convenable de F” pour obtenir un élément 

go de H°(A,L), qui vérifie (0) = +o . @ 
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2.4.3. Prouvons maintenant le théorème. Notons d le rang de f,L 

alors K(L) (resp. K(L27) ) est fini et plat de rang a? (resp. aq 

sur S , et Q(L) (resp. g(t?) ) est un groupe théta non dégénéré au- 

2: 
} 

dessus de K(L) (resp. K(L°*)). Considérons d'abord l'inclusion naturelle 

[21,82 (2.4.3.1) HO(A,L°“) => H°(A 

Les deux membres sont des A-modules libres de rang 294 , munis 

tous deux d'une action de poids 1 de G(L>?), et donc irréductibles pour 

ces actions (V, 2.4.2). L'image de (2.4.3.1) est donc de la forme 

1.4 (al2) 182) ou I est un idéal de À . Pour établir (ii) il suffit 

donc de montrer que le morphisme déduit de (2.4.3.1) par tensorisation 

par k est non nul, i.e. qu'il existe une section 5 € H°(A, 122) dont 
à [2] 

la restriction a AS n'est pas identiquement nulle. 

Or soit 0, €H(A,L) comme dans le lemme 2.4.2 et soit x SAS 

tel que 9, (x) # O . Comme div(c,) est symétrique on a aussi 

og, (-x,) Z O . Si x€A(S) est une section de A passant par Xs il 

suffit de prendre 

| ‘ , 
go =T,(o,)8T_.(o.) 

qui est bien une section de TLS T. L 124 , et qui est non nulle a 

l'origine de A, par construction. Ceci démontre (ii). 

(21 5), 
nous pouvons considérer oO comme une section méromorphe de L sur A. 

522 

Enfin, (i) est une conséquence facile de (ii) : si o€H°(A 

L'assertion (ii) montre que n'a pas de pôles sur A, donc 9 

n'a pas de pôles sur A, cqfd. @ 

On peut même préciser les choses de la manière suivante : 

2.5. Proposition. On suppose L symétrique (resp. totalement symétrique) 

et K(L 2) (resp. RD) fini sur S . Soit X un sous-schéma non vide 

{resp. a‘ L°?) 

(resp. K(L)) (par exemple, on peut prendre X = K(L9?) resp. K(L)). 

Alors le morphisme de restriction 

), fini et plat sur S et invariant par K( 

(2.5.1) HO(A,L) —> H°(X,L) y) 

est scindé, i.e. fait de H°(A,L) un facteur direct de H(X,L)y). 

(En d'autres termes : ‘:oute section de L qui s'annule sur la 

fibre fermée xX, = XN AL da xX , s'annule sur A).
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Démontrons d'abord le cas totalement symétrique. Grâce à 2.4.1 on 

peut remplacer A par alti 

riant et H°(A,L) est un Q(L)-module irréductible donc il suffit de 

Le morphisme (2.5.1) est G(L)- équiva- 

voir que le morphisme déduit de (2.5.1) par tensorisation par k est 

non nul pour conclure qu'il est injectif. Mais ce dernier point est 

évident puisque L est engendré par ses sections sur alld (2.3.1). 

Le cas symétrique en résulte immédiatement : si @ est une section de 

L sur A, nulle sur XNA, , alors 2 est une section de L°? 

nulle sur xX À, , donc nulle sur A) d'après le cas précédent. Donc 

o est nulle sur A . 

2.5.1. Remarque. Dans le cas des schémas abéliens, on a plus généralement 

(sans hypothèse de symétrie) : 

Proposition. Soient A t, s un schéma abélien sur un schéma S quel- 

conque, L un faisceau inversible sur A , ample (resp. ample et engen- 

dré par ses sections) relativement à S , m un entier ¥2 . Soit X un 

sous-schema de A, fini, plat et surjectif sur S et invariant sous 

K(L2™) (resp. K(L)). Alors le morphisme de restriction 

£,L —> £,(L),) 

est injectif et localement scindé. 

On laisse au lecteur la démonstration, analogue a celle de 2.5. 

2.6. Nous allons maintenant reformuler 2.4 en termes de valuations, en 

supposant A complet. Soit v: FX —»T = F*/A* la valuation de F 

définie par A ; soient F une clôture algébrique de F , v¥:F* — {© 

un prolongement de v (le groupe [ est alors isomorphe à QQ), A 

l'anneau de v , S = Spec À . On dispose alors du modèle de Néron 

A—>S de Az sur S , que l'on peut définir comme suit : soient 

Filier a 
LEI soit A, = AN F, , et soit A, le modèle de Néron de A 

A, 5 si F; CF. , on a une immersion ouverte 

les extensions finies de F contenues dans F ; pour tout 

sur 
F. 

i 

A. X S. — A. 
1 S, J J 

qui permet de poser
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c'est un S-schéma en groupes, réunion croissante de sous-groupes 

ouverts lisses de présentation finie sur S ; sa fibre générique s'iden- 

tifie à Ag + et l'homomorphisme naturel 

est un isomorphisme puisque A(S) = lim A,(S,) = lim A(F,). 
1 1 

Pour tout i€I , considérons le faisceau inversible cubiste Le 
i 

2] . 2F, = X e pro- sur AR 1l existe alors Ps PB; telle que YF OF, By Ps se p 

longe en un unique faisceau inversible cubiste Lis sur A; x S; , 
i 

d'où par changement de base un faisceau cubiste L, sur l'ouvert 

A, x S de A. Pour i variable, les L, sont évidemment compatibles 
1 

entre eux et l'on obtient donc un faisceau inversible cubiste L sur A, 

prolongeant Ls > on définit de méme un sous-groupe fermé 

K(L) CA 

qui prolonge K(Le) et dont l'algébre est un A-module libre $K(E) | 
de rang fini : en effet il existe i et j tels que K(L; 5) soit fini 

sur S, et il suffit alors de poser K(L) = K(L, ;) &, S . 

“tal 
On peut ainsi définir le sous- Tr PS ouvert A , pour tout nl, 

comme dans 2.2. Remarquons que al est un S-schéma de présentation 

finie puisque K(L) est contenu dans l'un des ouverts À, g S . Soit 

S le point fermé de S , et soit ® le groupe des composantes connexes 

de Az . Comme le corps résiduel x(s) est algébriquement clos, on peut 

considérer © comme un groupe abélien ordinaire (qui est d'ailleurs un 

groupe de torsion). Pour tout x € & , notons (pour plus de clarté) om 

la composante de A correspondante. L'anneau local dans A du point 

générique de C, est un anneau de valuation, le groupe de la valuation 

en question s'identifiant canoniquement à IT ; on notera vy. la valua- 

tion correspondante (à valeurs dans [) sur le corps des fonctions de 

A . De même, si g est une section méromorphe de L , on peut parler de 

la valuation v,(9) de © le long de la composante C, : 

Alors le théorème de Mumford (2.4) prend la forme suivante : 

2.6.1. Théorème. Soit c£H(As,Le), considérée comme une section méro- 

morphe de L sur À. Alors la fonction 

x + vi (0)



de © dans TI est minorée et atteint son minimum. 

De plus, si L est symétrique (resp. totalement symétrique), ce 

minimum est atteint en un x£ correspondant à une composante de 

<L2]) ali], 
S 

(resp. Az 

Démonstration : commençons par le cas symétrique. Notant 

al2] _ al?) x0 

il s'agit de montrer que, pour tout x€@, ona 

(2.6.1.1) v,. (0) y inf _ v. (co) . 

En multipliant J par un élément convenable de F* , on se ramène 

au cas où le second membre de (2.6.1.1) est nul : on a donc 

of H og l2] 5 

et le théorème 2.4 implique donc que © est régulière le long de la 

composante x : il suffit en effet de l'appliquer Spe june extension 

finie F, convenable de F , i.e. telle que x, gl2 et g soient 

définis sur À; . On a donc bien v.,. (9) YO, comme annoncé. 

Le cas totalement symétrique se démontre de même. Le cas général se 

déduit du cas symétrique : il suffit de remarquer qu'il existe a€A(S) 

tel que T(E) soit symétrique, et comme on sait (III, 1.1.9.1) que 

tT. (D) admet une structure cubiste (non canonique), le cas symétrique 

s'applique. & 

3. Généralisation à une base normale quelconque. 

3.0. Dans tout ce $ on se donne un schéma localement noethérien S$ , un 

S-schéma en groupes semi-stable A 1,6 , un ouvert dense UCS tel 

que A, soit un U-schéma abélien, et un faisceau inversible cubiste 

L sur A. On fait de plus les hypothèses suivantes : 

(3.0.1) Ly est ample sur Ày (relativement à f yi Ay — > U) 

(3.0.2) pour tout point x S- U , l'anneau local 8 est normal. 
S,X 

L'hypothèse (3.0.2) implique que U est schématiquement dense dans 

S puisque 6, , est intég:re si XYU . De plus (3.0.1) et (3.0.2) 

impliquent, grâce à IV, 2.4. l'existence d'un sous-groupe fermé 
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K(L) CA, 

plat et quasi-fini sur S et prolongeant K(L,,), ainsi que celle d'une 

extension centrale 

1 — 6,8 — Wb) — KL) —0, 

non dégénérée dès que K(L) est fini sur S , et opérant sur L 

Enfin nous supposerons dans ce qui suit que 

(3.0.3) L est symétrique. 

Nous pouvons alors généraliser 2.1 : 

3.1. Proposition. Sous les hypothèses de 3.0, L est ample sur A 

(relativement à S). 

La question est locale sur S , et comme Ly est déjà ample sur: 

U , on peut supposer S normal grâce à (3.0.2). Lorsque A est à fibres 

connexes, la proposition résulte de [r1], XI 1.13 et de l'unicité du pro- 

longement de L. à A. Dans le cas général il existe (localement sur 
U 

S) un entier m1 tel que la multiplication par m se factorise en 

[ml : A — À° —— A . 

D'après le cas connexe, Lino est ample sur A° ; comme [rm] est 
* 

quasi-fini, [m] (Ly) yo) est ample sur A, mais ce dernier faisceau est 
2 

isomorphe à pom puisque L est symétrique (1,5.5). @ 

3.1.1. Remarque. J'ignore si la proposition 3.1 reste vraie sans hypo- 

thèse de symétrie sur L. 

3.2. Définition. Nous dirons que L est totalement symétrique si L 
U 

est totalement symétrique sur le schema abélien Ay , 1.8. s'il existe 

U' ——> U fidèlement plat tel que L soit de la forme U' 

+ 

M, @[-1] (M,,1) pour un faisceau inversible (cubiste) M sur A: 

(que l'on peut d'ailleurs supposer symétrique). 

3.2.1. Remarques. 

a) Si L est totalement symétrique le morphisme U' —>U de 3.2 peut 

être choisi fini et plat : en effet on peut prendre pour U' le sous- 

schéma de Pic, /u qui paramétre les M symétriques vérifiant M°*=L: 

ce sous-schéma est un torseur sous le groupe des points d'ordre 2 de
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Pic donc est fini et plat. 
<A /U ‘ 

b) Lorsque S est un trait, la notion introduite ici coincide avec celle 

de 2.3, en vertu des remarques 2.3.1. 

c) Si L est totalement symétrique il est facile de voir (au moins si 

S est noethérien excellent) qu'il existe 7:S' —»>S fini surjectif 

tel que Le: soit le carré d'un M symétrique sur Ag, = en effet, 

supposant S intègre, il existe une extension finie Fy du corps des 

fonctions F de S telle que L,, soit le carré d'un M: symétrique 
1 

sur la variété abélienne Az. + Remplagant ensuite Fi par une extension 
1 

finie F' convenable, on applique à M: le théorème de prolongement 

II,3.5 sur le normalisé S' de S dans F' : l'unicité du prolongement 

cubiste assure que le faisceau cubiste symétrique M 

vérifie M?2 

s' prolongeant ME 

3.3. Comme dans 2.2, notons Alnl 

A contenant K(1È9) = [nl (K(L)), et 

le plus petit sous-groupe ouvert de 

“lal : aln! —>S 

le morphisme structural. Le théoréme 2.4 se généralise alors sans diffi- 

culté, ainsi que son corollaire 2.4.1 : 

3.4. Théorème. (i) On suppose que K( 122) est fini sur S . Alors le 

morphisme naturel 

(3.4.1) £,L — se [2]? 
A 

est un isomorphisme. 

(ii) On suppose K(L) fini sur S et L totalement 

symétrique. Alors le morphisme naturel 

[1] (3.4.2) SL —r fi Oy) 

est un isomorphisme. 

Le théorème est une conséquence de 2.4 et de la propriété fondamen- 

tale suivante de l'image di:ecte : 

3.4.3. Lemme. Soit VCS un ouvert schématiquement dense (resn. un gros 

ouvert (II,3.1)) de S , et soit jy: VS l'inclusion. Alors le mor- 
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phisme naturel 

| , + 
£,L — j,) £,L 

est injectif (resp. bijectif). 

Cela résulte immédiatement du fait que, À étant lisse sur S, 
1 

( l'ouvert f °(V) est schématiquement dense dans A (resp. est un gros 

ouvert de A) et du fait que L est localement libre sur A. S&S 

En particulier, lorsque V est un gros ouvert, f,L est déterminé 

par sa restriction à V . Or, le théorème 3.4 est vrai au-dessus de 

l'ouvert U de "bonne réduction" (puisque al2J = alt = An): ainsi 

qu'au-dessus des points de S-U qui sont de codimension 1 dans S (car 

on peut alors appliquer 2.4 ou 2.4.1). Vu l'hypothèse (3.0.2), le mor- 

phisme naturel (3.4.1) est donc, dans le cas (i), un isomorphisme au- 

dessus d'un gros ouvert de S , donc est un isomorphisme ; la démonstra- 

tion de (ii)est la méme. @ 

3.4.4. Remarques. 

1) Le théorème 3.4 utilise seulement l'hypothèse que K(L2?) (dans le 

cas (i)) ou K(L) (dans le cas (ii)) est fini au-dessus des points de 

codimension 1 de S. 

2) Bien entendu l'analogue de 2.4 (ii) est vrai aussi puisque c'est un 

Cas particulier de 3.4 (ii). 

Nous allons maintenant nous attaquer a la généralisation, plus déli- 

cate, de 2.5 ; de même que 2.4 elle a été démontrée par Mumford (non 

publié) sous des hypothéses plus restrictives : 

2) 3.5. Théorème. On suppose K( fini sur S (resp. K(L) fini et L 

totalement symétrique). Posons X = K(L 2) (resp. K(L)). Alors le mor- 

phisme de restriction | 

(3.5.1) £ L — £,(L)y) 

est localement scindé, i.e. f,L est localement facteur direct dans 

£,(L),). En particulier £,L est localement libre (car £,(Ly),) l'est). 

3.5.2. Remarque. Il revient au même de dire que pour tout x£S , le 

morphisme 

(EL) Doux) — £,(L) ,) D u(x)
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induit par (3.5.1) est injectif : en d'autres termes, si une section de 

L au-dessus d'un voisinage de x est identiquement nulle sur XX, x(x), 

elle est identiquement nulle sur toute la fibre AX, XX), et elle appar- 

tient même à m (f,L) 
=X x 

3.5.3. Corollaire (changement de base). On se place sous les hypotheses 

( respées ou non) de 3.5. Soit T:S' —— S un morphisme de schémas tel 

que l'ouvert m1 (U) soit schématiquement dense dans S'. Soient A', 

f', L' les objets induits sur S' par A, £, L . Alors 1l'homomorphisme 

naturel 

(3.5.3.1) TEL — f!L' 

est un isomorphisme. 

Démontrons le corollaire. Posons X' = XX, S'CA'. Comme X est fini et 

plat sur S , le morphisme naturel 

TEL) —> EL) 

est un isomorphisme. On a donc un diagramme commutatif 

où la flèche (c) est localement scindée d'après 3.5. À fortiori, (a) est 

localement scindée ; la question étant locale sur S' on peut donc 

supposer que 

(3.5.3.2) f'L' = 7"£,LOT . 
* 

Comme A, est un U-schéma abélien et que J est ample, (3.5.3.1) 

est un isomorphisme au-dessus de l'ouvert U'=7 (U) de S', donc 

Ty: 

est dans le noyau du morphisme naturel 

=O . En d'autres termes, si j':U' —>5s' désigne l'inclusion, T 

£,L' > sn ee oe : 

or ce dernier est injectif d'après l'hypothèse sur 7 et le lemme 3.4.3 

(qui n'utilise pas d'hypothése de normalité sur la base), d'où T=0, 

cqfd. &
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3.6. Démonstration de 3.5 : réductions diverses. 

3.6.1. L'assertion de 3.5 étant de nature locale sur S , nous pouvons 

supposer que S est affine et même, grâce à EGA IV, 8.8.2, que S est 

le spectre d'une Z-algébre de type fini (donc un schema excellent). 

Nous dirons pour abréger que (A,L,X) vérifie la condition (C) 

en un point x de S si le morphisme (3.5.1) est scindé au-dessus de 

Spec Bo x . Notons 

wcs 

l'ouvert formé des points x tels que (A,L,X) vérifie (C) en x. 

D'aprés 2.5 et la remarque 2.5.1, W contient U et les points de S-U 

qui sont de codimension 1 dans S (car ces derniers, d'aprés 3.0.2, 

sont des points réguliers de S). Se plaçant en un point maximal de 

S-W , on peut donc supposer que S est local normal de dimension Ÿ 2 , 

de point fermé s , et que W contient S-{s}. Enfin on peut toujours 

remplacer S par un S-schéma fidèlement plat, et nous supposerons 

donc désormais que 

[ S = Spec R , où R est un anneau local complet normal à corps 

(3.6.2) résiduel k séparablement clos, et (A,L,X) vérifie (C) au- 

dessus de l'ouvert v = S-{s}, où s désigne le point fermé 

| de S . 

3.6.3. Lemme (descente). Soit F' une extension finie du corps des 

fractions de R, et soit S' = Spec R' le normalisé de S dans F', 

de sorte que R' est encore local normal complet et que le morphisme 

tT:S' —»S est fini local surjectif. Notons A', £', L', X' les 

objets déduits de À , £f , L , X par le changement de base 7 . Si 

(A',L',X') vérifie (C) (3.6.1) au point fermé s' de S', alors 

(A,L,X) vérifie (C) au point s (donc sur S), et de plus 
. + ~ 

1 £,L — £,L'. 

Démonstration : posons 6 = £, (Ly), 6' =9°8 = EXD"). Comme R est 

local, 6 est libre : soit (e,,...,e,) une base de 6 . 

Désignons par V,SS l'ouvert au-dessus duquel 7 est plat : 

comme S est normal, S' intègre et 7 surjectif, l'ouvert V, con- 
1 

tient tous les points de codimension (i.e. de profondeur) 1 de Ss. 

Posons vi = Tv), et désignons par 3, : V. H—»> S et 33: Vio Ss 

les inclusions canoniques. Notons que Thys 5 Vi + V, est fidèlement 
1 

plat, et que le morphisme
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TEL — £1L' 

est un isomorphisme au-dessus de V, . D'autre part f,L est localement 

libre sur V notons d son rang. 1? 

Par hypothèse le morphisme 

(3.6.3.1) | fil — 6! 

est scindé sur S', i.e. fiL' est (localement) libre, nécessairement de 

rang da, sur S', et (3.6.3.1) induit un morphisme injectif de 

x(s')-vectoriels : 

(3.6.3.2) £'L'@x(s') —r6'®Su(s') . 

fa] Il existe donc d éléments de la base (e,) de 6 , par exemple 

Cpreeer@a es tels que si & désigne le quotient de 6 par le sous- 

module engendré par les e; pour j?4, l'homomorphisme composé 

(3.6.3.3)  f'L'@x(s') (:6.3.21 gigy(s') —+ F8x(s') 

soit un isomorphisme. Comme S' est local, cela implique que le composé 

(3.6.3-1) à, rs (3.6.3.4) £f'L' 

est encore un isomorphisme. C'est en particulier un isomorphisme au- 

dessus de l'ouvert Vi ; il en résulte par descente fidélement plate que 

lL'homomorphisme composé 

ut: f,L —>¢d —3 

est un isomorphisme au-dessus de Vi . Mais on sait (3.4.3) que 

. 2% 
f,L = 31,31f4L 

et on a évidemment 3% = 5,3 puisque ¢& est libre ; donc si u est 

un isomorphisme au-dessus de V, , c'est un isomorphisme. a 

3.6.4. Lemme. Pour que (A,L,X) vérifie (C) au point s , il faut et 

11 suffit que le morphisme naturel | 

(3.6.4.1) (f,L)9k —»>é9k 

où l'on a posé é = (DL) soit non nul (on rappelle que k désigne le 

corps résiduel de s€s). 
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La condition est évidemment nécessaire puisque f,L#O . 

Réciproquement, considérons le morphisme naturel (3.5.1) 

f,L — 8 

Le groupe G(L) opère sur f,L et sur @ avec poids 1 (car X 

est invariant sous K(L)) et le morphisme (3.5.1) est manifestement un 

G(L)-morphisme. Désignant par a? le rang de K(L), on sait que f,L 

est localement libre de rang d sur un gros ouvert Vi de S . 

D'autre part (3.6.4.1) est un morphisme de représentations de poids 1 

de G(L) x, Spec k , donc s'il n'est pas nul il est de rang ya par 

V,2.5.6. 

Il existe donc un quotient & de 6 , libre de rang d=, tel que 

(£,L)9k — 6@k — > F9k 

soit surjectif, donc par Nakayama le composé 

f,L — 6 ——> & 

est surjectif ; c'est donc un isomorphisme au-dessus de V, puisque 

f,L et & sont alors localement libres de même rang, et l'on conclut 

comme dans la démonstration de 3.6.3. @ 

Nous allons maintenant ramener la démonstration du théorème 3.5 à 

celle du lemme suivant : 

3.6.5. Lemme. S étant comme en 3.6.2, on suppose que K(1®4) est fini 

4, sur S . Alors il existe une section gqlobale 5 € H°(a,12 non nulle a 

l'origine e, de la fibre fermée A, de A 
fe) 

3.6.6. Montrons comment ce lemme implique 3.5. 

1) Plaçons-nous d'abord dans le cas où (S étant toujours comme en 

3.6.2) le faisceau L de 3.5 est seulement supposé symétrique et où 

X = K(L®2) est fini sur S : il s'agit de montrer que (A,L,X) vérifie 

la condition (C) de 3.6.1. Grâce au lemme de descente 3.6.3, nous pouvons 

remplacer S par son normalisé dans une extension finie du corps des 

fractions de S', donc supposer qu'il existe (grâce à IV, 8.2 et II,3.5) 

- un S-schéma en groupes A' contenant A comme sous-groupe ouvert 

avec la même fibre générique 

- un faisceau inversible cubiste L' sur A' prolongeant L 

24 
tels que Y = K(L' ) soit fini sur S
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Il est clair que si (A',L',X) vérifie (C) il en est de même de 

(A,L,X) car H°(A,L) = H°(A',L') d'après 3.4 (i) : nous pouvons donc 

remplacer. A par A’, i.e. supposer que Y= K(L®4) est fini sur S . 

Notons A 2 (resp. A 4 ) le plus petit sous-groupe ouvert de À con- 

tenant X (resp. Y) et considérons le morphisme A ,at4l _, al2! de 

multiplication par 2 ; nous avons un diagramme commutatif 

À , AL4] _, Al21 

J | 
À, 2 Y —r X 

x71 (x), et comme Y est fini, Ay est fidélement plat, Ona Y 

1.e. ona X Y/H où l'on a posé 

H = Ker À = 5A . 

4] 
Par définition de al21 et al " , À est donc aussi surjectif, 

donc on a une suite exacte 

[al] A_ [21 
O0 —> H — À ——+ À —+ 0 . 

Comme L est symétrique on a 

\'L = 194 __(1,5.5) . 

Considérons le diagramme commutatif de R-modules 

M = n° (al 4) ,24, #9 (x, 79) = 1 

(3.6.6.1) A | el 

H(al2l 1) > H°(X,L |) 

Le groupe G = g(194) opère sur M et \ , et le morphisme u 

ci-dessus est compatible à ces actions. L'isomorphisme \'L = LOT qaéri- 

nit d'après 1.2 un relèvement de H = Ker À dans G, permettant 

d'identifier H à un “sous-groupe de niveau" de QG au sens de V,2.5.1. 

Par descente des sections, le diagramme (3.6.6.1) s'identifie alors au 

. diagramme 

| M — +r 
(3.6.6.2) 1 | 

MA wu, y,
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Enfin on sait (3.4) que H°(A,L) = a°(al2l 1, = M , de sorte qu'il 

suffit de prouver (compte tenu de 3.6.4) que l'homomorphisme 

vier : MISk —+ ior 

est non nul. Or il s'identifie, d'après V,3.2 (ii) a 

(uk: Mek — HO K) A 

et d'après l'équivalence de catégories V,3.2 (i) (appliquée à G®k), 

ce dernier est non nul dès que 

uSk : MOk —>LOBk 

est non nul, ce qui résulte immédiatement du lemme 3.6.5. 

2) Supposons maintenant que L est totalement symétrique et que 

X = K(L) est fini sur S . Utilisant le lemme de descente 3.6.3 et la 

remarque 3.2.1, nous sommes ramenés au cas où L est le carré d'un 

faisceau ample symétrique L, sur A. Comme X = K(L) = K(LS?) est 

fini, (A,L,,X) vérifie (C) d'après ce qui précède et il existe donc 

une section o€H(A,L,), non identiquement nulle sur X®%k ; il en est 

donc de méme de 022 € HO(A,L) et l'on conclut grace à 3.6.4. 

3.7. Démonstration du lemme 3.6.5. 

3.7.1. Supposons donc que S = Spec R comme en 3.6.2, et que L est 

symétrique sur A avec Y= k(1®4) fini sur S 

Comme L est ample sur A (3.1), il existe un entier myl et 

une section globale 

(3.7.1.1) 0, €H%(a,L™) 

telle que o,(e, ) # O . Choisissons m premier à la caractéristique de 
. O 94 

k , et premier au rang de K(L ). On a alors 

K(Lo™) = [ml *(K(L)) = K(L) x (LA) 
poem et de même K( ) = K(L?2) x (_A) 

et le groupe A est étale sur S . Considérons la filtration 

. fn 
O c: (A) (es (A) C À
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définie en IV,$1. Comme la décomposition K(L®) = mo * K(L) est évidem- 

ment orthogonale pour la forme el sur K(Le™), le théorème d'ortho- 

gonalité IV,2.4 (iv) implique que (A) est l'orthogonal de CA)" 
@m 

dans ,A, et que e induit une dualité parfaite sur le quotient 

(A)? = (A) *77( a)” . Ce dernier est fini étale sur S donc s'identi- 

fie à un groupe fini ordinaire, et il existe donc un sous-groupe constant 

Hc (_a)*? tel que H/( A)" soit lagrangien (V,2.5.1) dans (a)? 

Autrement dit, H est égal à son orthogonal dans mn et l'orthogonal 

de H dans K(LO™) est simplement HXK(L). 

Notons qu'il suffit de démontrer 3.6.5 “après changement de base 

fini surjectif" m:S' —»>S : si (3.6.5) est vrai sur S', alors L'®4 

vérifie (C), donc, par le lemme de descente, on a n*e 184 = fiz 104 

donc l'existence d'une section de L'®4 non nulle à l'origine implique 
@4 

l'existence d'une telle section pour L . 

En particulier nous pouvons supposer qu'il existe un "gonflement" 

ACA, de A, tel que m1 soit fini sur S , et un faisceau inversible 

L, sur A, prolongeant L . Nous choisirons A 1 de telle sorte que 
1 

mA, =A 

de sorte que, vu nos hypothéses, on a un morphisme fini de multiplication 

par m: 

[ml : A 1 AA © À à 

toutefois la section 0. de (3.7.1.1) ne se prolonge pas nécessairement 

en une section de LIT sur À, . 

Posons alors B= A/H , B, = A,/H , de sorte que l'on a un diagramme 
1 

O0 HA +B — 0 

oto iN 
1,8 1) 

où la ligne supérieure est exacte et où gq = [m] , de sorte que ee 1P1 
est surjectif ; son noyau n'est autre que P, (Ay? qui est fini, donc 

qi identifie A au quotient de By par un sous-groupe fini étale. 

3.7.2. Le sous-groupe HCA étant isotrope, il se relève, puisque S 

est strictement hensélien, dans g(t") (et aussi dans quo), qui 

contient g(a") ). Si l'on fixe un tel relèvement, les autres s'en |
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déduisent en le multipliant par un caractère de H . Chaque caractère 

X : H — G&G donne ainsi naissance, par descente, a un faisceau inver- 

sible M(x) sur B (resp. M,(X) sur B,), et l'on a 

H°(B,M(x)) = HO(A,LO™)% , 

sous-module de H° (A, LO) sur lequel HCG(L) opère par le caractère x. 

Comme k est séparablement clos et que H est un groupe fini ordinaire, 

d'ordre premier à la caractéristique de k, on a 

HO (A, L2n) _ @ H°(A, LE) , 

X€H 

L'existence de o, € H°(a,L™) non nulle a l'origine implique celle 

d'une telle section dans l'un des sous-espaces propres H° (A, Lo) X , donc 
. . , m | 

d'un faisceau inversible M sur B , descendant L set d'une section 

O (3.7.2.1) C,<H (B,M) , 72 (ep ) #O. 

Notons que M se prolonge en un faisceau inversible M sur _B 

pom) 
1 1 

descendant Li", puisque le relèvement H— G( correspondant à M 

est aussi un relèvement dans q(Le™) . D'autre part l'orthogonal de H 
2 © . 8 «< 

dans K(Le™) (resp. K(Le2") ) est HXK(L) (resp. HXK(L 25) donc p 

induit des isomorphismes 

K(L) = K(M) 

K(L22) = r(M2) 

de sorte que K(M2) CB est fini sur S . Cependant M n'est pas 

nécessairement symétrique ; mais si nous posons 

+ 

N = M @[-1] M, , N=N 1 1l, 

>, * ®2m 
alors Ny est totalement symetrique et PN, oa L, . Posons alors 

. _ ; L * O . 

(3.7.2.2) 0, = 0,9[-1]) 0, €H°(B,N) : 

alors cles ) # O et, comme K(N) = K(M2) est fini et N totalement 

symétrique on conclut par 3.4 (ii) que 7, se prolonge en une section 

de Ny sur B, , encore notée OC; : 

3.7.3. Le faisceau inversib..e NT sur BL verifie
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de sorte que NT et qf (19?) sont totalement symétriques et ont même 

image réciproque dans A, . En conséquence ils sont isomorphes : 11 

suffit en effet de le vérifier au-dessus d'un point générique géométrique 
@—2 

(Lo “), n de S 3; si l'on pose E= NT 2q; alors E= appartient au 
u 

t 

noyau de pt PL at donc est d'ordre fini : il est d'autre part le 

carré d'un faisceau inversible symétrique (i.e. d'ordre 2) donc est 

trivial. 

, ‘ @ 
Il en résulte que le noyau de 4, : B, _—— À se releve dans GUN" 

(car wm provient de A) ; comme ce noyau est un S-groupe fini cons- 

tant, d'ordre premier a car(k), on peut répéter l'argument de 3.7.2 et 

déduire, de l'existence de C, (3.7.2.2), un faisceau inversible P 

* 

sur A, tel que q;P = em (et donc [ml” P = San" Se [m] L 82) et une 

section 

O | 
4° H-(A,P) 

* 

telle que ae, ) Z O . Enfin le faisceau pP®[-1] P est totalement 

# Q ~ Q # LJ . | 4 a Q 

symétrique, et a même image réciproque par [ml que L (à savoir 

4m" , à * 24 | 
L, ), donc, comme précédemment, p®[-1] P= L . La section 

+ + 

OS = a,8 [-1] Ty H°(A,P®[-1] Pp) = H°(a,L>*) 

répond donc à la question. Ceci achève la démonstration de 3.6.5 et 

celle de 3.5. Æ 

Grâce au théorème 3.5, nous pouvons maintenant étendre partiellement 

la proposition 2.2 : 

[n] 

groupe ouvert de A contenant K(L2") , Alors : 

3.8. Proposition. Pour tout n 1 notons A le plus petit sous- 

(i) Si K(L?? est fini sur S , alors pour tout ny1l, la res- ) 
aa @2n 4 2n , ; ; 

triction de L a A est engendrée par ses sections (relativement 
[an] 

a S) sur A 

(ii) Si L est totalement symétrique (et K(L) fini sur. S , comme 

toujours), alors pour tout nŸ}l la restriction de pen aA n est 
, . n 

engendree par ses sections sur al 

Démonstration : nous pouvons supposer S local. 

[2n] (i) Nous savons grâce à 3.5 qu'il existe une section de sur À- 
RE de A2] 

qui n'est pas identiquement nulle sur la fibre fermée 

(puisque K(L L°2) (es aAL2n ). La démonstration est alors la méme que celle
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de 2.2, conséquence formelle du théorème du carré et de l'action de 

g (124) sur pon . 

(ii) Nous pouvons supposer S excellent (par exemple essentiellement 

de type fini sur #Æ#) ; il suffit de plus (grâce à 3.5.3) de démontrer 

(ii) après un changement de base fini surjectif, et nous sommes ramenés 

grace à 3.2.1 c) au cas où L est le carré d'un faisceau inversible 

symétrique : on applique alors (i) à ce dernier. @ 

3.8.1. Remarque. Sous les hypothèses de (ii) ci-dessus par exemple, 

j'ignore (même lorsque S est un trait} in pour ny2 , la restriction 
n 

de pon à al® est tres ample sur A relativement a S . 

4. Application : un théorème de néqativité de l'image directe. 

4.0. On se donne S , À , L comme en 3.0 et on suppose pour simplifier 

S connexe noethérien ; on suppose de plus, comme dans le théorème 3.5, 

que X= Kk(L®2) est fini sur S (resp. que X=K(L) est fini et L 

totalement symétrique) ; on note g la dimension relative de À sur 

S , 4 le rang de f,L (on rappelle que f,L est localement libre 

(3.5)), de sorte que X est fini et plat sur S de rang 4Ia? (resp. 

a?). Enfin on suppose dans ce $ que 

(4.0.1) X est étale sur S . 

Comme X est isomorphe à son dual de Cartier, ceci équivaut à 

supposer que X est d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles 

de S ; comme d'autre part d est pair si L est totalement symétrique, 

nous voyons que (4.0.1) équivaut dans tous les cas à 

(4.0.2) 24 est inversible sur S . 

4.1. Théorème. 

(i) Il existe un revêtement fini étale 7:S' ——~S tel que 
* v . » . 

t (£,L) soit engendre par ses sections globales sur S'. 

(ii) Il existe un entier ny1 tel que le faisceau inversible 
d &— ; , ; 

(A “£,L) "soit engendré par ses sections globales sur S$. 

4.2. Montrons (i). Vu nos hypothèses, on peut, quitte à remplacer S 

par un revêtement étale convenable, supposer que le schéma en groupes xX 

est constant sur S . Notons r son rang : on sait (d'après I,5.7) que 
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Ox, 
S' —+5S fini étale tel que L 

est trivial, et comme 2r est inversible sur S , il existe 

x! soit trivial, avec X'=7"x . Rempla- 

Gant alors S par S', on a un isomorphisme 

r £,(L) y) ~ 6. 

d'où grâce à 3.5 un morphisme injectif localement scindé 

r 
£,L — 6 

d'où notre assertion (compte tenu du fait que la formation de f,L 

commute aux changements de base considérés, lesquels sont d'ailleurs 

plats). 

4.3. Posons M = (Ate L) 1 : il résulte de (i) que TM est engendré 

par ses sections sur S', et même par r sections globales (avec 

r=rg X) d'après 4.2 ci-dessus, donc définit un morphisme 

p : S' — pr SP 

tel que "6, (1) ~ TM. 

Pour établir (ii) il suffit (puisque S est quasi-compact) de 

trouver, pour chaque point y€S , un entier n Y1 et une section 

s € H°(s,Mo") telle que s(y) #0 . Or si Xyr---r XL sont les points de 

S' au-dessus de y , l'ensemble (p(x,),...,0(x )} CP est fini donc il 

existe myl et h€ H°(P,6,(m)) tels que h((x, )) #O (i=1,...,k), 

d'où une section s' = #9"h€ H°(s', 7 *¥e™) telle que s' (x, ) #O 

(i=1,...,k). La section | 

s = Ng. 55") € H°(sg, Mem deg(T)), (EGA II,6.5) 

répond donc a la question. @ 

5. Caractéristique 2 : la variante de Mori. 

5.0. L'inconvénient majeur du théorème 4.1 est qu'il suppose que 2 est 

inversible sur S , même lorsque K(L) est étale. On va montrer ici 

comment contourner dans certains cas ce genre de difficultés, en 

exploitant une idée de S. Mori. 

Soit 6 une racine cubique non triviale de l'unité dans € , et 

considérons l'anneau ac) = axl /(14x+x?). Si T désigne un topos, la 

donnée d'un 2(¢]-Module de T équivaut à celles d'un Groupe commutatif 
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A de T et d'un homomorphisme d'anneaux 

ai¢] —+ End A 

ou encore d'un automorphisme 

du Groupe commutatif A , vérifiant a, +61, +(ç12 =O. 

Soient A un z{ 6 |-Moaule de T , G un Groupe commutatif de T , 

et L un G-torseur cubiste sur (le Z-Module sous-jacent à) A. 

Nous dirons que L est (C-invariant si les torseurs cubistes L et 
* Q 

[¢] 1 sont isomorphes. 

5.1. Proposition. Soient A un ZCl-Module du topos T, G un Groupe 

commutatif de T, L un G-torseur cubiste G-invariant sur A. 

Alors : 

(i) le G-torseur cubiste ps est symétrique, i.e. 

[aus nu L?° 

(ii) il existe une décomposition fonctorielle en L : 

L = L$@r* 

a S a . ° . Ss > 

ou L et L sont deux G-torseurs cubistes (C-invariants, L etant 

symétrique et L? étant muni d'une structure d'extension commutative de 

A par G, telle que l'extension (L2)%3 soit triviale. 

7” *_— 
Pour démontrer (i), posons M = L®(-1l1 1 son rappelle (I,5.7.1) 

que M admet une structure naturelle d'extension de A par G. Ona 

alors 

(5.1.1) ME 3 = MY Ce], «0 ® (77 50 , 

isomorphisme d'extensions déduit d'un isomorphisme cubiste 

L + [clit 

Mais grace à la structure d'extension de M, le second membre de 

(5.1.1) n'est autre que (ra, + (61, + [67],) "(m0 donc est trivial, cqfd. 

On en déduit (ii) en écrivant 

L = 2°39 (19 (-1]*(L))7? 9 (L789 [-1]*(L)) . 0 
4 

NS 

LS L°
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5.2. Soient S un schéma localement noethérien, A +s un S-schéma 

en 2[¢]-Modules semi-stable (i.e. tel que le schéma en groupes sous- 

jacent soit semi-stable). La décomposition 5.1 (ii) pour un G —torseur 

cubiste G-invariant sur A permet d'appliquer les techniques du 

chapitre II, $3. Ainsi : 

5.2.1. Théorème. Soit U un ouvert schématiquement dense de S (ou 

bien le spectre du corps des fonctions de S , si S est intègre). On 

suppose que S est normal aux points de S-U , et que les fibres de A 

aux points de S-U sont connexes. Alors tout G riorseur cubiste 

G-invariant sur Ay se prolonge en un (unique) G —torseur cubiste 

(nécessairement G-invariant) sur A. 

C'est en effet une conséquence immédiate de II, 3.3. De méme : 

5.2.2. Théorème. Sous les hypothèses de 5.2, on suppose de plus que S 

est normal intègre de point générique 71 , et que A, est une variété 

abélienne. Soit n un entier annulant les groupes de composantes con- 

nexes des fibres de A, et supposons que : 

+ # rd s 4 

a) les points géométriques d'ordre 8n* (ou seulement n 1 n 

est impair) de A, sont rationnels sur K( 7) 

b) il en est de même des points géométriques d'ordre 9n . 

Alors tout G torseur cubiste G-invariant sur A, se vrolonde 

à A. 

Démonstration : si L, est G-invariant sur A, , considérons la 

décomposition 

a S 
= & L L, La 

qT 

de 5.1 (ii). L'hypothése a) permet de prolonger Le en vertu de II,3.5, 

et l'on vérifie que Le se prolonge grâce à l'hypothèse b), en procé- 

dant comme dans la démonstration de II,3.5 (il faut remarquer qu'en 
a 

1 
sion 1 sont additives et annulées par 3). @ 

raison des propriétés de Lo , les obstructions aux points de codimen- 

5.3. Sous les hypothèses de 5.2, soit UCS un ouvert dense tel que 

Ay soit un U-schéma abélien, et supposons que S soit normal aux 

points de S-U . Donnons-nous de plus un faisceau inversible cubiste 

C-invariant L sur A, tel que L, soit ample sur A, relativement 
U U 

à U . Cette condition implique, d'ailleurs, que L est ample sur A 

relativement a S : en effet L?3 est symétrique et on peut donc lui 

appliquer 3.1.
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Nous sommes donc dans des conditions entièrement analogues à celles 

de 3.0, la symétrie étant ici remplacée par la C-invariance. 

Nous allons maintenant étendre à cette situation les principaux 

résultats du $3 ; les démonstrations, analogues à celles de loc. cit., 

seront simplement esquissées. 

5,4. Définition. Sous les hypothèses de 5.3, nous dirons que L est 

totalement G-invariant s'il existe U' —> U fidèlement plat tel que 

° e a & a 4 Q a 

L soit i1somorphe a Mo: où M: est cubiste G-invariant sur A 
Ur’ U' 

5.4.1. Remarques. 

a) le faisceau M: de 5.4 peut être supposé symétrique (en vertu 

de 5.1 (ii)) ; en particulier si L est totalement ¢-invariant il est 

symétrique ; 

b) il n'est pas suffisant, pour que L soit totalement C-invariant, 

d'exiger que Ly soit localement de la forme M® ae: [671 "mM ; toute- 

fois cette condition est suffisante si [ol"m est algébriquement équi- 

valent à M et si 3 est inversible sur S (exercice : utiliser le 

fait que (S-id) opérant sur le dual AS de A, est une isogénie) ; 

c) la remarque a) montre que le morphisme U' —»U_ de 5.4 peut 

être supposé fini et plat : 

ad) si L est totalement G-invariantet si S est noethérien 

excellent, il existe T:S' —»>S fini surjectif tel que Lo: ™ Moi 

symétrique et G-invariant sur Ac: (cf. 3.2.1 c)). avec Ms : 

5.4.2. Exemple. Soient S un schéma localement noethérien, À un 

S-schéma en groupes semi-stable, UCS un ouvert dense tel que A soit 

un U-schéma abélien et que S soit normal aux points de S-U . On 

suppose de plus que 3 est inversible sur S . Considérons le S-schéma 

en groupes semi-stable 

A, = A8, #6] ; 

c'est de façon naturelle un 2{¢l-module : la base (1,6) de 2{¢] 
. 2 

permet d'identifier A, à A” , l'action de Ç étant donnée par la 
1 

matrice
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Soit L un faisceau inversible cubiste sur A ; notons L, le 

faisceau inversible sur A, = A défini par 

* + * 
iL, = pr,L® pr,L® (pr,-pr,) L . 

Un calcul immédiat montre que le morphisme 9, :A — A 
L 1,U 1,U 

(= .) 

Pr, 29, 

a # t | * 

d'où l'on déduit que [c] oP) of 6] = 0 7 en d'autres termes, [c] Ly 
1 . 

est donné par la matrice 

1 

est algébriquement équivalent à L, sur le schéma abélien A, y: Ilen 
’ 

résulte, d'après la remarque b) ci-dessus, que le faisceau 

_ + 2 * 

Ly = L, @[¢l L, 2% (¢ ] Ly 

est totalement G-invariant sur A, : Enfin on vérifie que 

. + . 

K(L,) = [9], (K(L) xK(L)) , 
2 A, 

de sorte que K(L, ) est étale sur S si K(L) l'est. 

5.5. Théorème. Sous les hypothèses de 5.3, définissons gin}, Afnl — Ss 

comme en 3.3. Alors 

(i) si K(L??) est fini sur S , le morphisme naturel 

| [3] 
(5-5-1) f,L — > £5 Œ (31 

est un isomorvhisme. 

(ii) Si K(L) est fini sur S et L totalement ¢6-invariant, le 

morohisme naturel 

[1] 
(5.5.2) £,L — f; (Ly Ci]? 

ati: 

est un isomorphisme. 

Démonstration (esquisse) : on se ramène d'abord comme dans 3.4 au cas où 

S est un trait : posons donc S = Spec A , où A est un anneau de 

valuation discréte de corps des fractions F et de corps résiduel k ; 

on pose {n} = Spec F , {s} = Spec k , Ag =ASk . Par changement de 

base fidèlement plat on peut supposer de plus que F contient les racines 

cubiques de l'unité. Considérons alors l'unique isomorphisme 



155 

u : L + [ei 

de faisceaux inversibles cubistes sur A : il induit un automorphisme 

d'ordre 3 de H°(A,L), et l'hypothèse sur F implique donc qu'il existe 
° A Q O 

un vecteur propre pour cette action, d'où une section S€tH (A,L), non 

identiquement nulle sur A , et dont le diviseur est C-invariant. Dans 

ces conditions soit x€A(S) tel que x(S)" div(o) = 9% : alors 

* 

62x 

est une section, non nulle a l'origine de A, , du faisceau 

o = T'o®T c®T". © 
1 Xx Cx 

2 L = 193 (car. 1+6#2=0). 
x 

Il en résulte que, dans le cas (i), le morphisme naturel 

T'L® Te LOT 
x x 

#°(a,123) —» no(al3! 193) 

qui est un morphisme de représentations irréductibles de GLS), est 

non nul dans la fibre spéciale donc est un isomorphisme. On en déduit 

(ii) puisqu'après un changement de base convenable on a L= M où. M 
[3] 5) 

se prolonge à A, donc © se prolonge à A.& 

est C-invariant : d'autre part sous l'hypothèse (i), si o€H°(A 

alors 03e H°(al3/ 793) 

5.6. Théorème. Sous les hypothèses de 5.3, supposons K(L®3) fini sur 

S (resp. K(L) fini et L totalement C-invariant) et posons 

X= K(L ~) (resp. K(L)). Alors le morphisme naturel 

(5.6.1) EL —> £,(L1,) 

est_injectif localement scindé. 

En conséquence (cf. 3.5.3) la formation de f,L commute à tout 

changement de base 7:S' ——»>S tel que a7 *(y) soit schematiquement 

dense dans S'". 

5.6.2. Cas où A est un S-schéma abélien : c'est un cas particulier 

de 2.5.1. 

5.6.3. Cas ou S est un trait : ce cas se démontre exactement comme 2.5, 

en remarquant que si L est totalement C-invariant il est engendré 

par ses sections sur l'ouvert all- (notation de 3.3) : ceci résulte 

immédiatement de 2.2. 

5.6.4. La question étant locale sur S nous sommes ramenés, pour démon- 

trer 5.6, au cas où S est le spectre d'un anneau local complet normal
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de dimension } 2 à corps résiduel séparablement clos, et où (5.6.1) est 

localement scindé sur l'ouvert V = S-{s> , où s désigne le point fermé 

de S . Il est alors immédiat que le lemme de descente 3.6.3 est encore 

valable. De plus le théorème 5.5 implique que si A' est un modèle semi- 

stable de A, , contenant A comme sous-groupe ouvert, et si L se 

prolonge en L' sur A‘, alors H°(A,L) = HO(A',L'). Par changement de 

base et gonflement, nous pouvons donc supposer de plus que K(L?2) est 

fini sur S 

5.6.5. Réduction au cas symétrique : si L est totalement G-invariant 

il est symétrique d'après 5.1. Sinon on a L= L$SL® avec L° symé- 

trique et L® d'ordre 3 (5.1 (ii)) ; il existe donc (quitte à changer 

de base et à appliquer le lemme de descente) une section « € K(L23) (s) 

telle que Le TA(L°). Comme la translation par © respecte X = K(L 

on a un diagramme commutatif 

f,L — £,(4)y) 

dr ] Ty 

£,L° —> £,(L"| y) 

et il suffit donc de prouver 5.6 pour L$ . 

5.6.6. Fin de la démonstration : supposant L symétrique et Kk(L22) 

fini, il résulte de 3.5.3 que la formation de f,L commute au changement 

de base T:S' —>+S, où S' est le normalisé d'un sous-schéma fermé 

intègre de dimension 1 de S rencontrant l'ouvert U de bonne réduc- 

tion. Comme 5.6 équivaut a l'injectivité de 

£,L9 x(s) — f,(Liyg u(s)? , 

il suffit de démontrer 5.6 sur S' et nous sommes ainsi ramenés au cas 

d'un trait (5.6.3). @ 

nl 
5.7. Proposition. Sous les hypothèses de 5.3, définissons al comme 

Gans 3.3. Alors : 

(i) si K(L®3) est fini sur S , alors pour tout nl , la res- 

triction de a à. A 3n est engendrée par ses sections (relative- 

3n 
ment a S) sur A 

(ii) Si K(L) est fini sur S et L totalement C-jinvariant, 
Sn : alni 

alors pour tout n}l1 la restriction de L a est _engendrée 
, nN 

par ses sections sur al 
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La démonstration est analogue à celle de 3.8. & 

Nous pouvons enfin adapter le théorème de négativité 4.1°: 

5.8. Théorème. Sous les hypothèses de 5.6, supposons de plus que S est 

noetherien et que X (notation de loc. cit.) est étale sur S . Alors 

(i) Il existe un revêtement fini étale T:S' —>S tel que 
V : , A 

T'(£,L) soit engendré par ses sections globales sur S'. 

(ii) Il existe un entier n 1 tel que le faisceau inversible 

(det £,L)°" soit engendré par ses sections globales sur S . 

Démonstration : on procède comme dans 4.1. # 

Bien entendu, si d désigne le rang de £,L (de sorte que K(L) 

est de rang a’), l'hypothèse sur X équivaut au fait que 3d soit 

inversible sur S . 



CHAPITRE VII 

Structures de niveau, plongqements grassmanniens 

Sommaire 

O. Introduction. 

1. Structures de niveau et rigidifications : définition, existence. 

2. Cas des schémas abéliens : le théoréme de plongement. 

3. Application aux schémas de modules @ ayn . 

4. Le Z-schéma Be, à . 

5. Le cas séparable : compléments au théorème de plongement. 

6. Retour au cas semi-stable : une propriété de prolongement. 

O. Introduction. 

Le principal résultat de ce chapitre est le théorème de plongement 

2.6, qui donne explicitement un plongement projectif (plus précisément 

"grassmannien") d'un certain schéma de modules fins paramétrant des sché- 

mas abéliens polarisés munis d'une "N-rigidification". Cette dernière 

notion est un raffinement de la notion familière de structure de niveau 

N , le groupe structural étant, au lieu du groupe habituel Glo (2/N2) ; 

N?9-1 
une extension de celui-ci par le tore Gn . Il est même possible, 

grâce à la notion de "N-rigidification restreinte", de "réduire" le 

groupe en question à un groupe fini ; on retrouve ainsi au $3 la repré- 

sentabilité des schémas de modules habituels Ro, an pour n}3, sans 

utiliser de théorie générale des invariants. 

Un autre intérêt est que l'on obtient, sur ces schémas de modules, 

des faisceaux amples "explicites", i.e. calculables en termes du fonc- 

teur représenté. Plus précisément chacun des schémas de modules fins 

construits (noté ici S) porte un schéma abélien universel A LS , et 

un faisceau inversible cubiste L sur A, ample relativement a S : le 

theme général de ce chapitre est qu'alors le faisceau inversible 

-1 
(det £,L) 

est ample sur S ; dans chaque cas cela résulte plus ou moins triviale- 

ment de la définition du plongement grassmannien de 2.6.
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On construit encore au $3 des compactifications des schémas de 

modules grossiers Ban (n 1), liées aux plongements du §2. Ces 

compactifications semblent malheureusement dépourvues d'une bonne inter- 

prétation "modulaire" ; on a toutefois, pour un schéma en groupes semi- 

stable sur une base normale, une propriété de prolongement en codimension 

1 ($6) qui sera utilisée au chapitre XI. 

A l'exception du $6 précité, ce chapitre ne dépend que dans une 

faible mesure des précédents ; le lecteur qu'intéressent surtout les 

schémas abéliens pourra, après avoir pris connaissance de la définition 

1.2, aborder directement les §2 a 5. 

Notations. Dans tout ce chapitre on fixe un entier g y1 . Pour tout 

entier N yl, on pose 

. 2N (N pair) 
(O.1) N = (2,80 ={ 

N (N impair) 

On note Ey le groupe 

(0.2) E, = (z/Nz) 29 

et pour tout schéma S on désigne par Ex.s le S-schéma en groupes 
if 

constant de valeur Ey . 

1. Structures de niveau et ridigifications : définition, existence. 

On rappelle d'abord la proposition suivante (I,5.7) : 

1.1. Proposition. Soit L wun- G-torseur cubiste sur un Groupe commuta- 

tif A, et soit N un entier annulant A. Alors L admet une tri- 

Vialisation canonique (comme G-torseur cubiste sur A). 

1.2. Définition. Soient A E,S un schéma en qroupes semi-stable de 

dimension relative g sur un schéma S , L un G ”torseur cubiste sur 

A , N un entier Y 1 inversible sur S . 

a) Une structure de niveau N sur À est par définition un isomor- 

hisme : = - : . p V EX —> A de S-schemas en groupes 

b) Une Nerigidification de (A,L) est un couple (v,7) où v 

est une structure de niveau N et g une trivialisation du G_torseur 



* 0 qn Q Q Q Q Q Q LA 

v L , qui coincide sur la section nulle avec la trivialisation donnee 

par la structure cubiste de L . 

sr es nes | . ON es 
c) Une Nerigidification (v,0) est restreinte si 0 N coïncide 

EN Li e e e td + a 

avec la trivialisation canonique de vL donnee par 1.1. 

1.3. Proposition. Soient S un schéma normal intèqre, UTS un ouvert 

non vide, A, un U-schéma abélien de dimension relative g ayant 

reduction semi-stable aux points de codimension 1 de S . Soient Li un 

m 

sur S . 

G -torseur cubiste symétrique sur Ay et N}2 un entier inversible 

Alors il existe un gros ouvert VCS contenant U et _ une suite de 

morphismes finis surjectifs 

avec les propriétés suivantes : 

(i) T est galoisien, modérément ramifié sur V et étale sur U; 

son groupe de Galois est un sous-groupe de Gly, (2/NNZ) , et il existe un 

V,-schèma en groupes semi-stable Ay, prolongeant Ag Xy Vi , un 

G _torseur cubiste L sur AY, prolongeant L..X.V. , et une struc- 

1 
Vy U V i 

ture de niveau N sur . Ay, 

(ii) 7 est principal homogène de groupe contenu dans 

E,y-{ of 

ER 
N-ridification restreinte. 

2 

(donc T, est étale) et (TSA, 1 TOL ) possède une 
1 1 

Si de plus il existe un S-schéma en gqrouves semi-stable A. pro- 

longeant AL, , On peut supposer que V=S à condition de remplacer, 

dans (i), GL, (2/NNZ) par GL, (2/NN° Zz) . 

Démonstration : soit 7, rendant rationnels les points d'ordre NN de 

la fibre générique : il existe sur Vi (pour V convenable) un modèle 

semi-stable AY, ayant une structure de niveau NN, d'après IV, 8.2.1. 
1 

11 suffit de prendre pour AL, le plus petit sous-groupe ouvert de 
1 

AY contenant les points d'ordre N , l'existence de L;, résultant 
1 1 

alors de II, 1.2.8 (ou II, 1.2.8.1 si N est impair) quitte à res- 

treindre V . Pour le complément V=S dans le cas semi-stable, on 

rend rationnels les points d'ordre NN et on applique II, 3.5. @



2. Cas des schémas abéliens : le théorème de plongement. 

2.0. Soient d et N deux entiers ¥ 1. Pour tout schéma S , on note 

(2.0.1) Abrig* (Ss) 
,a,N 

l'ensemble des classes de S-isomorphisme de suites (A,L,v,0), où 

. A est un S-schéma abélien de dimension relative g . 

. L est un faisceau inversible cubiste sur A , ample relativement 

à S et de degré a? (i.e. l'isogénie Pr, 2A —»a* définie par L 

est de degré a“), et vérifiant de plus 

Ac K(L) = Ker 9, : (2.0.2) L 4 

cette condition signifie que, localement sur 5 L est la puis- 
fppf ’ 

sance quatrième d'un faisceau (automatiquement ample) sur A. Elle 

implique que L est très ample relativement à S ([(mi, $ 17). 

. (v,o) est une N-rigidification (1.2) de (A,L). 

2.1. Abrig™ a yf S) est de façon naturelle un foncteur contravariant en 

S . Lorsque NY3 , les objets (A,L,v,S9) ci-dessus n'ont pas d'auto- 

morphismes non triviaux ({m2], $ 21, th. 5) ce qui implique que 

Abri” a.N est même un faisceau pour la topologie fppf. Notons que 
? f 

Abriq” a yf S) est vide si 47 ne divise pas d (à cause de (2.0.2), 
a ? ~ 

ou si N n'est pas inversible sur S . 

Nous supposerons dans la suite du $2, sauf mention expresse du con- 

traire, que N}3 . Ceci rend inoffensifs les abus de langage tels que 

"soit (A,L,v,0) EAbrig . .(S)". 
,a,N 

2.2. Définition. Une constellation de tyne (g,d,N) sur un schéma S 

est la donnée : 

- d'un S,-module V , localement libre de rang 4d 

- d'un S-plongement a: E, , “+ P=P(V), tel que pour tout x€s 
a 

l'image de @w2x(x) engendre P2®x(x) (au sens des espaces projectifs) 

- d'une trivialisation o de a"6 (1) sur E 
N,S ° 

2.2.1. Exemple. Soit X = (A,L,v,0) € Abri + a n(S), et soit f:A—>S5s 

le morphisme structural. On a alors un morphisme 

(2.2.1.1) a: Ey 5 —> P(£,L) =P
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composé de v: Ex s — WA et du plongement LA + A —+P défini par 

L . D'autre part «"“6,(1) s'identifie canoniquement à v*L donc © 

s'interprète comme une trivialisation de «"eL(1) sur Ey g - On a en 

fait le résultat suivant 

2.3. Proposition. Avec les notations de 2.2.1, (£f,L,w,0) est une cons- 

tellation de type (g,d,N) sur S dès que N? > gtd 

La seule chose a vérifier est que si S est le spectre d'un corps 

(que l'on peut supposer algébriquement clos) les points d'ordre N de 

A ne sont pas dans un même hyperplan de -P . Vu l'hypothèse sur N 

cela résulte du lemme suivant ([mal, Prop. 7.7) : 

2.3.1. Lemme. Soient A une variété abélienne de dimension g sur _ un 

corps k algébriquement clos, L un faisceau inversible très ample sur 

A , de degré a . Soient HCP(H°(A,L)) une hynersurface de degré s 

ne contenant pas A, et N}1 un entier. Alors : 

a long, (Hi LA) ‘ 

ned N 

gid 
\> eee 

2 

Rappelons la démonstration de [Ma] : soit YCA une courbe passant 

par l'origine, section de A par un sous-espace linéaire de codimension 

g-l1 , et telle que (177 (7) G H . Alors si @ = c,(L) €cx” (a), on a : 

long, (HN LA) À (nl (y). = (Ln) (2977) .H) 

y7972 (2972 x) (th. du cube) 

= 292 

29-2 
= N sg!d (Riemann-Roch) G@ 

Nous supposerons désormais vérifiée, jusqu'à nouvel ordre, la con- 

dition 

N? > gta 

de 2.3, et nous noterons 

(2.3.2) C(X) = (£,L,0,0) 

a 

la constellation associée, par la méthode de 2.2.1, à X = (A,L,v,0).



2.4. Soit © = (V,@,0) une constellation sur S . Notant 7 : Ey S —» S 
| Ü 

le morphisme structural, la donnée de @: E, « TP équivaut à celle 
? 4 

d'un quotient inversible L de #7“V . Comme L s'identifie canonique- 

ment a a*6,(1), on obtient grâce à la trivialisation © de L, un 

morphisme surjectif 

(2.4.1) = t*v —+ 6, 
| N,S 

de faisceaux localement libres sur ENS , ce qui équivaut par adjonction 

à un morphisme de 6 .-modules 

EN 
(2.4.2) u(Z) : V — 7,9, Se 6. . 

N,S 

La condition supplémentaire sur @ , selon laquelle @(E ) engendre 
N,S 

P , revient évidemment à imposer que u(Z) soit surjectif. En bref, 

la constellation 2% détermine un morphisme 

(2.4.3) t(2) :S—>G~ EG 
a, neg 

ou G désigne la grassmannienne (sur Spec Z) des sous-faisceaux loca- 

Ex 
ment facteurs directs de rang d de & 

Spec Z 

Il est immédiat que la surjectivité de (2.4.1) se traduit, en termes 
| E 

de u(Z), de la façon suivante : pour tout atE, , notons 6,20.) — 6 

la forme coordonnée correspondante ("évaluation au point a") : alors 

les morphismes 

u(Z) 8 N ‘a 
V S —> 6. 

Ex 
sont tous surjectifs. Réciproquement un sous-fibré ve es vérifiant 

cette condition détermine un S-morphisme ®:E —+ P(V)=P et une 
N,S 

trivialisation de ae (1). Enfin, œ est un plongement si et seulement 

si, pour a#b dans Ey , le morphisme 

2 E € AE 

est surjectif, (condition qui implique la précédente). Si l'on note 

(2.4.4) Co," 

le sous-fibré universel sur G, et 

(2.4.5) db, © G 

le sous-schéma ouvert de G au-dessus duquel les morphismes 
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E 

(2.4.6). 129 — 1260" a D, SG (ax b) 

sont surjectifs, nous avons donc établi : 

2.4.7. Proposition. Le foncteur 

S + {classes d'isomorphisme de constellations de type (g,d,N) sur s} 

est représente par l'ouvert 4, = G de (2.4.5). 

On a en particulier sur db, une constellation universelle 

(2.4.8) x = (%,a,0) 

=> P=p(Y avec EN sb 7 = P( ‘db, 

7\ VA 

uh, 

et 90:06 = a4*6,(1). 
EN, 4 " 1 | 

2.5. Soit X= (A +, S,L,v,0) € Abri M a.yiS) (avec N” ) gid , comme 

toujours). Nous noterons 

(2.5.1) t(X) = t(C(X)) Eu, (S) = Hom(S,d,) € Hom(S,6) 

(cf. (2.3.2) et (2.4.3)) : t(X) est donc le point de G qui correspond 

au morphisme composé de S,-modules 

a * x © 
(2.5.2) EL — TT AL — 7,8 = 6 x . 

Ex, s S 

Il est immédiat que t(X) est fonctoriel en S (on rappelle que 

la formation de f,L commute à tout changement de base). Nous avons 

donc défini un morphisme de faisceaux sur Spec zl1/N| : 

| + P ; (4) (eu (2.5.3) t: Abrig’ qu — 4, ® zlinice 

X -—> t(X) . 

2.6. Théoreme. On suppose que Nn? > 2gta . Alors le morphisme t de 
Ê Q Q Q e + , 

(2.5.3) induit un isomorphiseme de Abrig, qa,n aves (le foncteur repre- 
C4 Ca 

senté par) un sous-schéma lccalement fermé de G 

Les points cruciaux sort rassemblés dans la proposition suivante 

(c'est ici qu'intervient de façon essentielle l'hypothèse (2.0.2))
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2.7. Proposition. Avec les notations de 2.5, on pose de plus P=P(f,L). 

On note p:P —»S le morphisme structural, E = ,ACP , SA. (resp. Se) 

le faisceau d'idéaux de A (resp. E) dans P . Alors 

(i) le morphisme naturel p,6,(2) —+ p,o, (2) est surjectif ; en 

conséquence le faisceau Ped, (2) est _ localement libre de rang 

(S57) - 2% + sa formation commute à tout changement de base, et l'on a 

Rip,,(2) = 0 , i)0. 

(ii) Le morphisme naturel D"Pxda(2) —> J,(2) est surjectif : e 

d'autres termes, A est (localement sur S) intersection de quadriques 

dans P . 

Si de plus n? > 2g!d , alors : 

(iii) p,1,(2) = PyJp(2) 7 en d'autres termes (compte tenu de (ii)) 

A est localement sur S l'intersection des quadrigques contenant E . 

(iv) Le morphisme naturel de 6.-modules localement libres 

(2.7.1) B(X) : p,6L(2) —> p,6,(2) 

localement scindé (i.e. Coker 8 est localement libre) et est de est 

rang 294 . 

Démonstration : 

(i) Le fait que Rip, 3, (2) =O pour i}ÿ2 est évident puisque 

R'p46D(2) = R'p40,(2) = O pour iy1 . D'autre part nous utiliserons 

constamment le fait que la formation des images directes p,6,(2), 

p,9,(2) et p,9,(2) commute à tout changement de base. Il suffit en 

particulier de montrer la surjectivité de 

Px6b(2) — p,0,(2) 

lorsque S est le spectre d'un corps algébriquement clos. Or elle équi- 

vaut à la surjectivité de 

(£,1)97 —» £, (192) 

et résulte donc de [M5], th. 9 p. 68 puisque L est la puissance 

quatrième d'un faisceau ample sur A. 

(ii) Lorsque S est le spectre d'un corps l'assertion résulte de 

[M5], th. 10 p. 80 ; dans le cas général on en déduit que pour tout 

x€S le morphisme



P'P« (BA(2)8 x(x)) —> 3,(2)8 x (x) 

est surjectif (en effet, par platitude, J,@x(x) est l'idéal de A, (x) 

dans P ). Or ce morphisme est déduit par changement de base (d'après 

p'Pxïa(2) — 3, (2) : 

ce dernier est donc aussi surjectif. 

(iii) Désignant par Je/a l'idéal de E dans A, il suffit 

d'établir que Pxlp/a(2) est nul. Or ce dernier est le noyau de 

(2.7.2) PxSa(2) —> p,§,(2) 

et notre assertion n'est donc qu'un avatar de 2.3 : comme (2.7.2) 

"commute au changement de base" on se ramène au cas d'un corps et on 

applique 2.3.1 avec s=2 . 

(iv) Ona Ker 8(X) = Pai p(2) = Pa (2) d'après (iii) donc Im 8 

s'identifie a Pyo, (2) (d'où le rang de 3) et Coker 3 au conoyau du 

morphisme (2.7.2), lequel, comme on l'a vu, est injectif après tout 

changement de base, donc localement scindé. @ 

2.8. Il résulte déjà de 2.7 que, sous l'hypothèse N* > 2gta , le mor- 

phisme t de (2.5.3) est un monomorphisme : on reconstitue en effet 

(A,L,v,0) à partir de (£,L,«,0) (notation de 2.2.1) de la façon 

suivante : 

. A est le sous-schéma de P = P(f,L) défini par l'idéal image de 

P*Pyy(2) —> &, 

ou p:P —>S est la projection, et ey l'idéal du fermé de P image 

de @¢:E + P (autrement dit A est l'intersection des quadriques 

contenant @(E 

. L est le faisceau inversible induit par SL(1) sur A. 

- v n'est autre que a: Ey S —> À > P . , 

. C=0. 

Tl suffit donc, pour établir 2.7, de prouver (supposant désormais 

n° ) 2g!d): 

(2.8.1) il existe un sous-schéma localement fermé dE db, , tel que t 
Q fs Û + 

se factorise par «dd, et un X= (AL, v,9) € Abrig. a ny oH) tel que 
‘ e 



t(X) :db— d. soit l'inclusion naturelle. 

En effet, l'objet X ainsi construit, considéré comme morphisme de 

db dans Abrig. aN? est alors une section de t sur ud, d'où le 
A t f 

théoreme puisque t est de plus un monomorphisme. Bien entendu, X est 
ba ; , + 

alors l'objet universel de Abrig a, nt) - 

2.9. Définition. Soit = = (V,a,0) une constellation sur S et soit r 

un entier. Notons comme d'habitude p:P = P(V) —S le morphisme 

naturel, et posons E = w{(E )CP.Considérons le morphisme naturel de 
N,S 

S,-modules 

(2.9.1) BCE) : pyO,(2) —>p,6,(2) . 

Nous dirons que Z vérifie la condition (Q,) si 8(2) est localement 

scindé (i.e. son conovau est localement libre) et de rang fr. 

Nous noterons EQ(2) (enveloppe quadratique de 2%) le sous-schéma 

de P défini par l'idéal p*(Ker 8(2)) (intersection des quadriques 

contenant E). 

Notons que B(Z) peut s'interpréter comme un morphisme 

E 

Sym°?v —> CH 

A NN « 2 Sd * 
grace à aw:E,.—E et à oc  :6 — "6 (2). 

N Ey P 

2.9.2. Remarque. Si 2 vérifie (Q,.) alors pour tout changement de 

base S' ——»S, Es: vérifie (Q.,.) et l'on a 

(ZE 1) = BQ(E) xs". 

La première assertion est triviale et la seconde résulte du fait 

que si B(Z) est localement scindé la formation de son noyau commute 

au changement de base. 

.9.3. Soi € a” 2.9.3. Soit xX ADrIS a, N 

la constellation C(X) associée à X vérifie (Q..) avec 

(S) : alors, en vertu de la proposition 2.7, 

r= 294 ' 

et de plus, avec X = (A,L,v,0), ona 

(2.9.3.1) A = EQ(C(X))
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2.10. Posant donc r=2%4 , il est immédiat que le sous-foncteur de db, 

formé des constellations vérifiant (Q.) est représentable par un sous- 

schéma localement fermé Uh, de dh, (défini par des idéaux de Fitting 

convenables) ; d'après (2.9.3), t se factorise par dh, . Considérons 

la constellation ue induite sur db par la constellation universelle 

& de (2.4.8), et posons 

Ay = MZ) CP, = PIE, 

\/ 
th 

2.11. Soit X comme en (2.9.3) : alors le polynôme de Hilbert (relatif 

à S) de L sur A est 

H(n) = nŸa 

Introduisons donc la strate de platitude ([m6],8) 

définie par la propriété suivante : un morphisme S — db, se factorise 

par de si et seulement si le sous-schéma 82 * dé, S de P2X al S est 

plat sur S de polynôme de Hilbert H(n). Alors t se factorise par 

ob. , et le schéma A, —> db, induit par A, est plat de polynôme de 

Hilbert H , pour le plongement A 3 > ®3 7 Ohdb 

2.12. Comme A 

ouvert 

3 est plat sur db; , il existe un plus grand sous-schéma 

do, c db, 

tel que A, = Alu, soit lisse sur db, , et t se factorise par lo, 

Notons que l'on a un diagramme naturel (puisque A, = BQ CE iy) 

olf 4 

et en particulier une secticn e,: de, —+ À, correspondant à l'origine 

de E,, . D'après [mal, th. 6.14, il existe un plus grand sous-schéma 
N
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ouvert 

dc dk, 

tel que A, = A4 | admette une structure de schéma abélien de section 
5 

unite es = Salt, , et t se factorise par dé . De plus Ae est de 

dimension relative g , et le faisceau inversible ample L, sur A, 

induit par 65(1) est de degre a? sur À puisque son polynôme de 

Hilbert est nda. 

2.13. Il existe un plus grand sous-schéma fermé 

Cc 
de dl 

tel que, si L est le faisceau inversible sur Ac = As | uJ induit par 
| 6 6 

Le , on ait 

K(L,) ~ are . 

2.14. Il existe un plus grand sous-schéma fermé 

db = db. cab. 

tel que Wy = XI y soit une structure de niveau N , et t se factorise 
6 

par db - . De plus on a une trivialisation naturelle oo de al (où 

Lo = Lely ) induite par © (2.4.8) ; si l'on munit L, de la structure 
7 

cubiste compatible avec ©, , on obtient sur (A,,L.,) une 7 

N-rigidification au sens de 1.2. Il est alors immédiat que 1'élément de 
e + Q . # e e rd ® Q e # # # 

Abrig_ à, yn) ainsi défini vérifie la propriété annoncée dans (2.8.1),. 

et le théorème 2.6 est donc démontré. @ 

Dans le corollaire qui suit on ne suppose plus que N? > gta : 

2.15. Corollaire. Pour d et NY1 et pour tout schéma S , notons 

. + 
Abpic, à,n(S) 

l'ensemble des classes d'isomorphisme de triplets (A,L,v) où A, L 

et v sont comme dans 2.0. Alors pour NY3 , le foncteur Abpic™ a.N 
- ! ? 

est représentable par un schéma quasi-projectif M sur Spec Z1/N|. De 

plus si (A,L,v) designe l'élément universel de Abpic” (M), et 
g,d,N 

f:A — M le morphisme structural, alors le faisceau inversible 
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a -1 À = (AÏ£,L) 

est ample sur M. 

Démonstration : on a des morphismes naturels 

T 
2 + N, N! So a + 

(2.15.1) Abpice ain > Abpic. ain 

pour N divisant N' ; si NY3 et si N et N' ont les mêmes fac- 

teurs premiers (i.e. si zli/N]) = zl1/n'l), le morphisme Ty ur est 
t 

méme principal homogéne sous le groupe fini 

Ker (GLo ,(2/N Z)—> GLy ,(2/NZ) ) 

ce qui nous ramène (en remplaçant N par une puissance convenable) au 

cas ou N? > 2gta . On a d'autre part un morphisme naturel 

. + . + 
Abrig a,N > Abp1i g,a,N 

(oubli de la rigidification © , avec les notations, de 2.0), lequel (si 
E,.-1\ O 

N y3) est principal homogène sous le groupe ¢ . Ce groupe peut 

même être réduit à un groupe fini, en considérant le sous-foncteur 

+ + 
(2.15.2) Abres_ ain Abr Le, a,N 

formé des (A,L,v,0) telle que (v,0) soit restreinte au sens de 1.2. 

L'inclusion ci-dessus est évidemment représentable par une immersion 

fermée, et le composé 

Abres” à x 7 Abpic’ 4 N 

E. {0} 
est principal homogène sous le groupe fini étale y . 

11 suffit donc, pour prouver l'amplitude de À (et donc la quasi- 

projectivité de M) d'établir l'assertion analogue sur Abri = aN . Or 

si (A,L,v,0) désigne l'objet universel sur S = Abrig. ain , le plon- 

gement t:S — G de 2.6 était défini par un morphisme 

n29 
£,L —+ 6, 

En particulier f,L = ty où L est le "sous-fibré universel" 

sur G . Notre assertion résulte donc du fait que (Ad) est ample 

(et même très ample) sur G puisqu'il définit le plongement de Pliicker 

de G.&
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3. Application aux schémas de modules 4 don’ 
w C 

3.0. Soient d et n deux entiers } 1 . Désignons par 

(3.0.1) Ab (S) 

pour tout schéma S , l'ensemble des classes d'isomorphisme de triplets 

(A,5,v) où : 

. À est un S-schéma abélien de dimension relative g ; 

t 
. 5: À — À est une polarisation de degré a? : en d'autres 

termes, § est une isogénie de degré a? qui, localement sur S pp£ ’ 

est de la forme 9%, , ou L est un faisceau inversible ample sur A ; 

. VEE — WA est une structure de niveau on. 

3.1. Si (A,§,v) est comme ci-dessus, considérons le faisceau de 

Poincaré P sur AXA , et posons 

(sa) (M? (3.1.1) _L(£) 

On a alors 

_ . t 
(3.1.2) PL(E) = 46: À —+ À 

d'où il résulte que (A,L(§),v) définit un élément de Abpic (S). 

Posant pour abréger 

(3.1.3)  @= 4% 

nous avons ainsi défini un morphisme de foncteurs 

+ 
(3.1.4) 2 a,n —> Abpic. ain 

qui est injectif en vertu de (3.1.2). Inversement si l'on part de 

(A,L,V) dans Abpic™ à AtS): la condition (2.0.2) montre qu'il existe 

L * À —» at telle que 45, = PL : on en déduit 

alors que l'image de (3.1.4) est formée des (A,L,v) tels que 

une unique isogénie §& 

L = L(§, ) : par suite le morphisme (3.1.4) est représentable par une 

immersion fermee. Appliquant alors 2.15, on retrouve : 

3.2. Théorème. Pour n 3 , le foncteur Ab de (3.0.1) est repré- 
—q,d,n 

sentable par un schéma quasi-projectif sur Spec zli/nl, noté a don 
# , 

De plus si (A,6,v) désigne l'élément universel de Ab . ( Là , Ab, a n'*g,4,n? 

et f:A— Tf g,d,n le morphisme structural, alors le faisceau inversible 
c Fi 
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(AÏE L(E))71 

(avec d = 45a, et L(E5) défini en (3.1.1)) est ample sur Bain . 5 

(Remarque : comme des schémas de modules grossiers vont bientôt appa- 

raître, il est préférable dès maintenant de distinguer Ab . de 
—g,d,n 

). 
fa, d,n 

3.3. Pour d et n yl et pour tout schéma S , notons 

(3.3.1) Ab à, n(S) 

l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets (A,6,v,0) où (A,§&,v) 

est comme en 3.0, et où (v,0) est une n-rigidification restreinte 

(1.2) pour (A,L(§)) ; on a donc une projection naturelle (oubli de ©): 

(3.3.2) Ab d,n —> Ab an | 

E -{o} 
qui, pour n}3 , est un revêtement principal de groupe (De ) . 

Soit N un entier 71 multiple de n , et vérifiant N? )2g1ä . 

On va s'intéresser au morphisme composé 

(3.3.3) 2 ,a,N , A a,n BE dyn : 

On sait que Ab 4, N est representable par un schema note 

rn € 
(3.3.4) & > 6% G_ ; 

gd, N a, N°9 

de plus si Ut —> 6, désigne le sous-fibré universel, alors L induit 

sur La, a,N le sous-fibre 

E 

EL —> £,v"L Se oN 
g,da,N 

ou (A,L,v,0) est l'objet universel sur ea et f:A 7 & awn 
| E {0} 

le morphisme structural. Les groupes ry = He) et 

E 
N 

Aut (E,) == GL, .(2/N2) opèrent sur le faisceau 6 , respectivement par 
G 

l'action diagonale et par permutation des coordonnées. On obtient ainsi 

une action sur G d'un groupe Gu , produit semi-direct de Ds par 

Aut(E,), ainsi qu'une G,-linéarisation ({m4l, $3, 1.6) de L pour 

cette action. De plus l'action en question respecte ¢ et corres- 
g,d,N ’ 

pond, bien sûr, à l'opération "changement de N-rigidification". 
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3,4. Schémas de modules grossiers, compactifications. 

Gardons les hypothèses et notations de 3.3, et fixons de plus un 

“schéma de base" noethérien So au-dessus de Spec ai/nil. Nous dési- 

gnerons encore (par abus d'écriture) par Ab , Ab + r etc., les 
g,d,N g,d,N | 

restrictions de ces foncteurs à la catégorie des So 7schemas, et par 

oo a,N ? 

Posons 

etc. les images réciproques des schémas correspondants sur So: 

(3.4.1) G,N = Ker(G, —» GL, ,(2/NZ) — GLo ,(Z/nz) ) 

ou G, est défini en 3.3, la premiére fléche étant la surjection natu- 

relle et la seconde s'obtenant en plongeant (Z/n2)°9 dans (Z/Nz) 79 

au moyen de la multiplication par N/n . On pose alors 

[a 

(3.4.2) En, a,n = ta,W on N ’ 

l'action de G étant induite par celle de G... Nous allons voir, 

par des considérations standard (cf. [ma], Prop. 5.4) que ae don est 
LA c 

un schéma de modules grossier pour le foncteur Ab d,n sur la catégorie 
Jr La 

des S schémas ([mal, déf. 7.4) et est donc indépendant du choix de N. 

3.4.3. En effet soit S un S,-schéma et soit (A,5,v) comme en 3.0. 

Alors il existe un revêtement 8 +s qui "paramètre" les 

N-rigidifications de (A,L) compatibles avec v . Ce revêtement est 

étale galoisien de groupe G, N et l'on a une N-rigidification natu- 

relle (Ÿ,a) de (p*a,p*L(&)) compatible avec p*v , d'où un morphisme 

~ +. Ae 

(3.4.3.1) S >to an 

compatible aux actions de G, N d'où par passage au quotient un 
, 

morphisme 

(3.4.3.2) | S a> #, an . 

Nous avons ainsi défini un morphisme de foncteurs 

(3.4.3.3) bP: AD an tan 

et il est immédiat que tout morphisme Ab. dan Y. ou Y est repré- 
a ’ 

sentable, se factorise par Ÿ , puisque le composé 

Pi 

&c,a,N g,d,n
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est G, ginvariant donc passe au quotient. Enfin il reste à voir que 
? 

pour tout corps algébriquement clos %, l'application 

0(Q) : Ab 
—=j ,d,n 

(Q) — &,a,n(% 

est bijective : ceci résulte du fait que, puisque G, N est fini, 
’ 

l'espace sous-jacent à # est quotient par G de l'espace 
land g,da,n n,N 

sous-jacent à . O jacen Coan 

3.4.3.4. Remarque. Bien entendu, si ny3 , a, don coincide avec le 

schéma de modules fin de 3.2. 

3.4.4. Désignons maintenant par be d,N l'adhérence schématique de 
~~ eA 

BST, a,N dans 6 , et posons 

(3.4.4.1) bean = # a, N/Cn,N 

Nous obtenons ainsi une compactification de Le d.n qui elle, 
_ a t 

dépend de N (la notation oy don est donc abusive). 
a a 

3.4.5. Considérons sur te. aN le faisceau inversible 

(3.4.5.1) | N 
N 

induit par le faisceau inversible AY" sur G , de sorte que À est 

très ample sur ¢# . On a vu en 3.3 que & est muni d'une 
gr, d,N 

G.-linéarisation naturelle ; il en est donc de méme de Ang sur 

. Par suite il existe un entier r}1 tel que yer provienne ee
d 

QO. N ? 

faisceau inversible (automatiquement ample) sur le quotient 

>: il suffit de prendre r = Card G, N et de remarquer que 
a 

tf 

un 

‘dan 

Or og 
~ 8 dng Y Ag 

7, oy 

En d'autres termes, An se redescend en une classe ample 

Oa, D . (3.4.5.2) À, EPic( 6 z 
,a,n 

C & 3.4.6. Sur l'ouvert ¢ gd,n 

"modulaire" suivante 

g,d,n , A, admet l'interprétation 

Proposition. Soit (A,§&,v) comme en 3.0, soit f:A —»S le morphisme 

structural, et soit j:S —> de ayn 

Alors j'a est la classe dans Pic(S)®@ du faisceau inversible 

le morphisme associé (3.4.3). 
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(det £,L(5)). 

où L(§) est défini en (3.1.1). 

Reprenons en effet les notations de 3.4.3. On a un diagramme 

commutatif 

Ph ox ry : 

S 1, ¥ a,N & 

|p |a 
s À, & 

g,d,n 

où j est associé à (p'A,p*5,v,0) ; on sait alors que l'image réciproque 

par toj du sous-fibré universel Ÿ n'est autre que p'£f,L(5) ; on 

vérifie d'autre part sans surprise que la G,,ylinéarisation de 

p"f,(§) correspondant à sa donnée de descente naturelle pour p, coin- 

cide avec la linéarisation induite par celle de UV sur G : la proposi- 

tion en résulte. @ 

3.4.7. Remarque. La raison pour laquelle nous avons introduit le schéma 

de base Se est qu'il n'y a, semble-t-il, aucune raison (si n <2) pour 

que la formation du schéma de modules grossier wed, (et a fortiori 
ome Are! 

de é a n) commute au changement de base. Toutefois Leur formation est 
a ? 

compatible (vu leur construction comme quotients) à la restriction à un 

ouvert de Se : cette remarque va être utilisée au $ suivant. 

4. Le Z-schéma & . 
—_ g,d 

4.1. Nous nous intéressons dans ce $ au cas n=1 . La remarque finale 

de 3.4.7 permet alors de construire au-dessus de Spec Z le schéma de 

modules grossier a d.1 noté désormais ie q * De façon précise 
’ La f 

donnons-nous deux entiers ny et No premiers entre eux et Y 3 , et 

posons S, = Spec zli/n, 1 (i=1,2). 

Au-dessus de S; nous avons un schéma de modules ati i) , quotient 
g,d 

de td, h (avec des notations évidentes) par le groupe GL, ,(2/n; 2) : 

_ -enñ (i) 1 _ , . 
au-dessus de S12 Si S5 ’ ears. S49 s'identifie aussi au quotient 

de #j,dnin, par GL, g(2/n,n,2) (pour i=1,2), ce qui permet de 

recoller a (2) et # (2) er: un Z-schéma @¢ qui est naturellement 
g,d g,d g,d ” | 

un schéma de modules grossier pour le foncteur Ab sur Spec Z . 
g,d,l
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Notons d'autre part x 4) = AD era ie, 2 la classe ample 

définie au moyen de 3.2.5. Je dis que les restrictions de ces deux 

a _ oi @. classes au-dessus de S55 cotncident dans Pic(#, à *zS12) 7 ® et 

définissent donc une classe ample 

À € Picl#, az Q ; 

il suffit en effet de remarquer que si (A _, # g,d,n.n 5) désigne le 
8 ’ 1 2 

schéma abélien polarisé universel sur a ann. alors l'image réci- 
°° 12 (i) o. | To ali) suena proque de A via le morphisme naturel to ,d n,n, — #4 Ss identi 

fie à la classe du faisceau inversible det(f,L(5)) , ce qui entraîne 

que x (1) et x (2) coincident modulo torsion au-dessus de S45 

puisque la restriction de 7 au-dessus de SJ est le passage au 

quotient par un groupe fini. 

En résumé : 

4.2. Théorème. Le schéma de modules grossier scour le foncteur Ab d,1 
Ts e 

sur Spec Z existe et est quasi-projectif sur Spec 7 . @ 

4.3. Intervrétation champêtre. Notons 

(4.3.1) | | ABS, 4 

la catégorie des (S,A,&) où S est un schéma, A un S-schéma abélien 

de dimension relative g et § une polarisation de degré a? sur A; 

un morphisme (S',A',5') — (S,A,&) est par définition un morphisme de 
Prd # . Q * a 

schemas u:S' —*S , plus un isomorphisme A‘ —=u À , compatible aux 

g polarisations. La catégorie AB, da (ainsi que ses analogues AB 
PJ 

g,d,n 

, etc., que le lecteur devine) est un champ de groupoides ((D-m Jj, AB 
g,d,n 

$4) au-dessus de la catégorie des schémas munie de la topologie fppf 

(ou de la topologie étale). En associant à (A EL, 8,€) comme ci-dessus 

le faisceau inversible 

(4.3.2) X(S,A,E) = (det £,L(8))7} 

sur S , on définit un faisceau inversible À sur AB , qui est 
g,d 

ample au sens Suivant : 

4.3.3. Définition. Un faisceau inversible M sur AB est ample s'il 
g,d 

vérifie les conditions équivalentes qui suivent 
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(i) pour tout n}3 l'image réciproque de M sur Bean 2st 
a a 

ample (ceci a un sens car ABS don est representable par un schema ) 
/ # 

(ii) pour tout schéma S et tout morphisme quasi-fini 

j: S —— AB 
A A . 1 

le faisceau_inversible j M est ample sur 5 
g,d ’ 

(iii) même condition que (ii), j étant seulement supposé quasi- 

affine. 

L'équivalence destrois conditions est immédiate, parce que la 

question est locale sur Spec Z et que les morphismes 

(4.3.4) — AB, à 82 z{1/n] 
ABS, d,n 

sont représentables par des morphismes finis surjectifs : en fait le 

premier membre est représentable par ke an’ et le second s'identifie 

au champ quotient (4S a, 7/24 (2/02) | ({p-m], 4.8). 

4.3.5. Les considérations sur les schémas de modules grossiers se 

ramènent à la remarque suivante : on a un morphisme naturel 

AB +, + 
g,d g,d 

(qui fait de & gq ' par définition de celui-ci, la limite inductive du 

foncteur naturel AB, a —» (Sch)), et 9 induit un isomorphisme : 
LA 

)2 8, D — » Pic(AB | z Ÿ 
gd 

(remarquer que Pic(AB, 42 211/n1) s'identifie pour n y3 à 
. _G ’ 

Pic (to ,a,n 

sous G = GL,,(2/n2)). Enfin, comme © est fini, on remarque qu'un 

), groupe des classes de faisceaux inversibles équivariants 

faisceau inversible M sur AB, d est ample si et seulement si il 
| a 

provient d'une classe ample dans Pic. a)2z 2 

Remarquons enfin que les compactifications a d,n construites au 
a ’ 

$3 ne semblent pas se prêter à ce genre de considérations. 

5. Le cas séparable : compléments au théorème de plongement. 

5.0. L'hypothèse N? > 2g!d du théorème 2.7 servait à assurer les pro- 

priétés suivantes (qui impliquent la conclusion de 2.7) : 

(5.0.1) Pour tout schéma S sur Spec zliA] et tout 

(A E, S,L,v,0) € Abri + a yl S). alors
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(1) le morphisme naturel 

(5.0.1.1) EL ——> Fr ) 
nw 

est injectif et localement scinde. 

(ii) Le morphisme naturel 

2 (122) Sym (EL) — > fy, 

est surjectif ; de plus si S est le spectre d'un corps, À est inter- 

section de quadrigues dans P(H°(L(§))). 

(iii) Le morphisme naturel 

(5.0.1.2) | £ (1?) — £,(L 

est injectif et localement scindé. 

Il est clair que (iii) implique (i). La condition (i) sert à définir 

le morphisme t de (2.6.3), et (ii) et (iii) assurent que AÀ est, dans 

P(H°(A,L)), intersection des quadriques contenant À . Notons d'ailleurs 

que (ii) est toujours vérifiée ([M5], th. 9 p. 68 et th. 10 p. 80). Il 

suffit donc, pour obtenir 2.7, que N vérifie (iii). 

Or on rappelle (VI, 2.5.1) que le morphisme naturel 

£ (2) —» £, (192 
K ( 

est toujours injectif localement scindé ; la condition (iii) ci-dessus 

) 
122 ) 

sera donc vérifiée dès que 

2 
(5.0.2) le groupe K(L® ) est annulé par N. 

5.1. Cette condition impose toutefois (puisque N est inversible sur 

S) que d soit inversible sur S (on rappelle que d est pair et 

même divisible par 47 , faute de quoi Abrig® a,N est vide). Le groupe 

K(L) a dans ce cas ses fibres géométriques isomorphes à des groupes du 

type 

(5.1.1) H(è) = © 
L 

J 2 
(3/4,2) 

1 

5 = (d,,...,4), a, 1, d,,,1d; » 4 = d,---d, 

(cf. [M3], $1) ; la suite 6 est alors par définition le type de L 

La condition (5.1.3) équivart à
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(5.1.2) N est divisible par 24, ; 

notons que l'existence d'une structure de niveau N implique déjà, sous 

92 
cette hypothèse, que K(L ) est localement constant. 

Si l'on fixe Ô = (d ar) comme en (5.1.1) et si l'on note 

(5.1.3) Abriq 5 1 

. + , 
le sous-foncteur (sur Spec z(1/Na. |) de Abrig aN forme des 

(A,L,V,0) tels que L soit de type 5 , alors on obtient, des que 

a IN , un morphisme (analogue a (2.5.3)) 

+ 
(5.1.4) t+ Abrige sn — Ga n29 

car la condition (i) de (5.0.1) est alors vérifiée. De plus on a la 

variante suivante de 2.6, avec essentiellement la même démonstration 

(compte tenu des considérations de 5.0) : 

5.2. Théorème. On suppose que 24, ÎN . Alors le morphisme t de (5.1.4) 

est un plongement. @ 

5.2.1. Bien entendu, si (A ,s$,1,v,0) designe l'objet universel sur 
4 . + e S = Abria ,8,N , le plongement t:S—>6G 

de faisceaux localement libres : 

a, N29 correspond au morphisme 
‘ 

(v,G) E 

| ya’ s 
f,L — £,(L 

6. Retour au cas semi-stable : une propriété de prolongement. 

6.0. Soient S un schema, A t,s un S-schéma en groupes semi-stable, 

L un faisceau inversible cubiste totalement symétrique sur A, ample 

relativement à S . On suppose qu'il existe un ouvert schématiquement 

dense UCS avec les propriétés suivantes 

(6.0.1) A, est un U-schéma abélien 

(6.0.2) pour tout x€S-U , l'anneau local 6 est normal. 
S,X 

On suppose encore 

(6.0.3) K(L®2) est fini sur S et contient A 
4 

2 et l'on note d™ le rang de K(L), de sorte que (chapitre VI) £f,L est
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localement libre de rang d . 

Enfin on se donne un entier N inversible sur S , et une 

N-rigidification (v,¢) de (A,L). On en déduit comme au $2 un morphisme 

E 
N 

S 

composé de l'évaluation aux points d'ordre N 

(6.0.5) £,L 7 £4(L 9) 

et de l'isomorphisme déduit de (v,0) 

E 
N 

Sg 
(6.0.6) f(D) à) 

On fait alors l'hypothése supplémentaire suivante : 

(6.0.7) la restriction à U du morphisme (6.0.5) (donc aussi de (6.0.4)) 

est injective localement scindée. 

Cette hypothése est satisfaite en particulier si 2 > gta (en. 

vertu de 2.3) ou si K(L) est annulé par N (VI, 2.5.1). 

6.1. Sous les hypothéses ci-dessus, l'homomorphisme (6.0.4) définit (§2) 

un morphisme 

(6.1.1) | t,:U— 6 

de U dans la grassmannienne des sous-faisceaux localement facteurs 

directs de rang d de eee Zz! et l'on a un isomorphisme canonique 

(6.1.2) th SOUL) > (SEL) 

ou 6,(2) désigne le dual du déterminant du sous-fibré universel de 

6 sur G. 

Bien entendu la connaissance du morphisme t,, détermine (A,L,v,9) 
2 22 , U 

si N“)2g!d ($2) ou si K(L “) est annulé par N ($5). 

D'autre part, la condition (6.0.2) implique, puisque G est propre 

. sur Spec Z , l'existence d'un gros ouvert V de S contenant U et 

d'un morphisme 

(6.1.3) t,,: V —G 

prolongeant ty .
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6.2. Proposition. L'isomorphisme (6.1.2) se prolonge sur V en un homo- 

morphisme de faisceaux inversibles 

* d 1] 
(6.2.1) ty 6,(1) —» (A f,L),, . 

De plus si K(L) est annulé par N on peut prendre V=S , et (6.2.1) 

est un isomorphisme. 

Démonstration : lorsque K(L) est annulé par N , il résulte de VI, 3.5 

que le morphisme (6.0.4) est injectif et localement scindé, d'où la pro- 

position dans ce cas (c'est essentiellement l'argument de VI, 4.1). 

Dans le cas général le morphisme (6.0.4) détermine un morphisme 

a Ey (6.2.2) ur AN — (AŸE 1). 

Si I désigne l'image de u , il est immédiat que l'on peut prendre 

pour V le plus grand ouvert de S au-dessus duquel I est inversible; 

le morphisme composé 

ty . E 
. Plucker _ d N 

| ad N % 
correspond alors au quotient inversible I, de A (sy ), donc ty Se(1) 

ee . . « d 1 s'identifie à I,S(A £,L), . a
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CHAPITRE VIII 

Image directe et différentielles 

Sommaire 

O. Introduction. 

1. Position du probléme. 

2. Cas d'une base de caractéristique p/0. 

3. Cas des schémas abéliens. 

4. Cas d'une base de caractéristique nulle. 

O. Introduction. 

Ce chapitre est consacré au résultat clé (selon l'auteur) du présent 

travail. Sous sa forme générale il est encore à l'état de conjecture et 

est énoncé au $1 ; on en démontre ensuite des cas particuliers (essen- 

tiellement le cas d'égale caractéristique et le cas des schémas abéliens). 

Le lecteur est invité à se reporter au $1 pour l'énoncé du problème (1.2) 

et son état actuel (1.3, 1.4). L'auteur se permet d'ajouter ici qu'il 

est (au moment où il écrit ces lignes) raisonnablement optimiste quant 

à l'accessibilité, au moins, de la “formule clé canonique" 

FCC(Spec Z,g,1) (notation de 1.2). Par contre les méthodes employées 

ne jettent guère de lumière "conceptuelle" sur l'origine d'une telle 

formule. 

1. Position du problème. 

1.0. Soient S un schéma localement noethérien, A tos un S-schéma 

en groupes semi-stable de dimension relative g (supposée constante). 

Soit L un faisceau inversible cubiste sur A, ample relativement a 

S , et symétrique. Notons UCS l'ouvert au-dessus duquel A est un 

schéma abélien, et faisons les hypothèses suivantes 

(1.0.1) U est schématiquement dense dans S , et de plus S est normal 

aux points de S-U. 

(1.0.2) K(L®2) est fini sur S , ou bien L est totalement symétrique 

(VI, 3.2) et K(L) est fini sur S
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On sait alors (VI, 3.5) que f,L est localement libre sur S , et 
| T 

que (VI, 3.5.3) sa formation commute à tout changement de base S' —>s 

tel que atu) soit schématiquement dense dans S' ; pour abréger nous 

appellerons admissible un tel changement de base, et nous poserons par 

ailleurs 

d= rg(f,L) , 

ce rang étant supposé constant sur S ; on a donc a? = rgé K(L). 

Posons 

a) _ AG * 1 

où en: S — À est la section unite : “n/s est un S.-module inver- 

sible et nous noterons 4(A,L) le faisceau inversible 

d 82 g ged 
(1.0.5) 6(A,L) = (A à /S f,L) 

qui sera le héros de ce chapitre. 

1.1. Premières propriétés de 4(A,L). 

1.1.1. Changement de base : la formation de Ôô(A,L) commute à tout 

changement de base admissible au sens de 1.0. 

£ 
1.1.2. Changement de modèle : soit A, —> Ss un S-schéma en groupes 

semi-stable contenant A comme sous-groupe ouvert et coincidant avec 

A au-dessus de l'ouvert U, et soit L, un faisceau inversible cubiste 

sur A, prolongeant L . Alors ona 

ô(A,L) = 6(A,,L,) ; 

D = à 11 est clair en effet que A/S A/S ' et d'autre part VI, 3.4 

entraîne que £44, = £,L (compte tenu de(1.0.2)). 
1 

1.1.3. Comportement par isogénie. Soit H un sous-schéma en groupes de 

A, fini et plat sur S . Posons B=A/H et soient A:A—>B et 

g:B—»S les morphismes naturels. Donnons-nous de plus un isomorphisme 

) + 

L = AM 

où M est un faisceau inversible cubiste symétrique sur B (nécessai- 

rement ample relativement a S) tel que K(M°2) soit fini sur S et 

que g,M soit un S-module: inversible : en d'autres termes M définit 
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. Cette condition équivaut au fait une polarisation principale sur B 
U 

que H soit un sous-groupe lagrangien (V, 2.5.1) de K(L) ; remarquons 

qu'alors Kk(M2) = 28 . Posons enfin (comme dans VI, 1.4.8) 

K' = K(L)/H cB; 

Aw 

c'est un sous-groupe de B, fini et plat de rang d et isomorphe a H. 

Proposition. Sous les hypothèses ci-dessus, il existe un isomorphisme 

naturel 

(1.1.3.1) ô(A,L) > 8 (BM) FON, 76 (Me. 972 

ou Mic: est la restriction de M à K', et Nk /s la norme. 

De plus soit m un entier annulant H (par exemple m=d) : il 

existe alors un isomorphisme naturel 

(1.1.3.2) §(A,L)o™ + §(B,M)omd . 

Le mot "naturel" signifie ceci : à toute situation du type 1.1.3 

ci-dessus, on peut associer un isomorphisme (1.1.3.1) (resp. (1.1.3.2), 
“ 

une fois fixé l'entier m) de fagon compatible a tout changement de base 

admissible et à tout changement de modèle. 

La seconde assertion de la proposition est conséquence de la pre- 

mière puisque ween admet une trivialisation naturelle (I, 5.7). 

Montrons la premiére assertion. Le corollaire VI, 1.4.8 nous 

fournit un isomorphisme naturel 

Sd & ,d 2-1 d ~ (1.1.3.3) A“£,L => (g,M) £,9,,2 Nig (Mig 

Introduisons le faisceau Dis des mesures invariantes sur H 

(V, 1.4) et notons A(X) (comme au chapitre V) la 9.-algébre d'un 

S-schéma X affine sur S : par exemple, £,6, = A(H). Ona: 

“a v 

(1.1.3.4) A(H) = Hom -moa (à (4) 64) = A(H) 
S 

et d'autre part (V, 1.4.4) : 

(1.1.3.5) A(H) = A(H) Sg D (comme 6,-modules) 
. S 

d'où, en combinant (1.1.3.4) et (1.1.3.5) et en prenant les déterminants : 

(1.1.3.6) (AA (a) PA on Da .
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En reportant dans (1.1.3.3)92, on obtient finalement 

d 22 _ 224: ,8-d @—2 (1.1.3.7) (AW £,L) (g,M) 3 Des BN /s (Mr: . 

D'autre part le faisceau Os /s (resp. Wy /g) n'est autre que le 

dualisant relatif de A (resp. B) sur S , restreint à la section unité. 

Il en résulte que By 152 Bi, s'identifie canoniquement au dualisant 

relatif de H, restreint à la section unité. Le dualisant de H , con- 

sidéré comme module sur la 6 ,~algebre A(H), n'est autre que 

A(H) = A(H)®, D,, : Sil on le restreint à la section unité on obtient 
S 

donc Dy , d'où un isomorphisme naturel 

(1.1.3.8) mi = & ® D. . & 
A/S B/S H 

Enfin on a par définition 

82 g 78d _ aad 8(A,L) = (A°£,L) V2 

et il suffit d'appliquer au second membre (1.1.3.7) et (1.1.3.8) pour 

obtenir l'isomorphisme annoncé. @ 

1.2. Pour abréger nous appellerons donnée de tyne (g,d) un triplet 

(S,A,L) comme en 1.0, avec dim(A/S)=g et rg(f,L)=d . Nous consi- 

dérerons dans ce chapitre les énoncés suivants : 

FC(S,g,d) ("formule clé") : pour toute donnée (S,A,L) de type (g,d) 

sur S donné, le faisceau 5(A,L) est d'ordre fini dans Pic(S). 

FCC(S ,g,d) ("formule clé canonique", So étant un schéma) : il existe 

un entier myl1 tel que l'on puisse associer à tout S schéma S et 

à toute donnée (S,A,L) de type (g,d) une trivialisation de §(a,L)°™, 

de manière compatible à tout changement de base admissible (1.1.1) et à 

tout changement de modéle (1.1.2). 

D'autre part nous désignerons par rc (S,a,d) et Foc*?(s_,g,d) 

les énoncés analogues aux deux précédents,obtenus en imposant de plus à 

A d'être un S-schéma abélien. 

L'auteur conjecture que FCC(Spec Z,g,d) est vraie pour tous g 

et d. Nous établirons dans ce chapitre les cas particuliers suivants 

de cette conjecture :
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1.3. Théorème. Soient g et d deux entiers, et k un corps premier. 

(i) FCC(Spec k,g,1) est vraie ; de plus si k est de caracté- 

ristique p)0O, l'exposant m intervenant dans l'énoncé de 
a ,  » | 2 2g+2 

FCC(Spec k,g,1) peut être pris éqal a (p -1)p 3 . 

(ii) FC(S,g,d) est vraie pour tout k-schéma noethérien normal 

excellent S . 

(iii) Foc?” (Spec z[1/4],g,4) est vraie. 

(iv) rca (s,g,d) est vraie pour tout schéma noethérien normal 

excellent S . 

1.4. Commentaires. Nous commencerons (au $2) par démontrer (i) lorsque 

k=F ‘, en utilisant le morphisme de Frobenius. Au $3 nous établirons 

(iii) a partir d'un résultat di a L. Szpiro et a l'auteur, selon lequel 

rc? (s,g,d) est vraie pour tout schéma S sur lequel d est inver- 

sible. Ce résultat repose sur le théorème de Riemann-Roch-Grothendieck 

et sera publié ailleurs. Au $4 on en déduit (i) lorsque k=Q. 

En ce qui concerne ce dernier cas, on peut montrer que l'exposant 

m de l'énoncé peut être pris égal à 4 , lorsqu'on impose à A la con- 

dition supplémentaire suivante : pour tout point x€S la multiplicité 

à l'origine de A, du "diviseur théta" défini par L, est paire. Ceci 

résulte de l'équation fonctionnelle de la fonction théta de Riemann 

([m7]i, chapitre II, $5). Nous n'aborderons pas ici cet aspect de la 

question (que m'a indiqué D. Mumford), mais signalons que cette méthode 

donne une information intéressante : supposant de plus que S = Spec C, 

le (C-vectoriel dy = H°(A,@) est muni d'une norme hermitienne natu- 
S 

relle, par la formule 

(1.4.1) | all? = ¢ ala (a € H°(a, )) 
sate) FA 

ou c est une constante ne dépendant que de g . D'autre part le fibré 

L sur A admet également une métrique hermitienne canonique (II, $2) 

que nous noterons D , d'où une norme sur H°(A,L) par la formule 

(1.4.2) PE = \ ” 0(s(x))2ax (s € H°(A,L)) 
A(C 

où dx désigne la mesure de Haar normalisée sur A(C). Par suite le 

C-vectoriel 6(A,L) est encore muni d'une norme hermitienne et l'on 

peut montrer que pour un choix judicieux de la constante c de (1.4.1), 

la trivialisation annoncée de 5 (A,L)?4 est de norme 1.
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Enfin les assertions (ii) et (iv) de 1.2 résultent respectivement 

de (i) et (iii) en vertu du lemme ci-dessous 

1.5. Lemme. Soit S un schéma noethérien normal excellent. On suppose 

FC(S',g,1) (resp. rca (S',g,1)) vérifiée chaque fois que S' est un 

S-schéma normal quasi-fini sur S . Alors FC(S,g,d) (resp. 
Foel( S,g,d)) est vraie pour tout dy1. 

s 

Démonstration : pour fixer les idées nous nous placerons dans le cas non 

respé, le cas "abélien" étant entièrement analogue. Soit (S,A,L) une 

donnée de type (g,d) : nous pouvons supposer S intègre et il suffit 

de voir qu'il existe un gros ouvert V > S , et un morphisme surjectif, 

fini et plat 7:V' —»>vV tels que #7*j*ô(A,L) soit d'ordre fini dans 

Pic(v') : en effet j*: Pic(S) — Pic(V) est injectif puisque V est 

un gros ouvert et S normal, et d'autre part Nye /y°T est la multi- 

plication par deg(T) dans Pic(V). 

1.5.1. Grace à un changement de base V' — +S du type ci-dessus, on 

peut supposer que le groupe G(L) admet un sous-groupe de niveau 

lagrangien H, au sens de V, 2.5.1 : si Sy désigne le S-schéma 

propre et surjectif paramétrant ces sous-groupes (V, 2.5.3), considérer 

un sous-schéma fermé intègre S, de S,, génériquement fini sur S, 

puis le normalisé Ss, de S5 : comme S est excellent, S; 

fini et plat au-dessus d'un gros ouvert de S , et il est normal. 

est alcrs 

Supposant donc l'existence d'un tel H, on pose B=A/H, ou Hy 

est l'image de H dans K(L) ; on a alors un faisceau inversible cubiste 

M' sur B, tel que L=\"M', où AZA—>B est la projection cano- 

nique (VI, 1.2). De plus, comme H est lagrangien, M' est de degré 1, 

i.e. définit une polarisation principale de By, - 

1.5.2. Le faisceau M' n'est pas nécessairement symétrique. Cependant, 

soit n le point générique de S : il existe (quitte à changer de base) 

une section b, de B au-dessus de 71 , telle que le "translaté tordu" 

* - 

ER UE 
soit symétrique, où g:B ——5S désigne le morphisme structural. Ce 

faisceau admet de plus une structure cubiste naturelle (III, 1.1.9.1). 

Par changement de base (toujours fini et plat au-dessus d'un gros ouvert 

de S) et gonflement des modèles A et B , on peut supposer que b; 

se prolonge en une section b€B(S), elle-même image d'une section 

a € A(S). Posons dans ces conditions
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M = TM" & g"b'M'"1 ; 

alors M est cubiste (III, loc. cit.) et symétrique, et l'on a 

k # =] 
(1.5.2.1) "mM = T'L® £ ant. 

1 

Mn 

donc est d'ordre 2, ce qui montre que (TIL, ® Ly 

En particulier (A M@L” est dans Pic’(A,) et est symétrique 

1,22 est trivial, donc 

al K(L°2) . 

Ceci entraîne que a est d'ordre fini dans A(S), donc que le 

faisceau inversible a*L est d'ordre fini dans Pic S (I, 5.7) : on 

peut donc supposer (après changement de base) qu'il est trivial, et 

(1.5.2.1) devient | 

(1.5.2.2) \'M= TL. 

Enfin la translation par a fournit un isomorphisme 

T 2 £,L > £,T L 

d'où un isomorphisme 

(AL) > 6(A,T.L) . 

Par hypothèse 6(B,M) est d'ordre fini ; il en est donc de même de 

8 (A, TOL) = 6(A,L), grâce a (1.5.2.2) et à la Prop. 1.1.3. @ 

2. Cas d'une base de caractéristique po . 

2.0. Dans tout ce $ on fixe un nombre premier p, et l'on se propose de 

démontrer FCC(Spec Edel) pour tout g ¥1; plus précisément : 

2.1. Théorème. À toute donnée (S,A,L) de type (g,1) sur un schéma 

S de caractéristique p , on peut associer canoniquement une triviali- 

sation CL\ArL) du faisceau inversible 

2 2g+2 
s(a,L)?(P ~1)P 

de manière compatible à tout changement de base admissible et à tout 

changement de modèle. 



189 

2.2. Le cas où oh est fini. 

2p 
Nous allons d'abord, grâce à une “frobeniuserie", démontrer 2.1 en 

nous restreignant aux (S,A,L) tels que le noyau nA de la multipli- 
2p 

cation par 2p° dans A soit fini sur S (condition vérifiée en par- 

ticulier si A est un schéma abélien). 

Soit donc (S,A,L) de type (g,1), avec 5A fini sur S . 
2p 

2.2.1. Introduisons, pour tout nyl, le plus petit sous-groupe ouvert 

[n] 
A CA 

contenant A ; remarquons a ce propos que 

_ ®n 
LÀ = K(L ) 

puisque L est de degré 1. La multiplication par p induit en parti- 

culier un morphisme 

(2.2.1.1) tpl, al2P°l _, l2p! 

[2p] Cp? 
* 

plat DA . De plus L est symétrique et Kk([p] 122) = AT À 
2p 

fini par hypothése ; nous sommes donc dans les conditions d'application 

par le sous-groupe fini et 

21 L2p*. 

qui identifie A au quotient de A 

est 

de la proposition 1.1.3, avec m=p . et d= p°9 , d'où un isomorphisme 

naturel 

x | 2g+1 

(2.2.1.2) 8(a, (pl "L)®P = 6(a,L)°P 

en remarquant que l'on a, grace a 1.1.2 (changement de modéle) : 

2 ~_ — 
§ (al 2p 1 tpl L) = 6(a,[p]"L) 

s(al2p) 1) = 6(A,L) . 

2.2.2. Or comme L est symétrique on a un isomorphisme canonique (I,5.5) 

2 

[p11 = SP 

. + . 

ce qui permet de descendre Cp] L non seulement suivant Co] comme 

ci-dessus, mais aussi suivant le frobenius relatif itéré 4 /S défini 
A 

par le diagramme commutatif suivant :
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> aw 
4 | 

na —ALS, as Wy 

>... 
? 

où le carré de droite est cartésien et où Fe (resp. F,) désigne le 

frobenius absolu de S (resp. A). Le sel de la chose réside dans le 

fait que l'on a canoniquement 

2 * 
(2.2.2.1) [pl'L = LP = (Fo) “L = à 

en posant 

(A',L') est done obtenu a partir de (A,L) par le changement de base 

admissible FS : S —> S , d'où des isomorphismes naturels 

2,* Sp" (2.2.2.2) S(A',L') = (Fo) 8(A,L) = 6(A,L) . 

Nous pouvons enfin appliquer 1.1.3 à l'isogénie 2 /s (avec 

m= p- et d= p*9) d'où : 

sta, (pl *n)8 = (a, 11 )8P° 2.2.2.1) (A, p L) A, A/S ( e eme 

2g+2 

= §(A',L')°P (1.1.3) 

| 2 _2g+2 

= §(A,L)°P °P (2.2.2.2) 

d'où finalement en comparant à (2.2.1.2) élevé à la puissance p : 

2g+2 2g+2 2 

8 (A, L)°P = 5(A,L)°P *P 

Le 4e ®(p°?-1) 2g+2 qui fournit une trivialisation naturelle (!) de 6(A,L) P 

comme annoncé. 

2.3. Le cas général. 

Nous disposons maintenant, pour tout (S,A,L) de type (g,1), 

lorsque S est un schéma de caractéristique p)0 et que A est 

fini sur S , d'une trivialisation 

0 (AeL)



191 

2g+2 — 2 
@(p -1)p sur S , compatible à tout du faisceau inversible 6(A,L) 

changement de base admissible et à tout changement de modèle: 

Ne faisant plus d'hypothèse de finitude sur 5A , notons U 

2p 
(comme dans 1.0) l'ouvert de S au-dessus duquel A est un schéma 

abélien : il suffit, pour achever la demonstration, de prouver que la 
+ 

8(p?-1)p°7 2 trivialisation 0 (AgeLy) de 6(A,L) au-dessus de UÙU se 

prolonge a S . 

Nous pouvons pour cela remplacer S par le spectre de l'anneau 

local d'un point de S-U (qui est normal (1.0.1)), puis, grâce à. 

EGA IV, 8.8.2, supposer que S est essentiellement de type fini sur 

F_ donc excellent (et toujours normal). Il suffit alors de trouver un 

morphisme fini surjectif m:S' —>S , avec S' normal, tel que 

0, (AyeLy) se prolonge a S' après le changement de base 7 . Or il 

suffit pour cela de choisir S' (grace a IV, 8.2) tel que Ag, admette 

un gonflement A' tel que À soit fini sur S', et tel que La: 

2p 
admette un prolongement cubiste L' sur A' : la trivialisation 

0 (A',L') réalise alors le prolongement cherché. @ 

3. Cas des schémas abéliens. 

Nous utiliserons le résultat suivant, dû a L. Szpiro et à l'auteur, 

et dont la preuve sera donnée ailleurs : 

3.1. Théoréme. Soient S un schéma, d un entier inversible sur S . 

Alors Fc (5,g,d) est _ vraie pour tout g yl 

On se propose ici de déduire de 3.1 le théorème suivant : 

3.2. Théorème. Pour tous g et a ¥1,Fcc®%spec z(1/41,g,4) est vraie. 

3.2.1. Désignons par xX le champ ({p-m], §4) formé des données 
g.d 

(S,A,L) de type (g,d) où A est de plus un S-schéma abélien. Nous 

pouvons considérer Ô(A,L), pour (S,A,L) variable, comme un faisceau 

inversible sur X , que nous noterons désormais 4 . 
g,d —g,d 

champ X (sur la catégorie des schémas) et tout entier n=, nous notons 

1 ï xfi/n] le champ X Xsnec 2 

simplement que la restriction de by d à X ati/al est d'ordre fini. 
4 e 

Si, pour tout 

Spec z(1/n] , alors l'assertion de 4.2 est 
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Pour tout entier n yl notons Xy don le champ des (S,A,L,v) 
* c e 

ou (S,A,L) est dans Xe a et ou v est une structure de niveau n 
‘ 

sur A . On a alors un morphisme 

Tf : n° Xg aun — x, ali/nl 

qui identifie xX ati/nl au champ quotient [X, d n/6L) (3/02) | 

({p.ml, 4.8) pour l'action naturelle de Glo, (Z/nz) sur X . De 

plus, pour n }3 , Le champ X est representable. 
g,d,n 

3.2.2. Traitons d'abord le cas d?1 . Si l'on prend pour n une 

puissance de d qui soit Y 3 , alors X at1/al est donc quotient 
, os , 7 om 

(au sens des champs) du schéma Xs,d,n . Une trivialisation de ood 

sur Xy 4li/al équivaut donc à une trivialisation de T "a sur 
’ . s tu : 1 ’ * Xo, yn , compatible à l'"action" naturelle de GL, (Z/nz) sur 7) ood” 

Or le théorème 3.1 appliqué à l'objet universel sur Xe d,n affirme 

l'existence d'un entier k 1 tel que Te ong soit trivial : il en 
tf 

résulte immédiatement que 

&k.Card GL, (Z/n2) 
T* à J. 

n —g,d 

admet une trivialisation équivariante, cafd. 

3.2.3. Plaçons-nous désormais dans le cas où d=1 . La méthode ci-dessus 

montre qu'il existe, pour tout nombre premier p, un entier m 71 et 
Om 

une trivialisation Tp) de oY P sur Xy Lip. Il s'agit de prolonger 
pe À a 

l'une des Tw) a Xo 1 tout entier. Pour cela nous aurons besoin de 
LA . 

renseignements sur la géométrie de Xe 1 - 
La 

3.2.4. Soit AB, |, le champ des schémas abéliens principalement pola- 

risés. On a un morphisme naturel 

(3.2.4.1) Xa,1 —> ABC 1 

(A+ S,L) > (A—>S,0, : A= at) 

qui admet la structure suivante : soit H — > AB le champ des points 
gi 

d'ordre 2 du dual du schéma abélien universel sur AB 1 
e 

termes les objets de H sont les (A—»>S,§,M) où (A— S,$) © AB, l 
? 

et où M est un faisceau inversible d'ordre 2 sur A) ; alors xX 
g,1 

est un H-torseur sur AB, 1 ° Par suite le morphisme (3.2.4.1) est 

fini, plat et localement d'intersection complète, et même étale au-dessus 

de AB. (1/2). De plus comme AB 
° a 

(en d'autres 

g,1 est lisse sur Spec Z 
‘ .
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(Grothende&ck), le champ Xg 1 est même plat et localement d'intersec- 

tion complète relative sur Spec Z , et lisse au-dessus de Spec z(1/2]. 

3.2.5. Soit (A —+S,L) 
de symétrie 

un objet de X 1” On a un unique isomorphisme 
a 

sib + (-1] (1) 

respectant les rigidifications. On en déduit une involution 
* 

S + [-1] 

T(AL) : £,L —> £,(-1] L — £,L 

c'est-à-dire, comme f,L est un $,-module inversible, une section de 

Me gs Nous obtenons ainsi un morphisme 

(3.2.5.1) TX — > Spec(z(TIAT*-1)) . 

Comme mM, est réunion des deux sections T=1 et T=-1 sur 

Spec Z, Xe, 1 est réunion des fermés 

(3.2.5.2) XŸ = tty), x = 17 (-1) 

dont les restrictions au-dessus de Spec zl1/2] sont aussi ouvertes. 

Si S est le spectre d'un corps k , alors T(A,L) est un élément 

de B, (kK) = {-1,+1} qui n'est autre que (-1)” où v est la multipli- 

cité à l'origine du diviseur thêta (l'unique diviseur du système 

linéaire |L|l). 

3.3. Lemme. Les fibres génériques x et Xp de X et X sont 

qeométriquement irréductibles. 

3.3.1. Montrons d'abord que ce lemme implique le théoréme. Il a pour 

conséquence que, pour presque tout nombre premier p , les champs 

x* x Spec FL et X XSpec ED sont géométriquement irréductibles (on se 

raméne au cas d'un schéma en considérant une composante convenable d'un 

schéma de modules fin Xe i.n’ et l'on applique EGA IV, 9.7.7). Pour 
a , 

un tel nombre premier p#2 , on considère comme en 3.2.3 une triviali- 
, ®m 

sation co 6 _ ) i l' ation (p) de 1 au-dessus de x, l1/el, avec m/7/1 . Si l'on 

regarde VD) comme une section méromorphe sur X tout entier, son 

diviseur est de la forme a(X* x Spec FF) + DC Xe Spec F ) où a et 

bE ZF (puisque Xoo est lisse sur 21/21) et par suite on 

de la forme TM où M est un faisceau inversible sur Me - On conclut 

en remarquant que Pic(h,)=0 (on obtient Lb. en recollant deux 

exemplaires de Spec Z par le point fermé Spec Fo). 

est
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3.4. Démonstration de 3.3 (esquisse) : notons X le "champ analytique 

complexe" déduit de Xo 1 : un objet de Xan est de la forme 

(A =, 5,1), ou S est un espace analytique complexe, A un S-espace 

analytique en groupes, propre et lisse sur S à fibres connexes de 

dimension g, et L un faisceau inversible symétrique rigidifié sur 

A , ample de degré 1 relativement a S (de sorte que A est projectif 

sur S et mérite donc le titre de "S-schéma abélien"). Alors X 

est réunion des deux ouverts fermés KT et Xn déduits de xt et 

X , et il s'agit de montrer que x et Xin sont irréductibles (au 

sens analytique). 

3.4.1. Description de x : considérons l'espace de Siegel 

He = (Rem (c) 1a est symétrigue, et la matrice symétrique réelle 

Im(Q) est définie positive} 

et le réseau (relatif a 4) 

A = {(z,N) € 9x4 |z€ 278029} 

La fonction théta de Riemann sur xx , donnée par la série 

6(z,2) =}, exp (mi “mGm + 27itmz) 

mE ZT | 

a une propriété de quasi-périodicité relativement à À ([M7], chap. II, 

$1), qui entraîne que son diviseur est A-invariant. Si nous posons 

t= CIxH /A toy 
g/ g 

alors le diviseur en question induit un diviseur symétrique sur #, que 
+ + | 

nous noterons @ . Notant ¢& le faisceau inversible 
a 

(O°) ® f*e*o.(-0") sur # (où e: # —» # est la section nulle), 

alors (# > 4,59) est un objet de x , que l'on peut voir comme un 

morphisme 

(3.4.1.1) y ——> xX . 

Enfin le groupe symplectique Sp(2g,Z) opère sur XH, en 

respectant A ; l'image de (z,Q) par (A D) € Sp(2g, 2) est 

(* (cap) “12, (AaB) (cap) 77) 

(cf. [m7], chap. II, $4). Il opère donc en particulier sur & de 

manière compatible à son action sur He .
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3.4.1.2. Proposition. Le morphisme (3.4.1.1) identifie KT au _ champ 

quotient [rt We ] (au sens de (nl, 4.8), où TT ¢ sp(29,2). désigne 

le Stabilisateur du diviseur 0” (c'est le groupe T de [rx] et [M71). 
1,2 

3.4.2. Description de Xin : choisissons une section d'ordre 2 

1 

telle que pour tout € qe , la multiplicité du diviseur a5 au point 

w(Q) de ke soit impaire, par exemple 

1/2 /2 
O O 

“(Q) = 2 Jt 

O 

et désignons par @ C# le translaté par a de ch , et par £ le 

faisceau 6,(® ) 8 f'e “84 (-O7 ). Alors (t => 4,57) est un objet de 
n 

xeh'" , c'est-à-dire un morphisme 

(3.4.2.1) qo — xX, . 

3.4.2.2. Proposition. Notons I ¢Sp(2g,Z) le stabilisateur de @ . 

Alors Xin s'identifie grace A (3.4.2.1) au quotient [TV]. 

3.4.3. La démonstration de 3.4.1.2 et 3.4.2.2 aurait sa place naturelle 

dans la littérature sur les fonctions théta ; on se bornera ici a en 

donner les grandes lignes. 

Le champ X, [1/2] admet encore la description suivante : c'est 

la catégorie des” {a _£, s,&,q) ou (A 5,5) est un objet de 

[1/2]. et où 

LA Es 

est une forme quadratique vérifiant 

(3.4.3.1) q(xty)q(x)q(y) = e, (x,y) 

ou e,: LAX A —rh, est la forme alternée sur À = Ker(2§) définie 

par la polarisation 2§ . On passe de (A,L) à (A,5,q) en prenant 

S= 9%, et qzel ({m3], $2). Une forme quadratique q vérifiant 

(3.4.3.1) s'appelle une thôêta-caractéristique pour le F,-vectoriel 

symplectique (2A,e2). De plus l'invariant T(A,L) de 3.2.5 n'est 

autre que (-1)° où ce OP, est l'invariant d'Arf ({p-cl, III, $5, 2.7) 

de el 
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+ 

Par exemple, dans le cadre analytique, la forme e, associée à 

l'objet (A — Ho") de 3.4.1 est la suivante : soient ¢ Hy et 

m+OQn€ 5(29+029) 

un point de CT au-dessus de ato ; alors 

t 
(-1)4 m.n 

tu) * =| + re)
 

2) Il 

Il résulte de la théorie classique de Riemann que le morphisme 

Hy —> AB° 
g in 

>» pe 1 £ an défini par l'objet (4 —>¥4 gt gt) de ABS, 1 Fg) fait de ABC 1 le 

champ quotient [sp(2g, 24 1. Autrement dit, ABC 1 est connexe et son 

groupe fondamental s ‘identifie a Sp(2g,Z). 

Les considérations ci-dessus impliquent que le revêtement naturel 

xan — ABS", 

(A,L) + (A,9,) 

est "classifié" par le Sp(2g,Z)-ensemble 

E = ensemble des théta-caractéristiques pour le f.,-vectoriel 
2 

(E,)°9 et la forme symplectique standard 

et que le sous-revétement KT (resp. x, n) correspond aux thêta- 

caractéristiques paires (resp. impaires), i.e. dont l'invariant d'Arf 

est égal à O (resp. 1). Les propositions 3.4.1.2 et 3.4.1.3 résultent 

du fait que Sp(2g,27) opère transitivement sur l'ensemble des thêta- 

caractéristiques paires (resp. impaires) : cette derniére assertion est 

prouvée dans [x], chap. V, $6, corollaire de la Prop. 2 et lemme 25. @ 

4. Cas d'une base de caractéristique nulle. 

On se propose de démontrer le théoréme suivant : 

4.1. Théorème. Pour tout g y1, FCC(Spec Q,g,1) est vraie. 

Nous aurons besoin d'abord de quelques lemmes.
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4.2. Lemme. Soient Sy un schema et d un entier y 1 . Alors 

FCC(S 2,47) implique FCC(S 1,4). 

Démonstration : soit (S,A,L) une donnée de type (1,4) où S est un 

S schéma. Alors (S,AX, 

et il est immédiat que S(AXA , pr L® pr,L) s'identifie canoniquement 
82a Le | … 82 

à Ô(A,L) : ceci résulte du fait que A x A/S Os , 

mule de Künneth (on rappelle que A est plat sur S). Le lemme en 

A, pr jL® pr,L) est une donnée de type (2,42) 

et de la for- 

résulte. & 

Nous supposerons donc désormais que l'entier g de 4.1 est > 2 

Gardant les notations xt et X de (3.2.5.2), nous pouvons dés lors 

bénéficier du lemme suivant : 

4.3. Lemme. Ona H? (Xp yet) = HO) = D . En conséquence, pour 

presque tout nombre premier p, les champs x'® EL et xX ® EL n'ont 

pas de fonctions globales non constantes. 

Démonstration : nous nous limiterons à x pour fixer les idées. IL 

s'agit de montrer que le schéma de modules grossier Y associé n'a pas 

de fonctions globales non constantes. Celui-ci est un revêtement fini 

) des 
g,1°Q 

variétés abéliennes principalement polarisées. Ce dernier admet une 

connexe (à cause de 3.3) du schéma de module grossier #= (t 

compactification # (la compactification de Satake) qui, pour g}2, 

a la propriété que dim(t-d¢) < dim #-2 . Par suite le schéma de modules 

grossier Y admet également une compactification ayant La même pro- 

priété. Le lemme en résulte. @ 

4.4. Le théorème 3.2 implique l'existence d'un entier myl et d'une 

ot? , au faisceau som 
, —g,1 G,1 

(notations de 3.2.1). En particulier, pour toute donnée (S,A,L) de 

trivialisation, que nous noterons 

type (g,1), on dispose d'une trivialisation 0 (Ar Lay) de 8(A,L)°™ 

au-dessus de l'ouvert U de “bonne réduction" de A . Le théorème 4.2 

sera demontré si l'on établit que, lorsque S est de caractéristique 

nulle, (AL) se prolonge en une trivialisation de 5(A,L) sur S. 

Nous allons procéder pour cela par "réduction modulo p assez grand". 

2g+2 
4.5. Pour tout nombre premier p , posons mL = (p2-1)p et consi- 

dérons la trivialisation de construite en 2.1 pour les données de 

type (g,1) en caractéristique p . Nous pouvons considérer sa restric- 
-_ 

tion av champ Xe 17°F, , que nous noterons one . Dans ces conditions 
a
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®m @mm 

(2D Sm et (2D) P donnent deux trivialisations de oy … sur 
a 

X SEF , et il résulte donc du lemme 4.3 que pour presque tout p, il 
Gri + -~; Xx 

existe des constantes cy et c cE, telles que 
p 

®m 
(92) P = gt(g2P)Om sur x’ Op 

(4.5.1) P P P 
®m 

(o2?) P = EN Cho D sur xX OF, 

4.6. Lemme. Pour presque tout nombre premier p et toute donnée 

(S,A,L) de type (g,1) sur_un F schéma S , la trivialisation 

(AL) de (AL)? sur l'ouvert U de bonne réduction de À se 

prolonge a S . 

Démonstration : la question est locale aux points de S-U et nous 

pouvons donc supposer S normal irréductible. Dans ce cas U est con- 

nexe donc le morphisme U — x, , défini par (Ay,Ly) se factorise 
’ @m 

par x* ou xX” , et par suite d'après (4.5.1), (o2) P se prolonge 
+ _@m - cm 

sur S pour presque tout p en Cp Ty ou CaF suivant le cas. 
gab 

Donc se prolonge puisque S est normal. @ 

4.7. Fin de la démonstration de 4.1 : soit (S,A,L) une donnée de type 

(g,1) ot S est un Q-schéma. La question du prolongement de CAL) 

est locale sur S et nous pouvons donc supposer S affine de type fini 

sur © , puis que (S,A,L) provient par tensorisation par ®@ d'une 

donnée de type (g,1) (notée désormais (S,A,L)) ou: 

. S est un schéma normal intégre de type fini sur Z 

. pour tout nombre premier p , le schéma SOF, est normal et 

l'ouvert U de bonne réduction induit un ouvert dense de SOF, (donc 

(S,A,L) induit sur ser, une donnée de type (g,1)). 

Le diviseur de O (Ar Ly (considéréecomme section méromorphe de 

8(A,L)o™ sur S) induit pour tout p assez grand, d'aprés 4.6, le 

diviseur nul sur S®F_ : il induit donc O sur la fibre générique, ce 
fr, qui achève la démonstration. &
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CHAPITRE IX 

Positivité de & 

Sommaire. 

O. Introduction. 

1. Un lemme de Zarhin. 

2. Positivité de à. 

3. Cas des schémas abéliens : amplitude de &. 

O. Introduction. 

On recueille ici les premiers fruits de la "formule clé" du 

chapitre VIII, jointe aux propriétés de “négativité de l'image directe" 

des chapitre VI et VII. 

Si A est un schéma en groupes semi-stable sur un schéma normal 

excellent So "vérifiant la formule clé", on montre en 2.1 qu'il 

existe n>1 tel que le faisceau nae soit engendré par ses sections 
e) 

globales sur So . On utilise pour cela un lemme de Zarhin, démontré au 

§1, qui permet de se ramener au cas "principalement polarisé". 

Au §3 (qui est indépendant des deux précédents) on montre l'ampli- 

tude du "faisceau ©" sur le champ modulaire des schémas abéliens pola- 

risés. C'est une conséquence immédiate de la formule clé pour les schémas 

abéliens et de l'"anti-amplitude de l'image directe" résultant des plon- 

gements grassmanniens du chapitre VII. 

1. Un lemme de Zarhin. 

Nous esquissons ici une démonstration, inspirée de notes de 

P. Deligne, du lemme suivant : 

1.1. Lemme. Soit d un entier } 1 . À tout schéma S et tout S-schéma 

äbélien A muni d'une polarisation U¥:A — at de degré da? , on peut 

associer canoniquement, de manière compatible à tout changement de base, 

t,4 une polarisation principale sur (AXA 

Démonstration : soient S , À , Ÿ comme ci-dessus. 



1.2. Soit M un 7-module libre de type fini : alors ASM est un 

S-schéma abélien (isomorphe à A°9 4, et l'on a un isomorphisme cano- 

nique 

G(A,M) : (ASm)* + A°@ M* 

où M” est le dual Hom,(M, Z) de M . Cet isomorphisme est de plus 

compatible à la bidualité, au sens suivant : l'isomorphisme composé 

lit t ,,+ (a@ my tt (C(A,M) 7)" cate m*)t C(AUM ), attonm** —.aom 

où la dernière flèche résulte de la bidualité pour A et pour M, est 

l'isomorphisme de bidualité ([m21, $ 13) pour ASM. 

1.3. Soit B une forme bilinéaire sur M, considérée comme un homomor- 
a x ® a . , 

phisme B:M——M . On peut alors associer à la polarisation 

vs A — at l'homomorphisme 

b@B : ASM — Atom" = (AS M)* . 

Ce dernier est une isogénie si et seulement si B est non dégénérée 

sur Q , et est symétrique G.e.vérifie (YSB)* = VOB) si et seulement 

si B est symétrique, ce dernier point résultant de la compatibilité 

énoncée en 1.2. Enfin Ÿ®B est une polarisation si et seulement si B 

est symétrique définie positive : c'est en effet trivial si B est 

diagonalisable dans M, et l'on se ramène à ce cas en remarquant que 

B est diagonalisable sur un sous-groupe d'indice fini M' de M et 

que l'homomorphisme naturel A@M' —> AM est une isogénie. 

Le morphisme ¥®B est le composé 

p & id id,t®B 
. ASM 

et le degré de ® id, est a?rg M , celui de id,+® B est |det 8|°?9 

où |det B| est le cardinal de Coker B et où g=dim(A/S). On a donc 

(1.3.1) deg(®B) = a279 M tact Bl 2d . 

1.4. Supposons désormais B définie positive. Pour toute polarisation 

& : C —+ ct sur un schéma abélien C , notons a>: Ker §XKer §& — G 
n 

la forme alternée associée. 

Posant K = Ker Ÿ , il est d'abord immédiat que K®M € Ker(¥9B). 

De plus supposons que B soit divisible par a? : alors, posant 
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B , on a pour x et y € Ker(¥@B') 

| 2 t 

ef Bix y) = a’ OB (x,y)° = eB (dx, y) 

Comme K est annulé par a? , il en résulte en particulier que le sous- 

groupe K®M de Ker(Ÿ@B') est isotrope pour la forme e OB 

1.5. Prenons M de la forme M = M, XM, ou M, et M, sont @-libres 

de même rang r , et supposons que la forme bilinéaire B, induite par 

B sur {0} X M, 

(A@M,)x (ASM,) et posons (avec K = Ker D) 

a 

soit divisible par a? . Identifions ASM à 

K' = {oi x (K® M,) c (A@M,)x (ASM) . 

Qi OB 
La fonctorialité de la forme pour l'injection naturelle 

A® M, — A®M , jointe aux considérations de 1.4 (appliquées à la pola- 

risation induite par $®B sur AS M, , qui n'est autre que ¥® Ba), 

montre que K' est isotrope dans Ker(¥®B), et par suite que la pola- 

risation V®B se descend en une polarisation 6 sur 

. t . tir (A@M,) xX (AS M /K8 M,) (A® M,) x (A 8 M.) (AXA-) . 

De plus le degré de 9 est 

deg(b®B)/(rg K')? deg 6 

a x (det B)29/aT 

(det B)29 

en vertu de (1.3.1) et du fait que K'=K° est de rang a? . 

1.6. Il suffit donc, pour démontrer 1.1, de trouver un Z-module N, 

libre de rang 4, et une forme bilinéaire définie positive B sur 

NXN , divisible par a? sur {0}XN et unimodulaire (i.e. det B=1). 

Prenons pour N l'anneau HW des quaternions atbitcj+dk avec 

a,b,c,d€ 7 , et cherchons B sous la forme 

B = partie réelle d'une forme H-hermitienne positive sur HXH . 

Si la forme hermitienne a pour matrice @ b 

be 

b€H , alors on vérifie que det B = (ac-bb)* . Il s'agit donc de 

) avec a et cf&Z, 

résoudre (posant b = x+iy+jztkt)
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ar’O,c)O, & le 

ac-1 = x*+y7+z27+t? 

d'où le lemme puisque tout entier naturel est somme de quatre carrés. 

1.6. Autre version. Zarhin me signale que 1.1 est un cas particulier de 

[za], lemme 2.5 : avec les notations de loc. cit. on prend W=Ker À et 

l'on remarque qu'alors x? fi est isomorphe a (xt)? x x4 , grace a 

l'isomorphisme 

x4 x x4 —_—> x? x x4 

(u,v) —> (u,Iutv) . 

2. Positivité de WwW. 

2.1. Théoréme. Soit Se un schéma noethérien normal excellent. On fait 

sur So l'hypothèse suivante : 

(H) pour tout entier gl et tout S ,-schêma normal S fini sur 

Se , la formule clé FC(S,g,1) est vraie (VIII, 1.2). 

Soit A —=+s. un S ,-schéma en groupes semi-stable, abélien 

au-dessus d'un ouvert dense de So . Alors il existe un entier n 1 

tel que TA soit engendré par ses sections globales sur Se (nota- 
O 

tion de VIII, 1.0.4). 

2.2. Remarque. L'hypothèse (H) ci-dessus est vérifiée en particulier, en 

vertu de VIII, 1.3 (i), si S, est un schéma sur un corps. 

2.3. Démonstration de 2.1 : on peut naturellement supposer So intègre, 
* # # Q Q T Q # 

de point générique 7 . Soit S — Ss, le normalisé de So dans une 

extension finie de %*(n) : on montre comme en VI, 4.3 qu'il suffit de 
| 

trouver un entier n'}1 tel que ra Ts soit engendré par ses sec- 
O 

tions sur S (la norme d'un faisceau inversible sur S a encore un 

sens dans cette situation, cf. EGA II, 6.5). 

2.4. Lemme. Soient A et Se comme dans 2.1, avec Se connexe de 

point qénérique 7 . Soit at un modèle semi-stable sur Sy de la 

variété duale AS de A, (l'existence de AT est assurée par IV, 7.1). 

Alors le faisceau inversible 
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eas 
Oo A /8, 

El
 

A/S 

est d'ordre fini dans Pic(S.). 

(Ce lemme n'utilise pas l'hypothèse (H) de 2.1). 

Démonstration : par changement de base du type 2.3 et gonflement de A, 

on peut supposer qu'il existe sur A un faisceau inversible cubiste 

symétrique L, ample relativement à S, et tel que K(L) soit fini 

sur S_. D'après l'unicité du modèle semi-stable a fibres connexes 

([R1], IX.1.5) on peut prendre 

At = A/K(L) 

(cf. IV, 7.1.2). On a alors (VIII, 1.1.3.8) 

Ww x QD 
at/s K(L) 

mais comme K(L) est isomorphe à son dual de Cartier on a 

@2 
D 6 
K(L) Se ° 

Le lemme en résulte. @ 

2.5. Grâce au lemme 2.4 nous pouvons, pour démontrer 2.1, remplacer A 
t,\4 . - 

par (AXA ) puisque Ftaxat)4/s 

me) 
que “A/S . Le lemme de Zarhin (1.1) nous permet donc de supposer que 

O 

a même classe dans Pic(S ) @ Q 

A, admet une polarisation principale, et même (après changement de base) 

qu'il existe sur A un faisceau inversible cubiste symétrique L , ample 

relativement à So et de degré 1 sur A, . D'autre part la question est 

locale sur Spec Z, et nous sommes donc ramenés à traiter deux cas : 

(2.5.1) 2 est inversible sur So : on peut, par changement de base et 

gonflement, supposer que K(L>2) est fini sur So . On applique alors 

VI, 4.1 (ii) : il existe n?)O tel que (£,L)2 TR soit engendré par ses 

sections. Par ailleurs, d'après l'hypothèse (H), on a Yn /s > (£,1)972 
| O 

dans Pic(s )2Q : le théorème en résulte dans ce cas. 

(2.5.2) 3 est inversible sur S  : on applique alors la construction de 

VI, 5.4.2 : posant zic] = zlrl/(1+7+7°), on peut remplacer AÀ par 

A, = A2 alc) os A? : on construit dans loc. cit., à partir de L, un 

faisceau inversible totalement G-invariant (VI, 5.4) Ly sur A, tel
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>) = 94 . Quitte à changer de base on peut supposer que K(L, ) 

est fini et l'on peut alors appliquer VI, 5.8. On conclut comme ci-dessus 

que K(L 

grâce à l'hypothèse (H). @ 

3. Cas des schémas abéliens : amplitude de Ww, 

3.0. Conformément a VII, 4.3, désignons par ABS d le champ des schémas 

abéliens A —>S de dimension relative g munis d'une polarisation 

§ de degré a? . On dispose sur AB, d du faisceau inversible W, dont 

la "valeur" sur l'objet (A—>S,§) est par définition le 6 .-module 

Q) inversible A/S 

3.1. Théorème. Le faisceau inversible © est ample sur AB au_sens 

de VII, 4.3.3. 
g,d 

Démonstration : fixant n}3 , il s'agit par définition de montrer que 

l'image réciproque de & sur le champ représentable AB, don est 
tf , 

ample. Soit Y le normalisé du schéma de modules ¢ correspondant, 
g,d,n 

et soit (A —.,y,é) le schéma abélien polarisé sur Y déduit du mor- 

phisme naturel Y —— AB . Il suffit de montrer que On y est ample 
g,d 

sur Y puisque le morphisme Y — AB est fini surjectif. Or, 
g,d,n ~1 

g,a ' le faisceau (det £,L(§)) est 

ample sur Y d'après VII, 3.2 (où L(§) est le faisceau défini en 

comme Y est quasi-fini sur AB 

VII, 3.1.1). Puisque L(§&) est symétrique notre assertion résulte donc 

de Fc? (yg, 49a) qui est vraie d'aprés VIII, 1.3 (iv). @
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CHAPITRE X 

Hauteurs projectives et familles limitées 

Sommaire. 

1. Familles limitées d'applications rationnelles. 

2. Familles limitées et graphes. 

3. Hauteurs. 

4. Le théorème de la hauteur bornée. 

O. Introduction. 

Dans ce chapitre, indépendant des précédents, on étudie la notion 

de "famille limitée" de points d'un k-schéma de type fini X , à 

valeurs dans un corps de fonctions F sur le corps de base k . De tels 

points peuvent être considérés comme des applications rationnelles d'un 

modèle S de F sur k, à valeurs dans X : on montre alors au $2 

qu'un ensemble @CX(F) est limité si et seulement si les "graphes" 

correspondants forment une famille limitée, au sens habituel, de sous- 

schémas fermés de SXX , où S est un modèle normal projectif fixé de F. 

On introduit au $3 les versions "géométrique" et "numérique" de la 

hauteur projective d'un point de X(F), la hauteur numérique étant la 

hauteur habituelle définie dans [1]. Le lien avec les familles limitées 

est exprimé par le "théorème de la hauteur bornée" (4.2) ; il faut 

avouer, hélas, que l'obstination mise jusque-là à éviter toute hypothèse 

de séparabilité pour F est bien mal récompensée (sauf en dimension 1), 

en raison du peu de souplesse de la théorie des “coordonnées de Chow" et 

de l'incapacité de l'auteur à s'en passer. 

1. Familles limitées d'applications rationnelles. 

1.0. On fixe un corps de fonctions F sur un corps k , c'est-à-dire 

une extension de type fini de k . Un modèle de F (sur k) est par 

définition un k-schéma intègre séparé de type fini S , muni d'un 

k-isomorphisme de F avec le corps des fonctions de S .
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1.1. Définition. Soient S un modèle de F et X un k-schéma intègre 

de type fini. Soit 86 une partie de X(F), considérée comme un ensemble 

d'applications rationnelles S ---——» xX . On dit que 6 est k-limitée 

(ou simplement limitée s'il n'y a pas de confusion) s'il existe un 

k-schéma de type fini T , un ouvert UCTX,S et un k-morphisme 

Ds: U_—+ X tels que pour tout £:S ---— X dans 68 , il existe un 

point X£ € T(k) tel que 

(i) x£ € pr, (U) : 

(ii) l'application rationnelle de S = (x xs dans X induite 
a 

par © (qui est définie à cause de (i)) coincide avec f. 

1.1.1. Cette notion est en réalité indépendante du modèle S : il est 

en effet immédiat que la définition obtenue en remplaçant S par 

Spec F dans 1.1 est équivalente à 1.1. 

Un sous-ensemble d'une partie limitée de X(F) est limité, de 

même qu'une réunion finie de parties limitées. 

1.1.2. Dans les conditions de 1.1, nous dirons que T, U et 9 para- 

1  U— T 

est surjective (remplacer T par l'ouvert pr,(U), ce qui est licite 

mètrent @ . Quitte à modifier T on peut supposer que pr 

d'après (i)), que T est réduit ou même réqulier (remplacer T par une 

somme finie de sous-schémas réguliers de T recouvrant T). Notons que 

si T est régulier, il est lisse sur k en chacun de ses points 

k-rationnels, ce qui permet, en remplaçant T par son ouvert de lissité, 

de supposer T lisse (i.e. géométriquement régulier) sur k . On peut 

aussi, par exemple, supposer que l'ensemble des points x pour £¢€6, £ L 

est dense dans T , etc. 

1.1.3. Si g:S' —»S est un morphisme de k-schémas intégres de type 

fini (ou même une application rationnelle) et si @CX(F) est limité, 

il est immédiat que l'ensemble des composés fog (f€48), qui sont 

définis, est limité. 

1.2. Proposition. Soient X et Y deux k-schémas intégres de type 

fini et soit j]j:X— Y une immersion. Pour que 8CX(F) soit limité 

il faut et il suffit que son image par j dans Y(F) le soit. 

Démonstration : l'implication (8 limité = = j(6) limité) est triviale. 

Réciproquement supposons j(3) limité. Soit S un modèle de F et 

soient T, UCTXS et :U—+Y paramétrant 4j(é). Considérons le 

diagramme
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TXS + U y 

"Le | 

ot l'on a posé U' = XX,U , de sorte que j' est une immersion. Nous 

sommes bien entendu ramenés a deux cas : 

ler cas : j est une immersion ouverte. Alors U' est un ouvert de U 

(donc de TXS) et le lecteur vérifiera sans peine que @ est paramétré 

par T, U' et Ÿ. 

2emecas : j est une immersion fermée. Posons 

T! ={x€T| prop l(x) cu} 

Alors T' est fermé dans T car T-T' = pr,,(U-U' ) et pr, est 

ouverte. Par construction, V = U'/) (T'xS) = UN (T'XS) est ouvert dans 

T'xS . D'autre part si £:S ---——»>X est dans 6 , le point 

X45 o¢ © T(k) qui "paramètre" jof est dans T' puisque 

p(({x} XS)NU) = (jof)(S) CX . On en conclut que 6 est paramétré par 

T', VCT'XS et Ply iV —x . @ 

1.3. Remarques. 

a) Sous les hypothèses de 1.2, si SCY(F) est limité, il en est 

de même de & j{X(F))CY(F) donc aussi, d'après 1.2, de l'ensemble des 

fEX(F) telles que jof€R. 

b) Grâce à 1.2 on peut ramener de nombreuses questions au cas où la 

"variété but" X est affine, en écrivant X comme réunion finie de 

sous-variétés affines (par exemple ouvertes) X, , et en remarquant 

qu'alors X(F) est réunion des X, (F). On peut aussi 

représenter ensuite chaque X, comme ouvert d'une variété projective, 
e e a e . am a n 

et se ramener alnsi au cas ou XX est projective, ou meme a X=P, 

c) On peut bien entendu étendre la notion de famille limitée au cas 

ou F = F, X...XF où les F, sont des corps de fonctions ; un modèle 

de F est alors un k-schéma réduit de type fini dont l'anneau total 

des fonctions est F , et l'on doit simplement modifier la condition 

1.1 (i) en exigeant que pri (x,) 9 U soit dense dans pri (x). On 

constate alors sans surprise que @CX(F) est limité si et seulement si, 

pour tout ié{1,...,n} , l'image de 6 par l'application naturelle 

X(F) —> X(F, ) est limitée dans X(F,). Cette brillante “généralisation 

peut toutefois rendre des services dans le cas d'un corps de fonctions F
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tel que Spec F ne soit pas géométriquement irréductible sur Kk . 

2. Familles limitées et qraphes. 

2.0. On fixe dans ce $ un modèle normal projectif S du corps de fonc- 

tions F sur k , ainsi qu'un k-schéma projectif intègre X. 

Si P désigne un k-schéma, on rappelle qu'un ensemble # de 

sous-schémas fermés de P est dit limité s'il existe un k-schéma de 

type fini T et un sous-schéma fermé ZOTX P, plat sur T, tel que 

pour tout YCP appartenant à ¥ il existe x€T(k) tel que Z,=Y . 

N 
k ! 

bornés : la théorie des “coordonnées de Chow" [sa] montre que la réci- 

Lorsque P=P cette condition implique que les degrés des YVES sont 

proque est vraie si les Y€Ÿ sont équidimensionnels et qéométriquement 

réduits sur k ([el, 2.4). | 

2.1. Soit £:S ---——> X une application rationnelle, définie sur un 

ouvert non vide V de S . Notons 

(2.1.1) T(f) ¢ SXX 

l'adhérence schématique, dans SXX , du graphe de £|y (lequel est un 

fermé de VXX) ; l'(f) sera appelé, par abus de langage, le graphe de f. 

Désignons par # le schéma de Hilbert [el des sous-schémas fermés 

de SXX (qui est un k-schéma localement de type fini) et soit 

(2.1.2) Re HXSXX 

le sous-schéma universel : c'est un sous-schéma fermé de #XSXX , plat 

sur HW . Pour tout fEX(F), notons 

(2.1.3) Y(£) € H(k) 

le point correspondant au sous-schéma FM(f)CSXX , de sorte que T(£) 

s'identifie à By (£) . Notons que par construction la projection 

T(f) —»>S est birationnelle. Considérons le diagramme 

%~+uxs 

(2.1.4) a /* 

H
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où p,q et Ÿ sont les projections naturelles. Remarquons que p 

est propre et que q et Ÿ sont plats et de type fini. Notons 

(2.1.5) UCHXxS 

le plus grand sous-schéma ouvert de KXS au-dessus duquel p est un 

isomorphisme ; d'autre part, pour f€X(F), soit V(f£) un ouvert de 

définition de f : il s'identifie à un ouvert, encore noté V(f), de 

{y(f)}xS CHXS , au-dessus duquel 

Pye)? Bye) > VO xs 

est un isomorphisme. Je dis qu'alors 

(2.1.6) V(f) CU. 

Pour cela il suffit d'établir (puisque p est propre) que si 

ye v(f) et si x est le point de y au-dessus de y , alors p est 

plat au point x : mais ceci résulte du critère de platitude par fibres 

EGA IV, 11.3.10, appliqué au faisceau Se 

Si l'on note Py:P7 (U) > U l'isomorphisme induit par p,on 

obtient un k-morphisme 

(2.1.7) PU — xX 

par composition de py avec la projection %——» xX . Il est alors 

immédiat (grâce à (2.1.6)) que HH, U et © "paramétrent" l'ensemble 

X(F) au sens de 1.1.2(à ceci près que H n'est pas en général de type 

fini mais seulement localement de type fini sur k). 

2.2. Théorème. Si 6CX(F), les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) 6 est limité (1.1) 

(ii) l'ensemble des graphes F(f)CSXX (2.1.1), pour £f€é , est 

limité. 

Démonstration : l'implication (ii) == (i) résulte de la construction 

2.1, puisque (ii) signifie que les points y(f)€H(k) (2.1.3), pour 

£€6 , appartiennent à un sous-schéma de type fini de H. 

Montrons que (i) implique (ii) : & étant supposé limité, soient T, 

UCTXS et :U—+X paramétrant 8 ; on supposera que pr, :U—+T 

est surjective et que T est réduit.
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Notons lETXSXX l'adhérence schématique du graphe DS de 

(lequel est isomorphe à U). Il faut prendre garde que si x€T(k), LL 

peut ne pas être l'adhérence schématique de (Poy . Soit T'CT le 

plus grand sous-schéma ouvert de T tel que Dn soit plat sur T' : 

c'est un ouvert dense de T puisque T est réduit. Soit T" l'ensemble 

des t€T' tels que Tr, soit sans composantes immergées et que (Toy 

soit un ouvert dense de D . Alors T" est ouvert dans T' ; en effet 

nos deux conditions équivalent aux deux suivantes : 

(a) Dr, est sans composantes immergées, et dim re = dim(T), 

(= dim S) 

(b) si Y=T-F , alors dimy, (dims. 

La premiére condition est ouverte en vertu de EGA IV, 12.2.1, (iii) et 

(iv), et la seconde par le théoréme de semi-continuité de Chevalley 

(EGA IV, 13.1.3). De plus T" contient les points maximaux de T' 

(et de T) donc est dense dans T 

Si t£€T", alors Te est automatiquement l'adhérence schématique 

de (Toy dans {t}xSxxX . En particulier si t€T"(k) et si Le 

désigne l'application rationnelle de S dans X paramétrée par t, 

alors 

(2.2.1) T& =f. (£,) . 

Il suffit dès lors de recommencer l'opération au-dessus du fermé 

T-T" de T ; comme T est noethérien on obtient finalement un nouveau 

schéma de paramètres T, pour 6 , somme disjointe finie de sous-schémas 

localement fermés de T , et un sous-schéma ST, XSXX , plat sur T, 

et tel que pour tout tET,(k), on ait (avec les notations ci-dessus) 

(T,)4 = T(£,) : ceci prouve que les T(f) (£€8) forment une famille 

limitée. &@ 

2.3. Corollaire. Soit k' une extension de k telle que k'@, F soit 

intègre, et soit F' le corps des fractions de k'8_F . Pour que 

GCX(F) soit k-limité, il faut et il suffit que son image dans X(F') 

soit k'=-limitée. 

En effet la construction du graphe commute au changement de base 

Spec k' — +» Spec k , et un ensemble % de sous-k-schémas de SXX est 

limité si et seulement si l'ensemble de sous-schémas de (SXX)_, , 

déduit de ¥ par extension des scalaires, est limité. @
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3. Hauteurs. 

3.0. On fixe dans ce $ un modèle normal S du corps de fonctions F et 

l'on pose r = dim S . Soit X une k-variété (i.e. un k-schema séparé 

de type fini) intègre et propre sur k , et soit L un faisceau inversi- 

ble sur X . Si £f£:S ---—— X est une application rationnelle notons 

ULCS son domaine de définition : c'est un gros ouvert (II, 3.1) de S, 

done (comme dans III, §3) on a un homomorphisme naturel 

(3.0.1) Pic(U,) — CH, _.(S) 
1 

qui est même un isomorphisme si U est régulier. L'image par cet homo- 
x 

morphisme de la classe du faisceau inversible £ L est alors un élément 

: € (3.0.2) hg, 7(£) © CH _,(S) 

appelé hauteur géométrique de f£€X(F), relativement au faisceau L et 

au modèle S . 

3.0.3. Remarque. Si X est une variété abélienne sur k et L_ le 

faisceau inversible sur Xn déduit de L , on vérifie immédiatement que 

la hauteur de (3.0.2) coincide (modulo torsion) avec celle de III, 3.2 : 

il suffit de remarquer que le modèle de Néron de xX, sur S est le 

schéma abélien constant XXS , et que le prolongement cubiste de Lo 

est le faisceau prjL sur XXS . 

3.1. Propriétés de la hauteur. 

(3.1.1) Additivité en L : h9s, 1.81, (F? = ngs 1 (9) +h9s,1, (4). 

(3.1.2) Fonctorialité en X : si l'on a un diagramme 

avec Y propre, alors hg, i {9ef) = Ags gtz{F)- 

(3.1.3) Fonctorialité en S (cf. III, 3.3.4) : si T:S' —>S est un 

morphisme dominant et génériquement fini de k-variétés normales, alors: 

(i) si 7 est propre, on a (pour tout £:S ---— X) : 

(deg 17) hgg 1 (£) = T,(hgs: L(fo7)) € CHL (S)



212 

(ii) si T est quasi-fini, on a 

- -* ' hgg: (for) = 1 (hg, 7 (£)) € CH, (S") 

En effet (ii) est trivial ; on en déduit (i) lorsque 7 est fini en 

appliquant m7, aux deux membres de (ii), puis dans le cas général en 

raisonnant comme dans III, 3.3.4. 

3.2. Hauteur numérique : supposons maintenant S projective et soit Le 

un faisceau inversible ample sur S . On a alors un homomorphisme 

(3.2.1) deg, + CH (5) — 7 

ty e r-1 

“intersection avec ae _M , ou 2 est l'élément de l'anneau de Chow de 

S défini par Lyi si L, est très ample et définit un plongement 

i:So pe”, deg, (Z) est simplement le degré du cycle i(Z) de pp", 
O 

On pose alors 

(3.2.2) PL, LE) = degy, hg, 1) EZ 

pour tout f€X(F) et tout faisceau inversible L sur X; hy 1 {f) 
Oo’ 

est par définition la hauteur numérique de f (relativement à S ; L 

et L). 
O 

3.2.3. Nous nous intéresserons en particulier au cas où L est ample sur 

X : dans ce cas il est immédiat que h (f) YO , et que h (f) = 0 L.,L LoL 
Si et seulement si f est "constante", i.e. se factorise par le 

k-schema fini Spec H?(S,8,). 

3.3. Décomposition en termes locaux : supposons x=_) et L=6,(1), et 

soient Ejreeerfy des coordonnées homogènes de f€X(F). Alors 

(3.3.1) hgg 1 (£) est la classe du diviseur “dnt div, (f, ) 
o<i <n 

(3.3.2) hy iff) = -deg, (inf div.(f,)). 
O O ji 

On démontre (3.3.1) en remarquant que, sur un gros ouvert convenable 

de S, f L s'identifie à l'idéal fractionnaire engendré par les f. ’ 

or le diviseur -inf div.(f,) est le diviseur de la section rationnelle 

i 
de cet idéal définie par la fonction 1€ 6, . Enfin (3.3.2) est consé- 

quence immédiate de (3.3.1).
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Bien entendu, (3.3.2) est la définition “habituelle” de la hauteur, 

et son interprétation comme degré (3.2.2) est bien connue ({ul, chap. 3, 

$3). 

4. Le théorème de la hauteur bornée. 

4.0. Soit S un modèle normal projectif du corps des fonctions F, 

muni d'un faisceau inversible très ample Le , d'où un plongement 

d Cc S PL . 

Soit £:S ---—> Pp une application rationnelle : nous considére- 

rons le graphe r(#)csxe\ de f£ (2.1.1) comme un sous-schéma de pq, 

avec q = (N+1)(d4+1) - 1 , grâce au plongement de Segre pox pN —. pd . 

4.1. Théorème. Avec les notations ci-dessus, posons h(f) = hy 6 (1) (€) 
o’ _N 

P 
et r=dimsS . Alors : 

deg 4S+rh(f) deg _ T(f) < B(h(£)) 
Pp pd 

ou B:N —>WN est une fonction ne dépendant que de r et deg as - 
P 

Démonstration : après une extension convenable (par exemple transcendante 

pure) du corps k , on peut supposer que celui-ci est infini. 

4.1.1. Introduisons d'abord quelques notations. Nous désignerons respec- 

tivement par x et y les opérateurs (de degré -1) c, (pry 6 git?) et 

% d N . a N P 
c, (pr, 6 g(1)) dans le groupe CH.(P' XP ). Si VCcP xP est un sous- 

P 

schéma fermé purement de dimension m, et si u est un opérateur de 

degré -m dans cu(p? x p§), on notera, par abus d'écriture, u(V) le 

degré de l'élément u([v]) de cH (Bo x PN). 

4.1.2. Lemme. Dans la situation de 4.1, et avec les notations de 4.1.1, 

on a : 

deg , S = x (T(£)) 
Pp 

h(f) = xt ly(T(£)) 

deg _ T(f) = (x+y)"(T(£)) .
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Démonstration : la première inégalité est immédiate puisque la projec- 

tion N:l(£) —>S est birationnelle. La troisième résulte du fait que 
d 

c.(s qt) = x+y comme opérateur sur CH.(P xe), ceci par définition 
P 

du plongement de Segre. Enfin la hauteur géométrique hgg © (1) (E) 
? 

N 
P 

n'est autre que l'élément vw (y([T(#)1)) de CH, _,(S) (considérer un 

gros ouvert UCS sur lequel f est un morphisme, et remarquer que 

CH, _,(S) = CH, _,(U)). La seconde égalité en résulte. @ 

4.1.3. Le lemme ci-dessus implique la première inégalité de 4.1, puisque, 

Le et 6 n(1) étant engendrés par leurs sections, les termes du déve- 
P 

loppement de (xty)*(T(£)) sont tous positifs. 

La seconde inégalité de 4.1 résulte du lemme suivant, que je dois 

a W. Fulton : 

4.1.4. Lemme. Les entiers d,N et r étant fixés, il existe une 

application G:NXN —»WN telle que pour tout sous-schéma V de 

pt x P\ , purement de dimension r , tel que xl (Vv) #0 , on ait 

xtyJ(v) € @(xt(v), x +y(Vv)) 

pour tout (i,j) tel que itj=r (notation de 4.1.1). 

Démonstration. 
rei i 

y 4.1.4.1. Supposons déja bornés les x (V) pour i=0,...,s-1 . Soit 

Ace 
W = VN (Ax py, de sorte que dim W=s . Alors pour i et j 70, 

un sous-espace linéaire "générique" de dimension d-r+s et posons 

itj=s , ona 

xtyJ(w) = xt JyJ(v) 

ce qui montre (en remplaçant V par W) qu'il suffit, pour établir le 

lemme, de borner y” en termes de xt xt ly, oe xytt . 

4.1.4.2. Traitons maintenant le cas r<2. Lorsque r{1, le lemme est 

trivial. Lorsque r=2 , le théorème de l'indice de Hodge (appliqué à une 

désingularisation de ) implique que la forme quadratique 
Vrea 

(u,v) > (uxtvy) (Vv) 

sur @X2Z est soit dégénérée, soit de type (+,-) (remarquer que xty 

est ample) et par suite, si x? (Vv) £0 , le discriminant du polynôme 

(Tx+y)2(v) = Tx? (Vv) + 2Txy(V) + y*(v) est }O0 , d'où
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y2(v)  xy(v)2/x2(V) 

dès que x2(V) 20. 

4.1.4.3. Pour r)2 , soit W une section linéaire générique de dimen- .1.4.3. 3 

sion 2 de VC pox pN Segre, pf , Alors [wl] = (xty)*“([v]) , et 

xtyJ(w) = ( (ty) 77 2x4yI] (v) pour i+j=2 . D'après le cas r=2 ci- 

dessus, ona : 

yi (v) € Cox) 72y27(v) = y* (Ww) 

€ xy(w)?/x? (Ww) 

(ety) ore xy (v)2/(xty) 7 72x2(v) . 1 

Le théorème 4.1 est donc démontré. 

4.1.5. Remarque. Lorsque est une extension séparable de k (autre- 

ment dit lorsque S est géométriquement réduit), on montre en s'inspi- 

rant de [1], chapitre 3, $3, que l'on a en fait l'inégalité 

(4.1.5.1) deg , T(£) Ÿ (h(£) + deg s)” : 
P 

il y faut toutefois quelques précautions, l'auteur avouant ne pas bien 

comprendre la notion d'intersection utilisée dans loc. cit., lemme 3.5. 

Sans hypothèse de séparabilité, l'inégalité (4.1.5.1) résulterait d'une 

"inégalité de Bezout" du type de celle annoncée à la fin de [F-H). 

Le théorème suivant rassemble les résultats de 2.2 et 4.1 : 

4.2. Théorème de la hauteur bornée. Soient S un modèle normal prolectif 

de F muni d'un faisceau ample Le , X une k-variéte projective munie 

d'un faisceau ample L . Soit 8 une partie de X(F), et considérons les 

propriétés suivantes : 

(i) 8 est limitée. 

(ii) Les graphes T(f), pour £€6 , forment une famille limitée 

dans SXX . 

(iii) Les T(f), pour £€6 , sont de degré porné relativement au 

faisceau ample pry L 3 pr; L sur SXX. 

(iv) Les hauteurs hy L(£): pour ££6 , sont bornées. 
oo’ 

Alors on a les implications 
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(i) eo (ii) == (iii) > (iv) 

De plus les conditions (i) à (iv) sont équivalentes si F est une 

extension separable de k , ou si F est de degré de transcendance 1 

sur k. 

Démonstration : l'équivalence (i) = (ii) a déjà été démontrée (2.2), 

et (iii) = (iv) est une conséquence de 4.1 (on se ramène immédiatement 

au cas où L, et L sont très amples, puis au cas où X= PE). L'impli- 

cation (ii) = > (iii) est bien connue ainsi que sa réciproque dans le | 

cas séparable (2.0). Lorsque F est de degré de transcendance 1, alors 

S est une courbe normale projective donc, pour fEX(F), I(£) est une 

courbe isomorphe a S : son polynôme de Hilbert est done déterminé par 

son degré, et l'on applique [el], 3.2. @
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CHAPITRE XI 

Applications aux variétés abéliennes 

sur_les corps de fonctions 

Sommaire. 

O. Introduction et notations. 

1. Hauteurs modulaires. 

2. Hauteur différentielle et hauteur stable. 

3. Comparaison des différentes hauteurs. 

4. Applications : critére d'isotrivialité, familles limitées. 

5, Application aux variétés ordinaires. 

O. Introduction et notations. 

O.1. Etant donnés un corps k , une k-variété normale intègre S de 

corps des fonctions F , et une variété abélienne polarisée (An Sn) 

sur F , on définit dans ce chapitre différentes notions de hauteur pour 

(Ane Sa) : la "hauteur modulaire", déduite du morphisme Spec F — À, a 

associé à (Er Sp) ; la “hauteur différentielle" associée à l'algèbre de 

Lie relative d'un “modèle de Néron" de A, sur un gros ouvert de 5S ; 

enfin la "hauteur stable" qui est une version semi-stable de la précé- 

dente. Chacune de ces hauteurs a comme toujours une version "géométrique", 

élément de CH,_, (8) @@ (avec r=dimS) et, lorsque S est projective, 

une version "numérique". Ces hauteurs sont reliées par des inégalités 

rassemblées en 3.2 ; on montre en particulier au $3 comment la "formule 

clé" du chapitre VIII permet de comparer la hauteur modulaire et la 

hauteur stable. 

On en déduit au $4 un "critère d'isotrivialité":supposant S pro- 

jective, pour que A, devienne “constante” sur une extension finie de 

F (resp. sur une extension finie non ramifiée en codimension 1 sur S) 

il faut et il suffit que sa hauteur stable (resp. sa hauteur différen- 

tielle) soit nulle. D'autre part on montre un théorème de "famille limi- 

tée" pour les (Ane Sp) dont la hauteur stable (ou différentielle) est 

majorée par une constante fixée, ceci en supposant, malheureusement, que 

F est une extension séparable de k . La notion de “famille limitée" 

obtenue est d'ailleurs grossière (4.6) mais le résultat sera précisé au 

chapitre suivant.
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Enfin, lorsque k est de caractéristique p?o , on déduit du 

critère d'isotrivialité, selon une idée de M. Raynaud, que si A, a 

réduction ordinaire en codimension 1 sur S projective, alors A, est 

isotriviale ; de plus le "lieu ordinaire" sur le schéma de modules 

(4. 4) est un ouvert quasi-affine. 
g,d k 

0.2. Notations. Dans tout ce chapitre on fixe un corps k de caracté- 

ristique p yO et des entiers gy1 , A1 , N}y3 . On suppose de plus 

que piN et que, en posant d=4%a : 

(0.2.1) N? 2g!ä , ou bien N est divisible par 8d. 

Tous les schémas envisagés dans ce chapitre sont des k-schémas. 

Nous considérerons en particulier, pour tout n¥1, le k-schéma de 

modules grossier 

(0.2.2) bean 

des variétés abéliennes munies d'une polarisation de degré a? et d'une 

structure de niveau n : c'est un k-schema de type fini, qui est de 

plus un schéma de modules fin si nY3 . Si S est un k-schéma et si 
£ (A —=> S,6,v) € Ab (S) (notation de VII, 3.0) nous désignerons par 

,a,n 

(0.2.3) | j,(A,5,v) : S — 4, ayn 

le morphisme associé. 

Nous ne considérerons que des structures de niveau n divisant N. 

Dans ce cas on a construit en VII, 3.4 une compactification 

(0.2.4) # edn — # a,n 

de a, an’? ainsi qu'une classe ample 

(0.2.5) À € Picl@. a,n)°z 2 

f , 
Pour (A —»S,§&,v) € Ab à,n(S) nous noterons encore j, le composé 

du morphisme In de (0.2.3) et de l'inclusion (0.2.4). On rappelle 

(VII, 3.4.6) qu'alors l'élément j À € Pie(S) 9@ est la classe du fais- 

ceau inversible (det £,L(5)) 1 ou L(§), défini en VII, 3.1.1, est un 

faisceau inversible sur A vérifiant PL(E) = 46 : À — at . 

Rappelons que a aon figure, par définition, dans un diagramme 
? é 

commutatif



% È t~¢= (€ ) 
g,d,N g,d,N ä, N°29 k 

(0.2.6) | | | 

R,a,n g,d,n 

ou to N est le schéma de modules fin défini en VII, 3.3, les fléches 
? ? 

verticales étant des morphismes de passage au quotient par l'action d'un 

groupe fini; de plus À, est déduit par descente du faisceau t"6,(1) 

sur l'adhérence æ de ¢& . Tout ceci, dans le cas où 
> _ ; g,d,N g,d,N 

N“ ) 2g!d , resulte directement de VII, 3.4 avec So = Spec k ; dans le 

cas ou N est divisible par 8d, on remarque que les constructions de 

loc. cit. sont encore valables en appliquant VII, 5.2 puisque l'hypothése 

8a|N implique que Ker (20, (¢)) = Ker(85) est annulé par N. 

Enfin dans le cas particulier où n=1, nous noterons simplement 

(0.2.7) Lo, a ~ a, 1 1 ca = Ba, 7 ARG gg = Ag,a,1 7 NAY 

et, pour (A,§) é Ab, q(S) on posera 

(0.2.8) j(A,5) = 5,(A,5) : S — À, a . 

1. Hauteurs modulaires. 

1.0. Dans tout ce $ on désigne par S une k-variété normale irréduc- 

tible de dimension r , et par F son corps des fonctions. Si S est 

projective, nous supposerons fixé un faisceau inversible ample L_ sur 
. Q . € 0 # . 

S Si (Ans Sp) Ab atF}r nous pourrons donc considerer le morphisme 

j(A,,§,) : Spec F — toa 

de (0.5) comme une application rationnelle du modèle S dans & a * 

1.1. Définition. Soit (Ar $p) © Ab qiF)- 

1) La hauteur géométrique modulaire de (Apr § 

F) est l'élément | 

) (relativement au modèle 
F 

lo 

hgmod, (A5) € CH _,(S) 
1 Q 

défini par 

hgmod,(A,,5,) = hgg À (JlAgeSe)) ,
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hauteur géométrique (X, 3.0.2) de JC Sp) € air) relativement à S 

« € ° + 
et à A Piclt, ao 

2) Supposons de plus S projective. La hauteur modulaire (numérique) de 

(Apr $5) relativement (à S et) au faisceau ample L, sux S est le 

rationnel (cf. X, 3.2.2) 

hmody, (Apr Sp) = hy x65 (Ape Sp) = deg, hgmods (Agr §p) EQ 

qui est } O d'après X, 3.2.3. 

On prendra garde que les hauteurs ainsi définies dépendent de la 

compactification t a? donc de l'entier N. 
8 

Bien entendu, la hauteur relative a À € Picl#, ao doit s'entendre 
? 

ainsi : si m€N est tel que m soit la classe d' 
1 

L , alors Ags y =a hgs 1 . 

1.2. Soit U un gros ouvert de S , soit (Ay => U,5,,) € Ab q(0) et 
J 

soit (Apr Sp) l'objet induit sur Spec F . Alors j(Ap$p) se prolonge 

en le morphisme j (Ar Sy) : U — Ë 4 et il résulte de VII, 3.4.6 et 

de la définition de la hauteur que hgmod, (AL, 5.) s'identifie, via 

l'isomorphiéme naturel CH,_,(S) —» CH,_,(U), a la classe dans 

CH du faisceau inversible (det £,L(€,,))7> sur U. r-1 (09 

1.3. Soit T:S' —»S un morphisme dominant et génériquement fini de 

k-variétés normales, et soit F' le corps des fonctions de S'. Alors 

€ si (An Sp) Ab. 4(F) on a 

(1.3.1) si T est propre : 

_ __1 | 
hgmod, (A, 5.) = deg 7 LE hgmod, : (Anis Spr) . 

(1.3.2) Si 7 est quasi-fini : 

— * 
hgnod,, (Ani, Sn.) = 1 hgmod, (A.,, 5.) 

Ces deux formules résultent de X, 3.1.3. 

1.4. Soit (Apr Spr Vp) € Ab à A (F) (où n divise N). Il résulte 

aussitôt du diagramme commutatif 

un faisceau inversible
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kg,a,n 
3 (Ap Spt Yp) _—— 

S-77 | fe 

TE 
g 

et du fait que À, = œ*x , que l'on a, compte tenu de X, 3.1.2 : 

(1.4.1) ngmods (An, Em) = hogy (in(ApeEprVp)) 
n 

2. Hauteur différentielle et hauteur stable. 

2.0. On garde S, F et Le comme dans 1.0. Soit A, une variété 

abélienne sur F . IL existe alors un gros ouvert UCS et un U-schema 

en groupes Ay sur U prolongeant A, , et qui est un “modéle de Néron 

en codimension 1" de A, , au sens Suivant : pour tout point x de 

codimension 1 de U (ou de S), Ar; Xy Spec Sy, x est un modèle de Néron 

de Ap sur l'anneau de valuation discrète 6 . Posons alors, comme 
U,x 

dans VIII, 1.0.4 : 

. _ 7 x 1 

(2.0.1) FAu/U = det °Ay Ca /U 

où ea — A, est la section unité de A, . C'est un faisceau inver- 

sible sur le gros ouvert U, et il définit donc une classe dans Pic U, 

done aussi dans CH_,(S). 

2.1. Définition. 

1) Avec les notations ci-dessus, on appelle hauteur géométrique différen- 

tielle de la variété abélienne A, (relativement a S), et on note 

hgdif.(A,) € CH__,(S) 

la classe dans CH,_,(S) du module inversible w sur_le gros ouvert 
A__/U 

ucs. U 

2) Si S est projective on appelle hauteur différentielle de A, 

(relativement a L,) l'entier 

hits, (Ap) = deg; hgdif.(A,) € 2 .



2.2. Notation. Si 2z,,z,<€CH,._,(S) nous noterons 

z,% Zin 

la relation "la classe Z,-2. contient un cycle effectif (i.e. à 

coefficients } 0)". 

2.3. Proposition. Soit #7:S' —+ S un morphisme dominant et qénérique- 

ment fini, S' étant une k-variété normale de corps des fonctions F'. 

Soit An une variété abélienne sur F . Alors : 

(i) si 7 est propre, ona 

Tr, hgdif,,(A,.,) Ÿ (deg 7) hgdif(A,) dans CH,_,(S) 
r-1 

(ii) si 7 est quasi-fini, ona 

° + ‘ t hgdif,.(A,,) $ T* hgdif,(A,) dans CH,_,(S') . 

De plus, dans chacun des deux cas, l'égalité a lieu dès que An a 

réduction semi-stable en codimension 1 sur S , et aussi dès que 7 est 

étale au-dessus des points de codimension 1 de S. 

Montrons d'abord (ii). En remplaçant S et S' par des gros 

ouverts convenables, on peut supposer que An (resp. An) se prolonge 

en un modèle de Néron (au sens de 2.0) A, —»>S (resp. Ai, —>S'), et 
S 

que de plus on a un morphisme de S'-schémas en groupes 

(2.3.1) A, Xe S — Ag, 

se réduisant (aux points de codimension 1 de S') au morphisme déduit de 

la propriété universelle du modéle de Néron A,,- On en déduit alors un 

morphisme de 6,.-modules inversibles 

_ ~~ 
(2.3.2) Ww, JS" —> TW 

qui est un isomorphisme au point générique de S', d'où l'inégalité 

annoncée. L'égalité dans le cas semi-stable, ou lorsque 7 est étale en 

codimension 1, résulte du fait que (2.3.1) est alors une immersion ouverte 

au-dessus des points de codimension 1 de S' : (2.3.2) est donc un iso- 

morphisme. 

L'assertion (i) se déduit de (ii) comme d'habitude dans le cas fini 

en appliquant 7, aux deux membres de (ii) ; on est ainsi ramené au cas 

où 7 est birationnel, et il suffit de se restreindre à un gros ouvert 

de S au-dessus duquel 7 est un isomorphisme. @
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2.4. A, étant toujours une variété abélienne sur F , on sait qu'il 

existe une variété normale S', de corps de fonctions F', et un mor- 

phisme fini surjectif 7:S' —»S tels que Ape ait réduction semi- 

stable en codimension 1 sur S'. 

2.4.1. Lemme. Avec les notations ci-dessus, l'élément 

€ CH (S') x' = hgdif: (Api) r-l 
Q 

, vérifiant est image par #7* d'un (unique) élément x de CH _(S), 

1 ' 
T,x'€ CH, (S) (2.4.1.1) x ~ deg a | 

— 1 Q 

et indépendant du_choix de S'. 

Démonstration : si x'=#7"*x alors x est nécessairement défini par 

(2.4.1.1). Vérifions d'abord que x , défini par (2.4.1.1), est indépen- 

dant de S'. Pour cela soient T;: Si —>S (i=1,2) deux morphismes 

finis surjectifs tels que, si Fy désigne le corps des fonctions de Si, 

Ant ait réduction semi-stable sur Si . Désignons par S" une composante 
i 

de la normalisée de (S; x 1) et par F" son corps des fonctions, 
S So red ’ 

de sorte que l'on a un diagramme commutatif 

P s" P 
1 2 

47 Ns 
™ « 7, 

(2.4.1.2) 

ou les morphismes sont finis surjectifs. 

On a alors, en posant x; = ngdifs (An) et x" = hgdifeu (Apu) : 

1 ! — 1 ut 1 — 1 tt t— 8 deg 7, T1,(X1) = TIGER Ts Py tx ) (car xi = deg CA P; , (x ) d'après 

| 2.3) 

_ 1 ‘ 
deg(5p,) T2 Po x(x") 

_ 1 ' deg 7, Tax) . 

Ceci établit l'indépendance par rapport à S'. 

Il reste à vérifier que, définissant x par (2.4.1.1), on a 

(2.4.1.3) x' = T*(x) dans CH. ,(S') 
rl Q -
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Remarquons pour cela que le diagramme (2.4.1.2) donne naissance à un 

diagramme commutatif 

r-1 Q 

ri / ps 

CHL (Si) CH,._1(S3)Q 

AA: 
CH. (S)p 

où toutes les flèches sont injectives ; en conséquence, avec les nota- 

tions précédentes : 

, , 
x4 provient de CH, (S)o 

> x" provient de CH (S) x! i d'apres 2.3 (ii)) = * 

Pi 

— x, provient de CH_,(S) Q eo 

Il suffit donc de vérifier (2.4.1.3) pour un choix particulier de S'. 

Or nous pouvons supposer S' galoisien sur S de groupe G , auquel cas 

x' est invariant par G puisque A provient d'une variété abélienne F' 

sur F , et l'on a donc : 

(deg T)x' = ) | gx' 
g<G 

2.4.2. Définition. Dans la situation de 2.4.1, l'élément x = 

tt ,(x') = (deg T).7"(x) . & 

t T 4X 
deg 7 

est par définition la hauteur géométrique stable de A, sur S, et se 

note 

hgs(A,) €CH._,(S)q - 

Lorsque S est projective on appelle hauteur stable (numérique) de An 

relativement au faisceau ample Le , Le rationnel 

hsy, (Ap) = degy, hgs,(A,) €Q . 

La notion de hauteur stable permet de reformuler et de préciser 2.3: 

2.5. Proposition. Gardons les notations de 2.3, et notons 

Zo 22 (25/25 € CHL (S),)
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la relation "il existe m?O tel que la classe m(z,-2,) contienne un 

cycle effectif". Alors : 

(i) ona hgsg (AE) So hgdif.(A,) dans CH,._:(S)9 

avec égalité dès que A a reduction semi-stable en codimension 1 sur S. 
F 

(ii) Si S est projective, on a d'après (i) 

hs, (An) < ndif, (An) 
O O 

et l'égalité a lieu si et seulement si A, a réduction semi-stable en 

codimension 1 sur S. 

(iii) Dans la situation de 2.3 (i), ona 

hgs,(A,) = deg a T, hgsgi (Agi) dans CH,_1(S)o . 

(iv) Dans la situation de 2.3 (ii), ona 

/ _ + ' t 
hgs,, (Ab) Tt hgs, (A,) dans CH,_,(S ) Q 

La seule chose à vérifier est le "seulement si" dans (ii) (nous 

laissons (iii) et (iv) au lecteur). Comme dans la démonstration de 2.3, 

on considère le morphisme 

(2.3.2) . Wai JSS! > TT Wn /S 

| S S 

où A‘, est un modèle semi-stable sur un S' convenable, fini sur un 

gros ouvert de S . Alors si l'égalité a lieu dans (ii), les deux membres 

de (2.3.2) sont des faisceaux inversibles de même degré relativement à 

7h : comme (2.3.2) est non nul c'est donc un isomorphisme. Par suite 

A, Xe S' —A', est étale, donc A.x.S' est semi-stable et il en est 
S S 

de méme de A, . a . 

3. Comparaison des différentes hauteurs. 

3.1. Théorème. Avec les hypothèses et notations de 1.0, soit 
E € Ab . ae , ° 2 8 7 — g 

(Ans Sp) Ab. g(F) Alors on a dans CH __,(S), l'inégalité (où d= 47d) 

hgmod, (An, 5.) Vo 

le symbole So étant défini en 2.5. De plus l'inéqalité ci-dessus est 

une égalité dans chacun des deux cas suivants : 
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(i) A, a bonne réduction en codimension 1 sur S (i.e. se pro- 

longe en un schéma abélien au-dessus d'un gros ouvert de S) 

(ii) le noyau de l'isogénie 45,3 An — A est _ annulé par N 

(condition qui implique que pt2d , et qui est vérifiée sous l'hypothèse 

B4iN de (0.2.1)). 

Bien entendu, dans le cas projectif on en déduit la version "nume- 

rique" suivante : 

3.1.1. Corollaire. Sous les hypothèses de 3.1, supposons de plus S 

projective. Alors on a 

N
I
Q
I
 

hs, (A) hmod, (Ans Sp) < 
O | fe) 

avec égalité dans chacun des cas (i) et (ii) de 3.1. Bi 

3.1.2. Démonstration de 3.1: soit S' une k-variété normale de corps 

des fonctions F' et 7:S' —»S un morphisme fini surjectif : vu le 

comportement de hgmod et hgsq par le changement de base 7 (1.3, 
S 

2.5) il suffit de démontrer 3.1 pour la variété polarisée (Apr r Sp) et 

le modèle S' de F'. En particulier, remplaçant S par un S' idoine, 

nous pouvons supposer qu'il existe 

1) un gros ouvert VCS, 

2) un V-schéma en groupes semi-stable AL, tiv F 

3) un faisceau inversible cubiste (automatiquement totalement symé- 

trique) L, sur A, prolongeant L(§,,) (VII, 3.1.1), tel que K(L,,) 

soit fini sur A, ' | 

4) une N-rigidification restreinte (VO) (VII, 1.2) de (A, L,,). 

3.1.3. Grâce a 4) ci-dessus nous obtenons, par définition du schéma de 

modules t d,N (VII, 3.3.4), un diagramme commutatif (cf. (0.2.6)) 

5 _ 
N _ t 

ta.n > & 

ou U désigne comme de coutume l'ouvert de V où A, a bonne reduction. 

Le morphisme composé ton? U —+ G n'est autre que le morphisme 

= t | E ' ty (Age Lays Maye Ou) de VII, 2.5.1. D'autre part hgmod, (A 5h) n'est 
& 

autre que la hauteur géométrique de JA: Sp) relativement à S et à
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la classe ample X sur t a ? OF q'À est la classe de t"6,(1) sur 
, 

NN 

& , d'où (X, 3.1.2) 
g,d,N 

Lorsque Ap a bonne réduction en codimension 1, alors U est un 

gros ouvert et il résulte de la définition de la hauteur et de celle de 

ty que dans ce cas 

* _ 6 .(1 hs, 6 (1) (tu classe dans CH,._1(S), de ty 6g(1) 

= classe de (det EL) 

X classe de W Au/U (formule clé VIII, 1.3 (i)) 

NI
 

Qu
l 

N
I
R
I
 

hgs,(A,) 

puisque Ay est semi-stable et que L(5) est de degré q? . 

Dans le cas général on sait seulement (VII, 6.2) que, quitte a 

restreindre V , ty se prolonge en t,..:V —G et que l'on a un 
V 

homomorphisme 

* 1] 
(3.1.3.2) ty Sell) —> (det F,L,) 

qui est un isomorphisme au-dessus de U . La classe dans CH,_1(S)o de 

t” 6 (1) est h (t.), et celle de (det £,L,) 7 cofncid v “¢'* est encore 93,6, (1) ys et celle de e «hy coincide 

avec 5 hgs,(A,) d'aprés la formule clé donc (3.1.3.2) implique l'iné- 

galité de 3.1. Enfin lorsque Ker(45..) est annulé par N , le groupe 

K(L,,) est annulé par N donc (3.1.3.2) est un isomorphisme (VII, 6.2) 

d'où l'égalité dans ce cas. e 

Pour plus de commodité, nous pouvons rassembler les inégalités 

obtenues : 

3.2. Théorème. Avec les hypothèses et notations de 1.0, soit 

(Ass Sp) € Ab qa(F) . Alors 

(i) O 4p hgmod. (Aj, 55) $9 hgs,(A,) So hgdif, (A) dans CH _.(S). 

(ii) Si S est projective on a 

o < hmody, (Ags Sp) < hsy, (Ap) x ndify, (Ag)
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(iii) La seconde inégalité de (i) (resp. (ii)) est une égalité si 

As a bonne réduction en codimension 1, ou si Ker (46 .) est annulé par N. 

(iv) La dernière inégalité de (i) (resp. (ii)) est une égalité si 

(resp. si et seulement si) A, a réduction semi-stable en codimension 1. 

(v) Dans le cas ot S est projective, l'une des inégalités (ii) 

est une éqalité si et seulement si l'inégalité (i) correspondante est 

une égalité. 

Démonstration : la première inégalité de (i) est immédaite par définition 

de la hauteur projective. L'assertion (v) résulte du fait qu'un cycle 

effectif de degré O est nul. Le reste résulte de 2.5 et 3.1. @ 

4. Applications : critère d'isotrivialité, familles limitées. 

On garde les hypothèses et notations de 1.0. 

4.1. Définition. Soit (Ans 5) € Ab a(F):- Nous _ dirons que (Apr 5h) est 

à modules constants (par rapport à k) si le morphisme J(A pr Sp) d 

(0.2.8) peut se factoriser en 

Spec F — > Spec k' — > # 
g,d 

ou k' est une extension finie de k. 

. . . . . EC . a , 
4.2. Proposition. Pour que (Ab Sp) Ab atF) soit à modules constants 

il faut et il suffit qu'il existe une extension finie k" de k et une 

extension finie F' de F contenant k", telles que (Anis Sp) pro- 

vienne d'une varieté abélienne polarisée sur k". De plus on peut alors 

supposer F' séparable sur F . 

Démonstration : la condition est évidemment suffisante. Réciproquement, 

il suffit de choisir F' telle que AQ. posséde une structure de 

4 

niveau n}3 : si (Apr Sp) est à modules constants, le morphisme 

j, : Spec F' — À don associé se factorise par un k-schema fini 
LU tf 

Spec k", d'ou la conclusion puisque es don est un schéma de modules 
’ a 

fin. &@ | 

4,3. Définition. Nous dirons que (Apr Sp) est isotriviale sur S si 
«eee, 

elle est a modules constants et si de plus l'extension F' de 4.2 peut 

être choisie non ramifiée aux points de codimension 1 de Ss. 
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4.4. Proposition. Soit (A (F). Les conditions suivantes sont 

équivalentes : 

(i) (Ans Sp) est isotriviale sur S. 

(ii) (Apr Sn) est à modules constants sur S et Ap a réduction 

semi-stable en codimension 1 sur S . 

(iii) (Ane $p) est à modules constants et A, a bonne réduction en 

codimension 1 sur S . 

Démonstration : si (An, Sn) est à modules constants elle a bonne réduc- 

tion potentielle en codimension 1, d'où l'équivalence de (ii) et (iii). 

(iii) = (i) : il suffit de prendre comme "extension trivialisante" 

F' l'extension de F rendant rationnels les points d'ordre nv3 de 

Ap (avec pin), comme dans la démonstration de 4.2 : cette extension 

est bien non ramifiée sous l'hypothèse (iii). 

(i) =— > (iii) : supposons (Apr Sp) isotriviale et soit F' comme 

dans 4.3. Alors Ant 

le normalisé de S dans F', lequel est étale en codimension 1 sur S&S 

a evidemment bonne réduction en codimension 1 sur 

d'où la conclusion puisque la formation de la composante neutre du modèle 

de Néron commute au changement de base étale. @ 

4.5. Théorème. Supposons S projective et soit (AL, 5.) € Ab (F). —g,d 

a) Les conditions suivantes sont équivalentes : ) 

(i) (Ane §,) est à modules constants sur S . 

(ii) hgmod, (A, 5.) =O. 

(ii bis) hmod (Ane Sp) O . 
L 

© 

(iii) hgs. (AL) =O. 

) (iii bis) hs, (A 
fe) 

F O . 

b) Les conditions suivantes sont équivalentes 

(iv) (Ans Sp) est isotriviale sur S . 

(v) hgdif.(A,) = O dans CH,_,(S)p - 

(v bis) nasty (A) =O. 

Démonstration : les équivalences (ii) == (ii bis), (iii) == (iii bis), 

(v) == (v bis) résultent de 3.2 (v). 

a) L'équivalence de (i) et (ii) résulte de X, 3.2.3, et (iii bis) 

implique (ii bis) en vertu de 3.2 (ii). Il reste à voir que (i) implique
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(iii) : ceci résulte du comportement de la hauteur stable par changement 

de base (2.5) et de 4.2 ci-dessus. 

b) Le fait que (iv) implique (v) résulte de la définition 4.3 et du 

comportement de la hauteur différentielle par changement de base étale 

en codimension 1 (2.3). Réciproquement si hdif, (A) = OQ alors 
O | 

hs, (A) = O (3.2 (ii)) donc (Ap, $p) est à modules constants d'après 
O 

a), et de plus on a nsy, (Ap) = naif, (Ap) done (3.2 (iv)) A, a 

réduction semi-stable en codimension 1 et l'on conclut par 4.4. @ 

4.6. Théorème. On suppose gue S est projective, et de plus que S est 

géométriquement réduite (i.e. F séparable) sur k ou de dimension 1. 

Soit e un réel. Alors l'ensemble des applications rationnelles 

j(X,) 3 S -- ~% a 

ou Xp parcourt l'ensemble des (Ap, §,) € Ab, a(F) vérifiant 
? 

hdif, (A) Ke (resp. hs, (A) < e) est limité au sens de VII, 1.1. 
O fe) 

Cela résulte en effet de 3.2 (ii) et du théoréme de la hauteur 

bornée X, 4.2. @ 

On a bien entendu une version "fine" du résultat ci-dessus : 

4.7. Corollaire. Avec les hypothéses et notations de 4.6 soit de plus n 

un entier premier à p et ¥ 3 . Alors l'ensemble € des 

(An. 5e VER) € Ab a,n'F) verifiant hdif, (AL) x e est limité au sens 
3 O 

suivant : il existe un k-schéma de type fini T , un ouvert 
Uc - — o » 

TX, Spec F tel que pr, (U) T , et un élément Ly de Ab a,n(U): 

tels que pour tout XL € 6 il existe x€T(k) tel que 
; ms 

Xp = (xX id ) (Ly) AR a, n(F)° 
Spec F 

Ceci résulte immédiatement de 4.6 compte tenu de 1.4 et du fait que 

ts din est un schéma de modules fin. Remarquons qu'ici ona 
4 ? 

hdif, (AL) = hs, (A) puisque l'existence d'une structure de niveau 
O O 

n ¥3 implique la réduction semi-stable. &
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5. Application aux variétés ordinaires. 

5,0. Sous les hypothèses de 1.0, on suppose de plus que le corps k est 

de caractéristique po . Si T est un k-schéma, on rappelle qu'un 

T-schéma en groupes semi-stable A est dit ordinaire si le noyau du 

frobenius relatif Past est de type multiplicatif. Enfin on suppose que 

la variété S est projective. 

5.1. Théorème (Raynaud). Soit A, une variété abélienne sur F . Si 

An à réduction ordinaire sur S (i.e. si son modèle de Néron en chaque 

point de codimension 1 est ordinaire) alors A, est isotriviale sur F. 

Démonstration : soit A, un "modèle de Néron" de An sur un gros ouvert 

convenable V de S . Quitte à opérer un changement de base étale en 

codimension 1, on peut supposer que le noyau du frobenius relatif de A, 

est isomorphe a (p )J . A fortiori le faisceau à est trivial d'ou 
p'V A/V 

hgdif.(A,) = O et l'on applique 4.5. E 

Pour les schémas abéliens on a la variante suivante : 

5.2. Théorème. Pour tout n}1l , premier à p, soit OAc te don l'ouvert 
a Li 

correspondant aux variétés ordinaires. Alors A est quasi-affine. 

Démonstration : comme le morphisme naturel # — À est fini, 
g,d,n g,d | 

l'assertion est indépendante de n et nous pouvons donc supposer que 

| an * Le 

(IX, 3.1) et sa 

ny3 . On dispose alors du schéma abélien universel AL a & 

faisceau inversible a xr A /t est ample sur oe dyn 
no g,d,n 

restriction à ff devient triviale après un changement de base fini 

Q' — ( (voir la démonstration de 5.1). Par suite Go, est ample sur 

Q', donc ' (et aussi M) est quasi-affine. @
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CHAPITRE XII 

Variétés abéliennes à lieu de mauvaise réduction fixé : 

le théorème de Zarhin 

Sommaire. 

O. Introduction et notations. 

1. Compléments sur le groupe fondamental modéré. 

2. Variétés abéliennes à réduction modérée ; le théorème de Zarhin. 

O. Introduction et notations. 

0.1. Dans tout ce chapitre k désigne un corps de caractéristique po, 

S une k-variété normale irréductible projective de dimension r, F 

son corps des fonctions, et DCS un fermé purement de codimension 1. 

On se donne de plus un gros ouvert V de S tel que V et VD 

soient lisses sur k (en particulier l'extension F/k est séparable) 

et l'on pose U=V-D . 

0.2. Ce chapitre vise à préciser le théorème de famille limitée XI, 4.6 

lorsque l'on se restreint aux variétés abéliennes polarisées (Agr Sq) 

sur F , a hauteur bornée par une constante donnée, et qui de plus ont 

bonne réduction en codimension 1 sur U et réduction modérée aux points 

maximaux de D . On obtient alors une propriété de "famille limitée après 

changement de base fixe" moyennant l'hypothèse que le groupe de Galois 

Gal (k_/k) est topologiquement de type fini. Cette derniére hypothése 

(vérifiée si k est fini ou séparablement clos) permet d'appliquer les 

résultats du $1. 

Lorsque k est fini, on en déduit un théoréme de Zarhin [z1] qui 

implique (cf. [2z2]) la conjecture de Tate sur les homomorphismes de 

variétés abéliennes sur F ainsi que la semi-simplicité des représenta- 

tions £-adiques attachées à ces variétés. 

1. Compléments sur le groupe fondamental modéré. 

1.1. Avec les notations de 0.1, notons REV” (v) la catégorie des revéte- 

ments étales de U , modérément ramifiés le long de D , c'est-à-dire 

modérément ramifiés en chaque point maximal de D . On sait (SGA 1, 

XIII.2.1.3 ou [G-m], 2.4.2) que REV? (V) est une catégorie galoisienne. 
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Une fois choisi un point géométrique §: Spec 2 — UC V , il existe 

donc un groupe profini, noté 

(1.1.1) ma (V, 5) 

et appelé groupe fondamental modéré de V relativement à D , tel que 

REV? (V) soit équivalente (via le foncteur "fibre en §&") a la catégorie 

des ensembles finis munis d'une action de mi (v,8). 

Notons que si V'©CV est un gros ouvert de V , le théorème de 

pureté SGA 2, X.3.4 entraîne que le foncteur naturel 

REV (V) — REV (V') 

est une équivalence. Si § est un point géométrique de V' on a donc 

un isomorphisme 

D,..: D 
Ti CV 15) —> 7) (V,5) 

induit par l'inclusion V' — V . 

1.2. Soit U, — U un revêtement étale de U , modérément ramifié le 

long de D , et désignons par V, —V le normalisé de V dans 

l'anneau total des fractions de U, (de sorte que V, QU=U, puisque 

U est régulier). Soit x un point de V , et soit acS une équation 
V,X | 

locale de D en x. Le lemme d'Abhyankar (SGA 1, XIII.5.3 ou [G-M], 

2.3.2) affirme alors qu'il existe un voisinage étale W de x dans V 

tel que VX W soit somme de schémas du type 

(1.2.1) Spec 6, [T]/(T"-a) 

ot car(k){n (remarque : nous sommes ici dans un cas particulier de 

loc. cit., celui où le diviseur D est régulier). 

En particulier le schéma V est réqulier. Par ailleurs soit 
1 

YCV un sous-schéma localement fermé lisse et transverse à D, i.e. 

tel que DM Y soit un diviseur lisse de Y . Alors Vixy¥ est 

encore, localement sur Y , du type (1.2.1), done U, X,Y est un revê- 

tement étale de YMU , modérément ramifié le long de YD . Ceci 

permet de définir un foncteur "restriction à Y" 

a (1.2.2) REV?(v) —» REV? Y(y) 

d'où, pour tout point géométrique $ de YfU:, un homomorphisme 

canonique
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Div,s) . (1.2.3) T i D(Y,8) — > TT 

De plus, avec les notations ci-dessus, le schema V.,%y¥ est 

encore régulier, donc coincide avec le normalisé de Y dans U, X,Y 

1.3. Théorème. On suppose k séparablement clos. Alors le groupe profini 

mi (V,5) est topologiquement de type fini (pour un point géométrique 

quelconque § de UU). 

Démonstration : lorsque dim S=1 ce théorème est démontré dans SGA 1, 

XIII.2.12. Le cas général se ramène à celui-là : soit en effet CCV 

une courbe propre et lisse, section de V par un sous-espace linéaire 

(pour un plongement fixé S + Pi) et transverse à D . Il suffit de 

voir que si § désigne un point géométrique de C-D , l'homomorphisme 

naturel 

(1.3.1) mr? C(C,E) — 77 (V,8) 

de (1.2.3) est surjectif, ce qui équivaut à l'assertion : 

(1.3.2) pour tout revêtement étale connexe U, de U, modéré le long 

de D , le revêtement induit U, X, C de C-D est connexe. 

Or soit S. (resp. V.) le normalisé de S (resp. V) dans U, : 

alors S, est irréductible donc par le “théorème de Bertini" SGA 1, 

X.2.10, S,X,C = V,X,C est connexe ; comme nous L'avons vu en 1.2 il 

est de plus régulier donc irréductible, et l'ouvert. U,X,C de V,xXyCc 

est bien connexe. @& 

1.4. Corollaire. Soit k une clôture séparable de k . On suppose 

vérifiée la condition 

(GTF) le groupe de Galois Gal(k_/k) est topologiguement de type fini. 

Alors le groupe 7? (v) est topologiquement de type fini. 

Démonstration : remplaçant k par l'extension finie H°(S,6,) = H°(V,6,,), 

on peut en effet supposer que S et V sont géométriquement connexes 

sur k . Notant Ss = SX, k , etc., fixons un point géométrique 

a. : Spec Q—> UL et notons a (resp. b) le point géométrique de U 

(resp. Spec k) déduit de a, - On a alors une suite exacte 

D 
S D
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D 
analogue à SGA 1, IX.6.1. Ceci démontre le corollaire puisque Ty (Vora) 

est de type fini d'après 1.3 et que 1, (Spec k,b) l'est par hypothèse. & 

1.5. Remarque. La condition (GTF) est vérifiée en particulier dans les 

cas suivants : 

(i) k est séparablement clos. 

(ii) k est fini. 

(iii) k = C((T)), où C est un corps algébriquement clos de carac- 

téristique nulle. 

Dans les cas (ii) et (iii), en effet, Gal(k_/k) est isomorphe à Z. 

2. Variétés abéliennes à réduction modérée ; le théorème de Zarhin. 

2.0. Soit A, une variété abélienne sur F et soit x un point de 

codimension 1 de S . Nous dirons que A, est à réduction modérée au 

point x si pour tout nombre premier £ #p (ou simplement pour un tel 

£) le module de Tate To (A) est modérément ramifié en x . Ceci équi- 

vaut à la propriété qu'il existe une extension finie galoisienne F' de 

F , modérément ramifiée en x , telle que A soit à réduction semi- F' 

stable au-dessus de x 

Le résultat suivant est la raison d'être du $1 : 

2.1. Théorème. Soient g et n deux entiers ¥ 1, avec ptn . Supposons 

que le corps k vérifie la condition (GTF) de 1.4. Il existe alors une 

extension finie galoisienne F, de F , modérément ramifiée (en codi- 

mension 1) sur S et non ramifiée (idem) sur U, ayant la propriété 

suivante : pour toute variété abélienne A, sur F, de dimension g , 

a reduction modérée (en codimension 1) sur S et à bonne réduction 

(idem) sur U, la variété abélienne A, sur F, admet une structure 
1 

de niveau n (ce qui entraîne, si nŸ3 , que An a reduction semi- 
1 

stable sur le rormalisé S, de S dans F,). 

Démonstration : si An est comme dans l'énoncé, les structures de 

niveau n sur A, sont “paramétrées" par le revêtement 

Isom, ((2/nZ)23, A.) 

de Spec F . Si & désigne un point géométrique de Spec F , les hypo- 

thèses faites sur Ap impliquent que ce revétement se prolonge en un
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objet de REVP(V) (notation de 1.1) donc correspond à un homomorphisme 

D 
V (An) : 73 (Vv, $) — GL, ,(Z/nz) . 

L'hypothèse (GTF) implique que mi (V,8) est topologiquement de 

type fini (1.4) donc que l'ensemble 

Hom(T (V, §) 1GLy ,(Z/nz) ) 

est fini. L'intersection des noyaux des (An) pour An variable, est 

donc un sous-groupe d'indice fini, qui correspond à l'extension PF 
1 

annoncée. & 

2.2. Corollaire. Avec les hypothèses et notations de 2.1, on fixe un 

entier dyl1, un faisceau inversible ample Le sur S et un réel e . 
. t € : 

Soit 6 l'ensemble des (Apr Sp) Ab atF) telles que A, ait bonne 

reduction sur U et réduction modérée sur S , et telles que 

ndify, (Ap) Ke (resp. nsy, (Ap) Ke). 

Alors il existe une extension finie galoisienne F, de F telle 

que l'image de @ dans Ab al) soit une famille limitée au sens de 
J 

XI, 4.7. 

Démonstration : il suffit de prendre pour FS l'extension annoncée en 

2.1, avec n¥y3: le corollaire résulte alors de XI, 4.7. & 

2.2.1. Remarque. L'application naturelle 

a:6 — Aba a (F1) 

n'est pas injective en général ; toutefois, si (Ape Sp) € , L'ensemble 
-1 , . 1 

ov a (Ar Sp) est en bijection avec H (Gal(P/F),Auty (Ap Sp), ensemble 

fini dont le cardinal peut être explicitement borné puisque ([M], § 21, 

th. 5) Aut(A, Sp ) s'identifie, pour tout n}3 premier à p, à un 
1 1 

sous-groupe de GLo ,(Z/nz) . 

2.3. Corollaire. Avec les hypotheses et notations de 2.2, on suppose que 

k est fini (ce qui implique (GTF)). Alors l'ensemble 6 de 2.2 est 

fini. 

En effet l'image de 6 dans Ab, (F.) est alors finie et l'on 

conclut par la remarque 2.2.1. 5
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Lorsque pid , le corollaire qui suit est dû à Zarhin [z1] si 
4 

p#2 et à S. Mori (non publié) si p=2 

2.4. Corollaire. On suppose k fini. Soit Ap une variété abélienne 

sur F . Alors l'ensemble des (Bar Sp) € AR a(F) telles qu'il existe 

une isogénie Ap —> BE de degré premier a p, est fini. 

Démonstration : on peut supposer, quitte à remplacer F par une exten- 

sion finie galoisienne et à appliquer la remarque 2.2.1, que A, est a 

réduction modérée (ou même semi-stable) sur S . Dans ces conditions les 

Be auront encore réduction modérée avec le méme lieu de mauvaise réduc- 

tion que A, . De plus une isogénie premiere a p de Be sur A, se 

prolonge en codimension 1 en une isogénie première à p (donc étale) 

des modéles de Néron, et par suite (pour Le ample sur S) 

hdif, (B,) = hdif, (AL) 
O O 

Il suffit dès lors d'appliquer 2.3. @ 

2.4.1. Remarque. La restriction sur le degré d'isogénie est essentielle. 

Par exemple prenons S=P : il existe sur S un schéma abélien A non 

isotrivial et isogéne à un schéma abélien constant À, ((Sz], VIII). 

Munissons-le d'une polarisation § (par exemple principale, cf. loc. 

cit.). Pour tout k-morphisme ©: Pr — PS , le schéma abélien 9A 

est isogéne à Ona. ~ À , donc aussi à A, et la polarisation prs 

est de méme degré que § . Mais ona 

et hs (1) (Ag) > oO puisque A n'est pas isotrivial. Par suite l'ensemble 

des chasses d'isomorphisme des (OAR ONS ) lorsque 9 parcourt 
F 

Hom, (Py, Py ), est infini. 

Enfin, Zarhin [z2] déduit de 2.4 le résultat suivant : 

2.5. Théorème. On suppose k fini. Soient A et B deux variétés abé- 

liennes sur F et © un nombre premier # p . Désignons par T, (A) et 

T, (B) les modules de Tate ¢€-adiques respectifs de A et B, consi- 

dérés comme Z,-faisceaux étales sur Spec F . 

(i) L'homomorphisme canonique 

Hom, (A,B) 2,7, ——> Hom (T)(A),T, (B)) 
Z7,-faisceaux 

est un isomorphisme. 
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(ii) Le D,-faisceau Th(A)8, Q, est semi-simple. 
£ 

2.6. En caractéristique nulle, et sous les hypothèses de 2.2, G. Faltings 

[Fi] a montré qu'il existe une constante € telle que l'on ait 

€ ai nsy, (Ap) { ¢ pour toute (Ans $p) Ab wal F) telle que A, ait bonne 

réduction sur U . La conclusion de 2.2 est donc valable sans restriction 

de hauteur, i.e. “en prenant e= +0",
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ood VIII, 3.2.1 

AN . An VII, 3.4.5 

D 
7, (v,§) XII, 1.1.1 

, 

P, III, 1.0.1
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Pr I, 4.1 : IV, 3.3.1 

Pr Ss | IV, 3.1.1 

ul 

a /s VIII, 1.0.4 

Exposants, indices : 

at : dual du schéma abélien A 

A° : composante neutre du schéma en 

groupes lisse A 

Agor IV, 2.0.1 

nA : noyau de la multiplication 

par n dans A 

x? IV, 1.0.1 

He? yh ; me? IV, 1.1 et 1.2 

Hy /s Hy i Hyg 3 Bos Iv, 1.3 

A IV, 2.2.1 
od | 
Hs ; Hos ; Hyg | IV, 2.3 

MS (invariants du G-module M) V, 1.2 

mtriv V, 1.3 

mit) | V, 2.1 

Symboles divers : 

[n] : multiplication par n dans A A? 

So, x?) II, 1.2.1 

(Da? III, 1.3 

< XI, 2.2 

So XI, 2.5
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