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RANDOM FIELDS: APPROXIMATION OF LOCAL TIME

Abstract: Let{ X(t,w),te€ R9, w € Q}, d = 2, be a real stationary gaussian
field, defined on a probability space ( Q, &, P ). We look at the asymptotic
behavior of a particular stochastic integral, with respect to the geometric
measure of the u-level sets, u € R, of the regularized field, obtained by
composition of a convolution of X, say X., with a matrix normalization

which contains part of the information contained in the spectral moments
matrix of second order of X.

Under the condition that the covariance function is twice continuously
differentiable out of a set of zero Lebesgue’s measure, this functional
converges in L2( Q ) to the local time of X at the level u.

Furthermore, we give a bound for the speed of convergence.
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Geometric probability, stochastic geometry, random sets -
Infinitely divisible distributions; stable distributions -
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AVERTISSEMENT

Cet ouvrage est composé de trois travaux indépendants.

Nous n’exposerons ici que I'un d’entre eux, le plus récent et le plus
conséquent; nous nous contenterons d’ajouter a sa suite les deux premiers
sans commentaires.

L’exposé de la partie principale est précédé de plusieurs pages visant a
faciliter la compréhension du lecteur. -

L'introduction rappelle certains résultats étroitement liés au sujet et
explique les motivations de I"auteur.

Suivent ensuite une série de notations et hypothéses et la présentation des
résultats.






1. Introduction
Des techniques différentes ont été proposées par plusieurs auteurs pour

approximer le temps local. Lorsque X est un processus de Wiener a d-
parametres, M. Wschebor [25] utilise les régularisées du processus X. Plus
précisement, si X; = ¥ * X est une régularisation de X, obtenue a l"aide

d'une C*-approximation de I'unité ¥, si T est un ensemble ouvert borné
dont l’adhérence est contenue dans l'intérieur de (R+)d, M.Wschebor
montre la convergence dans tous les LP(Q) de g II\I/IIé1 T4.4(CuXe) N T)

vers une renormalisation canonique du temps local usuel, ou ¢ 4, désigne
la mesure d” aire (d-1)-dimensionnelle de C,(Xg)={t¢ Rd, Xe(t) =u}etu
un niveau fixé, u € R. Dans le cas d=1, J.M Azais a étendu ce résultat, pour
u = 0, aux processus stables a accroissements indépendants [1].

D. Florens-Zmirou et J.M Azais [2] ont établi une approximation du méme
type pour une certaine classe de processus gaussiens stationnaires,
indexés par le temps. lls ont établi sous un certain nombre de conditions
techniques que si, Ny cJa,b[ est le nombre de passages par zéro du

processus X durant l'intervalle de temps Ja,b[, \,.. le moment spectral

d’ordre deux de X, et si X admet un temps local L(u,]a,b[) continu en u au
N

point u = 0 alors, (n/z:)'/2 xz.;

Ny ¢ Ja,b[ converge dans L2(Q) vers L(o,]a,b]).
[9] a généralisé ce dernier résultat au cas ou le processus X est
multindexé dans RY . Plus exactement si T désigne un cube ouvert borné de
RY, c(e) = (A4(e)) 1, 00 A (e) 2 Ay(€) = ....2 Ay(e) désignent les valeurs
propres de la matrice des moments spectraux d’ordre deux de
Xe, I8i_% c(e) Af(e)=A;, ie{1,d}, 6 =EIllYIl ou Y suit une loi normale

dans R9, centrée et de variance (A, 8;)ij(8;; désignant le symbole de
Kronecker), et si X admet un temps local continu L(u,T) continu en u = 0,
alors: c'/z(s) g -1 T4.1(Co(Xg) N T) converge dans L2(Q) vers L(o,T).

L objet de cet travail est de donner d’une part, une approximation du temps
local en u, u € R, de X, et d'autre part, d’estimer la vitesse de convergence
de cette approximation, lorsque X est multiindexé dans R9, utilisant une

normalisation matricielle prenant en compte une partie de |'information de
la matrice des moments spectraux d’ordre deux de X.

La partie concernant |‘approximation du temps local proprement dite
améliore essentiellement [9]; en effet, cette matrice de normalisation
nous dispense, contrairement a ce qui a été fait, de privilégier une de ses
valeurs propres, ou encore, de supposer une quasi-isotropie sur X.
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De plus ce type de résultat est sensiblement plus général que celui obtenu
dans [2], d'une part, parce-qu’aucune hypothése n’est demandée au
processus X, mis a part le fait que la covariance R de X soit réguliére en
dehors d’un ensemble A, et en particulier aucune hypothése croisée liant R
et ¥ n’est requise, et d’autre part, parce-qu’il est montré que la limite
obtenue est toujours le temps local, que celui-ci est de carré intégrable,
et que lorsque d > 3 il est continu en tant que fonction de x.



2. Présentation des résultats

2.1 Définitions et notations
On notera dt la mesure de Lebesgue dans R", n ¢ IN*-pour laquelle on
employera parfois la notation p (dt)- <., .>, le produit scalaire habituel

dans R"et |l . |l la norme euclidienne dans R".

Pour x € R" et r >0, on note B_(x,r), B (x,) ={y € R", lly-xll, < r}et S,
ST ={yeRn llyll, =1} Diam notera le diamétre.

Si E est une partie non vide de RM, et si x € RM, on note d,(x,E),
d,(x,E) = inf{ Il y-xll,, y € E }; card désignera le cardinal de E.

JE note le bord de E, E% I“intérieur de E. Siy € R™, m <n, on notera Ey la
section de E en vy, soit: Ey ={zeR™M (y,z) € E}, avec la convention que si
m=0, Ey = E.

J?n désignera la tribu borélienne de R" et le symbole ® celui du produit de
deux tribus.
Si A est une matrice carrée de R": soit A = (a; j)ij=1 - on note lIAll,

1Al = sup {la, jI; i,j = 1,n}, A" la transposée de A. On notera supp le support.

| désignera la matrice carrée identité d’ordre n et ep la matrice pxq

q
identiquement nulle.
Il 1l ,désigne la norme des applications linéaires continues de ®R", 1 )
- dans (R, Il 1) soit LS((RY, Il ) @RI =L et Il Il celle des
applications linéaires continues de (R", Il Il) dans (L, I I, )

C"(respectivement C®) désignera I’ensemble des fonctions de classe

C"(respectivement C®).
Nous travaillerons avec le périmétre relatif qui généralise la notion d’aire

(n-1)-dimensionnelle, soit Q (.), qui est défini de la fagon suivante (cf [19]

a [21] et [25]): Si B et V sont respectivement borélien et ouvert de R" et si
BN V est suffisamment régulier topologiquement pour pouvoir appliquer la
formule de Green, nous avons avec les hypothéses et notations précédentes:

T .1(aBNV)=sup( I < v(t), n(t) >, da (), v € (C‘;<o V)", JIvid]ist, t € RN}
BNV

ou n(t) est le vecteur unitaire normal a BNV orienté vers |'extérieur de

BNV et (C°K°(V))n I’ensemble des fonctions de R" dans R", de classe C*™ et a

support compact inclus dans V (on le normera avec la norme sup,
symbolisee par || [[,)-



On notera pv,n ,

pv ={ve (C;’(V))", livll, < 1}. D’aprés la formule de Green, nous avons:

,[div v(t) dt = I <v(t),n(t)> do ,.4(t). Une extension naturelle de la
B BNV

mesure g, 4 est alors: QV(B) = Sup {,[ div v(t) dt, v ¢ pv n }.
B ’

QV(B) est appelé périmétre relatif de B par rapport a V (fini ou
infini) [19].

Cette extension est notamment utile dans le cas ou pour un processus
stochastique donné, soit { Y(t,w),t € R", w € Q }, et pour chaque réalisation
de la surface aléatoire Y(.), |'ensemble CU(Y), Cu(Y) = {teR"/ Y(t)= u}, u € R,
est trés irrégulier topologiquement. Si nous considérons AU(Y),

AU(Y) ={te R"/ Y(t) < u} et si nous supposons que Y est gaussien

stationnaire et a trajectoires de classe C?, le théoréme de Belyaiev ([3] et
[25]) nous permet de conclure que Y n’a pas de points critiques de valeurs u,
ceci P.ps et Qv(Au(Y)) n‘est alors que la mesure d"aire (n-1)-dimensionnelle

de C (V)N V.
Nous noterons ¢ = (S™1).

Quand il ny aura pas de risque de confusion, nous supprimerons |’indice n.
8 et « étant > o, H8 o désigne la pré-mesure servant a définir la mesure

~_ de Hausdorff d’ordre « sur R9; plus précisément, on associe a4 & |’ensemble

des recouvrements de E par des boules B;de diamétre inférieur ou égal a &:
Soit E ¢ iuBi , diam B; <3; soit H  s(E) la borne inférieure des sommes

iZ(diamBi)a pour les recouvrements précédents ([16] a [18], [22] et [23]).

x € R,y € R, nous dirons que x = y si et seulement si x est équivalent a y.
ze C, Imz notera la partie imaginaire de z.
x désignera la fonction indicatrice.



2.2 Hypothéses
Soit { X(t,w), te R, w € Q}, d = 2, un processus gaussien stationnaire et
centré, & valeurs réelles sur un espace de probabilité (Q, 4, P), ol P est
compléte, a trajectoires continues et bi-mesurable par rapport a la tribu

R4 ®HA, de covariance R continue, de classe C? en dehors d’un ensemble A
et de mesure spectrale dFX, que nous noterons dF, dont le support sera

supposé non contenu dans un espace vectoriel de dimension strictement
inférieure a d.

Soit X¢ une regularisation de X obtenue par convolution avec la c'-
approximation de I'unité ¥, soit X; = ¥ * X, € >0. Nous supposerons que

1 t .
¥ estde laforme: ¥(t) = (e—)d Y(Z) Vte Rd, ol ¥ est telle que:

v :RI—» R, C', [ ¥(u)du =1etilexistep,>1, B,>2,C>0 et
d
R
C' >otelsque:
v ue RY, v s o™ vy i sc
V symbolisant le gradient.
On notera Rg( . ) = E(Xg(-) Xg(0)) et T'e( . ) = E(Xg(.) X(0)), vV € > 0.

o1 \d+
Carr?

Soit S I'espace vectoriel, S = { v € R9 / jd <V, x>% dF(x) < o ).

R
On supposera que la dimension de S est s, soit dm S=seto<s<d.
Le cas s=d ne sera pas traité; I"étude du temps local n"ayant alors que peu
d’intérét.
On se donne une base orthonormée de S x S* (le symbole L désigne
I’orthogonal par rapport au produit scalaire de R9) et on travaillera
désormais dans le nouveau systéme de coordonnées correspondant soit
(u UG U 1,...,ud).

-02R
On appelera B(g), B(e) = ( 8uiB:j (o) )i’j ms+1. d’ B(e) étant diagonalisable, il

existe P(e) matrice unitaire telle que: B(e) = P(e) A(e) P’(e) ou A(e) estla
matrice formée des valeurs propres de B(g). On pose alors c(g),

c(e) = A% (e) P'(e).

Soit V un ouvert borné de RY dont la mesure de Lebesgue dans RY de la
frontiére est nulle: soit ud(aV) = 0.
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On notera V8 I'image de V par |"application
RSx R4S —» RI
(x .,y —> xyc'(e)

Pour y € RS, & >o0,u€ R, on désignera par Ae(u,y),
Ag(uy) = Ay(Xely + -c(e))), Cg(u) = Cy(Xg(. . -c(g))), 8 ¢(.) I'angle que forme

Xe(. , -.c(g)) avec sa projection orthogonale sur RIS, 6 = EIIXI ou X
suit une loi normale centrée et de variance Ig4.q.

2.3 Résultats

Soit u € R, un niveau fixé.

Théoréme 1: Si Ky (A) = o alors la variable aléatoire ZQ(V):

z;(V) = 0 |dét c(e)| ,[ X | cosbe(t) | da () , converge

Ven Ce(u,.)
dans L2%(Q) vers L(u,V).

Remarque: La difficulté dans [9], de donner une normalisation ne favorisant
pas une valeur propre de la matrice A(e), venait du fait que les éléments de
la matrice de passage P(e) n‘ont pas nécessairement de limite quand € tend
vers zéro.

" Lorsque S = {0}, toutes les valeurs propres de A (e) tendent vers [’infini
avec des vitesses qui sont a priori différentes et c(e) prend en compte
chacune de ces vitesses.

Un exemple d’application de ce théoréme peut étre donné par:

R(t) = exp(-]|t]|%) (exp désignant la fonction exponentielle), oll 0 < « < 2; ce
cas correspond a celui d’'un processus stable symétrique d’indice a. La
constante de normalisation c(e) est équivalente lorsque € tend vers zéro a:

c(e) = cme"o‘/2 Id » Co, étant une constante dépendant uniquement de a.

La démonstration du théoréme 1 nécessite entre autres deux propositions
qui méritent d’étre énoncées ici; la premiére concerne le temps local de X
et ses propriétés; la deuxiéme, la formule de Rice a |‘ordre deux d’un
processus gaussien stationnaire, lorsque ses trajectoires sont supposées
seulement continues et différentiables en moyenne quadratique.
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Proposition 1: (i) Le temps local L(.,V) de X existe P.ps et appartient
a L2, x P).
(i) Lorsque d > 3, P.ps le temps local admet une
version continue en tant que fonction de x .

1
(i) V u € R, 5% {/ X{t/lX(t)-ul <5 }dt converge
dans L%(Q) vers L(u,V) .

Il est a noter que I'existence d'une version continue du temps local en tant
que fonction de x lorsque d=2, semble rester un probléme ouvert. Avec une
technique semblable a celle que nous avons utilisée pour la démonstration
de cette proposition, et en supposant par exemple lorsque d=2, que X est
non localement-déterministe , on prouve qu’il existe une version continue
du temps local (pour la définition du non local-déterminisme voir par
exemple [6]).

Proposition 2:
Soit { Y(t,w),te R, w € Q}, d = 2, un processus gaussien stationnaire et
centré, & valeurs réelles sur (Q, Jf, P), & trajectoires continues et bi-

-mesurable par rapport a la tribu J{d Q H.
Soit T un ouvert borné de R9 dont la mesure de Lebesgue de la frontiére est
nulle: soit ud(aT) = 0 et soit I' la covariance du processus Y, supposée

continue et telle que: T'%(0)-T'?(u)#0 pouru=oet ueT-T.
Notons dFy, la mesure spectrale de Y supposée telle que:

f ||x||2 dFy(x) <+ o et FY non concentrée sur un espace vectoriel de
Rd
dimension strictement inférieure a d.

Sous les conditions précédentes et si Y désigne la dérivée en moyenne
quadratique, on a:

2 . .
EQ (Ay(Y) = LT EIY()ITY(s)I/ Yt) =Y(s) =u) Py(t),Y(s)(u,u) dt ds < +oo
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La démonstration de cette proposition suit de trés prés le livre de
M.Wschebor[25].

Cette formule a I'avantage de ne pas exiger de propriétés presque sires;
seule |'existence de la dérivée en moyenne quadratique est demandée (si
celle-ci n’existe pas, le premier moment de QT(AU(Y)) vaut déja +) et donc
elle permet de s’affranchir des hypothéses H,, et H,, de [25]. En effet, la

formule de Rice a l'ordre deux peut étre appliquée selon [25] sous les
conditions suivantes:

1) Les trajectoires de Y sont de classe c*

2) 1"2(0) - I‘z(u) #0 pourppueT-T.
2y

3) V je {1,d}, les densités jointes de g—\t{ (o) et th (o) ne dégénerent pas
j j

Théoréme 2: Soient Hi, i=0,3, les hypothéses suivantes:
Ho llexistes ,0<5<1telque Mg, Ms= [ [lull® dF(u) <+ oo
Rd

Soit h(e) une fonction qui tend vers zéro lorsque € tend vers zéro et telle
que:

Hi €9 h2(e) soit bornée
Hz [[A™%(e)21P(e) h®(e) ____y o
€ > 0
A
Ha [IA72(e)]% n(e) ———_y O
€ — 0

Alors sous les hypothéses Hi, i=0,3, nous avons:

E (V) - LwV)®<c, [(5 h¥2(e) + ¢ (e) h1V2(e) + cXe) + C,(e)) +
Hot, fe) Pange)) Koogy GOZET @D + X g, 972" @))]

Ceci pour tout 0 < v <d-1, y¥ £2; nous avons posé:
WA - N
C,(e) = Ie) IN2(e)ll W2 (e), Cy(e) = n(e) A2 (e)II?

I(e) = sup (I VR(T) I, I VT () I
t/d(T,A)=h(g) e(™) a e(?) a)
n(e) = su Il D?R.(T) |l
) r/d(r,A)z%(e) () Ty
+00
G(z) = | x2 Argshx dx, g(2) = inf .. J- <x,us?dfx), z >0
z u €sins®™ lIxll<Zz

(la fonction argsh désigne la composée de la fonction argument avec la
fonction sinus hyperbolique).
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Bemarque: & va en fait mesurer la distance qui sépare R(t) de son

approximation Rg(t). On peut montrer que: | Rg(t) - R(t) | < cste ea, ou & est

telque: 0<s<1 et [ [ull® dF(u) <+ e

Rd
On a donc intérét, pour maximiser la vitesse de convergence, a prendre § le
plus grand possible; on pourrait alors se demander ce qui se passe si F est

telle que: 31 <38 < 2 tel que: _[ ||u||8 dF(u) < + o, c’est a dire si on a:
R d

|Rg(t) - R(t) | < cste eB, avec B > 1. La réponse n’est pas toujours positive;

par exemple, si on prend: R(t) = exp(-||t|]|*), « > 1, on montrera (cf chapitre

5) que: _[ ||u||I3 dF(u) est fini dés que B <« et pourtant
I:Rd

IR.(t) - R(t) | < cste (& + €%); on est donc limité par & = 1.
€

Il est clair que plus ¥ est grand, plus la majoration proposée de la vitesse
sera meilleure.

On montrera lors de la démonstration de ce théoreme, que si on veut que le
membre de droite de I’inégalité tende vers zéro lorsque € tend vers zéro, on
doit exiger que f(e) et h(e) tendent vers zéro lorsque € tend vers zéro, ce
qui semblait intuitif au départ. De plus, on montrera également que g(A) et
G(A) tendent vers l'infini lorsque A tend vers l’infini, et donc si on sait
- majorer Hd_1, (e) ( Azh(e) ) par une constante, alors on est sir que le

deuxieme membre de l'inégalité de droite tend vers zéro lorsque € tend
vers zéro; si, par exemple, pour tout n € N*, on sait recouvrir A par moins

d-1 o . .1 .
de cste n boules de diameétre égal a N alors: Hd_1, f(e) ( A2h(e) ) est

majoré par une constante ne dépendant pas de €, ceci pour h(g) < f(€); un

exemple de cette situation est donné par:

d=2e¢et A= ouUC ufo}] ou C
keN* K

En général I'hypothése H2 implique H3.

Le cas s = d-1 joue un rdle particulier; en effet, ce cas revient a travailler

avec d = 1, avec un processus dont le moment spectral d’ordre deux est

infini, et il engendre les difficultés qui lui sont spécifiques: entre autres

ne pas pouvoir intégrer 1/|x| au voisinage de x égal zéro .

Ce théoréme permet donc de donner une majoration de la vitesse de

convergence de Ze(V) vers le temps local L(u,V). Malheureusement nous

1 N
K = SB(o,z—k), keN.

n‘avons pas su donner la vitesse exacte de cette convergence, ce qui reste
donc un probléme ouvert; ceci pour plusieurs raisons: |‘unes d’entre elles
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étant que la formule de Rice mixte (calcul de E(ZG(V) - L(u,V))2) n‘a pu étre

appliquée que "loin" de {o} et donc la "partie" prés de {o} échappe a la
facturation de cette vitesse; par conséquent, il ne nous a pas été permis de
proposer un théoréme du type central-limite.

2.4 Plan du travail

L'étude du temps local, les démonstrations de la formule de Rice et du
théoreme 1 feront |'objet de la partie 3. Dans la partie 4 nous
démontrerons le théoréme 2 et dans la partie 5, nous ferons I"étude de deux
exemples: le premier traitera des cas particuliers d’un processus quasi-
stable et d’un stable symétrique; le deuxieme, celui d’'un processus somme
de n variables indépendantes uniindéxées. Enfin, la partie 6, sera
constituée d’une annexe olu nous regrouperons et montrerons un certain
nombre de résultats auxquels nous ferons référence aux cours des
démonstrations.
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3. Approximation m [ I
3.1 Démonstration de la proposition 1

Proposition 1: (i) Le temps local L(.,V) de X existe P.ps et appartient a
L%(u, x P).
(i) Lorsque d > 3, P.ps le temps local admet une version
continue en tant que fonction de x.

1
(i)YVueR , 5% {/ X{t/lX(t)-ul <5 }dt converge
dans L%(Q) vers L(u,V).
Dans tout ce qui suit, on pourra toujours choisir I'ensemble V aussi "petit"
que nécessaire (voir la remarque suivant la proposition 8 de |'annexe).

Avant de poursuivre la démonstration de la proposition 1, nous allons
énoncer et montrer un lemme:

Lemme 1:
() 3c>0,3B>o0tq inf, | _[ <x,u>2 dF(x) =m(B) = ¢
ues lIxll<B

(i) IM>o0 tqg Vu € V-V, on ait : R%0) - R%(u) =M llull®

Preuve du lemme 1 :
(i) Raisonnons par |I"absurde en supposant que:

V B> o0, infd1 j <x,us? dF(x) = o alors:
ues- IIxll<B

VY neN* 3 (u) x € s91 telle que: _[ <X,u>2 dF(x) = o.
’ n‘nelN L

Ixll<n
Mais SS9 est compact, d’ou il existe une sous-suite extraite de (u ),.mn*
convergeant vers u*e s91 et d'aprés le lemme de Fatou:
fd < X, u*s? dF(x) = o; et donc le support de F est contenu dans un
R
espace vectoriel de dimension strictement inférieure a d, ce qui contredit
notre hypothése de départ, d’ou (i).

(i) Soit Il u ll sé—, R(o) - R(u) = fh[d (1 - cos< x, u>) dF(x)

> J (1 - cos< x, u >) dF(x)
lIxll<B
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Mais |< x,u >| < ||x|| |Ju]] £ 1, d’ou: 1 - cos< x,u > 2 C,<xu >2 et donc:

R(o) - R(u) = ¢, [ <xus? dF(x) = ¢ |lul[? m(B) = ¢, C ||ull?, d"aprés(i).
lIxll<B
En tenant compte que R est continue en zéro, on a alors (ii).

Preuve de la proposition 1: Dans cette démonstration nous nous appuierons
surtout sur les articles de S.M Berman [8] et de D.Geman-J.Horowitz [14].

Tout d"abord rappelons la définition du temps local de X.
Soient A et B des boréliens respectivement de R et le, la mesure
d’occupation u(A,B) de X est définie par u(A,B) = My {teB/X({t) e A}

Lorsque u(.,B) est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue de R, sa dérivée de Radon-Nikodym est appelée temps local de X
et nous la noterons L(x,B)(w), x € R, ® € Q (Nous omettrons d’écrire o et
écrirons en fait L(x,B)); On a donc dans ce cas:

W(A,B)= [ L(x,B) dx
A

Létude de I’existence d’une version continue du temps local a été traitée
dans [4] a [8] , [10] , [11] et [14].

(i) La fonction q

a,: rRIx RY — RY

(x , y) —> qV(x,y) = j (x,y) ds dt
VxV

y (X4,X5,....,Xy) désignera dans tout ce qui
n

Pxs), xc)

est continue en (x,y) ( thx?_,_“,

suit, la densité, quand elle existe, du n-uplet (X1,X2,....,Xn) évaluée en
(X4,X0,.0-0,Xp)).

En effet, il suffit de voir que: J (R"'(o)- Re(t-s))'% dt ds <oo.

VxV
(la finitude de cette intégrale découle du (ii) du lemme 1) puis d’appliquer
le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. D’aprés [8] et [14],

on conclut donc que le temps local L(.,V) de X existe P.ps, est dans
L2( Q x R, p, x P), et de plus on a la formule suivante:

(F) E(L(x,V) L(y,V)) = qv(x,y), Vv (x,y) € R9x R9. Ceci achéve la démonstration
de (i). Passons a celle de (ii).
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(ii) Pour prouver |’existence d’une version continue du temps local L(.,V) en
tant que fonction de x, lorsque d > 3, nous utilisons le critere de
Kolmogorov.

Plus précisément, nous montrons que lorsque d est supérieur ou égal a 3,
nous avons l‘inégalité suivante: Vxe R, Vhe R, Vo<e <1,

a(x,h) = E IL(x+h) - L(x)I2 < cste | h |'*€ (nous avons écrit ici L(x) au lieu de
L(x,V)).

Effectuons la majoration de g(x,h) pour d = 2 (nous nous servirons de cette
majoration pour la démonstration de (iii)). D’aprés (F), nous avons:

a(x,h) = qv(x+h,x+h) -2 qv(x,x+h) + qv(x,x) , dou:
h = y = 2 y ’
g(x,h) \j/x\sp)«s),m)umxm) Py, 3 ) Py sy (X)) st

En utilisant la formule d’inversion pour les fonctions caractéristiques, on
en déduit:

g(X,h) =(1? 2 J. j (e‘ iU(X+h)_e‘ lUX)(e- iV(X+h)_e' iVX) E(el(U)«t)+V)«S)) dt ds duav
2T w2 yxv

(e* désignant exp(x), x € R); et donc:

gxh) <cste [ [ 11- eUuh 11 - gVh | g(UXD+VXS)y gt dsdudv
VxV

Depar |'inégalité: 11 - e | <21 x I8 pour x e R eto <& <1, on a alors en
intégrant en u et v:

p XAl 28+1
gxh) <cste 112 [ {[Fo)- Fit-s)] 2 +[Fo)- Ft-s)] 2 } dsct

VxV

En utilisant (ii) du lemme 1, on en déduit alors les deux inégalités
suivantes:

EL(x+h) - Lx)P<cste |h|'"® ,d=>3 ,vo<e<1

et EIL(x+h) - L(x)P<cste|h|* ,d22 ,Vo<ax <1

La premiére inégalité prouve donc (ii).
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Remarque: |l est a noter que lorsqu’on travaille directement sur la loi du
processus X, on obtient les majorations sensiblement plus fines suivantes:

E IL(x+h) - L(x)?<cste | h 2, d >4
E IL(x+h) - L(x)2<cste |h > Log I h|', d=3

E IL(x+h) - L(x)I?<cste | h |, d =2

(i) D’aprés (i) on a:
u+od

IX{t/IX(t)-uI<8} dt= [ Lix,V)dx
Y u-9

et donc:

1 2 . .
g(d,u) = E'ES— {/ X{t/IX(t)-u|< 51 dt - L(u,V)|® est égal a :

u+d

E[21—23 ujiS(L(x,V)-L(u,V))dx]2

d’ol, d'aprés l'inégalité de Schwarz:
’ u+d
9(s.u) <35 [ B(L(x,V)-L(u,V))2dx .
u-9

D aprés la majoration faite dans (ii), on a donc:
g(s,u) < cste 8% V0 <« < 1. Il s’en suit que:

éi_r)nog(s,u) = 0, ce qui achéve la démonstration de la proposition1.
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3.2 Démonstration de la proposition 2

Proposition 2:
Soit { Y(t,w),t € R, w € Q}, d = 2, un processus gaussien stationnaire et

centré, a valeurs réelles sur (Q, &, P), a trajectoires continues et bi-

mesurable par rapport a la tribu e.Rd Q H.
Soit T un ouvert borné de R9 dont la mesure de Lebesgue de la frontiére est
nulle: soit ud(aT) = 0 et soit ' la covariance du processus Y, supposée

continue et telle que: I'%(0) -T?(u)#opouru=oet ue T -T.
Notons dFY la mesure spectrale de Y supposée telle que:

f & dFy(x) <+ e etFy non concentrée sur un espace vectoriel de
Rd
dimension strictement inférieure a d.

Sous les conditions précédentes et si Y désigne la dérivée en moyenne
quadratique, on a:

2 . .
EQ(A,(Y) = LTE( 1Y)/ Yit) =¥s) =u) PY(t),Y(S)(u , U) dt ds < +oo

Preuve: Soit Yp = ¢’p *Y, ol ¢p est une C* -approximation de I’unité dans

. RY, c’est a dire: V p > 0, 5 :RdI— R, C*°, j dp(u) du =1 et
R d
supp ¢, < B,(0,p).
{ Yp(t,w), te R9, w € Q}est un processus gaussien, stationnaire et centré,

a trajectoires C®; on notera rp sa covariance.

Avant de poursuivre la démonstration de cette proposition, nous allons
montrer un lemme qui sera utile tout au long de ce travail.

Lemme 2:
_ 2 2
IM>o0,3p >0tq Vp<p ,YueT-T,on ait: I'y(0) - I"p(u)ZMllullz

Preuve du lemme 2 :

A . 7
L’application x — l¢ 1?(px) étant continue en zéro, on a donc:
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A
VB>0,3 p;>0, tgVo<p<p,etVxe RY tgllxIl £B, on ait:l¢|2(px) 2.
D autre part FY n‘est pas concentrée sur un espace vectoriel de dimension
strictement inférieure a d; on applique alors le lemme 1(i) et on obtient:

3c>0,3 B>0 tq infd_1 _[ <x,us2 dFY(X)ZC
ues IIxll<B

: 1
Soit alors u tel que: lfull <7

l“p(o) - Fp(u) = %d (1 -cos<x,u>) |$|2(px) dFY(x)
> j (1 -cos<x,us>) I$I2(px) dFy(x)
lixll<B

2 % C¢C lul|? (C, a été défini dans la démonstration du
lemme 1(ii)).

2 2
En tenant compte que Ty (o) - r‘p(u) converge uniformément vers

2 2
I' (0)-T' (u), lorsque p tend vers zéro, ceci d'aprés le théoréme de

2 2 - =
convergence dominée de Lebesgue etque I' (0)-T (u)#opourueT-T,on
en déduit le résultat.

Retour a la preuve la pr ition 2 :
{ Ypltw), te Rd, w € Q } a des trajectoires C*;V p<p_,V ue T-T, u #o,
2 2
l‘p(o)- l“p(u) # o(ceci d’apres le lemme 2); de plus puisque Fy n’est pas
concentrée sur un espace vectoriel de dimension strictement inférieure a

d, la matrice des dérivées partielles secondes en zéro de I', soit ' (0), est

non dégénérée, et donc pour p suffisamment petit (p < p1), celle de Fp, soit

'1“;3 (0), ne I'est pas non plus; ceci implique que la mesure spectrale de Y

pl
soit FYp' n‘est pas concentrée sur un espace vectoriel de dimension
aYp E)‘?Yp
strictement inférieure a d et donc que la loi jointe de ( 31, (0), 312 (0))
j

ne dégénere pas, ceci V j€ {1,d } et pour tout p < P,
On peut donc appliquer a Yp, la formule de Rice a l'ordre 2 [25].
D autre part les conditions ud(Cu(Y)) = 0 Ps et Y a trajectoires continues

impliquent que: Ps, XAu(Yp)(t) p_;_o_> XAU(Y)(t) pour p -presque tout
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t de FRd; on .peut donc appliquer la proposition 1(iv) du chapitre 1 [25],
pour obtenir:
Q (A, (Y)) < liminfQ (A (Yqs))
T U p—o P
En appliquant le Iemme de Fatou, on obtient:
2
EOT (A,(Y)) < liminf EQ (A (Yp))

p—o

<liminf [ E(lIgradY,(t)l grad¥y(s)l/ Yy(t) =Yy(s) =u) P (u,u)dtds
P Yot).Yys)

1) pour Ps tout (t,s) € TxT,

E(Il gradY (Il 1l gradY o (s)ll / Yy (1) = Yp(s) = u) PYp(t),Yp(s)(u’u) converge

lorsque p tend vers zéro vers:

ECIYONITY(S)I/ Yit)=Ys)=u) P (u,u)
Y(1),Y(s)
2) 3 p, >0 tel que pour p < p, et pour tout (t,s) € TxT, on ait:
E(ll grade(t)H [l grade(s)II / Yp(t) = Yp(s) =u)P (u, u) < h(ts),

Y1), (s)
h € LT;T(ud X ud). En effet, pour montrer 2), nous allons utiliser la
proposition 3 dont la preuve est donnée en annexe.

Soit donc T =t-s € T-T, d"aprés la proposition précédente, on a:
E(ll gradY(t) Il gradY(s) I/ Yo(t) =Yy(s) =u) <
d-9°T
_R -2
(z 5z + U T(0)(Tp(0) +Fp(T))

821"

p -a2r
Or aﬁ (0) ‘;—_—)—g atg 0 ) rp(o) ‘-)——_;—o) F(O) et
Ip0) +TH(T)  ————> I‘( 0) +T(7)
p > o

En tenant compte que I' est continue en zéro et I'(0)+I(T) = o pour
TeT-T,T=0,0na:

3 C>o0,3 p” >0 tel que pour p <p” et pour tout (t,s) € Tx T, on ait:
E (IlgradY (Ol Il grad¥,(s)Il / Yp(t) = Yp(s) =u) < C

D autre part, d’aprés le lemme 2, on a:

Y% -1
P u,u) < M Nt-sll our p < et
Yp(t)’Yp(S)( ) pour p<p_

Ve -1 1 R
M7l ts |l "€ LTxT(udxud) dou 2).
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On peut alors appliquer le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue, il
vient:

2 . .
EQ (A,(Y) < LT EIY)NIY(s)I/ Yit)=Y(s) =u) PY(t),Y(S)(u , u) ot ds

Pour I’inégalité inverse, nous allons exhiber une partition de T avec
laquelle nous travaillerons. T étant un cube ouvert borné, il existe un cube
C d’axes paralléles aux axes de coordonnées, de longueur | tel que: T ¢ C.

Pour tout n € N*, nous considérons la partition de C en cubes {C;} d’axes

paralleles aux axes de coordonnées, de longueur I/n et dont les intérieurs

sont disjoints deux a deux; soit: C = U Ci et T=u ( Ci N T). Posons T, =
i i

cNT et W=T.

Compte-tenu que p d (aTi) = 0 ( puisque u 4 (dT) = 0 ) et des propositions 4 et
5 dont les démonstrations sont données dans |’annexe, on en déduit:
Q (A (Y)) = A (Y) =2 A (Y)) Ps.

(A = QA = 2Q, (AM)
On fixe alors n € N".

(A (Y)) = 22 E@Q, (A V) Q, (A (Y))

Nous dirons que deux cubes C CJ de la partition sont "proches " s’il existe
t,e C,et tJ € CJ tels que: |l t;- tJ Il < Un.

L notera la somme correspondante aux couples (i,j) tels que: i # j implique
que Ci et C]. ne sont pas proches.

Y)) 2 E A (Y A (Y
) 2 UGZL Q I( u) Q (Ay()

j
Soit (i,j) € L : en particulier, Vue W, ,Vve Wj ,Mu-v || =n
Soito<€e <?d
D aprés la partie b) de la proposition 2 du chapitre 1 [25], on a:

: . 2
Il est clair que: EQT (Au(

Q Au¥) 2 j(Wa)-s lgrad( X 5 (yy* @ ) I| dt (respt pour )
Nous avons noté O5,O05={t,d(t, 0% >3}

B(Q, (A ) Q,, (A,()) 2

J

E( f JX_

Il .[d ]_m'u[( (s )) gradcpe(t -s’) ds” || dtdt” )

Y(s)) gradcpe(t-s)dsll X

°°U
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Soit {f,} une suite de fonctions de R dans R, de classe C®, non croissantes
et telles que: f,(x) =1 six<u-1/m etf,(x)=0 six=u
On applique alors le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, il s’en
suit:
E(Q (A (Y)Q (A (Y))=
(Q, (A1) w,.‘ 4)
lim E ( .[ I .[d f,(Y(s)) grad(pe(t-s)dsll X
Mm——>+ (Wi)_sX(Wi)_a IR

I H£ 4 fn(Y(s) grado (t-s’) ds’ Il didt’ )

En appliquant encore une fois le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue et en tenant compte que:

Vs, fm(Yp(s)) ————> fp(Y(s)) Ps, on a:
p—o
E( Qwi(AU(Y)) ij(Au(Y)) ) 2
lim lim K _[ Il ,[ afm(Yp(s)) grado(t-s) dsl
m — +0 p oo (Wi)-ax(wj) 5 RY

x|l .[ Rdfm(Yp(S» grade (t-s)ds’lldtat” )
En intégrant par parties les deux intégrales sur Rd, on obtient alors:

E( Qwi(Au(Y)) ij(Au(Y)) ) 2

li li Y, ( adY, ds
iim iim H HJax(W)a" Imgm( (S)grad¥y(s)o,t-s)cs]

x| jmdf’m(Yp(s)) grad Yy(s) @ (t~s) ds’llctat” )

Compte-tenu que ¢ 2 O, f, est de signe constant et de l'inégalité

triangulaire, on obtient donc que | espérance mathématique qui figure a
droite dans I'inégalité est minorée par:

E t- -s%) I (Y

( (Wa).{;x(wi)-s Lo 0469) 0,5 (Y p()

x ¥ m(Yp(s))l ligradY (il ligrad Yp(t)ll  ds ds’dt dt” ) .
(1

E t- t-s”) 1f (Y
( (Wi).JSX(Wj)-a pzd 7e(t9) 07 Fm(Yp()!

X If’m(Yp(s’))l IIgrade(s)ll llgrad (Yp(t')-Yp(s') I dsdsdtdt” ) +
(1)
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E t- t-s?) If (Y |
( <wi).{~,><(wj)-5 szd%( $) (s I (Y(s))

X If'm(Yp(s'))I IIgrade(s’)II llgrad (Yp(t)-Yp(s) I dsdsdtdt” ) +
(1)

E t- t’-s”) If (Y |

( (Wi)_st(wj)_a mf?_wd $) 0, (t-8") F'pm(Y(s))

x Fm(Yp(s)I ligrad (Yo(1)-Yp(s) llligrad (Yo (t)-Yp(s?) Il ds ds’dtdt” )
(1V)

Interessons-nous a la premiére gquantité

D aprés le théoréme de Fubini:

) = t- t’-s”) E( If (Y |

() (W;).{;x(wj)_a Lo 0et9) 0ot-5) ECIFn(Yp(s)

X If’m(Yp(s’))I ligradY ()l ligrad Yp(t')ll) ds ds’dt dt’

Et donc:

) = t- t’-s’ f f

x B llgrad Y,(t)lllgrad Y(t )/ Yo(s)=x , Yy(s)=y) P (x,y) dx dyds dsdt dt’

Yp(s),Yp(s)
En appliquant successivement le lemme de Fatou lorsque p—0, m—+oo,
€ >0, § ->o(dans cet ordre), la limite inférieure de (l) est minorée par:

YO Y)Y I/ Yit) =Y(t) = u) P ) dt dt”
WJiijE(u DU M) =YD =u) P (w0

Pour la deuxiéme quantité
De fagon analogue a ce qui précéde, on a:

Iy = ] p . ,
(h (Wi).{5><(Wj)_5 mfad P (t-s) @ (t™-s) HJ;Z 15 ()1 1 (y)

x H ligrad Yp(s)ll llgrad( Yp(t ')—Yp(s) M/ Yp(s)=x,Yp(s')=g) P (x,y) dX

Yo(s),Yp(s)
ou dX =dx dydsdst dt”
On applique la proposition 3, il vient:
E(llgrad Y, (s)ll llgrad( Yy(t)-grad( Yo(s)Il / Yp(s)=x, Yp(s)=y) <

d-0°T d -0 -0°T
(k7;1 ati (o)) (k2=12( ati (t-s) ati (0)))
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{1+ T)O(T) ()T (s-5)) 2LIXTH0)- YTys-8) 1+ 1T o) XTpfs-s) 117}

-9°T 2T
—P
Or ati (0) 5—_—) '—g at2 —2 (0) , p(o) p——_—_-;--—o) r (0)

D autre part: le“p(o)- yl"p(s-s)l <(Ixl +1lyl) (o) <c(u) T'(o) (de méme pour
| yT'p(0)- xl"p(s-s) |) etsis e W, ets"e Wj alors: |Is - s” Il 2 I/n, ce qui

2 2
implique que: I“p(o)- l“p(s s)>c >0 pourp <p. Finalement:
E( llgrad Yp(s)II lgrad( Yp(t) (s))Il I Yp(s)=x, Yp(s M1=y) <

d 02T -9°T" |
9y (Z (—ge(t’-s)- —Z-B(o)))/2 pourp <p,, et donc:
! k=1 atk atk
d-o°T
I < J t-s t-s) |15 —L2itvs
(I < gny <Wi>-a><(W1>-s¢8( ) 078 oy [E S 79)-

2

éat—rig(o)]%‘ ds ds” dt dt’ %2 1 m ()1 1 (y)l dx dy , pourp <p,

Et donc (llI) tend vers zéro lorsque p —» 0, m — +c, € —» 0 a cause de la
continuité de %i—i on fait de méme pour (lll) et (IV).

Finalement : si (i,j) € L:

E( Qwi(AU(Y)) ij(Au(Y)) ) 2

Wf ) E IV IIY(S)I/ Yit) =Y(s) =u) Py &
D’ol en posant: E(u,T) = E(Il Y(0)Illl Y(T)I/ Y(0) =Y(T) =u) P Vio)LY(x )(u u)
EQ (A,(Y) > 5 wfix o EOTD 8

Compte-tenu que:  W.N W =@ dés quei=j et que:
Hagl O (Wi x W) =ppy( U (TyxT)), on a:
|

ijel ijel
X I E(U,T1-T2) d‘t'1 de = I E(u,r1-12) d‘t1 d'r2
IJ€L WiXWj UTXT]
ijeL
Or (s e TxT,litsll2@d? +1)n}=A « L(T x T)
ij€

D’ ou:
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2
EQ_r (A Y)) 2 L E(ut,-1,) dt,dT,.
n
Mais A_ T TxTlorsque n T +o; en appliquant le théoréme de Beppolevi,

on obtient finalement:

2
EQ (Ay(Y)) = [

EIYIIY(s)Il/ Yit)=Ys)=u) Py (u, u) ct ds
TXT

(t),Y(s)

Ceci achéeve la démonstration de la formule de Rice (la finitude de

2

EQT (Au(Y)) est triviale compte-tenu du lemme1 et de la proposition 3).

3.3 Démonstration du théoréme 1

Théoréme 1: o
Sous | hypothese kg (A N V-V) = o la variable aléatoire 7 (V),

= -1 A
T(V) = 67 |dét ce)] mjs Qv (Aeluy) ) dy
converge dans L2( Q) vers L(u,V).

BRemarque: Dans I’énoncé des résultats, nous avons annoncé la convergence

dans L?(Q ) de gg(V), z;(V) =9 |détc(e)|j ngnce(u,.) lcosbg(t) 1 da (1),
vers le temps local L(u,V) de X. En fait on peut montrer que ZS(V) peut
toujours s’écrire comme une intégrale relativement a la mesure thAe(u,.)

(la démonstration de cette égalité est faite dans les propositions 6 et 7 de
I"annexe); plus précisément nous montrons que cette intégrale s’ écrit:

ngn a*A(u,.) I P2 Ng (t i th (Ae(u,.)) , OU 0* désigne le bord essentiel
(cf annexe 6.1.2 pour sa définition), P2 la projection orthogonale sur Rd-s
et ng coincidera avec le vecteur unitaire, défini presque-partout par
rapport a la mesure de référence, qui coincide avec le champ normal &
Ce(u,.) N V. orienté vers |'extérieur de Ae(u,.) N V. lorsque le bord est

régulier; ce qui est le cas par exemple, losque X, est de classe C2: dans ce
cas, on aura d” ailleurs ZS(V) = ;;(V).
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Avant de commencer la démonstration du théoréme 1, nous allons énoncer
et prouver deux lemmes techniques.

Lemme 3:

(i) Re(t) et T'¢(t) tendent vers R(t) quand € tend vers zéro, uniformément
ent. L

(i) Pour t = (t,,t,) € V. xV tel que dt,-t, = T, A)>3%,3 > o, alors
Il VRe(T) Il |l D2RE(T) Il, et Il VT'g(T) Il, sont majorées par des
constantes ne dépendant que de &, ceciVo<e <€ .

Preuve du lemme 3:

(i) Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue .
(i) Posons pour tout & >0, L8 = sup _ Il VR(T) Ila et
TeCgN[V-V+B(0,0)]

N Il D®R(7) Il oli: Cg={xe R, d (x,A) =5}

5 = Sup _
TeCgN[V-V+B

(0,9)]
Soit T € C,gN (V-V),ie{1d}.

1 . d
Diﬂe(’t) =5 R‘[zd Di\I/(v) ¥ (u) R(t+¢€(u-v)) du dv (on a noté Di, Di =E)
Compte-tenu des propriétés de ¥ nous avons donc:

. DRe(M) =:_ Rjzd D,¥ (v) ¥ (u) [R(T+e(u-v)) - R(T)] dudv= ﬂ'q“Zd M

)
Découpons R29 en deux domaines: A = { (uv) € R4, llu-vll < s } et

™ |

B={(uv) ¢ R, Jju-vll =

}

On majore IDiRe(’r)I par: -;- H:szlDi\I/(v)I\I/(u) IR(t+€(u-v)) - R(t)l dudv

sur les deux domaines.
Si (uv) € A: On écrit R(t+¢(u-v)) - R(T) sous la forme:

d 9R . .
p> 5—;(1+e(u-v)e )e(u-v)i ,0<10* <1 etdonc:
= |
d 9R .
IR(T+e(u-v)) - R(T)l < _21IE(T+e(u-v)e ) |
|

et T+e(u-v)8* € CxN [(V -V )+ B(0,8)], d'ou:

[ s dty [, 0 @ ¥ vl du oy
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<dlLglc H'Ed ¥ (u) llull du + Hj;d ID;¥ (v) livll dv ], od:

d
c=sup [ I ID,¥ (v) dv ]
i=1  Rd

De par les hypothéses faites sur ¥ on a: ﬁ';d V¥ (u) llull du < +00

ainsi que: H'!i.d ID,¥ (v) lIvll dv, ceci Vie {1,d}.

Si (uv) € B: On majore |R(t+€e(u-v)) - R(T)l par 2 R(0). En remarquant que:
) ) )

(luvll > =} {U=(llull 25t x RO} v (RYx (IvIl2>} ),

on obtient finalement:

.[ |(1)I32m[ .[ .[IDi‘Y(v)I\I/(u) dudv + ﬁ'; {JID\I/ (V)| ¥(u) dvdu]
B

d
L < 22 [I v dus ] DY ov]
J 10y < c(6,[31,|32,d) (ePr1 4 eBaly
B
et donc: IDira('c)l <M(3) pouro< e < €,
1
Soit j € {1,d}, DiDjRe(‘c) = (8-)2 BLd D,¥ (u) Dj\I/ (v) R(t+¢€(u-v)) du dv
De par les hypothéses faites sur ¥, nous avons: .
1 R
DiDJRC.(T)z(g)Z jmzd D¥(u) Dj\I/(v)[ R(t+e(u-v)) - K1) - k2=1 a(‘t ) €(wv), ] duadv

'D|DJR£(T)= '[mzd(z)

Si (uv) € A: On écrit R(T+g(u-v)) - R(T) - Z aui: (‘l:)t—:(u-v)k sous la
forme: % R 6*) e <10*l < 1

orme: Z . 30U, (t+e(u-v)e*) ¢ (u-v)n (u-v)m , 0% <1,

de la méme fagon que précédemment, on obtient:

[ 1@1<Ng [ 109 (u)l D% ()l I1uliZ+ 2 llull V1] + V] du dv
A R2d | i

Il suffit alors pour conclure de remarquer que: ‘[d ID, ¥ (u)l ull® du < +o0,
R

ceci pour tout k € {1,d} et tout T € {1,2}.
Si (uv) e B: On procéde de fagon analogue a ce qui a été fait dans la
majoration de la deuxiéme intégrale apparaissant dans le calcul de D.Re(T).
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: . d 9R
Il suffit alors de majorer | R(t+¢e(u-v)) - R(t) - kz-:-=1 3u, (t) e(u—v)kl par
2 R(o) +d L,g e [ llull + livil] et d’utiliser ensuite les propriétés de ¥ et

donc:
|D.DJR5(T)| < M1(6) pouro<e<e .

La majoration de ID,I(T)l, i€ {1,d } et T € C,5N (V - V) s’obtient par les
méthodes utilisées précédemment.

Lemme 4 :
) g(A) = inf | <x u»? dFw ey 4
uestns™ ' Ixll<A A > +00
(ii) Les valeurs propres de B(e) tendent vers I'infini lorsque ¢ tend
vers zéro et donc: ll(c(e)ll ————y O
€ =5 O

Preuve du lemme 4 :

(i) Raisonnons par |'absurde en supposant que |'on ait:

non (g(A) ———__y+ o ). Ceciimplique que: 3¢>0,3 (A ). T+ oo,
A— +00 n
1A ad-1 . j 2
3 (Un)nelN € S NS, tellesque: VvneNl, <X,u> dF(x) < c.
lIxll<An

Mais StnS9" est compact, d'ou il existe une sous-suite extraite de (Unen
qui converge vers u* € Stn Sd'1, soit (unk)kelN' On applique alors le lemme

de Fatou, il vient:

c = liminf I <X,u >2 dF(x) 2 ,[ < x,u*>% dF(x) = + « , par
Kk I x 1l <An, Kk Rd

définition de S*; ce qui prouve (i).

(i) La plus petite valeur propre de B(e) est notée ppvp de B(g) et est

. . . 2,92
egale a: inf de1 I <X, Uu>" |¥[%(ex) dF(x)
uesins®' Rd

. A ’ » z
L application x — I\Iflz(ex) étant continue en zéro, on a donc:

A
VA>o,EIeA>o,tq VO<€S8A et Vx ¢ RY tqll x Il £ A, on ait: |\I/I2(ex)2'/z.

>0, Vo<e <e, on ait: ppvp de B(e) > 1Eg(A)

dou: VA>o0,3 ¢ A

A
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On utilise alors (i), il vient: liminf ppvp de B(g) = + o

E-> 0

Compte-tenu que les coefficients de la matrice de passage P(g) sont bornés

par 1, on en déduit que: |l(c(e)ll ————y o , ce qui termine la
€ > O

démonstration du lemme.

D& trati u_théors I

Nous allons montrer dans un premier temps que:
lim limsup E[Z.(V) - ns(V) P =0

lim limsup E[Zo(V) - n5(V) ]

olu nous avons posé pour tout & > o:

1
ns(V) = 35 {/X{ IX®) -ul<s } 9t
SoitZ = E[Z,(V)- ng(V) P

SE(3, (V) +E (N5 (V) - 2E (3,V) ng(V))

E(ng (V)

X étant bi-mesurable par rapport a la tribu <Rd ® 4, nous pouvons appliquer
le théoréme de Fubini, et donc:

” 1 U+d U+d
E(ng V) =G> | P

: 287 s us vxv X(TX(TR)
Nous avons vu lors de la démonstration de la proposition 1
que la fonction q

(x,y) dx dy d'r1d'r2

qV: RY x RY —> RY

(x . y)—> q,xy) = [ »p (x,y) ds dt
v vy X)X
est continue en (x,y); d” autre part pd(aV) =0, d ou:

mE(ng V) = [ P

éi—m . X(T1),X(12)(u’u) dt, drz = (u)
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E@,(V)

2
Pour pouvoir estimer E(Z (V)), nous avons besoin d’une proposition
technique (proposition 8), dont la démonstration est donnée en annexe.

2
Cette proposition, plus le théoreme de fubini permettent d” écrire E(ZS(V))

sous la forme:

2 D .
ER,(V) = 62 [cét o(e)] Img(qve)t( AD) Qug (Auv) o

= _ S d-s
Posons Ye (x,y) = Xe (x,c(e)y) et Gradee(x,y) = VyYe(x,y), (x,y) €e R°x R
Comte-tenu du lemme 2 et de la proposition 2, nous avons:

E(ZZ(V)) = 02 [dét c(e)]? f(e) avec:
. - :

f = Yt VY ! Y(t,8)=Y dX
(e) L N JME\(/K SNV Yvw)ll/ Y(t8)=Y,(v.w)=0) Y“s)y(vw)( )

ol nous avons noté: dX = dw ds dv dt

. D aprés le théoréeme de Fubini, il vient:

2 -2 2
E(ze(V))= 0 [détc(e)]” g(e) avec:

g(e) = J/ ) \ZIIVYY(t S) IV Y(vw) N/ Y(t S) = Y(vw) u) PY(ts) Y(vw)( ,u) dX

On fait le changement de variables: (T,S) = (t,sc(e)), de méme ‘avec
(v,w).

Il vient alors, compte-tenu que ud(aV) =oetV Ye(t,s) =V Xe(t,c(e)s) c’(g):

y y
(V)= 02 | E (t-T) P (u,u) ot dr,
v ° X(5). X5
Ou: Eg (1) = (I, X(0) el IV, X(T)cTe)l I/ X(0) =X(T) =u)

Posons B, B ={ (y,2) ¢ V x V /y-z ¢ A} (B® désignera le complémentaire de

B dans V x V ). La section By de Beny ¢ V est contenue dans (y-A) N V; or

la mesure de lebesgue dans RY de (y-A)N V est la méme que celle
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de A N (y-V) , qui est inclus dans A N (V -V) ; le théoréme de Fubini, plus
I” hypothése p (A N (V-V))= o impliquent: ”2d(B) = 0, et donc:

2 -
E(3. (V)= 8 2 IBC Ea,u (T,-T,) P)(e(t1),)%(12)(u,u) dt.dt,
v (T,.T,) € VxV,
E( Xs('r1) Xe(rz) ) =Rg (1'1- T2) _8____)__> R(T,-T

(d"aprés le lemme 3 (i)).

- 02
(VX(T) c@) VX (T)eTe) = cle)( aq:j (T T, j oset, oCE)
= Iys Sl T,=1,
————> 0, _s.d-s si d(t,-T,,A) 2x>0

€ >0
(d"apres les lemmes 3(ii) et 4 (ii))

BV (T, CE) X( T)) = () ( —P‘(r Dizsr. d

9ds1 SET=T

—_——> 6 si d(t,-T,,A) 2x>0
c > o> d-s,1 1 2
(d'apres les lemmes 3(ii) et 4 (ii)).
Et donc d” apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue:

C 2. . N A .
v(t,T,) €B”, Ee,u (t,-T,) 8_:)_0_, 0°; d” ou grace au lemme 3(i), on
obtient:
(1) Vv (t,,T,) eBS
62 E_, (t,-T.) P u,u) ——__y P u,u
eu (57T >g3<r1),x€<12)( ) e o >«r1).><12)( )

D’ autre part, d” aprés la proposition 3:

Ee,u (T,-T,) <(d-s) [ 1+ 4 Rg(0) (Re(o) + R‘c_('tr‘tz))'2 u? ], qui est bornée si

€ est suffisamment petit et (T

De plus, d’aprés le lemme 2: _
3N>o,aeo>otq vgseo,vUev-V, on ait:

T € V x V, ceci d” aprés le lemme 3(i).

P (u,u) < N IIT1-12II’1, ce qui entraine:

X{(1), X{T)
(2) 872 Ee,u (T,-T,) P’%(T1)' )%(12)( u,u) < D) Il‘t1-12||'1, pour €
suffisamment petit et (t,,T,)e Vx V.
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(1) et (2) permettent d” appliquer le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue, il vient:

é!)noE(z V) = jBC P)«T1),)“2)(u,u) dtdt,

= P u,u) dt.dt, = ou
JW )«11)')“2)( ) dt,dT, = au)

-2E (7,(V) ng(V))

Pour tout n € N*, notons B_ = {(y,2) € V x V, d (x,A) 3?11_}

En appliquant la proposition 8, le théoréeme de Fubini permet d’écrire la
majoration suivante'

2B V)mg(V) S5 sl | By (w,) AW X x5)-ul<s) O &8
RV
ol: B, (ws) ={ze RIS / (w,zc(e)) € V et (w,zc(g)) - s € A‘r’] } et
A, ={ueRd /duA)<1n}
Mais d” apres le lemme 3(i),

Re(0) R(0) - LZ(T,-T P R?(0) - R%(t,-T,)

uniformément en (t,,T,), ceci pour presque tout u € (V-V)n A;

2)

D’ autre part R%(0) - R%(u) > v, >0, pour u € (V-V)n A: , ceci d'aprés le
lemme 1, ce qui entraine: Rg(o) R(o) - 1;2(1' ;-T,) 2 v /2 >0, poure<e,
etppue(V-V)nA:: ’

On peut donc, d” aprés la proposition 2, appliquer la formule de Rice
" mixte ", pour obtenir:

_og°]
2B VIng(V) <

(¢) m(e) avec:

%)
me= [ ] [ EIV, Y w2l Xs)=x.Yw.2)0)P (xu)dY
RSV U-3 B W, s) X(S),Y{W,2)
et dY = dz dx dw ds
On fait le changement de variables: zc(g) = z°, il vient compte-tenu du

théoreme de Fubini:
-1

-20
-2E(§£(V)n8(V)) <% n(e), avec:
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U
= @M/ =u, =x) P X) dZ
n(e) JC JU‘SE( DTN RT) =0 XT) =) By (R

n
avec dZ = dx dt,dT, et Cn ={(y,z2) € VxV,d(y-z A) >1/n}

Or ud(aV) = 0, et donc: “2d(Cn) = uzd(Bﬁ), ce qui entraine:

-2¢""
-2E(Z(VIng(V)) <% Pple), avec:

-2¢°" O

p(g) = E(II (T,)c(el/ =u, XT) (ux) dZ
28 '[c I y¥ AT Xe(‘r1).X(T2)
n

En appliquant le Iemme de Fatou et en tenant compte de la convergence de
K IV e/ =u, Xt)=x) P (ux), lorsque ¢ tend vers

YT ) X(1,)s X1p)
zéro, vers 6 P (ux) (la démonstration de cette affirmation est la

Xty X1y)
2
méme que celle faite dans la partie concernant E(Ze (V))); nous obtenons
alors:
5 -

limsup (-2EQ,MngV) <35 | [ P (u,x) dx dt,dr,

Mais d’apres la proposition 1, la fonction q

C )
Bn
g.: RIx RY —5 Rm*
Bn
(x , y) —> Qe = P ~ (u,x) dxdt dt
B, J.E,,c Xt,). XT,) e
n
est continue en (x,y) (on a fait un abus d” écriture en écrivant Qe ), et
n
donc:
limsup limsup (-2E(Z(V)ng(V) <
-2 P (u,u) dt,dt, =-2«_(u)
J.BC X(T‘l)')(TZ) 1 2 n

n

Finalement on a montré que:

I|%n_s>gpllren_s$gpz < 2(x (u)-o:n(u))
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Il reste & voir que: |im (o(u)-o _(u))=0
ve: lim (x(u)- o, (u))

0

Or «(u) - « (u) = j

s PX(T1),X(1'2)(U , U) d’c1 drz

Mais nI—LToo Bn = B et uzd(B) =0

En appliqguant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,
on obtient donc:
liT (o<(u)-o<n(u)) =0

n—+00

d’ou:

limsup Iimsupz = lim IimsupZ =0
d—>0 €0 —0 €50

Ceci implique que (ZS(V))S est une suite de Cauchy dans LZ(Q) quand ¢ tend
vers zéro et que (“8(\/))8 a la méme limite dans L2(Q) quand & tend vers
zéro. Or d’aprés (iii) de la proposition 1, (“S(V))a converge dans LZ(Q)
quand & tend vers zéro, vers L(u,V); ceci implique donc que (ZE(V))8

converge dans L2(Q) vers L(u,V), lorsque ¢ tend vers zéro, ce qui achéve la
démonstration du théoreme 1.
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4. U iorati e la_vil X imati U | local

Nous allons montrer en fait un résultat un peu plus général que ce que nous
avons annoncé dans |’énoncé des résultats.

Théoréme 2:
Soient Hi, i=0,3, les hypothéses suivantes:

Ho llexistes ,0<5<1telque Mg, Ms= [ |lul® dF(u) <+
le

Soit h(e) une fonction qui tend vers zéro lorsque € tend vers zéro et telle
que:

Hi e €) soit bornée
H2 il existe a, 0 <a< 1 tel que pour ¢ suffisamment petit:
a(d,s) || A™%(e) IPP(e) h'2(e) < a < 1

V2
Ha I A% (e)lI? n(e) —— > 0
€ > o
Soit alors f(e) > o, une fonction qui tend vers zéro lorsque € tend vers zéro

et telle que: € f'1(e) < M pour ¢ suffisamment petit.
Alors sous les hypothéses Hi, i=0,3, nous avons:

E (7.(V) - L(u,V) )? < ch[e5 h¥2(e) + c, (¢) h1-Y2(e) + c? (e) + cy(e) +

Hor, o) Pange) N (VYN X _gq Gl% (e @) + X gy 972 (e, E@N)]

b) h'2(

Ceci pour tout 0 < v <d-1, ¥ £2; nous avons posé:

a(d,s) = (d-s)! [22(d'5) - 1](d-s)3R(o)c'1, et ¢ est défini dans le lemme qui
suit cet énoncé (lemme 5).

c,(e) = I(e) IA2 ()l hY"2(e), c,(e) = n(e) IA 4 (e)I12

I(€) = L) d [AB + C] + 2R(o)c, [2P11p A eB1hBie) 4 2B1pleB1-ThBi(e))
n(e) = 2d2 Np(e) [ DA+ C* 1+ 2P2¢ P22 hPoe) [ 4R(0)AR; + ALy )
(Bo-1)"h(e) + 2dLyp o B, Ce ] et

A= | wve@ldee= [ jue@idec= |

, [, [y vl au,
0= [, E vy a

o= recan[v?%pfé(o, a)] IR T VTt )

N, = sup I DQRE(T) Il , ot :

T€CyN[V-V +Bo, a)]
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Cy={xeRI/d(xA) 2 a },a>o0

+ 00
G(z)= | x2 Arg shx dx et g(z) = inf d-1 J. < x,u>2dF(x), z>0
z uesins™ lixli<z

C, = inf (1, /M ) ou r est tel que : |ly|| < r implique: I\i/\lz(y) > %

Dans le commentaire qui suit I'énoncé du théoréme 2, nous avons annoncé
gue pour que la vitesse proposée tende vers zéro lorsque € tend vers zéro,
il fallait nécessairement que f(e) et h(e) tendent vers zéro lorsque ¢ tend
vers zéro. La démonstration de cette affirmation est faite dans |‘annexe
de la partie 4.

Avant de commencer la démonstration de ce théoréme, nous allons montrer
un certain nombre de lemmes techniques que nous démontrerons pour la
plupart.

Lemme S :
e, >0 tel que pour tout u € V-V tel que |[u|]| > 2h(e) et Vo< e <e_, on ait:
_ 2
()  R(0)Rg(o) - T, (u) 2 C [lull?
(ii) Re(o) + Re(u) > R(o)
2 2 2
(i) R, (0) - R, (u)2 C|ull
(iv)  R(o) + R(u) 2 R(o)
2 2
V) R()- R(u)2 clulf?
ou C est défini par: =Cg = R(o)/a inf, _[ <X, u>2 dF(x) ,B>o0
ues lixli<B
Pr |

Tout d’abord remarquons que I'on peut toujours choisir B > o tel que Cg >0,

ceci d’apres le lemme 1(i). Fixons donc ce B.
(i) Nous allons montrer:
3 B1 >0,3 eo>otelqueVo< ese etVue R tel queo<2h(e)s]|u||sB1,

2
R(0) R (0) - T'_ (u) = C|lull®
En effet, raisonnons par I’absurde en supposant que cette affirmation n’est

pas vraie; alors il existerait une suite (¢ _) , € ———y O et une suite
n‘n n
n— 400
(’L‘n)n , Ty ————>0 telle que: Vv ne N*, o< h(e,) < Il

n—+o00
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et T It lI" ____yt*eS%, et R(o)R
n— +o00

. 2 -
Etdonc: liminf [(Ro) R, (0) -T'_ (t ) It l?]1< ¢
n— 400 n n

2 2
en(0) - Fen(‘fn) < C Tl

Or: T (u) = Id ¥ (-ex) e<¥YU> dFx) ,ueRd, & >0 et
R

A —_ e — -
¥(-ex) = 1+g.(x), xe Rdavec [g.(x)| < & |IXI| [[w]l ol: w =(¥)_; 4et

\yj= %d lle ¥ (x) dx, j=1,d (on a noté x , x = (x1 ,x2,....,xd)).
. : A A 8 iDe(X) s

Ecrivons maintenant ¥ (-ex) sous la forme : ¥ (-ex) = |¥ (-ex) | e , ou

2 ¢(x) est mesurable comme fonction de x et -n < @ (x) < =n. Avec cette

écriture: I‘e(u) = _[d |\I’/\|(-ex) cos(<x,u> + P(x)) dF(x),ue Rd
R

En appliquant I'inégalité de Schwarz:

r: () < Ryo) 1, cos?(<x,u> + B g(x)) dF(x)

En appliquant le lemme de Fatou, on obtient:

liminf [(R(o) R, (t.) r’ (T ) It ] 2
N + 00 €, N gt N n

liminf1- cos2(<x,T >+ B¢ (I <X, T >+ P () [2  x
lIxll<B n—+o0 n e " n

Re (0) [« X TyllTyll™> + 2 () IIT,II"1° dF(9) = (1)

A
Or ¥(-e,x) ____»1 entraine: @ (X) _—___» 0
n— +00 n n— + 00
Plus précisément lorsque n tend vers [’infini: zen(x) = Imgen(x) et pour n

suffisamment grand: |zen(x)| e’n1 < cste lgen(x)l e’n1 < cste ||x|] |wl|
Ceci plus I'hypothése sur h et ||’tn|| > h(en) impliquent:

-1
@e KT ————> 0
n— 40

En remplagant dans (1), on obtient grace au lemme 3(i):

liminf [(R@) R, (0) -To (t ) It 2] 2 Ro) |  <xt*>? dF(
n— +00 n n lIxll<B

24C
Puisque ¢ > o, on aboutit a une contradiction, dou (i).
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Remarque: Si ¥ est symétrique, on a le résultat suivant:
3 s°>otelqueVo<ESe°etVueV-V:

2
R(0)R,(0) - T (u) 2 C|lul?
(ii) est trivial d’apres le lemme 3(i).

2 2 J' A2
(i) R (0) - R, (u)2 (R(0)+R(u)) (1 - cos<x,u>) |¥|3(ex) dF(x)

lIxll<B
On applique alors (ii) et on utilise la méme méthode que dans (i).
(iv) et (v) sont ftriviaux; il suffit de choisir V suffisamment petit et

d’appliquer la méme méthode que dans (i) et (iii).

Dans le lemme 6 nous donnons une minoration de Re(o)-Re(u) pour u
suffisamment petit , et pour ce faire nous mettons en évidence le résultat
suivant ((iii) du lemme):

Si A est une mesure positive sur E espace vectoriel normé muni de la norme
Il I, f et g deux fonctions Borel-mesurables de E dans R telles que:

o< [ Pdh <o, [ g?dh =0 etV A>o, J g%(x) dA(x) < o alors la
E E I xll<A

corrélation de (f,g) tronquée en A > o, soit CA(f,g), converge vers zéro
lorsque A tend vers l’infini. Nous avons noté:

cht= tf a1 of ofan [ £
Ixll< A IIxll<A IxIl<A
Lemme 6 :
()sis#o,3¢" >0,3B>0tq inf I <x,u>® dF(x) > ¢
uesSns [Ixll<B
(i)sis#o,¥Vn>0,3 B_>o01q sup <x,u>2dF(x)sn
M uesSNS By <lixll

(i) sis#o,¥vn>0,3 ¢ >o0tqVezc vV (Uv) € (SN sdyx(stnsd)
[I <X, U'>< X, V> dF(x) ] %< n [ <x, vs? dF(x)
lIxll<c lixll<c

(v) 3 e, >0tqg V o<e<e, Vit= (t,.t) € S'x (SL)' tgll tll < f(e)
on ait : R_(0) - R (t) = cste [ IIt, I* + g(c,f'(e)) llit, II? (idem

pour R(0)-R(t))
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Preuv lemm
(i) La démonstration est la méme que celle du lemme 1(i), en remplagant

gd-1 par snsd! qui est compact.

(i) On sait que: Vi€ {1,s}, éd x‘? dF(x) < + oo. Pour tout n > o, il existe
donc B_ > o tel que: j I|x1, SRR xsll2 dF(x) < n.
" By<lixl

Soit alors o € snsd", en appliquant I'inégalité de Schwarz on a:

<w, x >2 dF(x) < J l1X, Xy, ... X 17 dF(x) < m
Bn<lixil Bp<lixll
d’ou (ii).
(i) s=o0, soit n > o, d'apres (ii), il existe Bn > o tel que:
sup . I <x,u>2dF(x) <n.
uesn s’ Byl
Soit donc B> B, et soit (u*v) € (SN g9l x (stn g9y,
[I < X, U*>< X, v*> dF(x) ] 2< [I < X, U'>< x, v*> dF(x) ] 2
lIxll<B lIxIl< By
' (I)
+ [f <X,U'><Xx,Vv> dF(x) ]2 +
Bn<lixll<B
(II)
2 [J < X, U'>< x, v*> dF(x) ] [J. < X, U'>< x, v*> dF(x) ]
lIxIl<By By<lIxll<B
(I11)

En appliquant I'inégalité de Schwarz on a:  (I) < Bf] F2(RY),

(II) < | <X, u* 2 dF(x) | <x,v*52dFx) <n | <X, v* > dR(x)
Bl lIxll<B lIxll<B

ot () < 2B FRY n%[ |  <x, v dfx) 1%, dou:
n lIxll<B

syp <X, U* ><X, V* >dAx)] 2 <x, v* > dfx) 1"
(U v*) € (sngﬁ x (stn ¢ 1) |IxI<B i [Juxn<s ") ]

est majoré par: Bf] FP(RY) gB)"' +n + 2 Bf] FRY n*% g(B)™:.
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En appliquant alors le lemme 4(i) on en déduit (iii).
(iv) Deux cas se présentent: s=0 et 0<s<d.

Premier cas: s =0
Re(o) - Re(t) f (1 -cos<t, x>) I\I//\Ia(ex) dF(x)
FRd

> cste _[ (1-cos<t,x>) l\f/\lz(ex) dF(x)
Il xll<cof1(e)

Or <tx><c <1et|ex]| < c ef'(e) <c M<r
Et donc: R (o) - R.(t) = cste g(c, 1(e)) 1ItI2
On fait de méme avec R(0) - R(t).

Deuxiéme cas:o0<s<d

c . . .
Soit n > o tel que n <77 ouc’ est la constante apparaissant dans (i).
Compte-tenu que f(e) tend vers zéro lorsque € tend vers zéro et de (i) et
(iii), il s’en suit que: il existe €, suffisamment petit tel que pour € <¢ , on

ait: v (u* v*) € (SNSH)x(snsy:

< X, U'>< X, V> dF(x) ] 2 <
lixll<Cot1(e)
< x, v*>2  dF(x)
lixll<Cof 1 (e)
et inf ., I <x,u>? dF(x) = ¢
uesns® lixll<Cof1(€)
Dol pour 0 < € <€_ett=(t,t)) € S x (S et Itll <f(e),
R(0)- Ryt) > cste J <t , x5% dRx)
lIxll<Cof1(€)
R() - R(t) =
cste [ f <t, x> dRx) + <t, x5 dRx)
lixll<Cof1(e) lIxll<cqof1(e)
+2 _[ <t1,x><t2,x>dF(x) ]
lixll<Cqof(e)
Posons :
L | <t ,x>2dFx) ,ie {1,2]. Ona
i ”t|” ’ €N ||X||<Cof-1(€) i’ ’ ’

avec ces notations:
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2

) ZET .
eilt )20t It n™ o () 1], dod:

2
R_(0) - R(t) = cste [ z It 112 a

3 .. 3 - 1 *
R.(0) - R(t) 2 cste [ 11 t,11%c” + 1l t,lig(c ' (e) + (z 1l Il | 0 o(L) |
2t )2+ 1l 12 (- 16m)]

et donc : Ry0) - Rt) 2 este[Il t,11* + g(c,f'(e)) Il t,1? ]

On fait de méme avec R(0) - R(t); ceci termine la démonstration du
lemme 6.
Dans le lemme 7, nous majorons les dérivées partielles de R,5 et "loin "

de A.

Lemme7:
Pour t = (t1,t2) € VxV tel que d(t1- t,=1, A) = 2h(e):

V{i,i}e{s+1d}, IDRg(T) < I(e) , DL ()| < K(e) et [DDR(T)| < n(e)

Nous ne démontrerons pas ce lemme. Sa démonstration s’inspire de celle
faite dans le lemme 3(ii).

Enongons maintenant le lemme 8.

Lemme 8:
V§>o0,V8& >0

“Hog15(Bg) S 8y Hyyy5(t(Bg)) < ay Hyy i s(Vx (Ag-N (V-V)))
< by Hyq5(As N (V-V))

ou t: RYx RY —_ R2d
(X ’ Y) _—> (X ’ X-Y)
etBg={(y2) € VxV, yzeAs}avec Ag={xeR%/d(xA) <5 }

Preuve :
Tout d’abord faisons une remarque élémentaire.

(1)
1) Soient x >0, § >0 eta> o, la mesure Hy.,5 relativement a une certaine

, (2)
norme |1l peut toujours étre considérée comme étant égale a a® Ha:s

0 Y 1
relativement a la norme || II2 = a‘ll II1.
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On notera donc Hy 5 indépendamment de la norme sous-jacente; I'inégalité

(1) découle alors facilement de cette remarque.
En tenant compte que: t(Bs,) ¢ Vx (Aa.n (V-V) ), l'inégalité (2) est

immédiate. Prouvons maintenant |’inégalité 3.
Pour cela on montre le résultat plus général suivant:

Soit O un ensemble borné de IRd, alors pour tout A ¢ IRd, &« >0,8 >0,0na:

Hd+a,8 (O x A) £ Cd.a Hm,8 (A) ou ¢ dépend seulement de la mesure de

Lebesgue de O, de « etde d.
o0
Pour tout € > o, il existe (Ii) boules ouvertes de RY telles que:
i=1
o0 00
Acu I ,damL<s,s (diamI)*< Hy g (A) + €.
i=1 i=1 !
n;
O étant borné, pour touti € N*, O ¢ U | B, ou pour touti € N* et tout
j=1 "
je {1, n} B est une boule ouverte de RY de diametre tel que:

diam Bij = diam Ii et n, <ey [ Ent ] ou Ent désigne la partie entiére;

diamIi
d’ou:
L 2d
OxA cu Cij ou (C, j) i sont des boules ouvertes de R“",
=1 J 1 ) l 9
diam G, = 2" diam I

o N d % o+d « o
Org = (diamCij)a"' <gdx) s = (dlamI) < h(d,x) £ (diamI)
i=1 j=1 ' i=1 j=1 i=1

<h(d,x) (H, 5 (A) + €)
Etdonc: Hy,, 5(OxA) < cldx) Hy g (A)

Il suffit maintenant de prendre O = V, A = As-N (V-V) et « = d-1 pour en
déduire I'inégalité 3. Ceci achéeve la démonstration du lemme 8.

Montrons maintenant le théoréme 2.
Comme dans le théoréme 1, posons:

Z = E[7.(V)-ngV) ]?, soit:
2 = E(3Z(V) +E(n (V) - 2E(Z (V) ngV) )
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2
E(Z(V)

De fagon analogue a ce qui précéde, posons:
E, o(0) = ECHY,X(0) cle)ll I Yy X(T)e @)l I/ X(0) = X(1) =u), T € R% pour les
mémes raisons que dans la démonstration du théoreme 1, nous avons:

E( 3,2(V)) = 07 VIxVEe,u ) Py

V € >0, on partitionne V xV en: VxV = Bype U Bzr?(e) (c désigne le

(u,u) dr1d12

complément dans V x V).

On posera: C2h(£) = B2:3(8)

Onaalors: E( 32(V))= [ (1) + [ @
Bah(e) Con(e)

Sur Bopey-: Pour tout m > o, Il existe un recouvrement fini de By, par

(C) boules ouvertes dans Iﬂzd, de diametre 'i inférieur ou égal a f(e)d"/z
i€

N
+ 00
i=1
diam C,= I < f(e)d™% ,ie {1,400 } telles que:

z°° 20-1
i=1

Mais une boule dans R29 de centre (x,y) et de diametre |, peut toujours étre
incluse dans un produit de cubes de FRd, soit Tx;lx T ou T

< Hygq4e)d% Bane) + M

7 y;l°’ x;l
( respectivement Ty-l ) est un cube dans RY d'axes paralleles aux axes de

coordonnées, de centre x ( respectivement y ) et de longueur |; et donc:
+ 00

B cuvu T, .. x T,.

2he) = Ty Xl Tyl

Donc:

[ @ sz
|

[E(Z &(Ty)) 1% LECZZ(Ty 001 ™
Baone)

=1
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Orvie {1,+ },

E(Z2(Ty)) = 02 E_, (t,-T,) P (u,u) dt dt
e i T _I_,,xT P AR G v
Xpli Xl
Comme dans le théoréme 1, on a:
Ee,u (T,-T,) < (d-s)[1+4 Rg(0) (Rg(0) + Re(T,-T
< ¢(u)
si € est suffisamment petit et (1'1,1'2) € VxV , ceci d aprés le lemme
3(i), et donc:

N2 ]

Ve

E( ?ez(Txi:li) ) < cste | (RZ(0) - RE(t,-t,))  dr,dr,
T,..1.XT,. .
Xpli™ Xpilj
Ce qui implique:
2 d Ve
E( 7, (Txiili) ) <cste () j' ( Re(0) - Re(u) ) du

-1
pour € suffisamment petit, toujours d’aprés le lemme 3(i).
On applique alors le lemme 6(iv) et donc: il existe € > o tel que pour e <e ,

on ait:

- E(Z2(Tyy)) scste ()] | (x2+glef(e) x3)™% ok, i,
H @
pour s = d-1 et

E(Zg (Ty;y) ) Soste (| [d[g(cof“(e))]’%( o2 xR o, dx,
M

pour s = d-1

et donc :

E( Zez(Txi;Ii) ) < cste (Ii)2d'1 G ( [g(cof'1(e))]'/2) , pours =d-1eto<ecx<e

et

E( ;82(Txi;|i) ) < cste (Ii)2d'1 [g(cof'1(e))]%, pour s #d-1eto<e<e_

On en déduit donc que:

+00

[ () < este £ ()% G (lolcf @),
Bahie) =1
pour s = d-1 eto<es<e, et
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+00

J () < cste = oste (1)2*' [gicf (e,
Baoh(e) =1

pours#d-1eto<e<eg

Il s’en suit que: vV n > o,

R 1
[ () < este [Hy qog% Bane) + n1G (loef @)NF)
Boh(e)
pours=d-1eto<e<e et

. -4
[ () < cste [Hy, qeygt Bang) + M1 ol )™
Bahe)
pour s # d-1 eto<e<e
Compte tenu du lemme 8, on a alors:

. ]
J (1) < cste sz-1,f(e)d'% (Aope) N (V-V) G [g(cof 1(:-:))]/2)
Bah(e)
pour s =d-1 eto < e<e et

[ () < oste Hyqorgts Rangn (V- V) loled o)™

Banhe)
pours#d-1eto<e <€,

Sur Copg -
On décompose alors _[ (1)  sous la forme:
Cahe
jCzh(g) ) Lzh(e)P)«'ﬂ)”‘“z)(u,U) Tt
92 J;Zh(:e’u (T,-T,) [P)%(t1)’)%(12)(u,u - P)“),)“z)(u,u)]d't1d‘l:2

(1)
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+02 | [E , (t,-T,)- 6°]P (u,u) dt.dt
Czh(e) g,u 1 2 )((11) , )«12) 1 2
(1
Pour (1) :
P u,u) -P u,u)l| =
|Xg(oxs< LSRR AN

i RO (Rer» " expl- 2 (RY0) + R(T)" - (FE(0) - FE(T))~ exp- (RL0) + (o) ]|

<o Re Re(T) - (F()- RQ(T) l expl- U? (R{0) + R{T))”’

(o) - () | expl- U7 (R{0) + R{T))" "] - expl- ’(Ro) + A1) ]|

1

27
- -
a: (RO- R - /o)) =
-2 -

R(0) - RO) - (F(D) - Rt 1(RO) - (R() - (FO) - F(X)
2 Vi,

[ R(0)- (Rg 9" + () - B ]

Mais Vte RO : |R(t) - Rz(t)l R(0) |Rt) - Rt) |

et |Rt) - Ret) | =| I (1- [¥%(eu)) e'<bY>  dF(u) |

<2 f - 19)(eu) | dF()
<2 J - ¥(eu)|  dF(u)
orvxe R [1- 9| =| %d\”“) (1- ' <XU>) gy |

et d’aprés l'inégalité: Vy ¢ RetVo<ac<i, |i- eiyl <2|y|?, on a:
A
11- P01 < [ v lexusP du < )08 ] v
Rd Rd
Posons NS’ N5= jd ¥ (u) ||u||8 du < +o0, d'apres les hypothéses faites sur
R

V¥, et donc:
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3

vite RY, |Rt) - Rdt) | <2 Ng el J 1w dF() < oste €3 (la derniere
md

inégalité provenant de I’hypothése Ho).
D aprés le lemme 5((iii) et (v)) on a:

2 2 o
Re(o)- P\3(1)2c||'t||2 et Rz(o)- Ft?(ﬂz)zcll*cll2 , pour T eczh(e),d ou :

-V -1 - 1
RO - (R - (o) - Ry | < cste lItl™ s® o) - (1) % h¥2(e)
D’ autre part:

| expl- U7 (R{0) +R(T)) "] - expl-W*(R0) +R(T)) ]| <
W [|RO) - Rg0) | + |RT) - RdT) [] (R(o) + Rg(0)) '(R(0) + R(1))™*

< cste 85'

Finalemént :
| P (u,u)-P
X{(7), X{T) X1),X1)

- -V .
oste ||t ,-T,II" e (F(0)- R(T -7 ,)) "% h1(e)
Compte-tenu que: Eeu (T,-T,) < c(u), si ¢ est suffisamment petit et

(u,u)|<

Yy -
(t,T,) € VxV etque Jxv ( R%(0) - (R¥(t, - T,) ) IIt, - Tl dr, dr,
est finie pour tout 0 < v < d-1, 0 < v <2, on en déduit que:

| ()| <cste e hY2(e)

Pour (II):

_ s-d 44 -V
Egy (O = HL(d,s) (2m)%°C (dStAL(T)™* IIxIl llyll f(e,T.xy) dx dy
Avec

f(eTxy) =expl - (A ALT) (x-my(T) , yamy(1)) AL (D)(-m() , y4my()) ]
ou A:_:(T) note la matrice des cofacteurs de A(T) et A{T) celle de la
covariance de (VX _(0) ¢’(e) , V. X _(T) c’(€)) / Xe(o) = Xe(r) =U

y € y e
Plus précisément:

Bt G'(7)
AdT) = (cg(r) B{T) ]
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Avec :
2 2 - aRe dR¢ .
BdT) = lg.g - (RO)- (RD) RO (&1 F5 1T gp1,g (&) TG 1T g1,

’azRg 2 2
6) = o))y gt o(E) - (RO~ (0

"R{1) x

R dRe
(@) 50 (i1, CEV TN 1s11 0

dR
ot m(1) = u (Re0) + Rd) " (ele) 35Ty 4

detA,(T) =1 + ay(T) et |a{T)| < cste )™y C, (€), 0 <l|adT)| <1-b(a), 0 < b(a) < 1

et ¢, (¢) = sup( C;" (e), C,(€) ), ceci d'aprés les hypothéses H2 et H3 et les

lemmes 5 et 7.
De méme:

Ime(T)| < cste c(e) h'Y2(e)
On écrit A;(T) sous la forme:

Id-s(T) 6d-s;d-s (T)) + A

0 - [ o 1 e

. i i - . s
ou: A€’1(T)=(a81) , |aa1| < cste ||T]] 703 (¢) i,j € {s+1,d}, ceci d"aprés les

]
hypothéses H2,H3 et les lemmes 5 et 7 et E8 g (O - 6% comme:

e (0 6% = [Eg, (1) - (GBALD)™ 6%+ 0% [ CBtA(T) ™2 - 1]

Interessons-nous a: E_ , (T) - (détAg(‘c))'% 92

: -
Egy (1) - (GtA(T) % 0% =

{ (2m)59 (d8tA_(T))™% IIxIl IIvIl [ f(e,T X) - exp(% |xyl2 ] dx dy
R 21d-s) €

Et:
Jexp{ - V4(dtA (D) (x-m (1), yam(T)) AL (T)(em(T), y+m (1)) ] - exp(4 IIxyll?] <

[ Ixm (), y+m (01 (@étA(T)™ - lxylP | +
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(A6tAL(T) '] (x-my(T), y+my(T)) Ag ((T) (x-my(T) , y+my(T)) | ]
[expl - ¥4(06tA (1)) (x-m (1), y+m (1)) A_(T)-m (), y+m () ] + exp(-+4 |Ix.ylI°]
(a)

ot exp[-4(détA(T)) " (x-m (1) , y+m (1)) AL (T)(-myT) , y+m (1)
< expl - (A&t A1) |Ix-m () , y+m (T)II* ppvp A_(T)
Or dét A_"(1) = [ dét A{T) I et (*) dét Adt)2b(a) > 0, doi:

dét A;’('c) > b(a)d'1. Compte-tenu que chacun des termes de A;(T) est

borné uniformément (hypothéses H2 et H3 et lemmes 5 et 7), on a donc
forcément que la plus grande valeur propre de Aa(’l‘) est uniformément

bornée; ceci plus (*) entrainent que ppvp A;(‘r) >w(a) >o.
Deplus :Vx€ R,Vve R, (x-v)22% x2 - 3v2, d’ ou:
-3 . -3 .
(a) < expl 5~ w(a) b(a) '[Ix.ylI* ] expl5-w(a) (b(@))”|Im(t),m(T)I[*]

et donc: (a) < cste exp[-cste||x,y||2 ], pour € assez petit, ceci grace a H2.
D’autre part:

(b) = | IIx-m () , y+m (T)I[* (détA(T)™" - IIxyll? |
< Hix-mg(T) 5 y+m (DI - lxylP | (détA(T)™ + Ja ()] (détA (1) lIxyll?

< cste [Il m.(T) . m (Ol (lixyll + 1| X + e, Iyl + e, 1)+ Cyle) Il Mixyl?]

ou : |x| = (|x,], IX,] s ooy IXgl ) €t e, = (1,1,.....,1) (ceci d’aprés H2 et H3 et les
lemmes 5 et 7).
D’ou:

(b) < cste ||| M[c, (&) N Y2(e)( lixyll + Il Ix| + &, . Iyl + &, [|) + Cy(e)lIxyl?]
(c) = (détAe(T))' | (¢ m(T), y+m (T Am('r x-m(T), y+m (‘c)) |, ce qui implique:
(c) < cste |||V cye) Il x| + e, , Iyl + e, || , et donc:

| Egy (1) - (@tA(T) 2 02| < cste [|IT]I Y [C,(e) h'V2(e) + C (e) ]

(d) =l AL -1 = (1+ a(0) % -1[=% |a(D) |1 +6 D am| Y2,

avec o < 68(1) <1; ce qui implique: (d) < cste Cs(e)ll‘cll'Y
On a donc:
()] < cste [ C,(e) h'™2(e) + C,(e) ], ce qui entraine:

jC (1) < cste [ €% hT2(e) + C,(e) hV2(e) 4 c () |
2h(g)
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On en déduit finalement:

EEV))s ]
Cahe)

cstef (9 hY2(e) + c,(e) h'"Y2(e) + cZ(e) + c,(e)) +

Hat, 1e) Pane) N (VI Xo_gq Gl (e, (o) + X gy a7%(c,f ()]

P u,u) dt. dt +
>«'c1),>«12)( ) atydts

E( (V) )

u+d u+d

2 - (22
E( V) ) = (53) ijv u'!.S uJ-‘s F,X(q),X('tz)

En procédant de fagon analogue a ce qui précede, on a finalement:

(x,y) dx dy d‘1:1d1'2

lim E(fV))s |
Cahe)
oste Hy.; 1y Aon(e) (V- X_g1Gla2 (e T @) + X, q.10™% (" (@))]

P u,u) drt.dt +
><(t1).><(12)( ) dtyds

2E (V) ng(V))

- D’aprés le lemme 5(i) , on a:

e >0 tel que pour tout u € V-V tel que ||u]| > 2h(e) et Vo <€ < €, 0N ait:

R(0) Re(o) - ri (u =2 C ||u||2 ; en particulier, si u € ( )°, on a:

B,zh(e)
2
R(o) Re(o) - I‘éu) > 4C hz(e), et donc on peut appliquer la formule de Rice

" mixte ", il vient:

-1 (X%
-26 z
2EQ Mg (V) s 75— [ FoyltyT,)P
U3 Caonge)

(u,z) dt dt, dz
X(1,), X Tp) e

On a noté: Fz;u(‘c) = E(IV, X (o) e/ X(0) =u, X1) =2)
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D aprés le lemme de Fatou:

limsup 2E(7_(V)n«(V)) < -28°" FY (t,-t,) P uu) dt,dt
msup 2E(Z(V)n5(V)) JC CI gy T

4 . u _
On notera dorénavant: Fe;u = Fe’u

Or : -20°° j F

t,-t,) P uz) drt.dt =
e,U( 1 2) )(Q(T1)’)(Tz)( ) 1 2

Cahe)
-2 [ P (u,u) dt dt, -
Cong) XWX
29" [ F  (t-T,)I[P (u,u) - P (u,u)] dt.dT, -
Cone eUTT 20 X(1). X1, X1,), X1, T
(N
29" [ [F. ,(t,-T,)- 0]P (u,u) dt.dt
Czh(e) €,U 1 "2 )«11)’)«1-2) 1 2
(1
Pour (1) :
P u,u) -P u,u)| =
| x€<o>,xu>( ) >«o) m)( )l

15|(Fg(o)9(o) T2(1))" 2 expl- ?/2 (Rdo) + R0) - 2I (1)) (R(OR(Q) - TE(0) ] -
(R(0) - FE(T)) /2exp(uzn(o)+n(r)) 1l
<L |(Rg0) RO - (R2W) *- RO - Ry | x

exp[- W2 (R{0) + R0) -2I'(1))(R{0)R0) - T} ('v:))"] +1— R"' (o) - Rz('r))'% X
| expl- 1P /2 (Ry0) + R0) - 2 T))(RO)R0) - T2(T) '~ expl- A(Ro) + 1)) 1|

(R{o) Ro) - ( [A(T) % Rz(o Ft) % -
T Rox F‘s‘° F‘°> (Ré(T) - %(o 200y (F(o) - FE(u) %
[ R{OR(0) - ( T2(1)"% + (F(o -F?m /2'

Par des calculs semblables a ceux déjé faits:
0)(Rd0) - R0)) | < cste 88 etvte RY:
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| R2(t) t)| < cste €2 (ceci toujours d‘aprés Ho)
De plus d apres les lemme 5((i) et (v)) on a:

Rz(o) - Rz('r) >C ||T||2 et Rz(o) - RQ(T) >c ||'r||2, pour T € Cop g d’ ou:
(R{O)R(0) - T2(1)) %~ (R(0) - (1)) | < cste ||| Ted (RP(o) - R(T)) "% h¥2(e)
D’ autre part:

| expl- UP/2 (R{0) + R0) - 2T’ 1))(R0) Ro) - T2(T)) - expl- LP(Ro) +R(1) ]| <

/2 [ (R{0) - T(T)) Rg H(o) L)' - (Ro)+RT) | +
|(RO) - TgT)) (Ro) Ro) - T(1))'- (Ro}+R1))'|

Par des calculs analogues a ceux menés antérieurement, on montre que:

(b) = | (R{0) - TdD)(Rd0) Ro) - TAW) ™' - (Ro) + R1)"| < este ||| Ve® hV2(e),
et

() = (RO)- T 1)) (Rdo) Ro)- TZ(T) "~ (Ro}+RT)) | < cste [T e® hV2(e)
Il s’en suit que:

(a) < cste ||T||ed hY2(e)

On en déduit que:

_ =Y o _ -V 'Y-2 *
'Px8<0>,>«@‘“'“’ Px(o)m(u,u)l < cste ||| &° (R(0) - (7)™ h"3(e) (*)

De plus par un calcul analogue a celui fait dans la démonstration de la
proposition 3, on montre que:

Fe o (T) < () [ 1 + R(0) u? (Rgo) - T T))*(Re0) Ro) - (1)

Mais on a vu que: (b) < cste <)Y 38 h""z(e) < cste gd h‘2(e),
pour T € Cppe), Qui est borné d’apres |I’hypothése H1; de plus,

(Ro) +R('c))'1 < cste pour T € Cyp gy, ceci d'aprés le lemme 5; d’ou:

| R0) - T(t) [ (RO)R0) - T(T)™' < cste , pour T € Cppe), C& qui implique:

FE’u (T ) < cste pour T € Cypg).-
De cette inégalité et de (*), on déduit que:

() < cste €2 h¥2(e)
Pour (ID):

P (0= gy (2002 @D (T) ™ I gle. ) o
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Avec

o(e,TX) =exp[ - (04 D7) '(x- pf1)) D, (1) (x- pT) )]

ou D;(T) note la matrice des cofacteurs de Dg(t) et D7) celle de Ia
covariance de V_X _(t) ¢’(g) / Xe(o) = X(Tt)=u

y''e
Plus précisément:

. T e
DdD) = ly.s - ( Relo) RO - TE(D) " RUOEE) (D) gy 1,0 (C1E) 50T 1ogut g

et p(T) = u (Rd0) - T'¢(T)) ( Refo) Ro) - rﬁ(r))“(c<e>%rﬁr>)i=s+1,d
De la méme fagon que ce qui précede, on a:

détDg(T) = 1 + dg(T) , |d(T)| < cste )™ C, (e) , 0 |d(T)| < 1-b(a)
Ipe(T)| < cste c. (¢) h'Y/2(¢), pour T ¢ Cane)-

On décompose D;(‘r) et FE’u () sous la forme:

D (t)= | + Dy (1)

d-s

. i i ] .
ot D ()=(dy);; . Idglscste Tl e, (e) ije {s+1.d}

et F,5 " (t) - 6 comme:

Fey (D) - 8 = [Fy, (1) - (D) 01+ [(d6tD (1) %- 1]
~ De fagon analogue a ce qui précéde, on montre que:

|y, (1) - (tA(D) % 02| < cste |ITI[ T [ G, (e) h(e) V2 + C (e) ]
et | (@4D(1) %~ 1| <cste [It]I " ¢ (e), doir:

(] < cste [ C,(¢) h(e)1'y/2 + C,(e) ], ce qui entraine :
limsup -2E(7_(V)n (V) < -2 [ P (u,u) dt.dT
5—0 € ) 1

oste[(® h2(e) + ¢, (e) h'™"2(e) + c,(e)) ]

2 +

Ceci implique, compte-tenu de (iii) de la proposition 1 et de ce qui précéde
que:

E (7 (V) - LwV) )P < ch[(e8 hY2(e) + ¢ (e) h'2(e) + cZ (¢) + o fe)) +

V2 - Y4 .
Hat, fie) Pan(e) N (VYN Xg_gq Gl (e T @) + X g4 972(c,f@))]
ceci achéve la démonstration du théoréeme 2.
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5. Exemples
5.1 Exemple d’un processus quasi-stable et d’'un processus

bl vy

Nous allons donner deux exemples que nous traiterons conjointement.
Soient R, (1) = f e<tX> o (y) dx et R (t) = exp(-||t||%), t € RY, ol:
vxeRd, @ () =2 ¢ g () X" etVyeR, g (y) = exp(-yl®)

! o d a o 4 y ’

o<a<?.
Nous allons montrer le résultat suivant (I'indice k=1,2 correspond a la
covariance Rk).

A =0 et S = {0}, ce que implique que s=0.
+ ©0

c®e) = e(;) e!”%2 | avec: e((:) =[cy a(;) [y 192y dy 1%
(o)
dy) =2 6" L (1-cosy) Iy ay 17!

et a, = [ HJ;d (1-cosy1) ||y“-d-0t dy ] 1 oou: y = (y1,y2, ,,,,,,, ’yd)
et en posant : V, = E (3(V) - L(u,V) )2,

V£SCstes°‘ sio<x <,

(1-a/2)(d-o/2)(d+1-3201) "

V8SCstee sio<130<s1

1-o/2

VESCstee sitsx <2

avec x = 1/7 [3(d+1)-(9(d+1)? - 28d)%]

Tout d’abord voyons que R1 et R, sont effectivement des covariances et

gu’elles sont isotropes.
Il est clair que F%1 est une covariance et qu’elle est isotrope; nous dirons

gu’elle est quasi-stable.
Nous allons montrer que R2 est la fonction caractéristique d’un processus

stable symétrique d'indice 0 < « <2, ce qui suffit pour conclure que R, est
une covariance.
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En effet , avec les notations du Feller W[13], nous avons:
R,(u) = exp(-||ul|*) = exp(y (u)), u € RY, avec:

w(u) = da Sf a1 { (e'<UZ> .1 . i<u,T,(2)>) [|zlI% A (dp) do 4 (2")

oliz=pz’, p = |lzll, Z'e 81, A (dp) =p' ™ dp,

+ 00

d, = de_1 { (1-cosvz, ) v'"™® dv da 4 (2) et
‘ca(z)=o sio<cx <1
T,@=(z, ceeniZy) Sil<ax <2
To(2) = (sinz,, sinz,, ...,sinz)) six =1

R2 est donc une covariance ne dépendant que de la norme; elle est donc

isotrope.
Regardons maitenant les propriétés des dérivées partielles de R, k=12

1 RTVSTL T
R,(0 = G, sjd-1 o MMITIXI™ g (x)

D’ou pour t € (RY)", ije {1,d}

BR oy, (O
1 (t) = -X C t||t||a -2 SJ.d-1 |x1|a e'”tll |X4] dO'd_1(X) et
82R1 4 ] _
stat B = - ¢ [, 112 + (x-2)t1811%] <
o ol It %]x¢]* 2 -1 20.-4
de" x| e dao, () + < ¢ Ll x
2a - [t %Ix4|*
s'[h i7" e "oy (x)
De méme:

dR,
3t O = - Gl Fexp(-[It]%) et

32
Ty at ()= -a X 1H1% %+ (-2t ** - ecttf1112** Jexp(-11t1%)
On en déduit que A = {0}
De plus on a les inégalités suivantes:
Vke{1,2}, Vije {1,d}, Vte (RY),

aR(k) at 22RY -2 20.-2
| ()| < cste [t |atia, (1< oste [|I1%2 + 1gF*2] (F1)




0] i lim 9 (k)t lim 92R ™) F
n a aussi: ] > 200 at; (t) ][> 1.0 atiatj t)=0 (F2)
D’autre part: S = {0}, et donc s=o0.
En effet:
Si F( k) s , F( k) | ,
i o note la densité de la covariance Rk, k=1,2 , o etant isotrope ,

k
_[ < V' x >2 F( ) (dx) est constante pour v* € s9' donc égale a +o0,

Rd o
sinon on aurait S = RY.
Donnons maintenant un équivalent de c(e) et pour cela montrons le lemme
suivant:

Lemme 9: V ke {1,2}

npea = ] R @ <o

2) é;)(s)= inf I <v, us>> F

uestns®! xi<B
lorsque B __y+0

(k) (k) L2-a
@ = D, B

L équivalent de c(e) sera donné a l'aide de 2); 1) servira un peu plus loin
pour le choix de §&.
Preuv :

Pour Ry | IbiP aFe0 =2 6" [P g mp 1™ o -

+ 00

2 _[pB g, (P)dp = Ea( lng ), ol ¥ est une variable aléatoire stable sur R,
(o)

d’indice «.
D-apres [13], E ( IE,IB) < 400 dés que B < .

Enongons maintenant un résultat dont la démonstration est donnée en
annexe qui nous permettra de terminer la démonstration du lemme 9.

k
Soit f(a ) la densité spectrale de R, k=1,2, alors:
k
% 4, 0 = al) lorsque Xl e

Ce résultat qui est énoncé dans |‘annexe sous forme de proposition
(proposition 9) permet de montrer d’une part que:

k o e
H'Ld ||x||[3 F(a ) (dx) est finie , dés que B < « , ce qu’on savait d’ailleurs

pour R.; d’autre part:
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(k) J‘ 2 F(k) J‘ 2 (k)
B) = 1/d [Ix (dx) = 1/d x| f x) dx
%a w<e N e IX]I<B a W
k
Or f((x ) ne dépend que de la norme, d’ou:
1
(k) ; (k)
. (B)=cy/dB** [ x"% B)M* f " '(Bx) dx
o

En appliquant alors la proposition 9 et le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue, on obtient:
(k) (k) (k)

k -
g, (B = 1& ) g2-at lorsque B _5+e0,avec D~ =c,/d x (2-x)! a,

ce qui achéve la démonstration du lemme 9. Nous sommes maintenant en
mesure de donner un équivalent pour c(g).

Nous allons faire I’hypothése supplémentaire suivante sur ¥:
V¥V ne dépend que de la norme.

(k) 1-a/2
o € Id
k
2 49
I’hypothése précédente implique que: V i=#j,V k=12, ~3tat. (0) =0,
i“%
(k) (k)

Sous cette condition, nous avons : c(k)(e) = e

-2 Ry - R
et Vie {1,d}, V k=1,2, > (o) = > (0)
8ti ot,
(k)
-92 K
Il reste a voir que : —zRe—(o) = e(a ) e1-a/2 , k=1,2, i=1,d
ot,
(k)
-0 R 2 A (k)
o= | . x° ¥PRen %% dx
7 © =) xi 1¥2E0 1,0
k
Comme f<(x ) et ¥ ne dépendent de la norme, on a:
(k)
-a2 Re + 00 K
T(O)= cyd’e*? | ¥ 12(x) '@ f((x )(xe") (xe ™19+ % gx
. o
I

De la méme fagon que dans la démonstration du lemme 9, et grace aux
hypothéses faites sur ¥, on a:
-92 Ri(s k) + 00
2
tl

] K) o
(0) =cy d”’ a(a ) g2 [ 191200 x"* ax
(o)

at.
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k - k
et donc c(g) = e(Oc ) g! a/2 Id (pour le calcul de a(a ), cf proposition 9).

Donnons une majoration de la vitesse de convergence Ve.
Nous avons les inégalités suivantes:
Soit a(e) une fonction de & strictement positive tendant vers zéro lorsque ¢

tend vers zéro et telle que a(e)t-:'1 tend vers zéro lorsque € tend vers zéro;
on vérifie grace a F1 et F2 que:
iN>o0,3 €,>0 tels que Vo<ese et Vte V-V tel que ||t]] = a(e),

Vie {1,d),V ke {1,2}

sio<a <1, |-a-—51—;;(8—2 M < N [ae)N*, |3-8—Tiéf—)<t>| < N [a(e)*,
1827%—) Ml < N( 'Ea)(e)]“’z "

si1<o<<2,|a—31-;i‘°’—(t)ls N, |a%(t)| < N, |

I%% () < Na(e)]*

Nous pouvons grace a ces inégalités améliorer légérement les résultats du
lemme 7 en choisissant I(¢) et n(e) sous la forme:

siocast, Me) =N 2ne)*?, nle) = N [2n(e*?
sit<a <2, ®e) =N, nME) =N [2n(e)*?

Montrons que: V k € {1,2}
A hy (e (B(0,2h(e) N (v-V)) [g™(e, (@)1 est minimum en

tant que fonction de f, pour f = 4h.

Tout d’abord remarquons que V-V est un ouvert de R9 contenant {o}; ceci
plus le fait que h(e) tende vers zéro lorsque € tend vers zéro (voir annexe
de la partie 4) impliquent que pour €& suffisamment petit:

B(o,2h(g)) N (V-V) = B(0,2h(e)) et donc:

A = Hy 1o (BlO20() [a%(e, (eNT ™

k
Considérons  T() = H. . _ (B(0,R)) [g(k)(cof'1(e))]"/2 , pour r et R petits,

d-1,r
k

et montrons que TT( )(r) est minimum pour r=2R.

Remarquons que pour r=2R , on a : H ,  (B(o,r/2)) = 91 - (2F¥)d'1

En effet, dans I"annexe de la partie 4, on montre que : Hd-1 ; (B(o,r/2)) 2 d-1
D autre part, il est évident que Hd_1 r(B(o,r/z)) < 971 dou I"égalité

précédente.



-60-

De plus:
@ 10 2 @R M, N > @R gM(c,(2R) ) pour 2Rer

o) 10 = (2R r“[g“‘)(cor")]"/2 > (2R)d'1[g(k)(co(ZR)'1)]"/z pour r<2R

La premiére inégalité de a) et b) provient des résultats contenus dans
I’annexe de la partie 4.
La deuxiéme inégalité de a) provient du fait que si r est petit g(k)(cor‘1)

est une fonction strictement croissante de r (en effet:

(k) (k)
1) X% £, ) = a,  lorsque ||| —y+eo)

La deuxiéme inégalité de b) provient de la remarque suivante:

r'1[g(k)(cor'1)]"/2 est une fonction strictement décroissante de r (en effet,

s ; (k) o.q .
d'aprés 1): g(x) - %xg’(x) = b_ x lorsque X __y+o0, avec:

o
(k) (k)

b, = C4'd'[220)] «x a,

D’ou:
k
%(r"[g(k)(cor")]'%) < o pour r petit, ce qui implique que n )(r) est

minimum pour r=2R. Dans ce qui suit, nous prendrons f=4h; avec cette
valeur de f, il vient:

“1\a- (k) )
Ha.1 6h(e) (B0:20(e) N (v-V) [9(c (an(e) ™™ = ¢, hie)®*
k
lorsque € __0; avec: Cfx ) _ 491 WZ’ [4 ¢ 1192 ou:

d(2-)]™ ()
W, = Cq [d(2-x)] a,

Traitons lecas 1< o« < 2
Nous avons vu que B < « implique:

B Lk)
H";d [1xI| Fa (dx) < +00
Ici, puisque 1< « < 2, nous pouvons prendre & maximum, c’est & dire : § = 1
D’aprés le lemme 4(i) et compte-tenu que st - R,
k -
oK) 1-ak ly

Cg ————>+c; de plus I(k)(e) = N et c(k)(e) = o

B — +00
Dol H2 est vérifié dés h(e) > e ' ~%/2
Puisque « > 1, cette condition implique que h(e) > ¢
nK(e) = N [2h(e)]*2, H3 est vérifiée; on a alors:
E (3.(V) - LuV) )? <

12 ot compte-tenu que

cste [ ¢ hY'z(e) + g1-0/2 + g2 hy~2(€) +g27@ ha-z(e) + hd-a/z(e) ]
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Ceci pour tout 0 < v < d-1, v <2 et toute fonction h(e) telle que

h(e) ____>o0,h(e)>e! %2

€ > 0
-1

Nous dirons par la suite que : X >> Y, & lim Ye X =0

€550 €

Puisque « >1, €2 %hY2) >> & h¥2() et la condition h(e) > ¢

implique : &'"%2 55 27% h%2(e) ot dong:

E (V) -LuV) )? < cste[ ™24 e27® n¥2(e) 4 hd®/2(e) ]

Choisissons maintenant : «/2 < v < inf(d-1,2) et h(e) —eP , avec:

(1-x/2) (d-x/2)' < B < (1-x/2) inf(1,(2-v)™")
Avec ce choix de v et de B , on obtient :

E €(V) - LuV) )? < cste €'"*2 pour 1 < « <2
Etudions mainten < & <

et si € est suffisamment petit.

1-o/2

Pour cela nous améliorons légerement les hypothéses et |I'énoncé du

théoréme faits dans le cas général.
Enoncons le résultat préléminaire auquel nous allons aboutir:

Soit une fonction h(e) > o, vérifiant: h(e) ____y 0 et
€ »5 O

e h(e)”! ____y o, alors:
€ 5 O

E (7(V) - L(uV) )2 < cste[ €%+ H (g) +H,ye) + hd-%/2(¢) 1

ol: H,(e) =h®'(e) ¢! 72 et H(e) = h%(e) £2™*

Nous n’allons pas faire la démonstration de cette affirmation.

contenterons d’en esquisser les grandes lignes.
Nous montrons que sous la condition:

h(e) ___yo et €h(e)"! ___yo0, ona:

€ 5 O € 5 O
d (k) (k) o
1) Vte RO,V € >0, |RV() - Re (t)] < cste € et
k
IR® (1) - I"f_: )(t)l < cste %

2) v te V-V, R®M(0)-R®t) > cste IItlI*

Nous nous

3) 3 €,>0,3 B” tel que pour tout t € V-V tel que ||t|| > 2h(e) etV o <€ < €,

on ait: ) )
() R - R = e
k
i R%0) Ry -1 i o= e
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En appliquant alors le méme principe que dans la démonstration générale du
théoreme, on obtient alors:

E (7 .(V) - L(uV))® < cste[ e*+ g7 2 n0=T gy | g27OR0-2 (e | -0/

avec h(e) ____yo0 et eh(e)!' ____5o0
€50 €5 0

On a deux cas qui se présentent:

Premier cas : h(e) > ¢ '~%2
Dans ce cas : E (3(V) - L(u,V) )2 < cste[ e* + ! "2 n@-1(gy 4 hd-0/2ey ]

1
le minimum du crochet droit est atteint pour h(g) = Ca€(1-a/2)(d+1-3/2a) ,

1-a/2

et la condition h(e) > ¢ entraine que h(e) > > €, et donc:

E (V) - Lu,V) 2 < cste[ €% + 8(1-a/2)(d-a/2)(d+1-3/2a)'1]

Deuxiéme cas : € << h(g) < gl-0v2

Dans ce cas : E (7 (V) - L(uV) )2 < cste[ €%+ &' "%2 h%2(e) 4 h9/2(e) ]
le minimum du crochet droit est atteint pour h(e) = dae"“/z, d’ou:

E (3,(V) - L(uV) )® < cste[ % + g0/2(2-a) 4 ¢ (2-a/2(d-a/2)
ou encore:
E (7(V) - LwV) )* < cste[ &% + e*/2(2-%) 1 coci parce-que:

(1-x/2)(d-x/2) > (1-x/2)x
On compare alors les deux majorations de la vitesse de convergence de
4 8(V) vers L(u,V) proposées et on remarque que:

-1
e(1'“/2)(d‘a/2)(d+1-3/2a) < ea/2(2’a) PR (1'«)(d'3«/2) > 0, ce QUl est le
cas. On obtient finalement:
E (ZE(V) _ L(U,V) )2 < Cste[ ea + e(1-a/Z)(d-a/Z)(d+1-3/2“)-1]

Il nous reste donc a comparer la position de « par rapport a celle de

(1-o</2)(d-o</2)(d+1-3/20()'1; on est alors ramenés a résoudre une équation
du second degré et on obtient finalement:

E (Z.(V) - L(u,V) )* <cste e* sio<x <«
-1
E (7,(V) - L(uV) )? < cste ¢!~ */2)(d-a/2)(d+13/20) sio, S <1

avec « = 1/7 [3(d+1)-(9(d+1)? - 28)*]
ceci achéve la partie concernant |'exemple 1.
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5.2 Exemple d’un processus somme de n variables indépendantes
lindéxé
d AY . rd
Soit  X(t,,t,,..... ty) = i§1 Xi(t,) ou X1,X2, ..... ,X4 sont gaussiens centrés

stationnaires, indépendants, X. de covariance R,de classe C2? en dehors de

0, F'%i borné a Iinfini, ainsi que 'Fii, |F'Ii(t) | < cste [,

lh'i(t) | < cste |t|ai'2, pour t dans un voisinage de zéro (. désigne la dérivée

premiére et .. la dérivée seconde); R, est supposée également posséder une
densité spectrale fa. paire telle que:
1

f x)=1f(x)=c |t|'ai'1, lorsque x _y+% eto < «, <2, f bornée, c_ > 0.
o i o ! i o

(on remarque que les hypothéses sur I'Ri, 'R'i et fi sont liées; elles
sont dies aux théorémes de Tauber (cf [24])).
d
Soit Xg = ¥¢ * X o ¥ estde laforme: ¥(t, t,....t) =T ¥ () ol V¥, est
i=1
telle que:

v R—>R*, C', [ yudu =1, [ v lu/%idu < +oo
R R ,
et il existe 8i > 1, Bi >1, C,>0,D, >0 tels que:

V u € IR*, (U) < C. (Iul )1+8| . ( )I < D, (IUI )1+B|

si «; = 1, on impose en plus: j ‘I/i(u) |u|2 du <+ et V¥, paire.
Enongons le résultat auquel nous allons aboutir:

d d
Posons «. =inf o, et «* =sup «, ,
i=1 i=1

HM () = & 1772 o 2(32 - Ve) gi a2 1 ot
H1(Y)(e) _ !tz p-ar/2(32 - 'y)(e) e (e) si oa< 1

H,(e) = 2" h®2(e) , H{(e) = sup ( [Hf*’(ed)]z, H,(€) )

v étant un réel tel que : v <32 ,12<Y <% «
i=1

-1
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Sous les hypothéses et notations précédentes on a:
A est la réunion des plans de coordonnées, S = {0} et par conséquent s=o0.
+ 00

. 1-ai/2 1=0 112 -Y%
c(e) = (Cy e 28 avec : Cy =[2¢, { y' "% ¥ ) dy ]

et en posant : V, = E (V) - LuV) )2,

V, < cste [(e +e%) h"@" (32 - ) (g 4 H1(7)(e) he/2(32 - 1) gy 4 Hé”(e) N

o d
h(s)1 « /2], ceci pour tout v tel que: ¥ <83/2, v < _21 «
1= 1

1 et sous les

contraintes suivantes:
Sil<xe<?2 €27% R %)<

Si 0<xe<1 2% R2021) 06y <9, % n % () < 1 et

82-(1 ha--2(€) ——> 0
€ 5 O

Nous allons esquisser les grandes lignes de la démonstration.
On se place sous les contraintes énoncées précédemment.

Compte-tenu que X, est indépendant de X. pour i # j,

d
t) = Z Ri(t;); il est alors évident que A est la réunion des plans
i=1

de coordonnées.

d
On vérifie que la mesure spectrale F du processus X est égale a £ F ou F
i=1

est la mesure spectrale de X concentrée sur |'axe de coordonnées {x j= i}
de RY. 1l s’ensuit que S = {0} et donc que s = 0.

Xe(t) = _Z I'F'; Y (u) Xi(ti-eui) du = .Z1Xe,\yi(ti)’ (puisque j \I/i(u) du = 1),
1= R
&Yk k)

-82R -02R,
Voi#j atat (o)-o etVvie{1,d},

d
et donc: Rg(t) = z Relg lit) = = Rt
k=1

= (0) = -Rd (o)

ot

B(e) se diagonalise "naturellement” et B(e) = (Rs( (0) 8”)”, par des
calculs analogues a ceux de I’'exemple 1, on montre que:

“s (s . —_—ry. A
- Rg(')(O) = B\yiealzavec: B\Pi= ani { y! "% I‘I’ilz(y) dy
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Donnons une majoration de la vitesse de convergence Ve. Pour cela nous

améliorons légérement les hypothéses et I'énoncé du théoréme faits dans
le cas général.

Nous avons |° inégalité suivante:

Je,>otq VteRdet vV ese ,

IR(t) -R.(t)| < cste (e +€%) et |R(t)-T (] < cste (e + g%
Nous prendrons donc & = inf(1,x4)

Nous avons également la suite d’inégalités suivantes:
AN>o,3 €,>0 tels que Vo< e Se, etVite V-V tel que ||t|]] > 2h(e) et

Vie {1,d}:

IN

. o-1 9Re o-1
sio<ag<t, g (O s N IEN™, 1501 < N h(en™”,

_ ol dR¢
sil<x,<2, |? () £ N, Ia_ti(t)l
82R8 a’-Re '
sii=, gy Ol=0et ==l < N [h(e)1*i"2
| .
1
Nous pouvons grace a ces inégalités améliorer légérement les résultats du
lemme 7 en choisissant I(e) et n(e) sous la forme:

si 0<ax<1,1(g) =N [2h(e)]* ", n(e) = N [2h(e)]**2

sil<x«<2,Il(e)=N,n(e) =N [gh(e)]a*-2

Les inégalités suivantes vont servir dans la partie "prés" de A; nous
prendrons dans tout ce qui suit f(e) = 4h(e)
e, >0 tel que pour tout t € V-V tel que d(t,A) < 2h(e) et Vo< e < €q

on ait:
() R.(0) - R () = cste h® 2(e) |It||?

N

IN

(ii) R(0) - R(t) > cste h® 2(g) ||t||?

Ecrivons maintenant les inégalités qui serviront dans la partie "loin" de A.

d
() Vte V-V, R(0) - R(t) 2 cste = |t|*
i=1
(i) 3 €,>0 tel que pour tout t € V-V tel que d(t,A) > 2h(e) et Vo < € < €,

on ait:
d o
R (o) -R_(t) = cste £ |t|™!1 et
€ € i=1

2 d o
R(o) Re(o) - 1"E (t) = cste |ti| I
i=1
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Le choix de v provient du fait suivant:

En appliquant les inégalités précédentes et en appliquant le méme principe
que dans la démonstration générale du théoreme, nous sommes amenés a
nous intéresser a la finitude de l’intégrale A suivante:

d . .-3/2
A= | [z It1%i ]
CHIN
Cette intégrale n’est pas toujours finie; sa finitude dépend du choix de d et
des «. Soit donc I’intégrale B, définie par:

d .
B= | [z iy
[0;1]9 =T
d 1

Une condition suffisante pour que B soit finie est que: = X -Y >0
i=1
Il est alors évident que si: «. < 1, on peut prendre v = 3/2; si X+ > 1, on
d

prendra v tel que: v <3/2, vy < £ <x;

i=1
le résultat annoncé antérieurement découle de la méme méthode que celle
employée dans le cas général.
En procédant de fagon analogue a ce qui a été fait dans le chapitre 5.1, on
obtient les résultats suivants:

1

Sio<cx.<1 ef v &*
) xe + x*2 -1 20
a) x* <2,

. . a/oy-1
1+ &Xe-32ax*20 VE < cste e(i-a /2)(2-a*)(3-0us-0t*/2)
1+ xs-32x*<0 V, < cste g (1-0*/2) (2-a*)(2-2ae+0*) "
b) 2+ < & * V, < oste (1-a/2) (2-a*)(2-20+ %)

) «« +«x*72 -1 <0

R .oy 1
a) &« 2 &*(1-0¢*/2) V. <cste [ €% + ¢ (1-0/2)%(2-ae-0/2)
b) ¢« £ «x*(1-«*/2)
() x*<1eto< x. <x*2

0<X*<23 V, < cste g%
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1

23 < x*<1 VGSCSte 8(1‘(1‘/2) s O
(i) x* <1 et x*/2 € v € <*(1-x*/2)
*/2)2 a0y 1
VE < cste [ g% 4 €(1'(l /2)°(2-0-00*/2)
* o1

Si . =x*=o aveco < x <1

0<x<a V, < cste e
2 -1
asx <23 V8 < cste 8(1_(1/2) (2-3/2a1)
-1
273 <« £1 V8 < cste 8(1‘(!/2)(2'0.)(3-3/2&)

)
avec a = (6 - 22/2)/7

§| x>
* * * '1
3-«-32x*=2 0 V_ < cste 3(1-a /2)(2-a )(3'(!*-(1. /2)
> g S
* - * *'1
3- &4 -32x*< 0 V, < cste gl1-a/2)(z-a%) @

Donnons un exemple illustrant le cas &+ = «* = « < 1
t ,
Soit Ri(t) = 1- ' [ h(x) dx,t20 ol h, :[o+e]—> R
0

+ 00

h(x) = exp(-x? ) eto<a <1,B, = [ h(x) dx
0

On montre alors que I'on peut prendre x; =1et donc: Ve < cste €7

Remargue: On peut restreindre les conditions sur v, a Y.:R—> R+, C',

[ wdu =1, [ %) juldu <+, [ I1¥ ()l du <+ et il existe
R R R

5 >0 telque: YV u € R, ¥,(u) < Ci(l':]'l')1+8i
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6. Annexes
6.1 Annexe de |a partie 3
6.1.1 Démonstrations des propositions 3.4.5

Dans cette partie, nous allons montrer les propositions auxquelles nous
avons fait référence lors des démonstrations et que nous n’avons pas
démontrées.

Proposition 3 : Soit (Y,Z,X1,X2) un vecteur gaussien centré a valeurs dans
R29*2 oy Y et Z sont a valeurs dans RY et X1,X2 dans R, avec:

2 2 2 4.2
E( X1 ) = E( X2 )=0°%, E(X1X2) =y ettelque g”-y“ =0 alors:
Vv (x,y) € R2:
1 VA -
EQIYILIZI 7 X, =x, X, =y) SEZ(IVIRD) E21ZIA 1 + aX(a*v2)2(1xa? - yv] +

lya? - x| )?]
Six =y =u, alors:

EQIVIIZI 7 X, = X, =u) S EZ(IYIR) E2(1ZIP) [1 + 402(aP+yv)2® ]

Preuve : D’aprés I'inégalité de Schwarz:
7 Y5
E(IYINZII / X;=x, X;=y) <E (VIR 1 X, = x, X,=y JE(I|ZI/ X,= x,X,= ¥ )
EnposantY = (Y..Y,,..... Yg), ona:
d 2
ECNIVIZ/ X, =x, X,=y)=% E(Y, /X, =x,X,=Y)
=t
2
OrE(Y[/ X, =x,X,=y)= Var(Y,/X, ,X2)+E2(Yj/ X, =x,X,=y), et
2
Var (Y,/ X, X,) SE(Y,), E(Y;/X; =x, X, =y) = CAR NI E(YjX1)(x02 - yY)
+ E(YX) (yo? - xy)]
2 2
Compte-tenu que: Ez(YiX1) SECY; )E( Xj ), on en déduit les deux inégalités
annoncées.

Proposition 4 : Soit { Z(t,w), t € RY9, w € Q } un processus a valeurs réelles

sur (Q, J, P ) et bi-mesurable par rapport a la tribu J{d ® 4 ; soit O un
ouvert borné de le, alors Qo(Au(Z)) est une variable aléatoire.
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Preuve : Tout d’abord il suffit de remarquer que:

Q,(A,(2) = sup{ (f) divgt)y dt, ged } ou J est un ensemble

dénombrable de fonctions de (C°K°(V))d de norme || ||, bornée par 1,

indépendantes de w, qui est dense pour la topologie de la convergence
uniforme des fonctions et de ses dérivées.
Il suffit alors pour conclure de voir que:

pour chaque g appartenant a (C:’(V))d ,
(Q,4) — (R,R)

W —_— (J; X{ 1Z(tw)| < u } div g(t) dt est H-mesurable.

En effet, la fonction X{ 1Z(t,w)] < u'} div g(t) est (t, w)-mesurable et méme

intégrable sur O x Q, respectivement a la mesure dt® P; d’aprés le théoréeme
de Fubini:

w —_> j X{ 1Z(tw)| < u}div g(t) dt est H-mesurable, ce qui
O b
acheve la démonstration de la proposition 4.

Proposition 5 : Soit { Z(t,w),t € R4, w € Q } un processus gaussien
" stationnaire et centré, a4 valeurs réelles sur ( Q, &, P ), a trajectoires

continues et bi-mesurable par rapport a la tribu <Rd ® A ; soit F> sa mesure

spectrale supposée non concentrée sur un espace vectoriel de dimension
strictement inférieure a d et telle que:

| IXI? dF;(x) <+ ; soit alors F un borélien borné de R4 dont la
R d
mesure de Lebesgue de la frontiere est nulle: soit ud(F) = 0, alors QF(Au(Z))

est une variable aléatoire et QF(AU(Z)) = 0 Ps.

Preuve : puisque ud(F) = 0, il existe (On)n suite décroissante d’ouverts
(bornée par O ouvert borné de RY) telle que: V ne€ N, F ¢ O, et
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Soit W

nr;IN @) ;nl_i)Too Qon(Au(Z)) = QW(AU(Z)) (ceci d’aprées la
proposition 4 et parce-que d’aprés la formule de Rice a |‘ordre un[25],

Q/o(A,(2) est une mesure finie comme fonction de O), d’ou QW(AU(Z)) est
J-mesurable.

Dautre part: V n € N, Qn (A, (2) < Qn(A, (2) Ps et Qn(A, (2) € L'(dP).
autre part: ¥ n 0,(A,@) < Qu(A,) o(A,(2) € L'(dP)
On applique alors le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue, et donc:

alm E(Qon(Au(Z») = EQu(A,(D))).

Or d'aprés la formule de Rice a |'ordre un: E(QO (A,(D)) < C ud(On) qui
n

converge vers zéro lorsque n tend vers I'infini, d’ou: E(QW(AU(Z))) = 0; or

Qu(A,(2) 2 o Ps, ce qui entraine: Qy(A,(Z)) = o Ps.

Il suffit pour conclure d’utiliser le fait que P est compléte et que:
o< QF(AU(Z)) < QW (AU(Z)) Ps (la derniére inégalité provenant du fait que

F ¢ W). Ceci achéve la démonstration de la proposition.

612D.emmsimﬂnn.d.e.[a__nmgmmn§j_ﬂ_e.nmgg

r ition 7

Montrons 1'égalité 7_(V) = 7(V)

Nous avons énoncé suite au théoréme, une remarque ou nous prétendons
pouvoir écrire l’intégrale apparaissant dans le théoreme comme une
intégrale relativement a la mesure @ d-1°

Pour cela nous allons montrer une proposition plus generale et tout d"abord
" définir le vecteur n.

Soient V un ouvert borné de RY et B un borélien borné de RY tels que:
Q,/(B) < +00

Grace au théoréme de représentation de Riesz, il existe d mesures de Radon
e : 1 2 d . , 1 2 d
définies sur V, soient pg,pg,..,ug telles que si Hg = (Mg Mg, - HE)

on ait:

00 d . d i
voeC V), Jdvomdi=z [ o.dug= | <P, dyg >
B i=1 v v

D aprés les théorémes de Radon-Nikodym et Vitali, il existe un champ
vectorieln,n : V —» RY  Borel-mesurable tel que: duB =nd IuBI sur V,
lln il =1Iugl presque-partout, ol Ipgl désigne la variation totale de g et
est définie par:
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+00 00
v C borélien de V, Ipgl (C) = sup £ Il ug (Cj) Il ou (Cj) forme une
j=1 j=1

partition de boréliens de C. De plus Ipgl ( (@"'B)°N V) = 0; 3*B désigne la
frontiére essentielle de B [25] et est définie par:

*B =n { d(BAN), ud(N) =0}, A notant la différence symétrique.

On a alors une formule généralisant celle de Green qui est la suivante:

00

2V, dvoad = j_ <®,n>d gl
B 0 BNV

vVoe(C

([(19] a [21])
Avec ces notations, on est alors en mesure d’énoncer la proposition 6:

Proposition 6 : (RS, J{S) —> R*, R estﬁs-mesurable et:
y —> va(By)
| 1P, 1 QyB) = [ 1P,n@ 1l d gl
Jd BNV 0 BNV
= Q, B) d
Ims v, B) d

Commentaire : Cette formule a I'avantage de ne demander aucune régularité
sur le bord de B. Lorsque B est une d-variété différentiable et orientable

de bord 0B, et V y ¢ RS By est une (d-s)-variété différentiable et
orientable, on peut remplacer th(B) dans le deuxieme membre de |'égalité
par dcrd_1(t), ou g 4.4 est I"aire (d-1)-dimensionnelle sur dB et n coincide

avec la normale unitaire a dB orientée vers |'extérieur de B.

Dans ce cas-la, la proposition peut dailleurs se démontrer par des
méthodes locales en utilisant le théoréme des fonctions implicites.

La démonstration de la proposition requiert une autre proposition qui se
prouve aussi par des méthodes standart d’approximation; nous nous
contenterons donc de |’énoncer.
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Proposition 7 :

1) Soit f: (le,JQd) —> (le,J{d) une fonction vectorielle J{d-mesurable
bornée et soit @ une mesure finie définie sur (V,-R,) (R, désigne la
tribu borélienne de V) alors:

sup ,[ < v(t), f(t) >da () = J' [f(t)Il do (1)
VGSPVV \'}

2) Soit ¢: (RS, R°) — (R*,R ™) telle que:
J; @(y) dy = _[ ¢(y) dy, alors @ estﬁs-mesurable.

Nous avons posé:

f @(y) dy = inf{ I gly) dy , ¢ <g,g R -mesurable } et
ms

_[ ¢(y) dy = sup { f hy) dy ,o<h<¢ ,h <Rs-mesurable }
* m s
3) Soit (fn)n une suite de fonctions non-négatives, f_: RS—> RY, alors:

¥

j liminf f_ (y) dy < liminf f f. (y) dy
n n

Démonstration | r ition

Pour la premiére éqalité : Elle est immédiate a partir des définitions de
Q (B) et IuBI(.) et du 1) de la proposition 7.

Pour la deuxiéme éqalité : On pose g = lpgl.

D’aprés le 1) de la proposition 7:

M =1 1PN do = sw | <viv, Pn >da()

\Y Ve \'
g)V

(1) = sup I < P2v(t), n(t) > da (t) et d'apres la formule de Green

vVeER V
gDV

généralisée, on a:

(1) = sup I div P2v(t) dt. On applique alors le théoréme de Fubini, il

vVeEP B
{PV

vient:
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(1) = suwp fs[f div P,v(y,z) dz ] dy. Or

ve@v R By

j divPv(y,z) dz <Q,, (B), Vye RS, parce-que Py ..) € PV ; et
B y Yy y

donc:

fv IPn(ll do () < [ ay, dy (inégalité (i)

Posons alors ge(y,z) = \I'e * XB (y,z), ol \I'e est une C‘-approximation de
I"unité dans RY. On suppose de plus que supp Y. c B(0,¢).

L1
Mais 9, —> XB (L1 signifie ici L1(|Rd)); donc il existe une sous-suite
Cdnem telle que : gsn —n> XB ny-Pp et donc :

- . _ S
Oe, .y () = 9, (¥-) —> X, pour pc-presque touty de R®.
On utilise alors la partie a) de la proposition 2 de [25], il vient:

V § >0, (B) < liminf J v_g (z)Il dz , ceci pour p_-
Qv. 8l y n (V-5), 29€,.y s

presque tout y de RS. Dol en appliquant successivement les théorémes de
Fatou et de Fubini, on obtient:

V §>o0, ,[ Q(v )(B) dy < liminf .[ v, g, . (2)Il dz dy
-8y y n V.g n:Y

(inégalité (ii)).

Soito <€ <&, daprés le 1) de la proposition 7, on a:

[ gyl dzdy = sw [, <vy2), v,0,02) >dy dz
V.s VEP R
Vs
On applique alors le résultat de la proposition 2b de [25], il vient:

Jd < v(y,z), V_g_(y,z) >dydz = I div _ w(s) ds , ou w est définie par:
R A B Z

w(s) = - fd Y (ts) v(t) dt, w € P\ : ceci entraine:
R
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VY & >0, liminf _[ IIVde (y,z)Il dzdy <
n V.§ n

swp | div P dt =fv 1P n()ll do (1)

Ve B
'(PV

D’aprés l’inégalité (ii), on obtient finalement:

Vé>o, j Q (B) dy < J' [IP_n(t)ll da(t)
(V-S)y y Vv 2
Or (V_S)y T Vy lorsque & L 0, ceci Vy € RS. On applique alors la partie (ii)
de la proposition 1 de [25], et donc:
Vye RS, Q v (B) T Qy(B) lorsque 31 o, dol en appliquant le 3 de la
( -5)y y y oy

proposition 7 , il vient:
J ayB)yay < | 1pnwn do
y 'y \

et d’aprés l'inégalité (i) et le 2) de la proposition 7, on a:

[ 1P I dingly = Qy, ) d .
d BNV RS

" ce qui achéve la démonstration de la proposition 6.

En_particulier : On peut appliquer la proposition 6 a: B = Ae(u,.) n V’3

etV = V.. SiX; estde classe c? ps, Ae(u,.) est ‘une d-variété orientable,

"B NV, =Cu.) NV, etad, . (A(u,.)N C)=QA.(u,.)), vV Couvert de RY,
d’ou:

14 Qg Ao 8y =] Xy 6y 1 Po @ 11 Qe

fXVgﬂ Celu,.) Il Pone () 1l da (1) =j XVen Ce(u,.) | cosbe(t) | da . (1)

Et donc ;;(V) = 7.(V).
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6.1.3 Démonstration de la proposition 8

Proposition 8 : Soit { Z(t,w), t € RY9, w € Q } un processus a valeurs réelles

sur (Q, & , P ) et bi-mesurable par rapport a la tribu <Rd ® A ; soit V un
ouvert borné de RY alorssio <s <d,

R Q, R°®H)—> @R, R est R° ® A-mesurable.
(y,w) —> va(Au(Z(Y,-))

Preuve :
Comme dans la démonstration de la proposition 4, nous allons prouver que:
Q, (A (Z(y,)) =S, ol

y y

Sy = sup { RL_S div v(t) XBydt X xsuppV c vy ve V.

avec B = AU(Z) et U est définie de la maniére suivante:

Soit T un ouvert borné de RYS, tel que: Vy e RS, V,cT.
Soit alors {B} une base dénombrable de la topologie de T.

‘V={fKL.w,K=u{§i,i€I,cardl<+oo},K=u{§j,j€J,cardJ<+oo},
Keclc L,we‘.?}et? ={P: RIS__—> RIS, P polynémes

trigonométriques a coefficients rationnels, ||P|[, <1 }, ou fK L est définie
’
de la maniére suivante:

f L€ C°K°(E) (si O est ouvert IRd's, C: (O) désigne I'ensemble des fonctions

de RYS dans [0,1] , C*, & support compact inclus dans O), f, . & valeurs
dans [0,1], f,  (x) =1six ¢ K.

Tout d'abord il est clair que si ve Y etsuppvc Vy , V€ (C‘::'(Vy nas,

V)] <1, Vte RYS;sive UV etsuppv ¢ V. ona:

IRL'S div v(t) XBydt X Xsuppv <V, =0

Compte-tenu que va(Au(Z(y,.)) 20, § < va(Au(Z(y,-))

d-s

7 . . o0
heciproqguement , =
Réciproguement : Soitv € (CK(Vy ) suppv Cy C Vy

ny _
Il existe K etL delaforme: K =u y B.etlL
y y y 1 i

y B, tels que:
]

0 o]
suppv=Cy cKyc Ky cLycLy ch
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Soit alors f la fonction correspondante.

KysLy

D’autre part, il existe une suite (f) e 3 telle que: fo ————y V,surT.
n > +0

(la convergence,ici, est uniforme ainsi que celle des dérivees)

On considere maintenant la fonction: f . f_; elle appartient a V et

Ky,Ly © 0’
supp(ny,Ly . fn) C Vy
De plus:
IRL'S div(ny,Ly.fn(t))XBy ty d __—__» fd_s divv(t)XBy(t) dt

- +0 R

n
Ceci signifie donc que: va(Au(Z(y,.)) = Sy

Montrons maintenant gy_e%gs_t mesurable en tant que fonction de y et w
Il suffit de montrer que : Vve V

a) (R°xQ, R°4) —> (R*R")
(y, w) — | X( 1Z(ty.w)] < u} 9V VO dt
T
est R° ®H-mesurable et

b) O={y e RS/suppv ¢ V, } estouvert dans RS.

Pour a) : La démonstration se fait de la méme fagon que celle de la
proposition 4.

Pourb) : Posons K = supp v et soit z € R® tel que: z = lim z
n— +00

n ’ avec

pour tout n € N, z_ € O°.
Montrons que nécessairement z € Q°

C C C
zneo o K¢ Vzn<=>3 X, € K et X € (Vzn) e 3 x € Ktelque(xn,zn)ev
Mais K est compact, il existe donc une sous-suite (nk)k et x* € K tels que:

lim x_ =x" et donc: lim  (x_ ,y )= (x%2)
n—+oo Nk n— +00 Mk "Nk

OrvneN, (x,y,) € V°fermé de RY d'ou: (x*,2) € VC et donc z € OF, ce qui

prouve que O est ouvert dans R®, et achéve la démonstration de la
proposition 8.

Remarque : Suite a cette proposition, nous sommes en mesure de justifier
pourquoi nous avons pu choisir V "suffisamment petit".

En effet, avec la méme construction que nous avons utilisée dans la
démonstration de la proposition 2 (formule de Rice ), nous avons:
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V=u( Cin V)= v Vi ou Vi = Ci N V; il suffit ensuite de travailler sur \7i

j
et d'aprés les propositions 5 et 8 et puisque le temps local est additif
comme fonction de V, le résultat découle.

6.2 Annexe de la partie 4
Justifions le fait que I‘on ait pris: limh(e)=0 et Iimf(e)=0
€00 £€—0
Hd-1,f(a) (Azh(e) N (V-v)) = Hd-1,f(e) (B(o,2h(g)) N (V-V)), ceci parce-que
{o} € A.

Interessons-nous d'abord a Hy , (B(o.RNoUR>0.r>0.

Hy.i (BOR) = inf{ 3 (diamB)™", u B;> B(o,R), card | < +es,

diamB; < r}

Soit donc iuelei ,card | < + oo tel que i B;> B(o,R) , diamB;<r

|
Z (diamB)9-! = P (ad(VoIBi)d'1)d-1 =(°‘d)d'1( 3 (VolBi)(dJ)d“)

i€
ou « 4 ©st une constante qui dépend seulement de d.

Mais on a l'inégalité suivante:

) ) +00 +00 o +

sivie IN*,aiZO,Z ai<+ooeto<o<<1alors:2 aiz(z
i=1 i=1 i=1

5 diamB)® 2« 3 voiB )49 2 o (volB(o,m) Y -
" «S'(diamB(o,R) o")?" = (2R)*

D'autre part : 3, (diamB,)3"! > r P> (diamB,)9 > r"iezl «§VolB,

> r'ad VolB(o,R) = r'ad (2R = r (2R)

a1.(BOR) = @R1*" et Hy  (B(o,R) 2 ' (2R)

Mais V est ouvert, d'ou V-V est ouvert dans le et de plus il contient le
point {o}; il existe donc R > o tel que: V-V > B(o,R), et donc:

B(0,2h(g)) N V-V > B(o,inf( 2h(e),R ))

Soit donc € > o tel que R < 2h(e). Pour cet €, on a alors:

Hy1 fe) Paney N (VVD) 2 Hy, gy (BOR)) 2 2R)d (f())"

Mais V z > 0, g(z) < R(0) 7%, d’ol : [g(cof’1(e)]"/2 2c, f(e), c, >0
De plus G est une fonction décroissante, d’ou:

G([g(c, f'1(€)]+%) > G(c2 f'1(e)), c, >0; mais V x > 0,

G(x) 2 X7 Log(x + (x2 +1 )%), et donc:

G(lg(c, F'(e)17%) 2 ¢, f(e)Log(c,f" (e) + ((c,f(e))? +1)%), ¢y > 0

* (04
ai) , d’ou:

D’ou le résultat: H
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Finalement:
Haut, te) Pange) N (VY X q G2 (e, TN + X gy 720, F @) 2

(2R inf { ¢, , c, Log(c,f(e) + ((,f'(e))? +1)%))

Mais lorsque r > 0, on a vu dans la démonstration du lemme 6(iv), que I‘on
devait au moins prendre f(¢) borné pour € assez petit; soit f(e) < M_, et

donc:
Yo . ¢ Yo, o

Hat, te) Pange) N (VYN Xg_gq GLO2 (e (D) + X gy 977 (c,F @) 2

(2R)9 inf { ¢, , ¢gLog(c, M + ((c, M,")? +1 )2}

On voit donc que I'on doit imposer: card{ € / 2h(e) > R} < +o, et donc:

de,, tel que V ¢ < €y h(e) < R, ce que nous supposerons dans ce qui suit,

d’oul:

Ha, fie) Pange) N (V-V)) 2 Hy 4 gg) (

Mais d"aprés ce qui précede :

Ha1, fe) Pane N V-V X

(2h(e)¥c, ,

1!

B(0,2h(g)))

s G(@2 (e F (@) + X

et donc on doit imposer: limh(e) =0
)

cugq 9% @) 2

D autre part :
Haa, 1) Pange) N VN X gy Gl (e,f (0 + X g4 072(c,F" @) 2
2h(e))®" inf {c,f(e) , G(c,f(¢)) }

Il est alors clair que pour minimiser le crochet droit apparaissant dans le
théoreme et compte-tenu que: G(x) —y 0 © X _y+0o0, on doit prendre

lim f(e)
€—0

0.

6.3 Annexe de la partie 5

Le résultat que nous allons prouver est classique pour d =1(cf par exemple
[13]). Nous ne I'avons pas trouvé dans la littérature pour d >1.

k
Proposition 9 : Soit f<(x ) la densité spectrale de R, k=12, alors :
k k k
|||+ f((x ) (x) = a(a ) lorsque ||x|| —y+o0 , a(a )>o
2] . d f(1 ) _ -1 1-d
Preuve : VxeRY, f =~ (x) =2 ¢, g (lx]l) lIx|]|"™™ etVyeR,

A o 1+00
ga(y) = exp(-ly]”),o0<a<2. Or x ga(x) ~ b lorsque X __y+oo,

o
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b, =1 'IL (1-cosy) ly|"™® dy 17 > o, est le résultat classique pour d = 1
cité au début de ce paragraphe; et donc:

(1)

a, =2 ¢ | _[ (1-cosy) ly| " %dy 17" > 0.
R

2 _
Afin d’alléger les notations, nous noterons fa la densité ffx ) ,V x € RY,

_ (d i<x,y>  o-|lyll*
fa(x)‘(ﬂ) %de e dy, o<a<?2
D aprés [26], pages 2-3:

+

o) = (5792422 1 (dr2) Io Jigayat®IXI) (oIl (@72 o e p1

ou I' désigne la d’Euler et Jv la fonction de Bessel d’indice v, v € R.

Posons alors : V z > o,
+ 00

ho(d = | Jg2)a0?d (02 (#2172 &% 531 gp
(0]

1 )

On a donc: v x € R, f,(x) = (;)° 2(92)2 1 (d12) ¢, h_(lIx]])

Pour montrer que: ||x|[9F%f (x) = a_ , lorsque ||x|| tend vers I'infini, nous
o o

. d+o
allons montrer que : Ilim z h (z) = w
g Z—5+00 a() o

En faisant le changement de variables pz = w dans l’intégrale ci-dessus, on

. obtient:

+ 00

L&) =7 Io g1 (@) w-(d22) [ d-2 (W z-ho d

w

o d B i
Or d’apres [12] page 11 et [15] page 16 ‘37 (Jv(z) z v) = -Jv+1(z) z’V,
Ve€R,zeR.
En intégrant par parties et compte-tenu que: lJv(z)l < Cv z'%, pour z—+oo,
(cf [12] page 85 et [15] page 57) et que d > 2, il vient:

+ 00

ha(z) = (d-2) z'd Io Jd,z_z(u) u"(d/2-2) ud-3 e-(uz'1)a du )

+ 00
-d- -(ds2- . (uz-1\ .
 z-d-© J‘ Jd/z-z(u) u (dr2-2) yd-3+« o (uz'1) du (%)
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Premier cas : dpair (d2>2)
On procéde par récurrence et compte-tenu du théoréme de convergence
dominée de Lebesgue, on voit qu’il suffit de montrer:

+ 00

1o
“YvveRVmeR, [ J(wuu"e ) gy ____, C
(**) ,[ pl , 3% Cv.m«
Montrons (**) :
VveR, VmeR,VzeR, posons:
* e 1o
b m«@ = J1' J,, (u) u? uM e Uz gy

En intégrant par parties, on obtient alors:
+ 00

| _1(1) e'z'a + (m-1) J Jv_1(u) u-v+1 um-g e-(uz-1)a du
1

p.m,«@ =4y

+ 00
- - 2 -(uz-1\%
- xz @ IJv_1(U)Uv+1 um+ocae(uz) du
1

-Q
OrJ, (1) e* > dy (1)
V-1 N +o3 D -1
On voit donc que |, . (z) donne naissance a deux sortes de termes:
* 1o
| Jy, ) uPH ™2 e (UZ )% gy (type 1) et
1
+ 00

- - o (yz-1)O
| Jy () uPH M2 e ()™ 4y type 2)
1

On réitére alors le procédé, c’est a dire: la premiére intégrale I, . (2) a
donné naissance au plus a deux intégrales(étati); chacune des deux
intégrales donne alors naissance au plus a deux intégrales (état 2), et ainsi
de suite jusqu'a I'état M.

A I'état M, on alors au plus 2M intégrales et 'v m o((z) est une combinaison

linédaire de termes. Nous notons .M (v,m,x,z) I'un d’entre eux
1:M2

caractérisé par le couple (M1,M2) ou: M1+ M, = M. Plus exactement soit:
+ 00

- - . ) (yz-1\O
JM1,M2(v'm’°"Z) - aMj { Jv-M(”) gVM m 2M1+(x-2)M2 e (uz')

du, ou

M= M1+ M2 , M, 20, M, 2 o, I'une des deux extrémités de |’arbre ainsi
construit.

On choisit alors: m-M-v+% < 0, ce qui est toujours possible si M est grand.

1 2
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Premier cas : M2 =0
D aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et compte-tenu

que: V& € R, IJE(z)l < CE 7

+ 00

lim V,m,x,z) = m-M-v i -
Jim JM1,o( ,&X,Z) ‘1[ JD-M(U) u du < +00, ceci parce-que

, pour z—+o0, 0N a:

m-M-v+% <o

Deuxiéme cas : M2 # 0

ona: I|im J Y,m,x,z) =0
Z—>+00 M1'M2( )

En effet: en faisant le changement de variables: uz'! = w, on obtient:

+ 00

IJD_M(zw) W
2- 1

-M-v+m+1

J dw

M-D -
" (v,m,x,2) = 2 m+aMo-M-v oW
2 .

My,

On découpe alors la derniére intégrale en deux: J et f

+ 00

Or : [z M-v+m+1 IJD_M(zw) W
1

M-b O
m+aM2Mvew dw| <

+ 00
-M- 1 M-v»-! YL
7 M Dfm+/z J‘ um+ocM2 M-v-»% e U du s o

1 _ Z - +

Interessons-nous a BM1,M2(v,m,o<,z),

+ 00 o
Ji 1JD_M(zw) wm+(xM2-M-D -W

-M-v+m+1 e dw

B (v,m«,z) = z

M,,M
112 2
+ 00

- - [} - -1 -1
7 M-v+m+%2 J’ wm+aM2 M-v-»4 dw

lB Mz(v!m’avz)l <

My,
1 z2- 1
Deux cas se présentent alors: m+o<M2-M-v+% #0 et m+o<M2-M-v+% =0

a) m+« M2-M-v+'/z #0

-M- | -
By, 3y (V&2 S [ MmeaMyM-pass] [z MP+mee oMz g
1772 Z o +o
b) m+o<M2-M-v+'/z =0
By, . (v:M,x,2)] < Logz zeMz
1772 Z > +0

On a donc montré que si d est pair: |lim z
Z—+00
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Deuxiéme cas : d impair (d 2 3),d = 2k+1, k > 1
Compte-tenu de (**) et de I'expression de ha(z) (*), on voit que pour

montrer que zd+a ha(z) a une limite quand z tend vers I'infini, il suffit de

prouver:
* o 10
k-2 _-(uz'')
K, (2)=2% [J, .. (u) u e du ———— C
K, o Io k-3/2 4 k,o
on procéde par récurrence: k = 1
+ 00
v - -1\o
K, o@) = 2° jod_%(u) u% o (UZ)™ gy
D’apres [15] page 17: J_./z(u) = (%nu)"/2 cosu, d’ou:
* e 1o
K, (2 = (am)* % 2% [ cosu e (UZ)™ gy
’ o)
En intégrant par parties |'intégrale ci-dessus, on obtient:
+ 00
(uyz-1\O
K, o2 = (i) « [sinu u®*"e (uz')™ 44
' 0

Mais d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue:
1 1
. . 4 _-(uz-Ho . -
lim  [sinu u®"*! e (UZ)% gy - jsmu u® "1 du
Z—+00 0 0

D’autre part,

+ ©0 + 00
(uyz-1)& Vi -(uz-1\O
L, (@) = (vam) 2 [sinu u® e Wz')% gy - [ Jy, (u) u® Ve g-(UZ)™ gy
1 1 7
(ceci d'apres [15] , page 17)
On applique alors (**), il vient: La(z) ————> Vo  C€ qui implique:
Z > +o '

K. (2) ——— C

1,0 4 1,0
Supposons maintenant que: Kist O‘(z) —_———> Ck o

Z 5 +00
+ 00

I - -1\
Kisr o (@) = 2% foJk_./z(u) uk+2 o (UZT)% 4,
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On intégre par parties l'intégrale ci-dessus, il vient:
+ 00

Kis1,0(8) = -(2k-1)z% f J k-Y5 ,-(uz' 1)

e du +

k-ar2(¥)

+ 00
; 2 -(yz-
« J' Jya oW S3r2-k u2k+oc2e(uz ) du

On applique I'hypothése de récurrence et (**), ce qui montre finalement

que: lim 2%*% h o2 = w, et donc que: ||x||d+°‘fa(x)=a

Z—+00 ||X’|—-)+oo o

Il reste donc a montrer guea, >0
nous allons voir que, plus précisément: a, = Id(1~cosy1) ||y||’d'oc dy 17,
R

ce qui prouvera donc que: a, > 0.

A - - o - '
Eneffet:  (1-1o()) IxI* = (17X e ___ 5 1
lIx]] = o
D’autre part, compte-tenu que f, est une densité, on a:

(1-Ta00) Ir® = ]| (1-coseys) 10 ta09) dy

- ], Gecosiidly,) I foy)

En faisant le changement de variables: ||x|ly = z, et en tenant compte que

IXII9* %, (x) = a, , que [Ix||°*%f_(x) est bornée pour tout x

li
[1x1}5 + oo
appartenant a RY et que o< & < 2, ce qui entraine:

(1-cosy1) ||y|l'd'°‘ dy < +o , et en appliquant le théoréme de

Rd
convergence dominée de Lebesgue, on obtient: ”hlrn (X)) X o -
1 = a, _[ (1-cosy1) ||y||'d'°° dy. Ceci achéve la démonstration de la

Rd
proposition 9.
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DEUXIEME PARTIE

APPROXIMATION DU TEMPS LOCAL DES CHAMPS ALEATOIRES GAUSSIENS
STATIONNAIRES PAR REGULARISATION DES TRAJECTOIRES

Ce texte est constitué d’un article présenté a la revue Probability and
Mathematical Statistics(1987)
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APPROXIMATION DU TEMPS LOCAL DES CHAMPS ALEATOIRES

GAUSSIENS STATIONNAIRES PAR REGULARISATION DES TRAJECTOIRES

Corinne Berzin

Université Paris XI

UA 743 Statistique Appliguée
Bat. 425, Mathématiques
91405 ORSAY Cédex

d
Résumé : Soit { X(t) , t € R } un champ aléatoire gaussien

centré et stationnaire . Nous nous intéressons a la
mesure d’aire (d-l1)-dimensionnelle de 1“ensemble des
passages a niveau du champ régularisé par convolution
Sous certaines hypothéses et moyennant une normalisation
appropriée , cette mesure aléatoire converge dans L2
vers une limite coincidant avec le temps local du

champ X , lorsque celui—-ci admet un temps local continu.

Summary : Let {X(t) , t € Rd } be a stationary gaussian field
We are looking for the (d—-1)—-dimensional area measure
of the intersection with the level zero of the field
regularized by convolution
Under some conditions and with an appropriated norma-—
—lization ,this measure converges in L2 towards a limit

which is the local time, when X admits a continuous

local time



2

I Introduction

1) Le cas du Wiener a d — paramétres (d = 1)

La théorie du temps local d’un processus stochastique X a
été élaborée par P. Lévy dans le cas du mouvement Brownien .
Depuis de nombreuses approximations ont été proposées ;

en 1984, M. Wschebor [6] a proposé une construction du temps

local du processus de Wiener a d—-paramétres , en utilisant
les régularisées de X . Le résultat principal est gue si
X (t) =y * X (t) est une régularisation de X obtenue a
e & -
1 aide d“une C —approximation de 17unité we , si T est

un ensemble ouvert borné dont l1l“adhérence est contenue dans
+
l1“intérieur de (R ) et si le temps local est défini de 1la

maniére suivante

d
Soient A et B des boréliens respectivement de R et R ,
d

33 désignant la mesure de Lebesgue dans R , la mesure
d

d“’occupation p(A,B) de X est définie par

r(A,B) = ud { t € B, X(t) € A }

et le temps local L(x,B) est caractérisé comme

étant une fonction satisfaisant

r(A,B) = f lA(x) L(x,B) dx

L’ existence de versions réguliéres de telles fonctions
est étudiée dans [4] et [5] , alors pour une certaine
normalisation d(&) d’ordre & on a
P
- L *
N d(e) o (c(x )ynrT) ——> =+ L(O,T) , V p € N
d-1 I3 e——>0

ou o désigne la mesure d“’aire (d-1) dimensionnelle ,
1

d
C(X ) =4 t e R , X (t) = 0 }
e €

2) Les cas des processus stables et gaussiens stationnaires (d=1)

J.M. Azais a étendu ce résultat aux processus stables a

accroissements indépendants [1]

D. Florens-Zmirou et J.M. Azais ont ensuite donné une

approximation similaire du temps local, pour une certaine
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classe de processus gaussiens stationnaires indexés par le

temps [2]

Ils ont établi que si N Ja,b[ désigne le nombre de
passages par zéro de X durant 17intervalle de temps Ja,b[ ,
e
A le moment spectral d7ordre 2 de X et si X admet un
2,& e
teﬁps local L(u,]Ja,b[) continu en u au point zéro alors
2
_ -1/2 L
N /2 A N Ja,b[ ——> L(O0,]Ja,b[)
2,¢& Y, & e—>0

Le but de cette note est de généraliser ce résultat au cas

ol le processus X est multiindexé

Nous généralisons la notion d“aire (d-1)—-dimensionnelle a

celle de périmetre Q (.) utile dans les cas ou pour un pro-
T

—~cessus Y et pour chaqgue réalisation de la surface aléatoire

Y(.) , l1“ensemble C(Y) est trés irrégulier topologiquement

Nous considérons A(X ) = { t € Rd, Xe(t) < 0 }

e
lorsgque X est a trajectoires continues , presque surement
X n’a pag de points critiques de valeur zéro et Q (A(X ))
n§ est alors gque la mesure d aire (d—l)—dimensionnglle ie
C(X ) N T [6] ; nous montrons alors sous certaines hypotheée-
—sez , qu”’il existe une normalisation d(&) strictement posi-—
—tive , telle que si X admet une version continue du temps
local , L , alors

2

- L
N d(e) Q (A(X )) —> L(O0,T)
T e e——>0

Il est a noter gue lorsque d > 1 , les hypothéses de travail
sont beaucoup plus générales gque dans le cas d = 1 ; ceci
provenant du fait gque u —> 1 / |u| est intégrable au

voisinage de u = 0

ITI Resultats
1) Notations et hypothéses

Soit { X(t) , t € Rd } un champ aléatoire gaussien centré et
stationnaire de covariance r(.) continue en zéro , et de
mesure spectrale F(dA) , supposée non nulle sur les qgquadrants
ouverts de Rd . On suppose d > 1

On note D = 3 / ot

1 1
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1
Soit ¥ un noyau de convolution de classe C vérifiant
d+1 d+1 1
g(u) < 1 / |ul , ID¢Y ()l < 1 / |ul ,» ID ¢ (.)l € L (dxn),
i i
x d ~
v i € [1,d] , Vu e (R ) . On note ¢ la tranformée dg Fourier
de ¢ .0On définit ¢ par ¢ (u) = e v(u/e), Vu €€ R , et
[ e
X par X = ¢ * X
e e €
Soient A (&)= .... =2 A (&) les valeurs propres de la matrice
1 d

de covariance de X (0)
e

d
Soit T un cube ouvert borné dans R dont les cotés sont

paralleéeles aux axes de coordonnées et de longueur C

Soit r (.) = E(X (.)X (0)) noté encore r (.)
e,y g & &
S désigne le symbole de Kronecker
i, g
d
Si B est un Borélien de R , nous appelons " périmetre
relatif de B par rapport a T " , Q (B) , défini par
T
oo d
Q (B) = sup { div v(t) 1 (t) dt ; v € C (T) , vl < 1 3}
T B k
oo d d d
oua C (T) désigne l1“’ensemble des fonctions de R dans R
k
oo
de classe C et a support inclus dans T
Hypothese H1 : La fonction de covariance r vérifie

a) Les dérivées partielles premieres et secondes de r
existent en dehors de 1“origine et sont bornées a
1”infini . Les dérivées partielles premiéres de r

sont a variation bornée autour de l“origine

2
b) On pose H(i) = f X dF (x) , V i € [1,d]
1

on suppose gqu’il existe une direction j pour laqguelle

H(j) est infini

Hypothése H2 : On suppose gque 1l17on peut appligquer les formules

de type Rice adaptées a notre probléme [6]
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-1
Hypothése H3 : Soit c(e) = (A (&g)) ; on suppose gue
1
lim c(e) A () = A , V i € [1,d]
e—>0 i i
Seit A= [( A )l  oau A =8N et p le rang
) 1, 1,J 1,] 1,3 1
de A . On consideéere X = ( X ,X ,...,X ) ou les X sont des
1 -

P i
variables aléatoires gaussiennes centrées indépendantes, de
variance A , 1 < i < p , et 6 = E([X] )

1

Nous démontrons alors

Théoréme : Sous les hypothéses H1l, H2 et H3 les variables

aléatoires

(t) dt

[ - 3
£ =C(e) Q (A(X )) et m = e/zaf 1 (t) 1
T e T {1X(t)I<&}

convergent au sens de L (Q) vers une méme limite pour

e et 8 tendant vers zéro

Corollaire : Sous les hypotheses Hl, H2 et H3 et si X admet un

temps local L(u,T) continu en u au point zéro alors

2
[ - L
Nc(e) 6 Q (A(X )) ——= L(0,T)
T g —>=0
2) Commentaires
a) Sur H2 : Les formules de type Rice utilisées dans notre

travail sont valides par exemple lorsque X (respectivement X )

£

4
est & trajectoires continues (respectivement de classe C [con-

—dition A] et si on a la propriété
I NN, ¥n=N, 3 &(C/n), Ve <e(C/n), 3a<cCc/2n, Vt €T
1
\4 t2 e T , V t3 € T tels que |t -t | <a , |t -t | > C/n
1

3 3 2 ’
la matrice de covariance de (X (t ),X(t ),X (t )) est
& 1 2 & 3

non dégénérée [6]]

Cette derniére condition est vérifiée sous H1l dans les exemples

suivants

a) X est isotrope (r(t) = g (lt]]l)) et ¢ est invariante par
les transpositions et par symétrie par rapport aux axes

de coordonnées [Condition B]

B) ¥ et F sont invariantes par rapport aux axes de coordon-

i,i
—-nées et lim A = +c0 , Y i € [1,d] , ce guili est assuré
e—>0 2,¢&

par exemple sous H3 lorsque p = d
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b) Sur H3 : Deux cas particuliers sont intéressants lorsque r

vérifie H1l et H2
a) la condition (B) est vérifiée

i, A 2 ) )
Dans ce cas : A = f Y] (ex)x x dF(x) = O ,pour i # Jj,
2,8 i J

i,i -1
et A = c(&) , V i € [1,4]
2,8

B
En particulier si g’ (x) = x f(x) , pour x = 0, ou -1 < 3

. -+
et lim f(x) = a , a0, |f(x)I <M, V x €R , alors
+
x—>0
1-8 -1
c(e) = e K , ou K¢ supposée non nulle est définie par

Y

B
K =—af $(u) h [hj D ¢ (u-h) du dh, 6 = E([X]| )
U] 1 1 d

oun X — N ( O, I ) , et sous les hypotheéses du corollaire
-1 -1 __1-B L2
6 (N K ) (N &) Q _(A(X ) > L(0,T)
(] T & —>0
®
=t
Exemple 1 : r(t) = e , O < a < 2, B =oa — 1

i .
B) r(t) =1IIr (t ), Pl(O) >0, ¢ (t) =I1¢ (t ), ¥ (x) =¢ (-x),
1 1 1 1 1 1 1

d
¢ (%) = 1/e ¢ (x/e) ,f g (t) dt =1 ,v i € [1,d] ,V t € R ,
1 1
R

V x € R et ¥V & >0

‘ i, i,d i
Dans ce cas A = 0 , pour i # j , A . = A g (&), ou
2,¢e 2,¢& 2,¢& i
J J i
g (e¢) =1l r (0) converge vers [[ r (0) guand e—>0 , et A
i j=i ¢ e %1 2,e

est le moment spectral d“’ordre deux d‘un processus a un indice

i J i
de covariance r .Si A / sup( A ) > a ,
& 2,¢& i 2,8 e—>0 J
i
1,1 2,2 d,d
p = rang(a & ) , et si A = A > ,
J i,3 1yJ=11d 2,& 2,8 2,8
alors , sous les hypothéses du corollaire on a
-1 L2
6 ANc(e) Q (A(X )) > L(0,T)
T 13 e——>0
ou 6 = E(|X|] ) et X — N (0 ,(a fa r (0)/r (0)8 )
p i 1 1 i i,j i,j=1,p
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Exemple 2 : r = r et ¥ = ¢ ou r vérifie H1 (traduit pour
o i 0
d=1) , alors a =1, V i € [1,d]
1
Remarque : Si la condition (A) est vérifiée , alors sous 1’ hypo-

o
—thése H1l le cas particulier 1 et l7exemple n 2 vérifient HZ2 ;

ce dernier permet donc d’obtenir un sous—-ensemble de la classe

des processus a un indice , stationnaires , de moment spectral
d“ordre deux infini , gui contient une partie de la classe
exhibée dans le cas d = 1 par [2]

III Démonstrations

On note : T (t) = E(X (t)X(0)) , DR (t) = (D r (t)) ,
& e [ i e i
2 -1 —_—
DR (t) = (D D& r (t)) , a(e) = (&N d ) et cC = A/N\ d
& i j e i,J d
On dira que x << y , s”7il existe une constante k =2 0O telle gue
x < ky

Commengons par démontrer deux lemmes

Lemme 1 : 1) 1im c(e) =0
e——=>0

2) r (t) et v (t) tendent uniformément en t vers r(t)
e e

gquand & tend vers zéro

3) (Dr (t)| , ID Dr (t)|] et |D v (t)]|] sont bornées
i e i Jj e i e

(Vi,Vj) , sur D(to) = {t € Rd , e > to} par des constantes

ne dépendant gue de to
Preuve "
1) On peut toujours supposer gue : inf ILlJ(x)(2 >> 1

=<1
~ 2
(en effet , il existe m > O tel gue : inf | (x) | > 0 ; on
I xll<n

d
considére alors ¢ définie par : o¢o(x) = ¢¢(x/m) , V x € R ) ,



J,J a(e) a(e)
d’ou : A B f X dF (x)
2,¢e J
—-a(e) —-a(e)
J,J .
d’apreés Hlb) : 1) A > +c0 . De plus , si
2,& e——>0
2 J,J
A = (0O ,...,1,...0) ,on a : 2) -z D R (0) z7 = A < A (g) ,
J N J 1S J 2,¢e 1
J
et 3) 1lim c(e) N (&) = AN =1 En utilisant 1) ,2) et 3) ,
e—> 1
on obtient lim c(e) = O
e—>0

2) On montre 2) a l“aide du théoréme de convergence dominée de

Lebesgue

~

3) Grace a la propriété de majoration de |D ¢¥(.)| ,on peut dériver
i
r (.) sous le signe somme . On a alors
£
* D r (t) = 1/¢& f Yg(u) D Y(v) r(t + e(u — v)) du dv
i e i
On fait le changement de variables t + &€(u - v) = h et on
intégre alors par parties , il wvient
d
Dr (t) = (1/¢) f ¢(u) ¢g(u + (t-h)/e)) D r(h) du dh
i e i
=f (1)
Soit t > 0 ; on pose A = t /3 et on suppose |[t| > t = 3A ;
(o] (e} 0
2d
On découpe R suivant la partition
2d
D1 = { (u,h) € R , —llul < 2A/e - |tl/e , |hil < A }
2d
Dz = { (u,h) € R , -lull > 2Aa/e - |tl/e , |h] < A }
2d
DS={(u,h)€IR , Ihi = A }

d
On majore |D r (t)| par (1/g) f g(u)y(u + (t-h)/e)|D r(h)|dudh
i e i

3
sur U D
i=1 1



d+1
Si (u,h) € D , Jlull = A/e d7ou Y(u) << e , et donc on a
1
f | (1) << e ID r(h)| dh << & , d’apreées Hla)
i
D hi<aA
1
d+1
Si (u,h) € D , llt/e+u-h/e|| = A/e , d’ou : Y(t/e+u-h/e) << & H
2
de méme : f 1 (1) << &
' D
2
Si |hi| > A , |D r(h)| est majorée d”aprés Hla) d’ou
i

d
f (1) ] << (1/¢) f Y(u) Pp(t/e+u—h/e) du dh << f¢(u) Y(v) du dv = 1

D
3

et donc il existe N(t ) tel gque |D r (.)]|] soit majoré par N(t ) ,
(6] i e o

sur D(t )

(0]
2
*x D D r (t) = (1/¢) D y(t/e — u) r(eu - &€v) D ¢ (-v) du dv ;
i j e 3 i
Pour simplifier les notations , on suppose que i = 2 et j = 1.
On integre alors par parties , il wvient
. d+1
D Dr (t) = (1/¢&) Yy(u) D r(h) D ¢(t/e + u — h/e) du dh
=f<2)
2d
On découpe R suivant la partition
2d
D = { (u,h) € R , 3 k € {2,...,d}y , |h | > c be
1 k d
2d
D =4 (u,h) € R , Vke{1,...,dy , |h | << c 1}
2 k d
2d [
D =4{ (u,uh) e R , |h | >A/Nd, VkeA{2,...,d , |h | < c_ 1}
3 1 k d
d.__
Posons S = { h € R , 3 k € {2,...,d} , |hk| > Cd } et
d-1
U=4{ heR , V k € {2,...d} , |h | < c )
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d+1
= h D -h dh dh ..dh d
f (2) = (1/¢) f f g (u) [f D_r(h) D 4(t/e+u-h/e) dh Jdh_ v
D S R
1

On intégre par parties le terme sous crochet,il vient d’apreés

Hla)

d
f (2) = (1/¢) f f #(a) D D r(h) ¢(t/e + u - h/e) du an
1

D S x R
1

Mais les dérivées partielles secondes de r sont bornées

sur S X R , d7ou

lf (2) | << 1
D
1

On découpe D suivant la partition
2

o
I

{ (u,h) € D2 , —lal < 2A/e - |tl/e }

D = { (u,h) € D2 » —lual > 2A/e - |tll/e }

On démontre de la méme facgon gue dans (*) gue

| f (2) | << 1
D
2

Pour majorer lf (2)| , on intégre par parties en h d’ou
1
D
3

d
f (2) = B / (&) oun

D
3
B= Yy(u)D r(c ,h ,.,h )YY(t /&e+u -c /&,.,t /e+u —-h /e)dh .dh du
U 2 d 2 d 1 1 d d d d 2 d
- f Yg(u)D r(-c ,h ,.,h )Y(t /e+u +c /e,.,t /Je+u —-h /e)dh .dh du
U 2 d 2 d 1 1 d d d d 2 d

+ f ¥ (u) DlDzr(h) Y(t/e + u - h/e) du dh
D

3

f (2) = f (A) + f (B) + f (c)

D D D D
3 3

3 3
Pour majorer | f (A) | et | f (B) | , on partitionne
D D
3 3
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d d-1
D = { (u,h) € R x R , V ke {2,...,d} , |h | < c } en
4 k d
deux domaines
D = { (u,h) € D , — llull < (5A/2e) - |tl/e 7}
41 4
D = { (u,h) € D , - |Jul > (5A/2¢e) - |tl/e }
42 4
On fait alors un raisonnement analogue a celui dans (*) , en
tenant compte du fait gque
|D r(xzc ,h ,...,h )] dh ...dh << 1 , dZot
2 d 2 d 2 d
U
| f (A) |+ | f (B) | << e
D D
3 3
Pour majorer | f (C) | , il suffit de voir gue 1les dérivées
D
3
partielles secondes de r sont bornées sur D ; on a donc
3
| DDr (t) | << 1
2 1 e
*x%%x D v (t) = 1/e D ¢y(t/e — u) r(eu) du
i e i
posons €u = v et intégrons par parties , il vient

d
Dy (t) = (1/e) f W( (t — v)/e ) D r(v) dv
1 £ 1

Il suffit alors d’intégrer sur la partition suivante

d c -
D = 4{ v € R , vl < A }» et D , et d’appliquer les mémes
1 1
raisonnements gque précedemment

Lemme 2 : Soit {(X (t),Y (t) , t € B} , un processus gaussien
e &

2n
centré a valeurs dans R et B un ouvert borné de R . On suppose

gque la matrice de covariance R (t) de (X (t),Y¥Y (t)) converge
e S

uniformément en t lorsque & tend vers zéro vers A O , on
o A
A est diagonale , de rang q . Soient A > A LL..= A , les g
1 2 q
valeurs propres non nulles de A et A = ( A & ).
1 i i,j i,J=1,q
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Soit t —> g (t) une fonction définie sur B a valeurs dans R
e
qui converge uniformément en t vers g(t) bornée sur B , lorsque
e tend vers zéro ; alors
2
E( IX (t)I Y ()l ) g (t) dt —> [| g(t) d4dt]l E ( Xl ) ,
: e e e e—>0 B q
B

ou X —> N (0,A )
1

Démonstration : Elle se fait en trois étapes
El :I1 est clair gqgue le théoréme est vrai si le rang de A est q ;
en effet , il suffit alors d’appliquer le théoréme de convergen-

—ce dominée de Lebesgue

E2 : f g (t) E( IX (t)] ) dt ——> E( IX] ) fg(t) at
B 13 I e—>0 q B

a) Si la matrice de covariance C (t) de X (t) est diagonale et
e 3
si ses valeurs propres convergent simplement et sont uniformément
bornées en t pour & < & , alors E2 est prouvée en appligquant 1le
0

théoreme de convergence dominée de Lebesgue

b) Si C (t) est quelcongue , on la diagonalise a l1l“aide d“une
e
matrice orthogonale P (t) , soit D (t) = P (t) C (t) P’ (t) et
& £ e & e
on peut ranger les valeurs propres de D (t) par ordre croissant ,
e
par exemple ; il suffit alors , pour appliquer a) , de voir gque
E(IX (t)l) = E(IP ()X (t)l)
[ & &
E3 : Pour montrer le lemme , on se sert alors de E1 et EZ2 en
bruitant les processus X et Y , puis on fait tendre 1le
e &

bruit vers zéro
Plus précisément

2
Soit Z un vecteur aléatoire gaussien centré de variance o I ,
o] n
) n
indépendant de (X (t),Y (t)) et & valeurs dans R
e 3

Soit W un vecteur aléatoire vérifiant les mémes propriétés qgue

. O
z . On suppose de plus que Z et W sont indépendants entre eux
a o [}
n
On note T un vecteur aléatoire a valeurs dans R et suivant
o
2
une loi N (0 , ((x + O ) & ) .

i i,j i,j=1,n
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2
On décompose f g (t) EC(IX (£)[1Y (t)]) dt - f g(t) E (IX] ) dt
Be [ g B q

- f (1)

f (1) = f g (LE(IX () IIY (£)[)-E(IX (£)+Z [|¥Y (t)+W [)Idt
& & & & (e £ (o)

B
2
. f g (t) [ EC(IX (t) + Z I)(IY () + W |) — E (IT §) 1 dt
& E (e} & g g
B
. 2 2 2
+ f g (t) [E (IT ) - E (IX§ )] dt = f (g (t) - g(t)) E (IX] )dt
& o aq & q
B B
On pose
f (1) = f (a) =+ f (b) =+ f (c) + f (a)
| (a) | < E(IZ I) CECIX (£)1) + ECIY (£)) + EC(IZ 1)1 lg (t)]
g & & (o) &
d’ou
| (a) | << o [ E(IX (t)1) + EC(IY (€)1) + o 1 lg (t)]
E e I

On applique alors E2 et donc

f (a) converge vers zéro lorsque o tend vers zéro uniformément
B

en &

f (b) converge vers zéro lorsque & tend vers zéro , d’apres E1
B

et le théoréme de convergence dominée de Lebesgue

f (c) converge vers zéro lorsque o tend vers zéro uniformément
B

en &€ d’aprés E2 et parce—-que |g (t)| << 1 pour & < & et V t € B
13 (0]

f (d) converge vers zéro lorsque & tend vers zéro d’apreés le
B

théoréme de convergence dominée de Lebesgue

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoreéeme

Demonstration du théoréme : Montrons gque

JE— 2
lim limsup E(Nc(ge) Q (A(X )) - ©8/25 1 dt = 0
5—>0 &—=>0 T e {t, IX(t)|<8}

E S Va
Pour tout n € N , on partitionne le cube T en cubes T_ de cotés

i
paralléles aux axes de coordonnées et de longueur C/n
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e 5
_ _ = 0/28 1 dt
On pose : 13 Nc (&) QTFA(XE)) et ni / f {t, |IX(t)|<8}

i
i
i
Nous wvoulons montrer que
e S 2 g S & S
limlimsupE(Y (& - m_ )) = limlimsupE( £ (§ - m_)(§ - m_)) =0
S g i i i 3 e i,Jj i i J J

e S e 3
Soit ¥ = E(. T (& - m_ )(& - m.) )
i, 3 i i J J

’

On divise Y en deux sommes 3’ et " telles gue

S/ désigne la somme correspondante aux indices (i,j) tels que

T et T ne sont pas proches ; c’est a dire
1 J
vVteT ,V t’eT , |t - t’] >C/n
i J
" désigne la somme restante : on somme sur les couples (i, J)
tels que : 3 t € T , 3 t’€ T , |t - t’|] < C/n
1 J
Nous noterons "T proche de T " : "T pp T "
' i J i J
e,d8
Pour >” : Soit un terme général a de >~
l)J
e,Mm S5 & £ & 3 & S &
a ~=E(Mmmn ) + E(§£ £ ) - E(n & ) - E(n &)
i,J R | R 1] J 1
e,m
a = (1) + (2) - (3) - (4)
i,J

On applique les formules de type Rice [6] a chacune des quatre

espérances
. 2 S S
(1) = (6/28) jo) X,V) dx dy dt dt
X(t ),X(t ) 1 2
T XT : -5 -5 1 2
1 J
ou p désigne la densité de (Y ,..,Y )
Y ,..,Y 1 n
1 n
2 N
(1) tend vers 86 p (0,0) dt dt lorsque & tend
X(t ),X(t ) 1 2
T T 1 2
i J

vers zéro d’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

2
Soit P une matrice orthogonale qui diagonalise -D R (0) en A
e e e

=3
définie par A = (A (&) & ) ; on note p la densité
[ i i,j i,3 t ,t

de X (t ),X (t )
& 1 e 2
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€
(2) = p (0,0) A (t ,t ) dt dt , ou
. t t 3 1 2 1 2

’

T T 12

A (t ,t )=E(INC(&)P X (t_ -t )|INc(&e)P X (0) /X (t -t )=X (0)=0)
& 1 2 e & 1 2 e & [ 1 2 &

Posons t - t = T ;on décompose alors X () , X (0) de 1la
1 2 e 3

maniére suivante

P X (0) =& + X (0) «a + X (v) B
e e I3 e e e e
. *
P X (t) =& - X (t) a - X (0) B
e e e I3 e e 3
E 3
ou : (£ ,§£€ ) est un couple gaussien centré , de coordonnées a
3 e

d
valeurs dans R et indépendant de (X (0),X (T)) [6]
e e

On vérifie qgue

r (t) P DR (T) -P Dr (T) r (0)
e e e e e e

2 2
r (0) — r (T) r (0) - r (7)
e e &

r (0) P DR (Tr) DR’ (T) P’
e & e & &

De plus Var £ = Var £ = A - et
13 2 2

r (0) — r (T)

e e

r () P DR (tr) DR’ (T) P’
& £ & & &

* 2
Cov (& ,& ) = - P D R (t) P’ -
& 3 e & [ 2 2
r (0) - r (7)
& e
. —1 2 2 -1i/2 = ____ —_— %
doua : (2) = (2T) (r (0)-r (7)) E(lINc(e)& llNc(e)g ) dt_dt
& e e g 1 2
T XT
i J
En appliquant les lemmes 1 et 2 il vient , compte tenu gque les
coefficients de P sont bornés par 1
e
2
(2) tend vers 6 o) (0,0) dt dt lorsgque & tend
X(t ),X(t ) 1 2
T XT 2

vers zéro

S . .
(3) = f NI f 0/25 f 151 B (8:0,%)
T_XT‘ -5 1 &
1 J
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2 -1/2
(3) = J 1/2T f69/25x(r(0)r (0)=7y (t -t )) B (t -t ) dt dt
& [ 1 2 & 1 2 1 2
T'xT‘ -3
i j
ou
2 2
B (t) = exp(-1/2 u r (0)/(r(0)r (0)-y (T))) C (T) et
& & IS &
C (t) = E(INc(e) P X (z)| / X(0) =u , X (r) = 0)
& IS IS &
Calculons E(P X (T) Nc(e) / X(0) =u , X () = 0) = (i)
& e &
La matrice de covariance de (P X () Nc(e) , X(O0) , X (7))
& & [
N c(eg) (a (T)) 2] I I
e i,e i 4a 1,1 i,2
est : (a (T)) . r(0) T (7T) =
i,e i &
2] ¥ (t) r (0) I I
d [ e 2,1 2,2

) d
et B est le vecteur ligne de R dont les coordonnées sont nulles.
d

a (t) > 0 uniformément en T d”’aprés le lemme 1 et parce-—-qgque
i,e e——>0

les coefficients de P sont bornés par 1 ;

e
d’ou : (*) (i) = f (Tr) u ou f (7T) > 0 uniformément en T
g 3 e——>0
. - -1
Or Var ( P X (z) Nc(e) / X(0),X (zr) ) = I -1 1 1
3 e [ 1,1 1,2 2,2 2,1
r(0) a (t) a (T)
-1 i,e j,e
le terme général de I I I est
1,2 2,2 2,1 2
r(0)r (0) - 71 (7)
3 3

qui converge uniformément en T vers =zéro lorsque & tend vers zéro;
d’ou : (#%) Var ( P X (T) Nc(g)) / X(0) , X (r) ) converge

£ e e
uniformément en T vers A lorsque & tend vers zéro

Il est clair gu’en modifiant légérement le lemme 2 et en

utilisant les résultats (*) et (**%) et le lemme 1 on a

2 5
(3) > 8 /28 f f p §0,0) D(t -t ,u) du dt dt
X(t ),

e——>0 X(t ) 1 2 1 2
T XT -8 1 2
i J
. 2 2 2 -1
ou : D(t,u) = exp ( -1/2 u r(0) (r (0) - r (7)) , et donc



2
(3) 6
S5—>0
T XT
i J
de convergence dominée

De maniere analogue on

limite gue (3) lorsque
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dt
) 1
2

o, dt d’aprés le théoréme
t

pxg ?)

» X (t

de Lebesgue
(4)

& puis 8 tendent vers zéro

montrerait gue converge vers la méme

et donc

’

lim lim > =0
5§—>0 &——>0
Pour X" nous avons
e 3 g S
o= E (§ - mn ) - m)) , d’ou
T ppT i i
J
e s 2 e S 2 1/2
o< ) (E (& -m ) E(§ -m) ) et donc
T ppT i J i J
1 J
. e 2 1/2 S 2 i1/2 2
" < z L ¢ (E(g.) ) + ( (E(m ) ]
T ppT i 3
J
6 2
Ma jorons E(n
s 2
E(nn ) = (9/26) P éx,y) dt dt dx dy
i X(t ),X(t ) 1 2
-8 -8 1 2
S 2 2 2 -1/2
E(mn ) < (0) — r (t -t )) dt dt , d7ou
i 2 1 2
T XT
8 2 C/n C/n 2 2 2
E(n ) < . (r (O)-r (u ,.,u )) (C/n—|u | .(C/n—|u | )dudt
i 1 d 1 d
—-C/n —-C/n
S 2 d C/n C/n 2 2 -1/2
E(n ) < (C/n) .. (r (O) = r (u ,...,u )) du .du
i 1 d 1 d
-C/n —-C/n
Majorons r(0) — r(u) sur ]1-C/n,0[X]0,C/n[X...X]0,C/n[ par exemple
r(0) - r(u) = f (1 - cos<x,u>) dF(x) , d7oun
0o 1/d]u] 1/7du]
r(0) - r(u) = e f — cos<x,u>) dF(x)
-1/dju| © 0
Il est clair gque 0O < <x,u> < 1 pour tout x appartenant au
domaine d’intégration de l’expression précédente ; donc
o] 1/d|ul 1/d]ul
r(0) - r(u) >> f e f <x,u> dF (x)
' ~1/dfu| © 0
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<

Mais x_ u = 0 i € [1,d] d’ou

i i

dF (x)

2 0 1/dfu] 1/djull =2
r(0) — r(u) >> ...f x

I Ma
c

—-1/d|u] 0] 0]
Or Jul <N d C/n implique 1/dj|u|| > n/Cd\ d , —1/d|lu|l < —n/CcdN d
Posons a (C) = inf A (on/dcCcNd ) 3 on a supposé en fait que n est
n c,J J
"suffisamment grand'" , c’est a dire que n est supérieur a N pour
avoir les propriétés suivantes

¥V n = N,3 ”(C/n),V (x,y) € ]1-C/n,C/n[x...]}J-C/n,C/n[,V &6 < &’ (C/n),
a (C) > 0O;
N

\Y

r(0) + r(x-y) > r(0) et r (0) + r (x-y) > r(0)/2,a (C)
I3

3
on pose alors &€"(C/n) = inf (e’ (C/n),e(C/n)) on e(g/n) = dC/n
2
oua : A (ou) = f e v dF(v) , u > 0
? Ao (u) Ac (u) Ac (u) .
1 2 d
avec ¢ = (o ,0 ,...,0c ) ou
1 2 d
v i € [1,4d] c ==+ 1 , Ao (u) = ]J0,c (u)Ll si o >0
i i i i
Ac (u) = Jo (u),O0L si o < O
i i i
2
d’ou : r(0) - r(u) = |ul a (C) et donc
n
S5 2 d C/n C/n C/n
E(ni) << (C/n) f f ....f 1/|lull du
—-C/n —-C/n -C/n

ou encore

2 _
r dr = (c/n) . (N d ) / d-1

5 2 d ~N d c/n d-2 d-1 d-1
E(n ) << (¢/n) f
[e]

S5 2 2d-1
et donc : E(n ) << (C/n)
i

e 2
Majorons E(§ )
i

’

e 2 I3 . .
E(§ ) = c(e) f P (0,0)E(IX (O)IX (t -t )/X (0)=X (t -t )=0)dt
1. t t £ & 1 2 £ £ 1 2
T.x
1

T .
1
. . d
(1) = E(IX (O)IIX (=)lI/X (0)=X (Tr)=0) < ¥ V(D X (0)/X (0),X (7))
S [ [ & Jj=1 J & £ 3
d’ou
d k,k 2 2 2 -1
(1) =< X (A - r© (O)[D r (T)] (r (0) - r (%)) )
=1 2,¢&e g k e [ £

et donc

d b
(1) < ¥ A , on obtient alors
k=1 2,8
e 2 d k,k 2 2 -1/2
E(§ ) < X c(e) A (r (0) - r (£t -t ) dt dt
i k=1 2,¢e & e 1 2 1 2
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d’ou
e 2 d k, k d C/n pC/n C/n 2 2 -1/2
E(€ ) <3 c(e) A (C/n) f - (r (0)=r (u ,..,u)) au
i. k=1 2,&e & e 1 d
-C/n —-C/n —-C/n

On considere alors le vecteur =z

concernant les démonstrations ;

vV k € [1,d] ,

c(e) N (&)
1

k,k
c(e) A
2,8

est

on a alors la

défini au début de la partie

on peut écrire

k
c(e) A

2
c(e) =z -D R (0) =z’ < c(e) N (&) ; or
k £ k 1

=1 , d’ou pour tout k appartenant a [1,d] ,

1
majoré par une constante ne dépendant pas de &

majoration suivante

e 2 d C/n C/n C/n 2 2 -1/2
E(& ) << (C/n) f e (r (O)-r (u ,u ,..,u )) du
i & 3 1 2 i d
—-C/n -C/n —-C/n
On intégre sur les domaines suivants
d -
D1 ={ e [-C/n,C/n] / || > e/N d }
d _
D = { € [-C/n,C/n] / || < e/N d }
Oon sﬁppose gue e < &(C/n) = dC/n
e 2
E(Si) < (1) + (2)
Sur D Soit r € D N ]-C/n,0[x]0,C/n[%x...]0,C/n[ par exemple
- - 1
A 2
r (0) — r (T) = f (1 - cos<x,u>) |Y]| (eu) dF(u)
e I3
0 1740~ 174l 2 ~ 2
r (0) — r (Tt) >> .f <T,u> jY| (eu) dF(u)
e e
-1/4d| | 0 0
Mais |eu| < 1 d’ou:
0 1/dfzl 1/4dlzll
r (0) — r (Tt) > f <T,u> dF (u)
3
N —-1/7d|Tl| (@] O
d’apres ce gui préceéde
r (0O) — r (T) >> |ul , et donc
e e
2d-1
(1) << (C/n) pour & < &"(C/n)
Sur D Soit T € D2 N ]-C/n,0[x]0,C/n[x...]J0,C/n[ par exemple
— -
0O a(e) a(e) A 2
r (0) — r (t) = f f Ce f (1—-cos<t,u>) |Y¥| (egu) dF(u)
e I3

—-a(e) 'O



Or |eul] < 1 et O < <r,u> < 1 , d’ou
e} a(e) a(e) 2 2
r (0) - r (T) >> f .. f <T,u> dF (u) >> |l
e e
—a(e) O 0

pour & < &'"(C/n)

2d-1
d’ou : (2) << (C/n) pour & < &"(C/n)

2_
On en déduit donc gque : 3" << > (C/n) pour & < &£"(C/n)
T ppT
i

J

d
Or il existe au plus (3n) cubes proches d”ou

o< (C/n)d_1 pour & < &£"(C/n) , et donc
d -1
limsup limsup Y << (C/n) , ¥V n =2 N , d7on
5—>=>0 e—>0
lim limsup Y =.0

§——>0 &——=>0

ce gqui acheéve la démonstration du théoréme
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Probabilités/Probability Theory

Estimation de la matrice des moments spectraux d’ordre 2
d’un champ aléatoire gaussien a I’aide des courbes de
niveau

Corinne BERZIN et [leana IRIBARREN

Résumé — On propose des estimateurs pour la matrice des moments spectraux du second ordre
d’un champ aléatoire Gaussien bi-indexé stationnaire et centré. Les estimateurs sont définis & I'aide
de fonctionnelles sur les courbes de niveau du champ. On étudie ses propriétés statistiques et on
donne une expression de la matrice de covariances asymptotique.

Estimation of the spectral moments matrix of second order of a gaussian random
field based on the level curves

Abstract — We propose estimators for the spectral matrix of the second order moments of a
stationary and centered Gaussian bi-parametric random field. ~The estimators are defined as functionals
over the level curves of the field. We study their statistical properties and we give an expression of
the asymptotic covariance matrix.

I INTRODUCTION. — Soit X={X(f):teR?} un champ aléatoire gaussien, centré et
stationnaire. Soit I"(t) sa fonction de covariance, que nous supposerons deux fois différen-
tiable et I"(0) =1. Si dF est la mesure spectrale associée a I', les moments spectraux o
i, j=1, 2 sont définis par

(1) o,.j=J MAdF, i j=1,2
RZ

ij

On notera X la matrice (0;;); j-;, - On suppose que X admet des trajectoires presque
sirement deux fois différentiables; le processus gradient de X, X’ (t)=(X] (t), X5 (¢)), ou
Xi()=0X (1)/ot;, j=1, 2, admet alors comme matrice de covariances (—I7;(0)); ;-4,
ou I'jj(1)=0>T (t)/t; dt;, teR% D’aprés la relation (1) les moments spectraux o;; sont
liés a la fonction I par la relation ;= —I7(0), i, j=1, 2.

Des techniques différentes ont été proposées par plusieurs auteurs pour estimer les
moments spectraux. Lorsque X est un processus gaussien uni-indexé (te R) Lindgren [5]
a proposé des estimateurs pour le second moment spectral en utilisant les passages a
niveau et Cabaifia [1] les extrémes du processus. Dans les cas ou X est un processus bi-
indexé, Longuet-Higgins [6] estime les moments spectraux de tous les ordres en ntilisant
le nombre des zéros du processus sur les droites faisant un angle donné avec I'axe
horizontal.

L’objet de ce travail est de proposer des estimateurs pour la matrice X en utilisant des
fonctionnelles définies sur les courbes de niveau de X du méme type que celles qui ont
été utilisées par Cabaiia [2] pour estimer les paramétres d’isotropie.

L’étude générale du comportement asymptotique de ce type de fonctionnelles a été
faite par Iribarren [4]; on utilisera ses résultats pour établir les propriétés des estimateurs
proposeés.

II. DEFINITION ET PROPRIETES DES ESTIMATEURS DE LA MATRICE Z. — Soient u€ R un niveau
fixée et T un rectangle de R2. Etant donné que X est gaussien, I’ensemble aléatoire
Cl={teT:X(t)=u} est p.s. une courbe différentiable si les conditions suivantes sont

Note présentée par Jean-Pierre KAHANE.

0249-6291/88/03070915 § 2.00 © Académic des Sciences



916 C. R. Acad. Sci. Paris, t. 307, Série I, p. 915-918, 1988

vérifiées :

H1: X est p.s. de classe C2.

H2: detX>0 c’est-a-dire I'”"(0) n’est pas dégénérée.

Le processus gradient de X peut étre représenté par X’ (t)=|| X’ (¢) || (cos © (), sin © (1))
ol || X’ ()| et @ (r), te R?, sont deux champs aléatoires réels stationnaires. Si f: [r, 1) - R
est une fonction continue, les conditions H 1 et H 2 permettent de définir p. s. les intégrales
de ligne (voir [3])

(2) F.(, T)=|T|_1f f(®)dS.
cl

Notre proposition d’estimateurs se fondera sur les valeurs des intégrales
3) Z(T,w=%,1,T); % (T, u)=97u(|cos 0|, T); & (T, uy=%,(|sin 8], T).

Les hypothéses H1, H2 permettent d’écrire les deux premiers moments des
intégrales (2) sous la forme (voir [3])

- n

‘\Ef“u(f, T)=f" £ ® Px oy, 000 (1 O) E[| X’ (0) /X (0) =1, © (0)=06]dB

w  EFUDEET

( =IT|—2J detJ f(e)dej (@) Px (5. x; 005, 0.0y (s 05 6, 9)
TxT -n

xE[|X O |X /X ()=u, X (t)=0; ©(s)=86, © (t)=¢]de.

ou Py ). e (: 8) désigne la densité conjointe des variables X (t) et @ () au point (u; 6).

Soient A, et A_ (A, =A_) les deux valeurs propres de la matrice X; le calcul montre
que

A
s E||X’(O)||=\/2i+ é’<\/1—)\——>=g(2)

ou é’(k)=f - /T—k% sin? @ do est I'intégrale elliptique de second ordre.
0

Les formules (4) appliquées aux fonctionnelles (3) suggérent les -estimateurs suivants
pour les paramétres v, =(o )%, v, =(0,,)"* et y;=g(T)
© (Y1(T, uy=mexp (u2/2) G (T, u),  ¥,(T, y=n exp (u/2) ¥ (T, u),
{ 75 (T, w) =2 m)"2 exp (u?/2) £ (T, u)
lesquels ont la propriété d’étre sans biais. Si on suppose que 0< 6%, <a,, G,,, les valeurs
propres A, A_ de la matrice ¥ sont données par la relation

1
(7 )“:t=£[(0'11 +°'22)i\/(0'11_0'22)7+40f2]-

Soit r=A_/A,; la fonction g (X) peut s’écrire alors comme une fonction de la variable r
et des parametres o, et o,,

. 2
(8) §(E)=/011+05h(r) ou h()= /n(Hr)é"(./l—r)

et o2, peut s'écrire aussi comme
(1=r)*(041+06,2)* = (1+1)?(0,, —03,)°
4(1+n)

9 0'%2 =
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La fonction h est une fonction strictement croissante de r, et elle est définie de
I'intervalle (0, 1) sur (_/2/m), \/E/2). D’aprés les relations (8) et (9) on peut définir les
estimateurs suivants :

Der:

R h=!(a(T, si aelmh
P(T, u)= (o(T, u)) i
1 si a¢lmh
ou

& (T, u)= 7, (T f AUL)
N A EEHCE) \/%’7(’1“ W)+ 72 (T, u)

a(T, u) est toujours supérieur ou égale a _/(2/m), mais il peut dépasser f/ ce qui est
le cas quand le champ tend 4 devenir isotrope (r=1, o%,=0). Ce qui nous améne, en
utilisant (9), a définir I'estimateur de 6%, comme suit :

(1= (T, W)* @} (T, )+ 73 (T, w)* = (L+7 (T, w)* (7} (T, w)—73(T, w)?

.
el ¥ 4(1+7 (T, )?

si r(T, u)#1 et
62,(T, wy=0si r(T, u)=1.
DEFINITION. — On dit que X satisfait une condition de p-mélange si .
sup {|EZyZy —EZ EZy.|: Zyeo(B), Zy.es(B’) }=p(d(B, B)) >0 quand d— oo
ou B et B’ sont deux boréliens de R? et o(B)=0c{X (1):teB}.

THEOREME. — Si les conditions H 1 et H?2 sont vérifiées et qu’en plus
H3: La fonction de covariance I de X est telle que T (u), T (u) et I'”" (u) tendent vers
zéro quand |u[ — 0.
H4: X satisfait une condition de p-mélange et il existe $>0 tel que
2 kz p(k)8/2+8<oo.

keN
HS5: Les moments dordre 2+ 8 de & (T, u) sont finis.
Alors
(10) A% cov (Y (AT, w), 7,(A T, u)) = V,,(T), k,1=1, 2, 3.
quand X — oo, et de plus
(11) A AT, W=yy, 72 AT, W=7, 73 AT, w)—vs)

converge faiblement vers un processus de Wiener tri-dimensionnel Wy (T) indexé par les
rectangles T e R? et de matrice de covariance V(T)=(V,)), 1=y, 2, 3 dont les éléments sont
donnés par les formules suivantes :

(12) V(D) =|T| ! exp (uZ)J HY ' (u, w) dt, k,1=1,2, 3.
RZ

ou
HE (1, 0)=Px g, x 0 (4 0) B 1 (4, 0) = Px g (4) P o (0) s () B (1)

et
2 E(]|X; 9)||X; 0 /X (9)=u, X (1) =v), k
He tu, v)={ 2rE(|X )| X O [I/X (s)=u, X (D)=0), k=1=3
2RE(||X G| [ X @ X () =u, X()=v), k=1,2
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et K (u)h!(v) désigne dans chaque cas le produit des espérances conditionnelles sachant
X (s)=u et sachant X (t)=v.

Remarques. — 1. Le théoréme entraine la consistance des estimateurs Y, (AT, w),
372 (AT, u), }73 (AT, u) et en plus leur indépendance asymptotique.

2. On déduit aussi la consistance et la normalité asymptotique des estimateurs r (A T, u)
et 62, (AT, u).

Démonstration. — La démonstration découle du résultat général sur le comportement
asymptotique des fonctionnelles du type (2) qui est traité dans [4].

Note regue le 19 septembre 1988, acceptée le 26 septembre 1988.
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