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Résumé

La matière active, constituée d’agents élémentaires capables d’exercer une force
persistante sur leur environnement pour se propulser, a fait l’objet de très nom-
breuses études ces 25 dernières années. On peut attribuer cet engouement non
seulement à l’omniprésence des systèmes actifs dans le monde biologique mais
également à la perspective de création de matériaux biomimétiques aux propriétés
nouvelles.

Les comportements collectifs de tels systèmes sont généralement plus aisément
décrits à une échelle macroscopique, “coarse-grainée”, en utilisant des outils de la
théorie de champs. Au cours de ma thèse j’ai développé une méthode de coarse-
graining pour construire explicitement la dynamique macroscopique des champs
qui émerge des dynamiques microscopiques des particules actives en interaction.
J’ai appliqué cette méthode à l’étude des comportements émergents de particules
actives tactiques, ce travail ayant fait l’objet d’une publication dans Physical Re-
view Letter.

Par ailleurs, bien que brisant le bilan détaillé à l’échelle microscopique, le
coarse-graining de certains systèmes actifs peut mener à une description macrosco-
pique d’équilibre effectif. Dans ce cas, les outils de la physique statistique d’équi-
libre peuvent être utilisés pour prédire les propriétés émergentes des systèmes
actifs correspondants. De plus, il a été établi que certains systèmes actifs peuvent
se trouver, à l’échelle macroscopique, dans un état de “quasi-équilibre” dans lequel,
malgré l’absence de bilan détaillé macroscopique, certaines méthodes de la phy-
sique statistique d’équilibre peuvent être employées pour décrire le système. Une
seconde partie de mes travaux de thèse a porté sur l’établissement d’un critère sys-
tématique permettant de déterminer l’existence, à l’échelle macroscopique, de tels
états d’équilibre effectif ou d’états de “quasi-équilibre”. Ces travaux font l’objet
d’un article en cours de préparation, mais ont également servi à la rédaction d’une
revue sur l’irréversibilité de la matière active que j’ai réalisé avec Julien Tailleur,
Yariv Kafri et Frédéric van Wijland.

Une des caractéristiques fondamentales des états stationnaires hors d’équilibre
est l’existence de courants permanents de probabilité. Bien que correctement com-
pris dans les systèmes possédant un nombre fini de degrés de liberté, ces courants
de probabilité restent largement méconnus dans les théories des champs qui, elles,
possèdent par nature un nombre infini de degrés de liberté. Au cours de ma thèse,
j’ai développé un nouvel opérateur différentiel généralisant la notion de rotation-
nel de la dimension 3 (et de dérivée extérieure en dimension finie quelconque)
aux espaces fonctionnels, propres à la théorie des champs : la dérivée extérieure
fonctionnelle. Cet opérateur peut non seulement permettre d’étudier la structure
des courants de probabilité dans les espaces fonctionnels adéquats, mais égale-
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ment de prédire les manifestations de tels courants dans l’espace physique réel. Un
manuscrit présentant ces travaux est en cours d’examen à PRL.

Enfin, j’ai contribué à un revue sur les particules actives d’Ornstein–Uhlenbeck
(AOUPs), dans laquelle j’expose l’étude de la séparation de phase induite par la
motilité chez des AOUPs en interaction de type “quorum–sensing”.

Mots clés : matière active, irréversibilité, équilibre effectif, quasi-équilibre, cou-
rants de probabilité, théorie stochastique des champs, dérivée extérieure fonction-
nelle.
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Summary

Active matter is made out of elementary agents that are able to exert a per-
sistent force on their environment to self-propel. These systems have attracted a
lot of attention over the last two decades not only for their ubiquity in the li-
ving world but also for the prospect of creating biomimetic materials with new
properties.

Collective behaviours of such systems are more easily studied at a macroscopic,
coarse-grained scale, using field theoretical methods. During my PhD, I developed a
coarse-graining method to construct the macroscopic field equations that emerge
from the microscopic dynamics of N interacting active particles. I applied this
method to study the large-scale behaviours of assemblies of tactic particles. This
work was published in Physical Review Letters.

Although microscopic dynamics of active systems break detailed balance, effec-
tive equilibrium dynamics can be recovered at a macroscopic, coarse-grained scale,
in which case the equilibrium toolbox can be used to predict the emerging proper-
ties of the corresponding active system. Furthermore, some active systems have
been shown to be macroscopically in a "quasi-equilibrium state" in which, despite
of the absence of a macroscopic detailed balance, some equilibrium techniques can
still be used to describe the system. A second part of my PhD work consisted in
establishing a systematic criterion characterizing whether or not a given active sys-
tem can be described by a macroscopic equilibrium or "quasi-equilibrium" theory.
This contributed to a review I wrote with Julien Tailleur, Yariv Kafri and Frédéric
van Wijland on irreversibility in active matter, and is at the root of a second work,
in preparation.

Probability currents are known to be characteristic features of nonequilibrium
steady-states. Despite the fact that such currents are well described in systems with
a finite number of degrees of freedom, they remain poorly understood in stochastic
field theories that are effectively infinite-dimensional. During my PhD, I developed
a new differential operator, generalizing the 3-dimensional curl operator (and its
extension to arbitrary but finite dimension) to the functional, infinite-dimensional
spaces of field theory : the functional exterior derivative. This operator allows
analyzing the structure of probability currents in the appropriate functional space,
but also predicting the manifestation of these abstract currents in the real, physical
space. The corresponding manuscript is under review at PRL.

Finally, I contributed to a review on active Ornstein-Uhlenbeck particles (AOUPs)
where I studied motility-induced phase separation in AOUPs interacting via quorum-
sensing.
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Keywords : active matter, irreversibility, effective equilibrium, quasi-equilibrium,
probability currents, stochastic field theory, functional exterior derivative.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 La physique statistique
La physique statistique a pour objet d’étude les systèmes composés d’un grand

nombre “d’agents” ou de “particules” élémentaires. Ces agents peuvent être de
natures et de tailles très diverses, allant des atomes ou des molécules aux acteurs
économiques d’un marché donné, en passant par des grains de sable, des cellules
ou des organismes biologiques en général. Dans ce cadre, l’objectif de la physique
statistique est de prédire le comportement collectif de ces agents élémentaires.

Pour étudier un système physique, la science a souvent recourt à une démarche
réductionniste : elle décompose ce système en sous-systèmes élémentaires, a priori
plus simples, qu’elle analyse en détails, avant de tenter de comprendre le com-
portement de l’ensemble du système. Si l’on suppose déjà avoir connaissance du
comportement d’un sous-système (i.e. d’un agent) élémentaire, sous la forme d’une
équation dynamique décrivant (de manière “satisfaisante”) l’évolution d’un agent
isolé 1 dans son espace d’état Γ , il peut déjà être compliqué de déduire le compor-
tement d’un nombre restreint d’agents élémentaires interagissant entre eux. Sur le
plan analytique, la résolution des équations dynamiques est souvent difficile voire
impossible [95], à l’instar du problème à trois corps de la mécanique classique pour
lequel il n’existe pas de “solution explicite” générale [59]. Sur le plan numérique,
on peut espérer pouvoir “résoudre” l’ensemble des équations dynamiques, c’est à
dire, pour un ensemble de conditions initiales données, prédire l’état du système
dans le futur avec une précision que l’on s’est donnée au préalable. Cependant, la
dynamique de nos quelques agents élémentaires en interaction peut être chaotique,

1. Ce qui est loin d’être toujours facile si l’on pense, par exemple, au cas d’un agent écono-
mique.
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comme c’est le cas, par exemple, du problème à trois corps. Dans ce cas nos prédic-
tions numériques n’auront la précision fixée qu’à un certain horizon temporel fini.
L’élargissement de cet horizon se fait alors au prix d’une plus grande précision dans
la connaissance de l’état initial du système, et éventuellement d’une discrétisation
numérique plus fine de la variable temporelle.

La physique statistique s’inscrit dans cette démarche scientifique réduction-
niste, qui consiste à tenter de “déduire” le comportement du tout à partir de celui
de ses parties. Mais la physique statistique a ceci de particulier qu’elle s’intéresse
à des systèmes généralement composés d’un “très grand” nombre d’agents élémen-
taires. Pour l’étude d’un volume macroscopique d’un gaz par exemple, ce nombre
N est typiquement de l’ordre du nombre d’Avogadro NA ' 6.02 × 1023. Pour un
tel nombre de particules élémentaires, on ne peut espérer prédire le comportement
de l’ensemble du système simplement en simulant la réunion des équations dyna-
miques de chacun des agents en interaction. En effet, les performances numériques
actuelles dans ce domaine permettent de simuler la dynamique (newtonnienne)
d’environ 100 millions de particules, sur 10 nanosecondes de temps réel, en une
journée de simulation [116, 1, 101]. Autrement dit, pour simuler le comportement
de 100 millions de particules sur un temps macroscopique, de l’ordre d’une seconde
par exemple, il faudrait effectuer une simulation d’environ 100 millions de jours,
c’est à dire 300 milles ans. On peut donc estimer que la simulation de l’évolution
de 1023 particules sur 1 seconde prendrait environ 1 milliard de milliards d’années,
soit bien plus que l’âge de l’univers ! De plus, pour prédire l’évolution d’un sys-
tème réel sur un temps macroscopique, il faudrait être en mesure de connaître,
à un instant donné, l’état de l’ensemble de ses particules élémentaires avec une
bonne précision, ce qui est évidemment illusoire si l’on cherche à étudier un vo-
lume macroscopique de gaz (à pression atmosphérique par exemple). Enfin, en plus
du temps de calcul et de la précision de la mesure des conditions initiales, la capa-
cité de mémoire de stockage serait également un problème majeur si l’on cherchait
à prédire numériquement l’évolution d’un trop grand nombre de particules.

Ainsi on ne peut espérer atteindre l’objectif de la physique statistique qu’en
remplaçant la dynamique “microscopique” sur l’espace d’état total ΓN par une ap-
proche mathématique différente, plus à même de décrire le comportement collectif
des particules, typiquement sur des échelles d’espace et de temps grandes devant
les temps et longueurs caractéristiques d’évolution des particules elles-mêmes. La
suite de la présente section consiste en un rapide tour d’horizon des différents
points de vue élaborés (essentiellement) au fil des deux derniers siècles pour ten-
ter de décrire les comportements collectifs de ces grands ensembles de particules
élémentaires. Loin d’être exhaustive, cette section rétrospective a pour but d’in-
troduire les idées et concepts essentiels sur lesquels se fonde la physique statistique
de la matière active, thématique sur laquelle portent les travaux de thèse présentés
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dans ce manuscrit.

1.1.1 Thermodynamique : observables et macro-états

La Thermodynamique est une théorie essentiellement fondée entre la seconde
moitié du XVIIIe siècle et la première moitié du XIXe siècle 2 pour répondre aux
défis de la première révolution industrielle. Son objectif initial était de pouvoir dis-
cerner les machines thermiques physiquement impossibles de celles réalisables [27]
et d’optimiser le rendement de ces dernières. Par la suite la thermodynamique s’est
peu à peu imposée non seulement comme la science des transferts et conversions
d’énergies mais également dans l’étude des changements d’état.

Sur le plan théorique, la thermodynamique conjecture en premier lieu l’exis-
tence d’états particuliers des systèmes simples 3, appelés états d’équilibre thermo-
dynamique, et définis comme suit [27] : un système simple est dans un état dit
d’équilibre thermodynamique lorsqu’il est entièrement caractérisé, à l’échelle ma-
croscopique, par son énergie interne U , son volume V ainsi que par la composition
N1, ..., Nr des agents chimiques qui le constituent 4.

Bien que la définition de l’équilibre thermodynamique donnée ci-dessus soit
primordiale pour axiomatiser le formalisme thermodynamique, il est expérimen-
talement impossible de l’utiliser comme telle pour vérifier si un système est à
l’équilibre ou non. En pratique, “un système sera considéré à l’équilibre thermo-
dynamique si ses propriétés sont décrites de manière consistante par la théorie de
la thermodynamique”(traduit de [27]).

Le premier principe de la thermodynamique consiste ensuite à postuler la
conservation de l’énergie 5, exploitant de manière avant-gardiste une caractéris-
tique commune à toutes les théories physiques “fondamentales” : l’invariance par
translation dans le temps 6. Cette conservation implique que la variation de l’éner-
gie d’un système résulte d’échanges énergétiques avec l’extérieur. Ces échanges
peuvent être de deux natures différentes : travail W ou chaleur Q, si bien que la

2. Certains travaux importants ont été réalisés antérieurement, comme ceux de Robert Boyle
qui démontrent expérimentalement qu’un gaz maintenu à température constante voit le produit
de son volume par sa pression inchangé.

3. Un système est dit simple s’il est macroscopiquement homogène, isotrope, non chargé, non
soumis à des champs électromagnétique ou gravitationnel, et s’il est suffisamment grand pour
que tout effet de bord soit négligeable [27].

4. On ne parlera pas ici des généralisations de la thermodynamique, considérant par exemple
des effets électriques ou mécaniques plus complexes.

5. On confondra dans cette section énergie globale et énergie interne du système, supposant
ainsi que l’énergie cinétique et potentielle du centre de masse du système est la même au début
et à la fin des transformations considérées.

6. qui implique la conservation de l’énergie d’après le célèbre théorème d’Emmy Noether
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variation infinitésimale de l’énergie interne s’écrit, selon le premier principe :

dU = δW + δQ . (1.1)

Notons que cette théorie fût développée à une époque où la nature atomique de
la matière n’était qu’une hypothèse, de surcroît largement critiquée, jusqu’au cé-
lèbre article de synthèse publié par Jean Perrin en 1909 [99]. Malgré cela, dans
la distinction entre travail et chaleur qu’opère la thermodynamique, se dessine
déjà une des caractéristiques fondamentales de la physique statistique — théorie
qui s’inscrit dans le prolongement direct de la thermodynamique — l’existence de
plusieurs échelles spatio-temporelles distinctes. En effet le terme “travail” désigne
tous les échanges d’énergie se situant à l’échelle spatio-temporelle macroscopique,
à laquelle on observe le système ; tandis que la “chaleur” regroupe tous les modes
de transfert d’énergie se situant à des échelles d’espaces et de temps plus petites,
caractéristiques des constituants élémentaires du système [27].

Le second principe de la thermodynamique constitue, quant à lui, l’autre grand
pilier de la théorie. L’une de ses formulations les plus répandues dans les manuels
scolaires modernes [107] consiste à postuler l’existence d’une fonction d’état ex-
tensive S, appelée entropie du système, dont la différentielle vérifie :

dS = δQ

T
+ δSc , δSc ≥ 0 . (1.2)

δSc est l’entropie créée au cours de la transformation (infinitésimale). Lorsque celle-
ci s’annule, la transformation est dite réversible. La formulation (1.2) du second
principe, bien que très concise, a le mérite de faire apparaître clairement les deux
“miracles” contenus dans le second principe, qui sont à la base du succès de la
théorie thermodynamique :
(i) Pour deux états d’équilibre A et B donnés, le rapport du flux de chaleur sur

la température est le même pour toute transformation réversible allant de
l’état A à l’état B. Autrement dit, “le long de toute transformation réver-
sible”, δQ/T est une différentielle exacte. C’est donc la différentielle d’une
fonction 7 appelée entropie du système et notée S. C’est l’existence de ce
fait expérimental a priori surprenant qui permet de réaliser des calculs de
transfert d’énergie (par exemple de calculer une borne supérieure au travail
récupérable) bien que l’on ne connaisse quasiment rien des circonstances (ni
même, historiquement, de la nature) du transfère énergétique sous forme de
flux de chaleur.

7. Pour toute constante réelle c, S + c est également une fonction qui convient. C’est le
troisième principe de la thermodynamique, ou “principe de Nernst”, qui fixe cette constante en
exigeant que l’entropie s’annule au zéro absolu.
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(ii) L’entropie d’un système isolé ne peut que croître. Sa variation au cours d’une
transformation thermodynamique est nulle si et seulement si ladite trans-
formation est réversible. C’est ce principe de croissance de l’entropie d’un
système isolé qui fournit le sens “naturel” d’évolution des échanges énergé-
tiques. Ce faisant il permet aussi de répondre à un des objectifs originels de
la thermodynamique : distinguer les machines thermiques réalisables de celle
physiquement interdites (selon que l’entropie totale croisse ou décroisse au
cours d’un cycle).

Notons que (ii) est souvent qualifié de “flèche du temps” thermodynamique, ce qui
peut paraître paradoxal étant donné que le temps n’apparaît pas explicitement
dans la formulation théorique de la thermodynamique. L’absence de la variable
temporelle dans le formalisme thermodynamique est essentiellement une consé-
quence du point (i) : “l’information maximale” sur une transformation – i.e. la
valeur de toutes les variables thermodynamiques au cours de la transformation –
est obtenue seulement quand celle-ci est réversible, donc infiniment lente, ce qui
implique qu’on se place implicitement dans la limite de temps de transformation
infini lorsqu’on manipule les différentielles des fonctions d’état.

Enfin, signalons que la fonction S(U, V,N1, ..., Nr) contient toute l’information
thermodynamique sur un système donné, à l’équilibre thermodynamique. Elle est
ainsi nommée fonction fondamentale 8. En vertu de l’extensivité de S et de ses
variables, on peut aisément obtenir l’équation fondamentale d’un système com-
posite 9 en fonction de celles des systèmes simples qui le composent. Ensuite, le
second principe affirme que, de tous les états d’équilibre intérieurement contraints
de ce système composite, l’état d’équilibre sans contrainte interne est celui d’entro-
pie maximale. Selon les circonstances de la transformation effectuée (qui consiste
formellement à relâcher des contraintes internes), il peut être judicieux de rem-
placer l’entropie par l’une ou l’autre de ses transformées de Legendre (partielle ou
totale). Ces transformées de Legendre sont appelés potentiels thermodynamiques
et sont aussi extrémalisées lors du relâchement des contraintes appropriées. Dans
la pratique, ces potentiels jouent un rôle majeur en thermodynamique, et nous
verrons que leurs généralisations “variationnelles” sont d’une grande importance
également en physique statistique.

8. C’est plus précisément la formulation entropique de l’équation fondamentale. La connais-
sance de la fonction U(S, V,N1, ..., Nr) est quant à elle appelée “formulation énergétique” de
l’équation fondamentale.

9. Un système composite est défini comme la réunion de systèmes simples.
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1.1.2 Physique statistique d’équilibre : mesure de proba-
bilité et micro-états

La physique statistique à proprement parler naît de la volonté d’ancrer la ther-
modynamique sur des bases plus “fondamentales”. Elle voit le jour dans la seconde
moitié du XIXe siècle, Boltzmann, Maxwell et Gibbs étant souvent considérés
comme ses principaux fondateurs. Bien que formulée en partie avant l’établis-
sement du consensus scientifique autour de la nature atomique de la matière,
cette approche met au premier plan l’espace ΓN des micro-états puisqu’elle af-
firme que les grandeurs thermodynamiques Ā sont des moyennes temporelles (à
temps “long”) d’observables A sur ΓN :

Ā ≡ lim
τ→∞

1
τ

∫ τ

0
A(x(t))dt , (1.3)

où (x(t))t≥0 est la trajectoire du système dans l’espace ΓN au cours de la me-
sure de Ā. Mais cette nouvelle approche propose de remplacer dans les calculs
la dynamique sur ΓN par une mesure de probabilité ν sur ce même espace, lais-
sée invariante par la dynamique. C’est le principe ergodique selon lequel, pour un
système à l’équilibre thermodynamique, la moyenne temporelle sur A peut être
remplacée par la moyenne d’ensemble associée à ν :

Ā = 〈A〉 ≡
∫

ΓN
A(x)ν(dx) . (1.4)

Le second postulat, sur lequel se fonde cette physique statistique des systèmes
d’équilibre, affirme que, pour un système isolé, cette mesure ν coïncide avec la
mesure uniforme sur le sous-ensemble de ΓN d’énergie constante, égale à celle
du système. Ce second postulat permet ensuite de déduire la mesure ν dans des
situations plus générales, quand le système est en contact avec divers “réservoirs”
(énergie, particules,...). Les mesures ainsi obtenues sont les mesures de Gibbs. Par
exemple, dans le cas d’un système en contact avec un thermostat à température
T , ν est appelée mesure canonique, et a pour densité

pGibbs(x) = Z−1e−βH(x) (1.5)

où H est l’Hamiltonien du système, β = (kBT )−1 est l’inverse de la température, et
Z(β) est la constante de normalisation, aussi appelée fonction de partition. C’est
justement cette fonction de partition qui permet de retrouver toute la thermody-
namique du système, puisque F ≡ −β−1 lnZ(β) coïncide avec l’énergie libre de
Gibbs de la thermodynamique 10.

10. Certains ouvrages nomment cette énergie libre : “l’énergie libre de Helmholtz” et réservent
le qualificatif “énergie libre de Gibbs” à l’enthalpie libre.
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Notons de même que l’entropie thermodynamique Sth coïncide (à kB près)
avec l’entropie de Shannon associée à la probabilité de Gibbs pGibbs de l’ensemble
approprié :

Sth = kBSSh[pGibbs] , où SSh[p] ≡ −
∫

ΓN
p(x) ln p(x)dx (1.6)

Ce résultat, a priori étonnant, est la partie émergée d’un lien profond entre phy-
sique statistique, thermodynamique et théorie de l’information, mise au jour par
Jaynes dans un article datant de 1957 [63]. Dans cet article, Jaynes montre que les
mesures de Gibbs maximisent l’entropie de Shannon — vue comme fonctionnelle
de probabilités — sous contrainte de moyenne des observables appropriées. Par
exemple, la mesure canonique (1.5) maximise SSh[p] à 〈H〉 fixé.

Si l’on applique la méthode de Lagrange pour maximiser l’entropie de Shan-
non, en fixant la valeur moyenne de n observables (Ai)i=1...n, il apparaît que les
coefficients de Lagrange (λi)i=1...n correspondent aux variables thermodynamiques
conjuguées aux 〈Ai〉. Ainsi pour des réservoirs donnés, on peut considérer les λi
comme étant fixés (température, potentiels chimiques,...), et la méthode de La-
grange revient alors simplement à minimiser le potentiel variationnel :

Ψλ1,...,λn [p] ≡
n∑
i=1

λi〈Ai〉p − SSh[p] , où 〈Ai〉p ≡
∫

ΓN
Ai(x)p(x)dx . (1.7)

La résolution de ce problème donne les fameuses mesures de Gibbs :

pGibbs(x) = e−
∑

i
λiAi(x)+ψ(λ1,...,λn) (1.8)

où ψ(λ1, ..., λn) est l’opposée du logarithme de la fonction de partition associée à
la mesure. Autrement dit, c’est le potentiel thermodynamique de l’ensemble statis-
tique considéré 11. A l’équilibre le potentiel variationnel coïncide avec ce potentiel
thermodynamique Ψλ1,...,λn [pGibbs] = ψ(λ1, ..., λn).

Ainsi l’extrémalisation des potentiels variationnels remplace, au niveau statis-
tique, celle des potentiels thermodynamiques. On verra dans la section suivante,
ainsi qu’au chapitre 2, que l’évolution d’un processus stochastique d’équilibre pré-
sente généralement une structure de descente de gradient pour un potentiel varia-
tionnel.

Par ailleurs, notons que l’application des méthodes mentionnées dans ce para-
graphe est conditionnée au fait que le système étudié soit à l’équilibre thermodyna-
mique. Mais la définition de l’équilibre au sens thermodynamique est difficilement

11. Pour être tout à fait précis, les λi ne coïncident pas totalement avec les grandeurs intensives
thermodynamiques “usuelles” T, µ, ..., et, dans l’équation (1.8), ψ est un potentiel de Massieu
(transformées de Legendre de l’entropie) plutôt qu’un potentiel thermodynamique (transformées
de Legendre de l’énergie). On explique ces différences dans l’appendice A.
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vérifiable directement en pratique, comme nous l’avons discuté dans la section
précédente. C’est sans doute pour cette raison que bon nombre d’ouvrages de phy-
sique statistique [55, 41] définissent l’état d’équilibre lui-même par les mesures de
Gibbs : un système est dit à l’équilibre thermodynamique si sa distribution dans
l’état stationnaire est une mesure de Gibbs. Nous verrons par la suite qu’il existe
encore une autre définition de l’équilibre, sans doute mieux adaptée à l’approche,
plus dynamique, des processus stochastiques — approche que nous avons systé-
matiquement adoptée au cours de cette thèse — et qui a trait à la réversibilité
temporelle.

Finalement, la physique des ensembles statistiques, présentée brièvement dans
cette section, propose d’étudier un système à l’équilibre par le programme suivant :
trouver l’ensemble statistique adapté au système que l’on souhaite étudier (c’est
à dire, notamment, trouver un Hamiltonien idoine) ; puis calculer la fonction de
partition, celle-ci contenant toute l’information thermodynamique du système. Ce
programme général, formellement bien compris, peut laisser entendre que l’étude
statistique des systèmes à l’équilibre est un problème “résolu” de manière générale.
Or, dans les faits, le calcul de la fonction de partition est souvent extraordinaire-
ment complexe. On peut alors tenter d’estimer la mesure d’équilibre numérique-
ment, par exemple par des méthodes de type Monte-Carlo. Mais, à nouveau, ces
méthodes numériques ne peuvent fonctionner que si le nombre N de particules
considérées n’est pas trop grand. En effet, il semble illusoire d’espérer estimer une
mesure sur un espace ΓN dont la dimension est de l’ordre du nombre d’Avogadro.
Lorsque N est de l’ordre de NA, si on peut négliger les interactions entre les parti-
cules, i.e. si l’ensemble des particules constitue un gaz parfait, la mesure se factorise
et on est alors ramené à l’étude, considérablement plus simple, d’une mesure sur
Γ. Lorsque ce n’est pas le cas, il est nécessaire de réduire encore la complexité de
la modélisation mathématique pour décrire le problème. On présente deux autres
méthodes de “réduction de complexité” (applicables dans certains contextes) dans
les deux sections suivantes.

1.1.3 Séparation d’échelle et équation de Langevin

En 1827, le naturaliste écossais Robert Brown observe et décrit le mouvement
erratique de particules issues de grains de pollen de la plante Clarkia pulchella, ces
particules étant plongées dans de l’eau. Par la suite il reproduit l’expérience avec
des particules inorganiques et conclut que l’explication vitaliste – selon laquelle ce
serait “l’énergie vitale” présente dans les particules de pollen qui leur conférerait
un tel mouvement – ne peut pas être exacte [23]. Bien que Robert Brown ne soit
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pas le premier à réaliser de telles expériences 12, et ne propose pas de théorie pour
expliquer ses observations, ce mouvement erratique sera par la suite baptisé, en
son honneur, mouvement brownien.

A la suite notamment des travaux d’Einstein, Smoluchovski, Perrin et Lange-
vin 13, il apparaît clairement que ce sont les chocs de ces particules mésoscopiques
avec les particules microscopiques du solvant qui sont à l’origine de ce mouvement
aléatoire. Pour modéliser de tels types de mouvements, Paul Langevin introduit
en 1908 [72] une équation différentielle d’un genre nouveau, contenant une partie
stochastique :

mr̈ = −∇V (r)− γṙ + η (1.9)

où m est la masse de la particule, r est sa position, V est un potentiel extérieur
dans lequel la particule évolue, γ est le coefficient de friction, et η est un pro-
cessus aléatoire gaussien, centré, et dont les corrélations satisfont 〈ηi(t)ηj(s)〉 =
2γkBTδijδ(t − s), T étant la température du bain. L’interaction d’une particule
mésoscopique avec son bain microscopique environnant est ainsi décomposée en
une force moyenne −γṙ correspondant à un frottement fluide, à laquelle s’ajoute
une force aléatoire, de moyenne nulle, représentée par η.

L’équation (1.9), appelée équation de Langevin (sous-amortie), opère une for-
midable réduction des degrés de liberté du système total {particule mésoscopique
+ solvant} puisque l’on passe d’une dynamique sur ΓN+1, où le nombre de par-
ticule du bain N est grand devant 1, à une dynamique aléatoire sur Γ ; le prix à
payer étant que le déterminisme des équations de Newton est remplacé par une
dynamique stochastique. De plus, cette méthode se généralise aux cas de plusieurs
particules mésoscopiques interagissant les unes avec les autres.

Notons que, dans certains cas, il est possible de procéder analytiquement à
une telle opération. Par exemple, en une dimension d’espace, en modélisant les
particules du bain par un grand nombre d’oscillateurs harmoniques, couplés à
la particule mésoscopique par une interaction elle aussi harmonique, on obtient
l’équation suivante pour la dynamique de la particule mésoscopique [148] :

mr̈(t) = −∇V (r)−
∫ t

0
K(t− s)ṙ(s)ds+ ξ . (1.10)

Si la mesure initiale sur l’état des oscillateurs correspond à celle de l’ensemble
canonique, ξ est un processus gaussien centré, tel que 〈ξ(t)ξ(s)〉 = kBTK(t − s).
L’équation obtenue est en tout point similaire à celle de Langevin (1.9), excepté le

12. Par exemple, en 1785, Jan Ingenhousz observe que des particules de charbon flottant dans
de l’alcool présentent un mouvement de nature en apparence aléatoire.
13. Louis Bachelier décrit un mouvement similaire au mouvement brownien dans sa thèse, dès

1900. Il avait pour but de décrire les fluctuations du prix des actions boursières, mais ses travaux
ne seront re-découverts que plus tard.
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fait qu’elle possède une mémoire : la force de frottement fluide ainsi que les corréla-
tions du terme stochastique — donc la dynamique de la particule mésoscopique —
dépendent de l’état du système à des temps antérieurs, via le noyau de mémoire
K. On dit qu’une telle dynamique est non markovienne. Notons que ce n’était
pas le cas de la dynamique initiale portant sur l’ensemble des couples position–
vitesse (ri, vi) qui, elle, était bien markovienne. Ainsi la projection de degrés de
libertés déterministes et markoviens se fait au prix, non seulement du caractère
déterministe, mais également du caractère markovien de la dynamique. Cepen-
dant en prenant la limite de “mémoire infiniment courte” K(t − s) → 2γδ(t − s)
de l’équation (1.10), on retrouve (la version unidimensionnelle de) l’équation de
Langevin (1.9). Celle-ci apparaît ainsi comme une situation limite, valide quand
le temps typique de relaxation de la particule mésoscopique (donné par sa masse
m divisée par l’amplitude typique de K) est grand devant le temps caractéristique
de “mémoire du bain” (le temps typique de décroissance de K).

Par ailleurs, l’équation de Langevin (1.9) elle-même présente une situation
limite intéressante. Celle-ci s’applique lorsque le système étudié évolue dans des
conditions telles que l’inertie de la particule est négligeable devant le frottement
fluide, i.e quand le nombre de Reynolds est très petit devant 1. L’équation (1.9)
peut alors être approximée par l’équation de Langevin sur-amortie :

ṙ = −γ−1∇V (r) + γ−1η . (1.11)

Toutes les situations étudiées durant cette thèse rentrent dans cette catégorie.
C’est pourquoi on s’intéressera dans la suite essentiellement aux propriétés de tel
systèmes “sur-amortis”.

A toute équation différentielle stochastique markovienne, telle que les équa-
tions (1.9) et (1.11), on peut associer une équation aux dérivées partielles (déter-
ministe), dite de Fokker–Planck, donnant l’évolution de la mesure de probabilité
du système au cours du temps. Notons que pour le cas sur-amorti, cette équation
de Fokker–Planck prend une forme bien particulière :

∂tpt(r) = γ−1∇ ·
[
pt(r)∇δF [pt]

δp(r)

]
, (1.12)

où
F [p] =

∫
p(r′)V (r′)dr′ + β−1

∫
p(r′) log p(r′)dr′ . (1.13)

Nous verrons au chapitre 5 qu’un espace tel que celui des densités de probabi-
lité sur Γ peut être muni d’une structure riemannienne permettant d’interpréter
l’équation (1.12) comme une descente de gradient de la fonctionnelle F , qui n’est
autre que l’énergie libre variationnelle. Ainsi, il n’est pas surprenant que la me-
sure stationnaire associée à la particule sur-amortie soit la mesure de Gibbs de
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l’ensemble canonique (1.5) avec l’énergie H = V . Notons que, bien que l’équation
de Fokker–Planck associée à l’équation de Langevin sous-amortie (1.9) soit un
peu plus compliquée à interpréter géométriquement que celle (1.12) associée à une
équation de Langevin sur–amortie (descente de gradient fonctionnelle), sa mesure
stationnaire est également une mesure de Gibbs canonique (1.5) d’hamiltonien
H = V +m|v|2/2. Ainsi une particule dont le comportement est décrit par l’équa-
tion (1.9) ou (1.11) constitue bien un système à l’équilibre thermodynamique, selon
la définition donnée à la section 1.1.2.

Cependant, dans de tels contextes, où l’on modélise l’évolution temporelle (de
certains degrés de liberté) du système par une équation différentielle stochastique,
il existe une autre définition, plus dynamique, de l’équilibre : celle du bilan détaillé.
Un système est à l’équilibre au sens du bilan détaillé (ou “vérifie le bilan détaillé”)
si et seulement si, dans son état stationnaire, toute trajectoire (xt)t∈[0;T ] (dans l’es-
pace Γ d’états de la particule et sur un intervalle temporel [0; T ]) est aussi probable
que sa trajectoire “renversée en temps” (x̄t)t∈[0;T ]. Pour l’équation de Langevin, le
reversement temporelle d’une trajectoire (rt)t∈[0;T ] consiste simplement à parcourir
la trajectoire en sens inverse (r̄t)t∈[0;T ] ≡ (rT −t)t∈[0;T ]. Nous verrons au chapite 2
que l’équation de Langevin (sous–amortie (1.9) comme sur–amortie(1.11) est éga-
lement réversible au sens du bilan détaillé. Dans des situations plus générales, telles
que celle d’une particule colloïdale chargée soumise à un champ magnétique, ou
celle d’une simple particule active, la notion de “trajectoire renversée en temps”
peut être plus subtile et sera discutée en détails au chapite 2.

1.1.4 La théorie des champs
Une autre limite de l’approche de la physique statistique classique, qui met au

premier plan l’étude d’une mesure sur ΓN , est la difficulté de faire le lien entre
les propriétés du système en différents points de l’espace “réel” et ce qu’il se passe
dans l’espace des états ΓN (du moins quand les calculs exactes sont hors d’atteinte).
En effet, caractériser un système par une mesure sur l’espace des micro-états ΓN
met structurellement au premier plan des “informations” sur le comportement de
chacune des particules. Tandis que pour étudier les comportements collectifs de
telles particules, se déployant dans l’espace réel, on aimerait plutôt une approche
mathématique structurant l’information — sur le comportement du système —
au voisinage de chaque point de l’espace, i.e. une description du système via des
fonctions (entre autres) de la variable spatiale. Cette dernière approche, qui met
l’espace réel au premier plan, est celle de la théorie des champs 14.

14. Notons que ces deux types d’approche mathématique coïncident seulement lorsque les par-
ticules sont fixes, sur un réseau par exemple. D’où la pertinence de l’approche des ensembles
statistiques aux modèles tels que ceux d’Ising ou d’Heisenberg par exemples, pour étudier les
transitions de phase. En effet, le modèles d’Ising en dimension d, par exemple, a pour espace
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Dans la suite, on note de manière générique E l’espace “réel” ou “physique”
du contexte étudié. Par exemple, dans la plupart des conditions expérimentales
auxquelles nous allons nous intéresser, les particules évoluent dans un espace eu-
clidien, de telle sorte E ⊆ Rd. Ou encore, pour des simulations numériques en 2D
avec conditions aux bords périodiques, E est le tore de dimension 2 — conditions
dans lesquelles toutes les simulations de cette thèse ont été réalisées.

Un champ sur E est alors une application de E dans un espace A — qui
est généralement muni d’une structure d’espace vectoriel. Une théorie des champs
est alors une description dynamique et/ou statistique d’un ensemble de champs
φk : E −→ Ak censés caractériser un système physique à une échelle donnée.

La théorie de l’hydrodynamique nous enseigne que, pour décrire un système
(classique) à de grandes échelles d’espace et de temps, il suffit d’établir la dyna-
mique de ses champs φk dits “hydrodynamiques”. Ces champs sont les modes lents
du système, i.e. ceux dont le temps typique de relaxation diverge avec la taille du
système. Ces champs peuvent être de natures distinctes, par exemple :

— des champs associés à des quantités conservées. On parle encore de “modes
hydrodynamiques fondamentaux”. Ce sont : la densité de matière (en masse
ou en nombre), la densité d’énergie, ainsi que la densité d’impulsion 15.

— des champs associés à des symétries continues spontanément brisées, encore
appelés modes de Nambu-Goldstone.

— des champs associés à modes “critiques”, tels que la polarisation dans le
modèle A par exemple.

Mathématiquement, le passage à une théorie des champs commence par l’iden-
tification des observables ϕik : ΓN −→ Ak , permettant d’attribuer à chaque par-
ticule i des grandeurs physiques dont les φk sont les densités spatiales. Ce sont,
par exemple, les observables d’énergie, ou d’impulsion de chacune des particules.
Ensuite on définit les champs empiriques :

φ̂
(N)
k : ΓN −→ Ak

x 7−→ φ̂
(N)
k (x) ≡ 1

N

∑
k=1...N ϕ

i
k(x)δri

où on a noté Ak l’espace des champs sur E à valeur dans Ak 16, x ∈ ΓN le micro-
état, ri la position de la ième particule dans le micro-état x, et δr le delta de Dirac
en r ∈ E. Par exemple, si on part de la description microscopique d’un système
hamiltonien de particules de masse m interagissant via un potentiel de paire V

d’état ΓN = {−1; 1}N . Si les spins sont disposés sur un réseau R ⊂ Rd, l’état du système dans
ΓN est équivalent à la valeur d’une fonction de R dans {−1; 1}, i.e. à l’état d’un champ.
15. La conservation du moment angulaire des systèmes microscopiques hamiltoniens est parti-

culière et ne donne généralement pas lieu à un mode hydrodynamique [50]
16. qui ne sont en fait pas vraiment des fonctions sur E, mais des distributions à valeur dans
Ak.
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alors x = (ri,pi)i=1,...,N et si φk est, par exemple, la densité d’énergie, alors

ϕik(x) = |pi|
2

2m + 1
2
∑
j 6=i

V (|ri − rj|) (1.14)

Enfin, si x(t) est une solution de la dynamique sur ΓN , dériver par rapport au
temps les φ̂(N)

k (x(t)) donne un système d’équations dynamiques sur les φ̂(N)
k , ce

système n’étant pas nécessairement fermé 17. Un problème ouvert est alors de cal-
culer la limite de ce système d’équations quand N →∞ et de déterminer si celle–ci
correspond à un ensemble fermé d’équations sur les φk = limN→∞ φ̂

(N)
k .

Les calculs étant très difficiles à mener en général, il faut faire des approxi-
mations. Tout d’abord on peut par exemple faire un développement en gradients
des équations génériques sur φk. Ensuite, en hydrodynamique des systèmes passifs
(comme pour l’équation de Navier-Stokes classique par exemple), on fait géné-
ralement une hypothèse d’équilibre local 18 qui permet d’obtenir notamment les
coefficients de réponse en fonction d’observables microscopiques du système (via
les relations de Green-Kubo).

Une autre approche consiste à se contenter d’une forme phénoménologique des
équations dynamiques des φk, en prenant des développements en gradients aux
ordres “les plus bas possibles” (mais rendant toujours compte de la phénoménolo-
gie), en respectant les symétries du système microscopique sous-jacent. On étudiera
de telles équations phénoménologiques de champs notamment au chapitre 5.

Dans le cadre des systèmes actifs, où aucune hypothèse d’équilibre local ne
peut être faite a priori, nous adopterons une méthode légèrement différente pour
réaliser des coarse-graining de manière explicite au chapitre 3. Celle-ci consistera
à prendre une limite diffusive de grande taille et de grand temps, explicitement
au niveau de ΓN , pour se ramener à un espace d’état réduit à EN . Puis nous
prendrons simplement le pushforward de la dynamique effective obtenue sur EN

pour se ramener à une dynamique stochastique sur les sommes de N masses de
Dirac sur E. Enfin, nous utiliserons le calcul stochastique [35, 122] pour étendre
cette équation stochastique aux champs continus sur E, ce qui sera suffisant dans
le cas de la “matière active scalaire sèche” qui est l’objet d’étude cette thèse et que
nous présentons à présent.

17. Cet opération de transport de la dynamique de ΓN à un système d’équations hydrodyna-
miques correspond moralement au pushforward (au sens géométrique) du champ de vecteurs sur
ΓN par Φ̂(N) : x ∈ ΓN 7→ (φ̂(N)

k (x))k ∈ A, où A est l’espace des application de E dans
∏
kAk.

18. Qui consiste à supposer que le pushforward de la mesure sur ΓN par Φ̂(N) est une mesure
de Gibbs généralisée, dans laquelle les produits λiAi de (1.8) sont remplacés par les intégrales∫
E
λi(r)φi(r)dr [79].
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1.2 La matière active

Les théories de la thermodynamique et de la physique statistique des systèmes
d’équilibre ont non seulement constitué de formidables avancées en terme de com-
préhension des “lois de la nature”, mais elles ont également permis d’incroyables
progrès technologiques tels que la conception et l’optimisation de machines ther-
miques (chauffage ; conservation alimentaire ; propulsion des véhicules thermiques ;
production d’électricité à partir de la combustion d’énergie fossile où de la désin-
tégration d’éléments radioactifs, via des turbines), l’essor des industries pharma-
ceutiques et cosmétiques (via le développement de la chimie thermodynamique et
cinétique notamment), ou également la fabrication des écrans LCD (“liquid crystal
display”) qui se partagent le marché de l’affichage des appareils électroniques avec
la technologie OLED (“organic light emitting diode”).

Cependant, la portée de ces théories reste tout de même limitée puisqu’elles
ne permettent pas de décrire les systèmes qui ne sont pas à l’équilibre thermo-
dynamique. Parmi ces systèmes hors équilibre, on peut prendre pour exemple les
systèmes vitreux, qui restent bloqués dans certains secteurs d’un paysage d’énergie
libre accidenté et n’atteignent un état d’équilibre que pour des temps infiniment
longs. Ou encore les systèmes auxquels on impose des conditions aux bords non-
homogènes, comme une barre de fer que l’on met en contact à ses extrémités
avec deux thermostats à des températures différentes. Un autre exemple consiste
à imposer un champ (non gradient) à un système diffusif. Par exemple un champ
électrique “solénoïdale” (que l’on peut créer en faisant circuler un courant alterna-
tif dans une bobine) imposé à des ions en solution, de telle sorte que, si le temps
caractéristique d’évolution du champ est très grand devant le temps typique de
relaxation de la solution ionique, alors on peut considérer une échelle de temps
intermédiaire, sur laquelle le champ est approximativement constant. L’état du
système peut alors être considéré comme stationnaire : la densité ionique ne varie
plus mais il existe des courants dissipatifs de particules (les charges négatives se
propageant dans un sens, et les positives dans le sens opposé).

Les travaux de thèse présentés dans ce manuscrit ont eu pour but l’étude d’une
autre classe de systèmes hors d’équilibre, celles des systèmes actifs. Dans ces sys-
tèmes les agents élémentaires transforment (et dissipent) de l’énergie pour exer-
cer une force persistante sur leur environnement leur permettant de se propulser.
Contrairement aux exemples des systèmes pilotés par les bords ou par un champ
global présentés ci-dessus, la violation du bilan détaillé dans les systèmes actifs
provient non pas d’une force extérieure imposée mais d’une force “interne”, qui
constitue un degré de liberté propre à chaque particule : sa force d’autopropulsion.
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1.2.1 L’omniprésence des systèmes actifs
Le monde du vivant constitue un extraordinaire vivier de systèmes actifs, et ce

à de nombreuses échelles.
Les cellules d’un organisme vivant pluricellulaire, par exemple, possèdent un

cytosquelette (Fig 1.1 (f)) qui, couplé à des protéines appelées “moteurs molé-
culaires”, remplit un grand nombre de fonctions [112]. Par exemple, le déplace-
ment (alimenté par l’hydrolyse de l’ATP) des kinésines et des dynéines (qui sont
des familles de protéines) le long des microtubules du cytosquelette est notam-
ment responsable du transport intra-cellulaire de vésicules. Chez les vertébrés, la
contraction musculaire est, quant à elle, assurée par le déplacement (également
alimenté par l’hydrolyse d’ATP) des myosines le long des filaments d’actine du
cytosquelette.

Par ailleurs, toujours à l’échelle cellulaire, certaines bactéries, telles que Esche-
richia Coli, sont munies de flagelles, contrôlés par des moteurs moléculaires, grâce
auxquels ces bactéries peuvent acquérir un mouvement persistant, leur permettant
notamment de mieux explorer leur environnement [100, 76, 43]. De même, les sper-
matozoïdes [56], gamètes mâles des espèces à mode de reproduction sexué (mais
aussi de certains végétaux tels que l’algue Chlamydomonas [11, 3]), sont également
propulsés par des flagelles, eux-même mis en mouvement par des moteurs molé-
culaires “consommant” de l’ATP. Des suspensions de tels organismes constituent
ainsi des systèmes actifs à part entière.

A une échelle légèrement plus grande, un tissu de cellules (rendues motiles grâce
à des moteurs moléculaires, également) constitue, dans son entièreté, un système
actif [112]. La morphogenèse [89, 94], la cicatrisation [118] (Fig 1.1 (d)), ou le
développement tumoral [145] sont des exemples de comportement collectifs de tels
systèmes actifs.

A une échelle plus macroscopique, les groupes d’animaux, tels les essaims de
criquets [143, 108] (Fig 1.1(c)), les vols d’étourneaux [9, 31, 16] (Fig 1.1(a)), les
bancs de maquereaux [65, 28] (Fig 1.1(b)) ou même les foules humaines [120],
constituent également des systèmes actifs, capables de comportements collectifs.

Les systèmes biologiques ont été la source de motivation première qui encou-
ragea les physiciens à étudier les propriétés des systèmes actifs. Mais, depuis une
vingtaine d’années, des systèmes actifs synthétiques ont vu le jour dans les la-
boratoires, non seulement dans le but de mieux comprendre les systèmes biolo-
giques, mais également dans l’espoir de créer un genre nouveau de matériaux, bio-
mimétiques, aux propriétés inédites. De tels systèmes actifs synthétiques peuvent
être alimentés par des sources d’énergie très variées. Cette source énergétique peut
être, entre autres, de nature mécanique, comme dans le cas de disques à symé-
trie polaire déposés sur une plaque vibrante [36, 37] (Fig 1.1(g)), électrique, par
exemple pour des “Quincke rollers” [20, 21] (Fig 1.1(h)), ou chimique, comme dans
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figure 1.1 – (a) Vol d’étourneaux. (b) Banc de maquereaux. (c) Nuée de
criquets. (d) Cicatrisation d’un tissu épithélial [106]. (e) Colonies de bactéries
formant des motifs en anneaux concentriques [76]. (f) Microscopie à fluores-
cence du cytosquelette d’un fibroblaste. Les filaments d’actine sont en bleu,
les filaments intermédiaires en rouge et les microtubules en vert [104]. (g)
Mouvement collectif de disques polaires vibrés [36]. (h) Anneau de “Quincke
rollers” en rotation (les flèches rouges indiquant le sens de rotation) [78]. (i)
Clusters de colloïdes Janus [137].

le cas de colloïdes Janus propulsés par diffusiophorèse [62, 135, 98] (Fig 1.1(i)).
Un domaine connexe est celui de la “robotique en essaim” qui consiste à étudier

les propriétés d’ensembles de robots ou de drones (autopropulsés) en interaction.
Le fait que ces robots soient munis d’une forme d’autonomie et interagissent entre
eux et avec leur environnement via des règles simples — plutôt que leurs com-
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portements et leur trajectoires soient imposés de manière déterministe par des
programmes informatiques — peut permettre d’améliorer leur adaptabilité à un
environnement complexe [42, 139, 138, 69]. Ce domaine de recherche, qui se situe
à l’interface entre la robotique et la physique de la matière active, porte de grands
espoirs en terme d’applications. On peut prendre pour exemple : les essaims de
drones que certains espèrent un jour capable d’effectuer des taches de contrôle
ou de maintenance de structures agricoles par exemple ; ou de nano–robots qui
seront peut être un jour employés pour des traitements médicaux ciblés à petite
échelle [42].

Au niveau phénoménologique, les systèmes actifs peuvent faire montre de com-
portements collectifs nouveaux, inaccessibles aux systèmes à l’équilibre thermody-
namique. Un premier exemple paradigmatique de tels comportement émergents est
le mouvement collectif de particules actives (Fig 1.1 (a–d),(g) et (h)) qui corres-
pond au déplacement de ces particules selon une direction corrélée sur des échelles
de longueur grandes devant la distance typique entre les particules [136, 140, 61,
24, 90, 85]. Un second exemple de comportement émergent, paradigmatique de
la matière active scalaire (que nous avons étudiée au cours de cette thèse), est
la séparation de phase induite par la motilité (figure 1.1(e), (h), (i) et figure 1.2)
qui fait l’objet d’un chapitre d’ouvrage à la rédaction duquel j’ai participé [P1].
MIPS – de l’anglais “motility induced phase separation” – consiste en la possible
coexistence (à l’état stationnaire) de deux phases scalaires homogènes de densités
différentes. Bien que MIPS et la séparation liquide–gaz d’un système à l’équi-
libre soient phénoménologiquement très similaires, les mécanismes microscopiques
qui sous-tendent ces deux comportements émergents sont pourtant très différents.
Tandis qu’une séparation liquide–gaz d’équilibre nécessite que l’interaction entre
les particules soit attractive dans un certain intervalle de distance, MIPS peut
avoir lieu dès que les interactions entre particules actives provoquent leur ralen-
tissement lorsque la densité locale de particules augmente : ce phénomène peut
en effet engendrer un boucle de rétroaction dans laquelle un agrégat de particule
entraîne le ralentissement des particules dans son voisinage, ces dernières s’accumu-
lant alors dans l’agrégat pour faire croître sa taille et donc sa région “d’influence”,
menant in fine à une séparation de phase [29, 30, 109, 48]. Il a été montré (voir
figure 1.2) que MIPS peut avoir lieu notamment dans deux types différents de
systèmes actifs : le premier correspondant à des particules activent interagissant
via des interactions répulsives de paires, et le second à des particules interagissant
via “quorum–sensing”, un mode d’interaction que l’on présente à la section 1.2.3
et que nous avons étudié au cours de cette thèse.
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Figure 1.2 – Réalisations expérimentale de MIPS. (a,b) Colloïdes auto–
propulsés dont l’auto–propulsion est contrôlée numériquement pour produire
le quorum–sensing souhaité (a), v0 correspondant à l’amplitude de l’autopro-
pulsion des particules (reproduit de [12]). On observe une séparation de phase
(b) où des couleurs plus chaudes indiquent une densité plus élevée. Les trois
images correspondent à trois valeur de la concentration seuil cth qui aug-
mente de gauche à droite. (c) Colloïdes autopropulsés interagissant par des
forces répulsives de paires (reproduit de [25]). (d–f) Colloïdes auto–propulsés
s’agrégeant (d,e) jusqu’à une certaine taille typique (e,f) où MIPS est arrêtée
du fait de l’alignement au seins des “clusters” (reproduits de [137]). (g) For-
mation d’agrégats de bactéries Myxococcus xanthus (reproduit de [77]). (h)
MIPS arrêtée dans une colonie de bactéries E. Coli génétiquement modifiées.
La dynamique de population est en compétition avec MIPS et induit la sélec-
tion d’une taille caractéristique du “pattern” (courtoisie du Prof. Jian-Dong
Huang).
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1.2.2 Modèles de la dynamique individuelle d’une parti-
cule active

Contrairement à la thermodynamique (section 1.1.1) et à la physique statis-
tique des systèmes d’équilibre (section 1.1.2), il n’existe pas de principe général
permettant de décrire de manière générique l’état stationnaire d’un système actif.
Pour espérer lier les comportements émergents des systèmes actifs aux caractéris-
tiques microscopiques des particules actives, il faut commencer par modéliser la
dynamique d’un agent actif individuel.

Dans cette section, on présente des modèles usuels de dynamiques microsco-
piques que nous avons étudiés au cours de cette thèse. Ceux–ci sont des modèles de
matière active dite “sèche”, pour laquelle les particules actives acquièrent leur au-
topropulsion en poussant sur un substrat fixe. Celui-ce se comporte alors comme un
réservoir d’impulsion, dont il n’est pas nécessaire de modéliser l’évolution. Ces mo-
dèles sont particulièrement adaptés à la description de systèmes actifs constitués,
par exemple, de cellules évoluant sur un gel d’agar ou sur la matrice extracel-
lulaire [118, 76]. Pour les systèmes constitués de particules actives se déplaçant
généralement dans un solvant, telles que des bactéries ou des colloïdes Janus, il
peut parfois être important de considérer les interactions hydrodynamiques entre
ces particules [92]. Toutefois, quand ces interactions sont négligeables, les modèles
de matière active sèche constituent de bonnes approximations. Dans ce cadre, on
peut modéliser la dynamique d’un agent actif avec son environnement “passif”
(solvant ou gel d’agar par exemple) comme on le fait dans l’équation de Langevin
(section 1.1.3) :

mr̈ = fa − γṙ−∇V (r) +
√

2γkBTη (1.15)

où m est la masse de la particule, γ le coefficient de friction, fa la force active
d’autopropulsion, V un potentiel extérieur et η un bruit blanc gaussien centré de
corrélations 〈ηαt η

β
t 〉 = δαβδ(t − t′). Une bactérie telle que Escherichia Coli, ou un

colloide Janus sont généralement de taille micrométrique, et se déplacent dans un
solvant aqueux à des vitesses de l’ordre de quelques micromètres par seconde. Le
nombre de Reynolds de l’écoulement correspondant est ainsi de l’ordre de 10−5. On
peut donc supposer que, dans les conditions typiques que l’on cherche à décrire,
l’inertie est négligeable devant les frottement visqueux. On supposera ainsi, dans
toute la suite de cet exposé, que l’on peut se ramener à une équation de type
Langevin sur-amortie :

ṙ = va − γ−1∇V (r) +
√

2Dtη (1.16)

où va ≡ γ−1fa est appelée “vitesse d’autopropulsion” et Dt ≡ kBT/γ est le coeffi-
cient de diffusion translationnelle.
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Il s’agit ensuite de modéliser la dynamique de la vitesse d’autopropulsion elle-
même. Une première approche consiste à supposer que cette vitesse d’autopropul-
sion est de module constant v0, tandis que son orientation u(t) évolue de façon
aléatoire [30, 122] :

va(t) = v0u(t) , (1.17)
le processus de réorientation de u ∈ Sd−1 (d est la dimension de l’espace dans lequel
la particule se meut) étant généralement modélisé par un processus Markovien :
→ soit discret, auquel cas la transition u α−→ u′ constitue un processus de

Poisson de taux α, la nouvelle orientation u′ étant tirée uniformément sur
la sphère unité. De telles particules sont généralement appelées RTPs, de
l’anglais “run and tumble particles”. L’équation maîtresse de la dynamique
de réorientation est alors

∂tp(u, t) = −αp(u, t) + α

Ω

∫
Sd−1

p(u, t)du = −αp(u, t) + α

Ω , (1.18)

où Ω est la surface totale de Sd−1.
→ soit continu ; dans ce cas on suppose que u est un mouvement brownien sur

Sd−1. L’équation de Fokker-Planck de la dynamique est alors

∂tp(u, t) = Dr∆up(u, t) , (1.19)

où Dr est le coefficient de diffusion angulaire, et ∆u est le laplacien sur
la sphère. Ces particules sont baptisées ABPs, pour “active brownian par-
ticles”.

Le modèle RTP (Eq. 1.18) est particulièrement adapté pour décrire le mouvement
de bactéries, telles que Escherichia Coli, nageant dans un fluide. En effet une telle
bactérie nage de manière rectiligne sur un temps typique α−1, ce mouvement étant
entrecoupé de moments de culbute lors desquels la particule se réoriente. La durée
caractéristique de ces culbutes (ou “tumble”) étant très petite devant α−1, ceux-ci
peuvent être correctement approximés par des évènements instantanés. Le modèle
ABP, quant à lui, est plus adapté à la description de colloïdes actifs (tels que les
coilloïdes Janus) dont le processus de réorientation se produit de manière continue.
La figure 1.3 donne une représentation schématique des trajectoires typiques d’une
RTP et d’une ABP.

La seconde approche à laquelle on s’est intéressé lors de cette thèse consiste à
modéliser l’autopropulsion par un processus d’Ornstein-Uhlenbeck :

τ v̇a = −va +
√

2Dvξ (1.20)

où ξ est un bruit blanc gaussien centré tel que 〈ξαt ξ
β
t′〉 = δαβδ(t− t′). Le processus

va est un mouvement brownien corrélé sur une échelle de temps caractéristique τ :

〈va(t)⊗ va(t′)〉 = Dv

τ
e−|t−t

′|/τI (1.21)
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v
v

Figure 1.3 – Comparaison entre une trajectoire typique d’une RTP (à
gauche) et d’une ABP (à droite). Reproduite de [29].

où I est la matrice identité 19, et de mesure stationnaire ayant pour densité

p(vp) = Z−1 exp
[
τ |vp|2

2Dv

]
, (1.22)

la vitesse d’autopropulsion va typique étant ainsi
√
dτ−1Dv.Une telle particule est

appelée particule d’Ornstein-Uhlenbeck active, ou AOUP [131, 86].
Il existe des différences notables de comportement entre ces deux familles de

modèles. Par exemple la mesure stationnaire de l’autopropulsion des ABPs et
RTPs est la mesure uniforme sur Sd−1 tandis que celle des AOUP est une gaus-
siennes sur Rd. Ou encore, lorsqu’on met de telles particules dans un piège harmo-
nique, les AOUPs se répartissent toujours de façon gaussienne autour du centre
du piège [131], tandis que les ABPs et RTPs s’accumulent sur ses bords lorsque
la longueur de persistance est suffisamment grande [122]. Néanmoins les AOUPs
et les ABPs/RTPs présentent d’importantes similarités à de grandes échelles, lors-
qu’on coarse-graine la dynamique de particules actives en interaction, comme nous
le verrons au chapitre 3 notamment.

Par ailleurs, la parité de tels modèles de particules vis a vis du renversement
du temps peut être subtile. En effet, si on néglige le bruit translationnel dans
l’équation (1.16), la dynamique d’une AOUP (1.16)&(1.20) ressemble trait pour
trait à l’équation de Langevin sous–amortie (1.9) qui, elle, satisfait le bilan détaillé.
Mais cette ressemblance est altérée dès que l’on considère l’inertie de la particule
AOUP, ou qu’on la plonge dans un potentiel extérieur générique. Nous discuterons
en détails le comportement de ces modèles microscopiques vis à vis du renversement
du temps au chapitre 2. Plus généralement, les propriétés des modèles de systèmes
actifs vis à vis du renversement du temps, aux échelles microscopiques comme

19. C’est la corrélation en temps long, i.e. quand t+ t′ � τ .
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macroscopiques, seront discutées tout au long de ce manuscrit puisqu’elles ont été
au cœur des travaux effectués lors de cette thèse.

1.2.3 Particules actives en interaction
Dans cette section, on présente les deux types d’interaction entre particules

actives auxquels on s’est particulièrement intéressé au cours de cette thèse : le
quorum–sensing et la taxie. Notons qu’on présente aux chapitres 3 et 4 le coarse-
graining explicite d’ABPs, de RTPs et d’AOUPs interagissant par quorum–sensing
ou par taxie, mais qu’aux chapitre 4 et 5 on étudie des classes de dynamiques ma-
croscopiques actives plus générales que les équations que l’on aura explicitement
obtenues par coarse–graining. On peut donc s’attendre à ce que certains des résul-
tats exposés aux chapitres 4 et 5 s’appliquent à d’autre formes d’interaction entre
particules actives.

Quorum–sensing. Le premier type d’interaction est le quorum–sensing (QS),
qui correspond à la capacité d’un agent à modifier son comportement en fonction
de la densité des autres agents autour de lui 20. Un piéton ajustant sa vitesse de dé-
placement en fonction de la foule environnante est un exemple simple de quorum–
sensing à l’échelle macroscopique. A l’échelle microscopique, le quorum–sensing
est un type d’interaction que l’on observe fréquemment au sein de populations
de micro-organismes. Chez les bactéries, telles que Vibrio Fischeri, Vibrio Chole-
rae ou Escherichia Coli, le quorum–sensing se fait via l’émission et la détection
de molécules signalétiques, appelées“auto-inducteurs”, qui sont généralement des
acyl homosérine lactones, des oligopeptides ou du diester de furanosyl borate [88,
40, 66]. Cette mesure de la concentration locale de leurs congénères permet aux
bactéries de coordonner des comportements collectifs — souvent via des méca-
nismes de régulation de l’expression génétique — tels que la formation de biofilms,
l’expression de facteur de virulence, la bioluminescence, ou encore (dans le cas qui
nous intéresse le plus dans le cadre de cette thèse) la motilité [19, 40].

Au chapitre 3, pour modéliser le quorum–sensing au sein d’un système de N
particules actives, on supposera qu’un paramètre a de l’activité — qui décrit
typiquement l’amplitude de la vitesse d’autopropulsion, tel que v0 (voir équa-
tion (1.17)) chez les ABPs et les RTPs, ou Dv chez les AOUPs (confère équa-
tion (1.20)) — dépend fonctionnellement du champ de densité ρ(r, t) de particules
actives ainsi que, pour chaque particule i, de sa position ri. Ce que l’on notera par
a(ri, [ρ]), une variable encadrée par des crochets indiquant une dépendance fonc-

20. Étymologiquement, le “quorum–sensing”, qui peut être traduit par “détection du quorum”
en français, fait référence au terme juridique “quorum” qui désigne le nombre minimal de membres
d’une assemblée devant être présents pour qu’une délibération puisse être menée.
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tionnelle dans tout ce manuscrit 21. Par la suite, on désignera les particules actives
interagissant par quorum–sensing par l’acronyme QSAPs, de l’anglais “quorum–
sensing active particules”, comme il est souvent d’usage en physique de la matière
active.

Taxie. La taxie est définie comme le mouvement biaisé d’un agent en réponse à
la variation spatiale (le gradient) d’un certain stimulus, ce stimulus pouvant être
de diverse nature : chimique, lumineuse, ou mécanique par exemple. Les particules
ont alors tendance à “remonter” ou à “descendre” le gradient du (champ correspon-
dant au) stimulus, pour se diriger vers les zones où, par exemple, la concentration
en nutriments ou en oxygène est la plus élevée. C’est un phénomène que l’on re-
trouve dans beaucoup de systèmes biologiques. On peut citer le chimiotactisme
de certaines bactéries telles que Escherichia Coli [13], le phototactisme d’algues
telles que Chlamydomonas [103], ou le durotactisme des cellules épithéliales [130].
La taxie n’est néanmoins pas limitée aux systèmes biologiques. L’autopropulsion
de certains colloïdes actifs, par exemple, dépend de la concentration d’agents chi-
miques dans leur environnement, ces derniers ne constituant pas uniquement la
source d’énergie de l’autopropulsion [62] mais pouvant également biaiser la dyna-
mique des colloïdes actifs [126, 102].

De manière similaire à notre modélisation du quorum–sensing, on modélisera
la taxie (au chapitre 4) par une dépendance de certains paramètres a d’activité
en le gradient d’un champ c représentant le stimulus. Plus précisément, on suppo-
sera que, pour la ième particule, a(ri,ui, [c]) = a0 + a1ui · ∇c(ri, t). Notons que
le paramètre a pourra non seulement être un paramètre contrôlant l’amplitude de
l’autopropulsion, tel que v0 (voir équation (1.17)) ou Dv (voir équation (1.20)),
mais également sa dynamique de réorientation, tel que α (voir équation (1.18)) ou
Dr (cf. équation (1.19)). On désignera les particules actives tactiques par l’acro-
nyme TAPs, de l’angle “tactic active particles”.

Par ailleurs, notons que le champ c(r, t) correspondant au stimulus peut être
“imposé par l’environnement” des particules actives — comme dans le cas de la
phototaxie de Chlamydomonas — ou peut être engendré par les particules actives
elles-mêmes — auquel cas le champ c médie une interaction entre les particules
actives. Dans le cas du chimiotactisme bactérien par exemple, le champ c peut cor-
respondre à la concentration d’un agent chimique (appelé ligand chimiotactique)
émis par chaque bactérie. Ce ligand est produit à un taux λ, puis se diffuse dans le
milieu environnant avec un constante de diffusion ν, avant de se dégrader au taux

21. Cette notation a pour but de distinguer le cas où a(ri, [ρ]) dépend de la valeur de ρ(r) en
des points r ne se limitant pas à ri, du cas où a dépend de ρ de manière purement locale,i.e.
a(ri, [ρ]) = a(ρ(ri)), ce dernier cas étant souvent noté (de manière abrégée) a(ρ) en physique.
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ω, ce qui conduit à la dynamique :

∂tc(r, t) = ν∆c(r, t) + λρ(r, t)− ωc(r, t) (1.23)

Si le temps caractéristique de relaxation du champ c (ici donné par ω−1), est petit
devant le temps typique d’évolution du champ ρ de densité des agents actifs, on
peut se placer dans la limite où c suit adiabatiquement ρ, auquel cas c satisfait
l’équation de Poisson écrantée :(

ω

ν
−∆

)
c = λ

ν
ρ , (1.24)

dont la solution est donné par

c = λ

ν
G ∗ ρ (1.25)

où G est la fonction de Green de l’équation (1.24) et ∗ est le produit de convolu-
tion. Notons que l’on s’attend à ce que cette séparation d’échelle entre les temps
typiques d’évolution des champs c et ρ ait bien lieu (sur des échelles de longueur
suffisamment grandes) puisque, le champ ρ étant conservé, il relaxe sur une dis-
tance L pendant un temps typique Lz (où z > 0 est l’exposant dynamique) qui
diverge donc avec L. Au chapitre 4, on étudiera de manière plus générale le cas
où c est donné par la convolution de ρ avec un noyau G quelconque, i.e. qui ne
se réduit pas nécessairement à la fonction de Green de l’équation (1.24). Au delà
de considérations purement théoriques, l’analyse menée au chapitre 4 sur de tels
systèmes pourrait fournir un outil supplémentaire de contrôle des systèmes actifs
et de leur comportements collectifs, puisqu’il est expérimentalement possible de
choisir arbitrairement le noyau G en utilisant un dispositif expérimental similaire
à celui de [12, 73], où la motilité des particules actives est asservie à l’intensité
d’émissions lumineuses. Une mesure instantanée du champ ρ, suivie de l’émission
d’un champ de lumière adéquat (proportionnel à ρ∗G par exemple), pourrait per-
mettre de réaliser expérimentalement des particules actives tactiques, interagissant
via un noyau G quelconque.

1.2.4 Modèle macroscopique de systèmes actifs et (pseudo–)
équilibre macroscopique

Les modèles de QSAPs et de TAPs que nous avons étudiés au cours de cette
thèse constituent des instances de la “matière active scalaire”, qui peut être décrite
à l’échelle macroscopique par un unique champ hydrodynamique, celui de la densité
ρ de particules actives. Pour la plupart des modèles que nous avons considérés,
l’hydrodynamique fluctuante du champ ρ est donnée (voir chapitres 3 et 4) par
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l’équation dynamique suivante :

∂tρ = −∇ ·
[
M∇µ+

√
2MΛ

]
(1.26)

où M(r, [ρ]) est une mobilité collective, où µ(r, [ρ]) joue le rôle d’un potentiel
chimique, et où Λ(r, t) est un champ de vecteurs aléatoire gaussien de moyenne
nulle et satisfaisant 〈Λα(r, t)Λβ(r′, t′)〉 = δαβδ(r− r′)δ(t− t′). Notons que certains
modèles phénoménologiques de particules actives interagissant par des potentiels
de paires, comme le modèle B actif [144], sont également de la forme de l’équa-
tion (1.26). Ainsi l’étude d’équations de la forme (1.26) peut s’appliquer à des
situations plus générales que la dynamique collective des QSAPs et des TAPs —
comme nous l’avons mentionné à la section 1.2.3.

En général l’équation (1.26) ne vérifie pas le bilan détaillé et on ne connaît
par la mesure d’équilibre P [ρ]. Néanmoins, il existe des cas particuliers où une
connexion avec l’équilibre peut être faite. Notons tout d’abord que l’amplitude du
bruit et la mobilité sont toutes deux données par M(r, [ρ]) dans l’équation (1.26),
celle-ci satisfaisant ainsi la relation d’Einstein. Ce n’est donc pas le bruit qui brise
le bilan détaillé dans l’équation (1.26), mais plutôt le fait que µ ne dérive en général
pas d’une énergie libre fonctionnelle (on discute cela en détails au chapitre 4).

Pour fixer les idées, plaçons-nous dans le cas de RTPs interagissant par quorum–
sensing. Les dynamiques de chacune des particules satisfont les équations (1.16)–
(1.18), où l’amplitude v0 de l’autopropulsion dépend fonctionnellement de la den-
sité ρ de particules actives : v0(r, [ρ]). Pour simplifier les notations, on néglige le
bruit thermique, ce qui revient à prendre Dt = 0 dans l’équation (1.16). Un coarse–
graining explicite permet alors de montrer (confère [122] et les chapitres 3 et 4)
que l’hydrodynamique fluctuante est donnée par l’équation (1.26), où le potentiel
chimique et la mobilité sont respectivement :

µ(r, [ρ]) = ln
[
ρ(r)v0(r, [ρ])

]
et M(r, [ρ]) = ρ(r)v

2
0(r, [ρ])
dα

(1.27)

Dans le cas d’Escherichia Coli, le quorum–sensing est médié par des agents chi-
miques. Si bien que l’on a plutôt v0(r, [c]) que v0(r, [ρ]) initialement 22. Supposons
d’une part que le quorum–sensing dépend seulement localement de la concentra-
tion en agents chimiques, i.e. v0(r, [c]) = v0(c(r)), et d’autre part que l’on peut
approximer la répartition spatiale de c, comme dans le cas des ligands chimiotac-
tiques (1.23)–(1.25), par la convolution de ρ avec un noyau G :

c(r) =
∫
G(r− r′)ρ(r′)dr′ . (1.28)

22. En négligeant le temps de réponse de la bactérie au champ de ligand.



36 Chapitre 1. Introduction

Si G est invariant par rotation (comme c’est le cas de la fonction de Green de toute
équation isotrope telle que (1.24) ) et que sa portée typique `2

G ≡
∫
r2G(r)dr est

petite devant la distance typique de variation de ρ, on a

v0(c(r)) ' v0

( ∫
G(r′)

[
ρ(r)− r′ · ∇ρ(r) + 1

2H(r) · r′ ⊗ r′
]
dr′
)

' v0(ρ(r)) + `2
G

2dv
′
0(ρ(r))∆ρ(r)

où H(r) est la hessienne de ρ en r et où on a supposé l’intégrale de G égale à 1 (ce
que l’on peut toujours faire quitte à modifier v0). Ainsi le potentiel chimique (1.27)
est approximativement donné, au second ordre en gradients de ρ, par [124]

µ(r, [ρ]) ' ln
[
ρ(r)v0(ρ(r))

]
− κ(ρ(r))∆ρ(r)) , où κ(ρ(r)) ≡ −`

2
Gv
′
0(ρ(r))

2dv0(ρ(r))
(1.29)

Équilibre macroscopique. Si l’on approxime µ à l’ordre dominant en gradient
de ρ, le potentiel chimique est purement local : µ(r, [ρ]) ' ln[ρ(r)v0(ρ(r))]. On
peut alors définir une énergie libre F [ρ] dont dérive µ, et ce quelle que soit l’allure
de la fonction v0(ρ) :

µ(r, [ρ]) = δF [ρ]
δρ(r) , avec F [ρ] ≡

∫
f(ρ(r))dr , (1.30)

où f est la densité d’énergie libre, donnée par

f(ρ) ≡ ρ ln ρ+
∫ ρ

ln
[
v0(s)

]
ds (1.31)

Puisqu’il existe F [ρ] telle que µ = δF/δρ, le système actif est macroscopiquement
à l’équilibre (approximativement, puisqu’on a fait une approximation locale sur
µ(r, [ρ])) et l’équation de Fokker-Planck (fonctionnelle) associée à (1.26) admet
une mesure stationnaire (sans courant) :

P [ρ] = 1
Z
e−F [ρ] . (1.32)

Pour connaître le profil le plus probable, il suffit donc de minimiser F . En parti-
culier, lorsque le système actif étudié peut subir une séparation de phase induite
par la motilité, on peut construire le diagramme de phase grâce à l’énergie libre F
comme on l’aurait fait pour une séparation liquide–gaz d’équilibre. Pour cela on
minimise (sous contrainte de conservation du nombre total de particules actives)
l’énergie libre F (qui est extensive) sur l’ensemble des profils séparés de phase, où



1.2. La matière active 37

la phase “liquide” (i.e. la plus dense) de densité ρ` occupe une certain fraction du
volume total du système, tandis que la phase “gazeuse” de densité ρg occupe le
reste du système. Ceci revient à déterminer un couple de densités (ρ`, ρg) en les-
quels la densité d’énergie libre f(ρ) admet une tangente commune (cf. figure 1.4).

En général, cet équilibre à l’échelle macroscopique est brisé si l’on considère le
terme suivant du développement de µ en gradients de ρ (confère équation (1.29)).
Il existe néanmoins une exception [122] : si κ′ = 0, alors on peut de nouveau
définir une énergie libre F [ρ] dont dérive µ. Dans ce cas la fonction v0(ρ) est
nécessairement un exponentielle v0(ρ) ∝ exp(λρ) et l’énergie libre est donnée par :

F =
∫ [

ρ(r) log ρ(r) + λ

2ρ(r)2 − λ`2
G

4d |∇ρ(r)|2
]
dr (1.33)

Là encore, minimiser la partie locale de F permet d’obtenir le diagramme de phase
de MIPS.

Pseudo–équilibre macroscopique. Si κ′ 6= 0, le système n’est plus macrosco-
piquement à l’équilibre et il n’existe pas d’énergie libre F telle que µ = δF/δρ.
Néanmoins, si κ(ρ) ne s’annule pas, on peut définir [123, 124] le changement de
variable R : ρ 7→ R, où R est une solution quelconque de l’équation

R′(ρ) = 1
κ(ρ) . (1.34)

On a alors
µ(r, [R−1(R)]) = δH[R]

δR(r) (1.35)

avec une pseudo–énergie libre

H[R] ≡
∫ [

h(R(r)) + κ2(R−1(R(r)))
2 |∇R(r)|2

]
dr . (1.36)

dont la densité locale h satisfait

h′(R) = ln
[
R−1(R)v0(R−1(R))

]
. (1.37)

Dans le cas d’un système actif pouvant subir une séparation de phase induite
par la motilité, on peut alors déterminer des pseudo–densités liquide R` et gazeuse
Rg en appliquant la construction de la tangente commune à la densité locale h(R)
de la pseudo–énergie libre H[R], puis revenir aux véritables densités de liquide
et de gaz en appliquant le changement de variable inverse : ρ` ≡ R−1(R`) et
ρg ≡ R−1(Rg), les densités ρ` et ρg correspondant bien aux densités des phases
dense et diluée de MIPS [123, 124] (voir figure 1.4). Notons que, dans le cas d’un
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(a) (b)

Figure 1.4 – Reproduite de [123]. (a) Représentation schématique de la
construction de la tangente commune sur la densité d’énergie libre (locale)
f(ρ). Les densités ρg et ρ` ayant une tangente commune correspondent aux
densités de coexistence gaz–liquide. Le schéma est similaire dans le cas
du pseudo–équilibre : il suffit de remplacer f(ρ) par h(R) et (ρg, ρ`) par
(Rg, R`). (b) Diagramme liquide–gaz de QSAPs : les points de couleur cor-
respondent à des simulations numériques d’ABPs ou de RTPs interagissant
via quorum–sensing. L’amplitude de leur vitesse d’autopropulsion est donnée
par v(ρ̃) = v0 + v1−v0

2 ([1 + tanh (2ρ̃/ρm − 2)] où ρ̃ ≡ G ∗ ρ avec le noyau de
convolution G(r) ≡ Θ(r0−r)

Z
exp

( −r2
0

r2
0−r2

)
. Θ est la fonction de Heaviside tandis

que r0, Z, v0, v1, et ρm sont des constantes (voir [123] pour les détails).
Les lignes pleines correspondent aux binodales obtenues via la construction
de la tangente commune sur f(ρ) et h(R) en noir et rouge, respectivement.
Les lignes en pointillés correspondent aux spinodales qui sont les solutions
de f ′′(ρ) = 0 (qui sont identiques à celle de h′′(R) = 0).

interaction quorum–sensing qui n’est pas purement locale, le développement du
potentiel chimique µ à l’ordre deux en gradients et l’application de la méthode de
la tangente commune sur h(R) fournit génériquement une meilleure approximation
du diagramme des phases que l’approximation purement locale de µ suivie de la
construction de la tangente commune sur f(ρ) (cf. figure 1.4).

Ainsi, malgré le fait que la dynamique microscopique des particules actives soient
irréversibles, la description du système à l’échelle macroscopique se trouve être
réversibles dans certains cas — quand µ est (approximativement) purement locale
ou quand κ′ = 0 —, ou “quasiment réversible” dans d’autres cas — quand un
changement de variable ρ 7→ R permet de se “ramener” à une théorie d’équilibre.
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Enfin, notons que, lorsque les interactions entre les particules actives induisent
un alignement (polaire ou nématique par exemple) de leur autopropulsion, il est
nécessaire, pour décrire le système actif à l’échelle macroscopique, d’ajouter à la
dynamique du champ de densité des équations décrivant l’évolution de champs
hydrodynamiques supplémentaires (tels que ceux du vecteur polarisation ou du
tenseur nématique). Une grande partie des travaux menés au cours de cette thèse
sont généralisables à ces cas de figure. Ces éventuelles généralisations seront dis-
cutées au fil de ce manuscrit.

1.3 Organisation de la thèse
L’étude de la matière active porte de grands espoirs non seulement pour amé-

liorer notre compréhension du vivant mais également pour élaborer de nouveau
(méta–)matériaux.

Du fait de la dissipation énergétique que chaque agent actif produit en s’auto-
propulsant, les systèmes actifs semblent être génériquement hors équilibre. Néan-
moins, nous avons constaté, à la section 1.2.2, que la question de la parité des
modèles usuels de dynamique active microscopique (ABP, RTP et AOUP) vis à vis
du renversement du temps pouvait être subtile. C’est pourquoi nous commençons
par exposer, au chapitre 2 du présent manuscrit, une étude détaillée du renverse-
ment du temps. Dans ce chapitre, nous proposons une formulation originale, basée
sur la théorie des groupes, du renversement du temps dans les processus stochas-
tiques (markoviens). D’une part, cette formulation permet une classification des
différentes notions de “symétrie par renversement du temps” que l’on peut être
amené à considérer lorsqu’on modélise un système physique par une équation dif-
férentielle stochastique. D’autre part, elle permet de démontrer aisément que l’une
de ces classes de “symétrie par renversement du temps” est en fait “universelle”,
au sens ou elle contient l’ensemble des processus décrits par des équations diffé-
rentielles stochastiques. Dans ce même chapitre, on rappelle ensuite le lien entre
irréversibilité et géométrie (la généralisation de ce lien aux théories des champs
faisant l’objet du chapitre 5) et on montre que, dans certains cas, le rotationnel
du champ de force imposé à une particule peut être vu comme la source directe de
la production d’entropie du système. Enfin, la dernière section du chapitre 2 est
consacrée à l’étude détaillé du renversement du temps dans les modèles usuels de
dynamique active microscopique.

Pour pouvoir décrire les comportement émergents d’un système actif, il est
souvent pratique d’être en mesure d’établir une théorie des champs décrivant la
dynamique du système sur de grandes échelles d’espace et de temps. Le chapitre 3
de ce manuscrit est consacré à la description de deux méthodes de coarse–graining
de dynamiques actives microscopiques que l’on utilise, aux chapitres 3 et 4, pour
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obtenir l’hydrodynamique (fluctuante) d’ensembles de particules actives (ABPs,
RTPs ou AOUPs) interagissant par quorum–sensing ou par taxie.

A la section 1.2.4 de cette introduction, nous avons vu que certains systèmes
actifs avaient déjà été décrits avec succès, à l’échelle macroscopique, par des mo-
dèles d’équilibre ou “quasiment d’équilibre”, sans pour autant que des critères
généraux pour déterminer l’existence de tels états de (pseudo–)équilibre aient été
établis. Le chapitre 4 de ce manuscrit est consacré à l’étude d’un tel critère général.
On emploie notamment ce critère pour mettre en bijection, à l’échelle macrosco-
pique, certains systèmes actifs, interagissant via quorum–sensing ou taxie, avec des
systèmes de particules passives en interaction de paires. Nous exploitons ensuite
ces bijections pour prédire le comportement des ces systèmes actifs à partir de la
connaissance des systèmes passifs correspondants.

Lorsque le coarse–graining d’un système actif ne mène pas à une dynamique
macroscopique d’équilibre, la mesure stationnaire est génériquement inconnue et
s’accompagne de courants de probabilité — eux aussi inconnus en général. Dans
le cas de systèmes dont l’irréversibilité provient de l’imposition de conditions aux
bords ou de champs de forces, ces courants de probabilité se manifestent dans
l’espace “réel” par des courants d’énergie ou de matière par exemple. Ce qui les
rend immédiatement observables expérimentalement. Mais dans le cas de systèmes
actifs (macroscopiquement hors équilibre) il est possible que les courants de pro-
babilité ne se manifestent pas de manière évidente dans l’espace réel. C’est le cas
de MIPS par exemple, qui ne s’accompagne souvent d’aucun courant dans l’espace
réel. Dans de telles situations, les courants de probabilité associés à la dynamique
irréversible d’un champ, qui vivent dans un espace fonctionnel abstrait, peuvent
s’avérer difficile à caractériser ou à observer. Au chapitre 4, on introduit un nouvel
opérateur différentiel généralisant aux espaces fonctionnels (de dimension infinie,
dans lesquels vivent les champs hydrodynamiques) le rotationnel de l’analyse vec-
torielle en dimension 3, et la dérivée extérieure de la géométrie différentielle en
dimension finie quelconque. On montre ensuite au chapitre 5 que cet opérateur
peut être utilisé pour caractériser les courants de probabilités associés à la dyna-
mique irréversible d’un champ. On illustre son utilisation sur le modèle actif B
(qui peut subir MIPS), pour lequel on est alors capable de mesurer les courants de
probabilité. On montre ensuite que, dans le cas d’un état stationnaire séparé de
phases, ces courants se manifestent dans l’espace réel par des modes de vibration
anisotropes localisés aux interfaces entre les phases.



Chapitre 2

Symétrie temporelle et
réversibilité

Dans cette section on s’intéresse à la réversibilité de la dynamique d’une parti-
cule de taille mésoscopique, éventuellement active, plongée dans un bain thermique
et soumise à une force extérieure. On se place systématiquement à l’état station-
naire, i.e. on suppose que la mesure de probabilité des degrés de liberté de la
particule est la mesure stationnaire pss. De ce fait, on emploiera indistinctement
les termes de “processus irréversible” et de “système hors équilibre” 1. Nous avons
vu en introduction qu’il existe dans la littérature trois notions différentes permet-
tant de caractériser, à l’état stationnaire, l’équilibre ou la réversibilité :

D1 – en thermodynamique, une transformation est dite réversible lorsque la
production d’entropie Sc est nulle. Or, pour un système à l’état stationnaire
Sc = −Q/T . Ainsi un système à l’état stationnaire qui dissipe continuel-
lement de l’énergie sous forme de chaleur peut être vu comme subissant
perpétuellement une transformation irréversible. Ce critère de dissipation
d’énergie à l’état stationnaire est fréquemment étendu pour caractériser un
système hors équilibre.

D2 – en physique statistique des ensembles, le système est d’équilibre si et
seulement si la mesure stationnaire pss est une mesure de Gibbs

D3 – en physique statistique des processus stochastiques, un système est à
l’équilibre ssi il vérifie “le” bilan détaillé, c’est à dire ssi la statistique P des
trajectoires du système est la même que la statistique P̄ des trajectoires du
système “renversé en temps”, i.e. P = P̄ . Pour mesurer le degré d’irréver-

1. Un potentiel régime transitoire irréversible des systèmes ayant un état stationnaire d’équi-
libre n’étant jamais considéré.
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sibilité du système, la théorie de la thermodynamique stochastique suggère
d’utiliser une production d’entropie informationnelle [70, 74, 80] définie par
Σ = 〈log(P/P̄)〉P , où 〈·〉P désigne la moyenne par rapport à P . Le système
est alors à l’équilibre ssi Σ est nulle.

La première définition ci–dessus caractérise entièrement l’irréversibilité par une
dissipation d’énergie. La seconde, quant à elle, décrit l’équilibre par une propriété
statique : celle de l’allure de la mesure stationnaire. Enfin, la troisième définition
met en relation l’irréversibilité et la dynamique, ou “l’écoulement du temps”, de
manière plus explicite.

L’objectif de ce chapitre est double : il s’agit, d’une part, d’analyser l’irréver-
sibilité de la dynamique d’une particule active individuelle vis à vis des critères
(D1), (D2) et (D3) — analyse que l’on présente à la section 2.4 — et d’autre
part de poser les bases sur lesquelles nous nous appuierons lors de l’étude de l’irré-
versibilité des ensembles de particules actives en interaction que l’on mènera aux
chapitres 4 et 5.

Pour atteindre ce but, on commence par mettre en lumière à la section 2.1
certaines subtilités des définitions (D1), (D2) et (D3) à travers l’étude de la ré-
versibilité de systèmes passifs simples. On verra tout d’abord que l’usage de la
première définition ne permet souvent pas de capturer entièrement la production
d’entropie thermodynamique totale, les modèles de dynamique stochastique em-
ployés ne décrivant qu’un nombre réduit de l’ensemble des degrés de liberté réels
des systèmes sous-jacents. Ensuite, on constatera que la seconde définition n’est
généralement pas suffisante pour impliquer un équilibre aux sens de (D1) ou (D3).
Enfin, on mettra en évidence l’ambiguïté de la troisième définition vis à vis de la
manière de “renverser le temps” dans la dynamique.

Pour mieux cerner les tenants et aboutissants de cette troisième définition, on
propose à la section 2.2 une formalisation mathématique du renversement du temps
permettant non seulement de “classifier” les manières de renverser le temps 2 mais
également de démontrer aisément un résultat de “symétrie universelle”.

La section 2.3, quant à elle, rappelle les liens étroits entre réversibilité, courants
de probabilité, et géométrie dans le cas des dynamiques sur–amorties, lien que l’on
exploitera largement aux chapitres 4 et 5.

Par ailleurs, précisons d’emblée que toutes les intégrales stochastiques de ce
chapitre seront considérées au sens de Stratonovich.

2. La classification proposée à la section 2.2 ne cherche pas une complète exhaustivité. Elle
tente seulement de capturer les renversements du temps les plus “physiques” ou “naturels”.
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2.1 Renversement du temps de systèmes passifs
simples

Il y a plusieurs manières, pour un processus stochastique donné, de définir un
“renversement du temps”, i.e. d’associer à la statistique de chemins “forward” P
une statistique “backward” P̄ . Parmi celles-ci, certaines peuvent ne pas avoir de
sens physique (en tant que “renversement du temps”) où n’apporter (quasiment)
aucune information sur le système que l’on étudie. Mais il est également possible
que plusieurs “renversements du temps” apportent des informations complémen-
taires sur le système étudié. De plus, les liens entre ces notions de réversibilité —
associées à la définition (D3) et à différents “‘renversement du temps” — et les
définitions (D1) et (D2) présentent quelques subtilités. Cette section illustre ces
subtilités à travers des exemples de systèmes passifs de complexité croissante.

2.1.1 Renversement du temps dans l’équation de Langevin
sur-amortie.

On considère l’équation de Langevin sur-amortie suivante, qui décrit le mou-
vement d’une particule de position r, immergée dans un bain thermique de tem-
pérature T, et soumise à un champ de force F(r) :

ṙt = ζF(rt) +
√

2ζkBTηt (2.1)

où ζ est la mobilité et η est un bruit blanc gaussien centré (i.e. de moyenne nulle)
tel que 〈ηαt η

β
t′〉 = δαβδ(t− t′). La probabilité de parcours d’un chemin (rt)t∈T, avec

T ≡ [0, T ], est donnée par [96, 129] :

P [(rt)t∈T]] = 1
Z

exp
[
− 1

4ζkBT

∫ T
0

(ṙt − ζF(rt))2 +∇ · F(rt)dt
]
pss(r0) (2.2)

où l’on a supposé que le système est à l’état stationnaire, la probabilité stationnaire
étant notée pss. Cet exemple étant censé être le plus simple, définissons la mesure
de chemins renversée en temps par

P̄ [(rt)t∈T] ≡ P [(r̄t)t∈T] , (2.3)

où
(r̄t)t∈T ≡ (rT −t)t∈T (2.4)

correspond à la trajectoire initiale (rt)t∈T parcourue en sens inverse. P̄ est ainsi
donnée en remplaçant dans la mesure de chemin (2.2) rt par rT −t et, par consé-
quent, ṙt par −ṙT −t.
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Sur le plan “expérimental”, se demander si le système est irréversible au sens du
bilan détaillé (D3) pour le renversement du temps (2.3)–(2.4) c’est faire plusieurs
“films” de la particule, i.e. des enregistrements de sa trajectoire, sur un intervalle
T, et comparer la statistique de ces films avec celle des films joués en sens inverse.

Sur le plan théorique, pour mesurer cette irréversibilité, on peut calculer le
taux de production d’entropie informationnelle :

σ ≡ 1
T

ΣT = 1
T

〈
log P [(rt)t∈T]
P [(r̄t)t∈T]

〉
= 1
kBT
〈ṙt · F〉 . (2.5)

On constate que, dans ce cas, l’entropie informationnelle coïncide bien (à kB près)
avec l’entropie thermodynamique puisque kBσ est égale au flux de chaleur allant
du système au bain thermique divisé par la température :

σ = 1
kBT
〈ṙt · F〉 = 1

kBT
〈−ṙt · (−ζ−1ṙt +

√
2ζ−1kBTηt)〉 . (2.6)

Lorsque la force F dérive d’un potentiel V (r), le système est bien réversible à
la fois au sens de la thermodynamique, au sens du bilan détaillé (correspondant
à une simple inversion de la variable temporelle) ainsi qu’au sens des ensembles
statistiques, puisque dans ce cas, d’une part, la force ne travaille pas en moyenne
à l’état stationnaire

〈ṙt · F(rt)〉 = −〈ṙt · ∇V (rt)〉 = − d
dt〈V (rt)〉 = 0 (2.7)

et d’autre part la mesure stationnaire est bien donnée par une mesure de Gibbs :

pss(r) = 1
Z
e−V (r)/kBT . (2.8)

Cependant, bien que les définitions de l’irréversibilité au sens du bilan détaillé (D3)
et de la thermodynamique (D1) soient ici totalement équivalentes (car les entropies
informationnelle et thermodynamique sont égales), elles ne sont pas équivalentes à
l’irréversibilité au sens des ensembles statistiques (D2) : on a bien que l’équilibre
au sens de (D1)⇔ (D3) implique 3 l’équilibre au sens de (D2) mais la réciproque
est fausse. En effet si l’on considère, par exemple, une force F(r) donnée par

F(r) = −αr + r×A (2.9)

3. Notons que l’on a seulement montré que F(r) = −∇rV (r) implique, d’une part, la réversi-
bilité au sens de (D3) (qui est équivalente à celle (D1)), et d’autre part la réversibilité au sens
de (D2). On montrera à la section 2.3 que la réversibilité au sens de (D3) (et (D1)) est bien
équivalente à F(r) = −∇rV (r), et donc qu’elle implique la réversibilité au sens de (D2).
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alors la probabilité stationnaire est toujours donnée par l’équation (2.8) avec
V (r) = α|r|2/2, mais le taux de production d’entropie est non nul puisque :

σ = 1
kBT

〈ṙt · F(rt)〉 = 1
kBT

〈
ṙt ·

(
−∇r

[
α|rt|2

2

]
+ rt ×A

)〉
(2.10)

où, bien que la contribution de la force gradient soit nulle (confère (2.7)), celle de
la force rotationnelle ne l’est pas. En effet le travail 〈ṙt · rt ×A〉, défini au sens de
Stratonovich, est égale à la limite quand ∆t→ 0 de l’expression suivante, où l’on
a posé ∆rt ≡ rt+∆t − rt :〈

∆rt
∆t ·

[(
rt + ∆rt

2

)
×A

]〉
=

〈
∆rt
∆t · [rt ×A]

〉
= ζ 〈[−αrt + rt ×A] · [rt ×A]〉+O (∆t)
= ζ

∑
i,j,k,l,m

εijkεilmA
kAm

〈
rjt r

l
t

〉
+O (∆t)

= ζkBT

α

∑
i,j,k,m

εijkεijmA
kAm +O (∆t)

= 2ζkBT
α
|A|2 +O (∆t)

où l’on a simplement utilisé les propriétés du produit vectoriel et du symbole
de Levi-Civita εijk ainsi que la mesure stationnaire. Ainsi le taux de production
d’entropie (informationnelle et thermodynamique) est

σ = 2ζ
α
|A|2 (2.11)

et malgré le fait que la mesure stationnaire soit une mesure de Gibbs (réversi-
bilité au sens (D2)), le système est irréversible (ou “hors-équilibre”) au sens des
définitions (D1) et (D3).

2.1.2 Renversement du temps dans l’équation de Langevin
sous-amortie.

On considère maintenant l’équation de Langevin sous-amortie :

ṙt = vt (2.12)
mv̇t = F(rt)− γvt +

√
2γkBTηt (2.13)

où m est la masse de la particule et γ = ζ−1 est le coefficient d’amortissement.
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Supposons que l’on définisse la mesure de chemin reversée en temps par

P̄ [(rt,vt)t∈T] ≡ P [(r̄t, v̄t)t∈T] (2.14)

où la trajectoire (r̄t, v̄t)t∈T inverse de (rt,vt)t∈T est définie, comme dans la section
précédente, en renversant seulement la variable temporelle :

(r̄t, v̄t)t∈T ≡ (rT −t,vT −t)t∈T . (2.15)

Ce choix implique que, partant d’une trajectoire (rt,vt)t∈T solution de (2.12)–
(2.13), i.e. telle que P [(rt,vt)t∈T] 6= 0, la probabilité d’observer la trajectoire
inverse P [(r̄t, v̄t)t∈T] est nulle puisque (r̄t, v̄t)t∈T ne peut pas satisfaire l’équa-
tion (2.12) car ˙̄rt = −v̄t. Ainsi la production d’entropie informationnelle associée
au renversement du temps (2.14)–(2.15) diverge :

ΣT = +∞ . (2.16)

Notons, d’une part, que la variable v̄ des trajectoires renversées en temps défi-
nies par (2.15) n’a plus le sens physique d’une variable vitesse puisqu’elle satisfait
˙̄rt = −v̄t (pour les trajectoires associées, via (2.15), à celles issues de (2.12)–
(2.13)). D’autre part, l’étude du bilan détaillé (2.14)–(2.15) apporte une informa-
tion presque triviale puisqu’elle nous enseigne simplement que le fait de ne pas
“retourner la variable vitesse” lors de l’inversion du temps donne lieu à des trajec-
toires impossibles.

Ainsi, pour définir un renversement du temps plus utile et physiquement cohé-
rent, il est nécessaire, en plus de renverser la variable temporelle, de renverser la
variable de vitesse :

(r̄t, v̄t)t∈T ≡ (rT −t,−vT −t)t∈T (2.17)
On définit ensuite la mesure renversée en temps des trajectoires :

P̄ [(rt,vt)t∈T] ≡ P [(r̄t, v̄t)t∈T] = P [(rT −t,−vT −t)t∈T] . (2.18)

Le calcul du taux de production d’entropie informationnelle donne alors :

σ = 1
kBT
〈vt · (F−mv̇t)〉 . (2.19)

A nouveau, σ est bien égale au flux de chaleur divisé par (kB fois) la température,
et coïncide ainsi avec le taux de production d’entropie thermodynamique. Ainsi
la réversibilité au sens de la thermodynamique (D1) et la réversibilité au sens du
bilan détaillé (D3) — pour le renversement du temps défini par (2.17)–(2.18) —
sont à nouveau équivalentes et ont lieu si et seulement si σ = 0. On peut monter
(confère appendice F) que l’irréversibilité au sens de (D1) et (D3) est à nouveau
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équivalente au fait que le champ de force dérive d’un potentiel : F(r) = −∇rV (r)
et que cela implique une mesure stationnaire du type Boltzmann–Gibbs

pss(r,v) = 1
Z
e−m|v|

2/2kBT e−V (r)/kBT (2.20)

donc la réversibilité au sens (D2).
Enfin, sur le plan de “l’interprétation expérimentale”, l’étude de la réversibilité

au sens du bilan détaillé donné par les équations (2.17)–(2.18) revient à faire des
“films” de l’espace des phases (r,v) de la particule sur un intervalle de temps
T et à comparer la statistique de ces films avec ceux obtenus en renversant le
temps et en inversant la variable de vitesse dans les films initiaux. Notons que,
bien que l’accès “direct” à l’espace des phases soit impossible, l’équation (2.12)
permet de réaliser indirectement ces “films de l’espace des phases” via le protocole
suivant : on réalise des films dans l’espace “réel” (ou “espace des configurations”,
i.e. l’espace dans lequel évolue la variable r), puis on déduit la vitesse de la particule
en différenciant sa variable de position, ce qui permet de “relever” la trajectoire
depuis l’espace réel jusque dans l’espace des phases. Ensuite on joue les films dans
l’espace réel simplement en inversant le temps. Enfin, on relève les trajectoires
obtenues jusque dans l’espace des phases, ces derniers films étant ceux dont la
statistique est à comparer avec celle des films initiaux de l’espace des phases.

2.1.3 Renversement du temps en présence d’une force qui
ne travaille pas.

On suppose maintenant que notre particule possède une charge électrique q
et que, mises à part les forces exercées par le bain thermique, la particule est
uniquement soumise à un champ magnétique B, constant et uniforme :

ṙt = vt (2.21)
mv̇t = qvt ×B− γvt +

√
2γkBTηt (2.22)

Notons tout d’abord que, si l’on suppose par exemple des conditions au bords
périodiques sur le domaine spatial dans lequel évolue la particule, la mesure sta-
tionnaire associée au processus est

pss(r,v) = 1
Z
e−m|v|

2/kBT (2.23)

qui est bien une mesure de Gibbs. Ainsi le processus défini par les équations (2.21)–
(2.22) est bien à l’équilibre au sens (D2) des ensembles statistiques. De plus, un
calcul direct permet de montrer que la force totale −γvt +

√
2γkBTηt exercée par
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le bain sur la particule ne travaille pas à l’état stationnaire. La chaleur échangée
avec le bain est donc nulle. Le système est ainsi également réversible au sens (D1)
de la thermodynamique, ce qui était attendu étant donné que la force exercée par
le champ magnétique n’exerce aucun travail sur la particule.

Ensuite, sur le plan de la réversibilité au sens (D3) du bilan détaillé, étant
dans un contexte sous-amortie, on pourrait vouloir définir, comme à la section
précédente 2.1.2,

P̄ [(rt,vt)t∈T] ≡ P [(r̄t, v̄t)t∈T] (2.24)

avec

(r̄t, v̄t)t∈T ≡ (rT −t,−vT −t)t∈T . (2.25)

On peut montrer par un calcul direct que ce choix mène à un taux de production
d’entropie informationnelle donnée par :

σ = 2q2

mγ
|B|2 , (2.26)

Cette production d’entropie informationnelle ne coïncide donc pas avec la produc-
tion d’entropie thermodynamique qui, comme on l’a dit précédemment, est nulle
puisque, le champ magnétique ne produisant aucun travail sur la particule, il ne
peut en aucun cas maintenir un flux de chaleur en régime permanent.

En revanche, si dans notre manière de “renverser le temps”, en plus de renverser
les variables de temps et de vitesse, on renverse également le champ magnétique
B 7→ −B, on peut montrer que le taux de production d’entropie informationnelle
s’annule :

σ = 0 , (2.27)

et coïncide ainsi avec le taux de production d’entropie thermodynamique. Formelle-
ment, cette dernière manière de “renverser le temps” revient à définir la probabilité
de chemin

P̄B[(rt,vt)t∈T] ≡ P−B[(r̄t, v̄t)t∈T] (2.28)

avec
(r̄t, v̄t)t∈T ≡ (rT −t,−vT −t)t∈T , (2.29)

où on a noté PB la probabilité de chemin associée aux équations (2.21)-(2.22).
Notons que les bilans détaillés (2.24)–(2.25) et (2.28)–(2.29) apportent des in-

formations complémentaires sur la dynamique (2.21)–(2.22). Le fait que le taux
de production d’entropie (2.26) associé au bilan détaillé (2.24)–(2.25) ne s’annule
pas met en lumière une forme d’irréversibilité des trajectoires du système : dans
le plan orthogonal à B, les particules ont davantage tendance à tourner dans un
sens (déterminé par le sens de B et le signe de la charge q) que dans l’autre —
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asymétrie que l’on observerait dans la statistique des trajectoires si l’on mettait
en œuvre, par exemple, le protocole expérimental décrit à la fin de la section 2.1.2.
Le fait que le taux de production d’entropie informationnelle (2.27) s’annule lors-
qu’on inverse le champ magnétique — et coïncide ainsi avec le taux de production
d’entropie thermodynamique — indique que l’irréversibilité de la statistique des
trajectoires de (2.21)–(2.22), au sens thermodynamique, ne provient pas des degrés
de liberté (r,v) des équations (2.21)–(2.22), mais des degrés de liberté sous-jacents
au champ magnétique B.

En effet, supposons que le champ B soit engendré par la circulation d’électrons
dans une bobine aux bornes de laquelle on impose une différence de potentiel ∆U
fixée. On aurait alors pu “raffiner” le modèle (2.21)–(2.22) en ajoutant des équa-
tions modélisant l’évolution de l’ensemble Xt ≡ (rit,vit)i des positions et vitesses
des électrons au cours du temps, en fonction de ∆U , ainsi que l’expression du
champ B en fonction des vitesses des électrons — cette dernière expression étant
impaire selon les équations de Maxwell. Si on note

(X̄t)t∈T ≡ ((riT −t,−viT −t)i)t∈T (2.30)

la trajectoire renversée en temps des électrons (où on n’a pas modifié ∆U), alors
on peut définir un taux de production d’entropie plus global (i.e. qui inclut la
dynamique des électrons) :

σ̃ ≡ 1
T

〈
log P [(rt,vt,Xt)t∈T]
P [(r̄t, v̄t, X̄t)t∈T]

〉
(2.31)

Tout d’abord, si l’on intègre les degrés de liberté des électrons (i.e. on marginalise
par rapport à X) dans la dynamique totale, on retombe bien sur la dynamique
initiale (2.21)–(2.22) avec un champ magnétique moyen 〈B〉. Or, on peut montrer
(voir appendice B) que la production d’entropie associé à la dynamique margina-
lisée minore la production d’entropie “totale”, i.e.

σ̃ ≥ σ (2.32)

où
σ ≡ 1

T

〈
log P〈B〉[(rt,vt)t∈T]
P〈B〉[(r̄t, v̄t)t∈T]

〉
(2.33)

est donné par l’expression (2.26) en remplaçant B par 〈B〉. Par ailleurs, en condi-
tionnant le numérateur et le dénominateur respectivement par (Xt)t et (X̄t)t on
peut décomposer σ̃ :

σ̃ = σ̃1 + σ̃2 (2.34)
avec

σ̃1 ≡
1
T

〈
log P [(rt,vt|Xt)t∈T]
P [(r̄t, v̄t|X̄t)t∈T]

〉
et σ̃2 ≡

1
T

〈
log P [(Xt)t∈T]
P [(X̄t)t∈T]

〉
. (2.35)
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Or l’entropie σ̃1 se réécrit

σ̃1 = 1
T

〈
log PBt [(rt,vt)t∈T]
P−BT −t [(r̄t, v̄t)t∈T]

〉
(2.36)

où (Bt)t∈T est le champ magnétique engendré par (Xt)t∈T et, par symétrie des
équations de Maxwell, (−BT −t)t∈T est celui engendré par (X̄)t∈T. Si la vitesse des
électrons fluctue faiblement autour de sa moyenne, on peut faire une approximation
de type champ moyen :

σ̃1 '
1
T

〈
log P〈B〉[(rt,vt)t∈T]
P−〈B〉[(r̄t, v̄t)t∈T]

〉
(2.37)

qui vaut zéro d’après l’équation (2.27). Ainsi l’entropie informationnelle du système
total

σ̃ ' σ̃2 = 1
T

〈
log P [(Xt)t∈T]
P [(X̄t)t∈T]

〉
(2.38)

i.e. est approximativement due à la seule dynamique des électrons. Notons que la
production d’entropie thermodynamique totale est, quant à elle, exactement due à
la dynamique des seuls électrons, et doit être proportionnelle à la vitesse moyenne
de l’ensemble des électrons multipliée par la différence de potentiel ∆U .

Ainsi on peut conclure que la dynamique de la particule mésoscopique, bien
que réversible au sens thermodynamique puisque non–dissipative (ce qui est bien
capturé par le bilan détaillé avec inversion du champ magnétique), présente une
forme d’irréversibilité dans la statistique de ses trajectoires (capturée par le bilan
détaillé sans inversion du champ B). Cette dernière est en fait induite par la
dynamique sous–jacente des électrons soumis à une différence de potentiel ∆U ,
qui, quant à elle, est bien irréversible non seulement au sens du bilan détaillé (sans
inversion de ∆U) mais également au sens de la thermodynamique.

Irréversibilité, coarse-graining et production d’entropie(s) sont ainsi liés de ma-
nière subtile.
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2.2 Formalisation mathématique de la symétrie
temporelle des équations stochastiques

Dans cette section on re-définit la notion de renversement du temps — qu’on
appellera aussi TRS, de l’anglais “Time Reversal Symmetry” – a l’aide de concepts
simples issus de la théorie des actions de groupe. Cela nous permettra de clarifier la
classification des différentes notions de TRS qui se dessinait déjà lors de l’examen
de cas simples à la section 2.1. On qualifiera ainsi la transformation effectuée sur
la mesure de chemin de :
→ T–symétrie, lorsqu’elle consiste simplement en l’inversion de la variable tem-

porelle, comme dans le cas de l’équation de Langevin sur-amortie (2.1) ;
→ PT–symétrie — pour “Parité-Temps” — lorsqu’en plus de renverser la va-

riable temporelle, on renverse également des degrés de liberté, comme dans
le cas de l’équation de Langevin sous-amortie (2.12)–(2.13). Notons que
l’emploie du terme “parité” sera employé dans ce manuscrit pour désigner
n’importe quelle symétrie vectorielle, et pas seulement celle qui inverse les
degrés de liberté spatiaux — comme c’est notamment l’usage en mécanique
quantique. Par exemple, on qualifiera d’opération de parité l’application
(r,v) 7→ (r,−v) qui inverse seulement la vitesse, sans modifier la variable
r de position.

→ E(P)T–symétrie — pour “(Parité–)Temps Étendue” — lorsqu’on renverse
aussi un terme dans l’ensemble des forces appliquées au système, comme le
champ magnétique dans la dynamique (2.21)–(2.22).

En plus de clarifier la classification des différentes notions de TRS couramment
employées, cette formalisation nous permettra de démontrer aisément que tout
processus stochastique admet une E(P)T–symétrie.

2.2.1 Contexte général
Le cadre général dans lequel s’inscrit cette section 2.2 est celui de l’étude des

symétries par renversement du temps des processus stochastiques markoviens so-
lutions d’équations différentielles stochastiques (EDS) de la forme

Ẋt = F(Xt) + ηt (2.39)

Dans cette équation une réalisation xt ∈ Rd de Xt représente l’ensemble des degrés
de liberté d’une particule à un instant t. Ce n’est donc pas nécessairement une
variable de position seulement. Elle peut éventuellement contenir des variables
d’impulsion, d’autopropulsion, etc. De plus, dans l’équation (2.39), η est un bruit
blanc gaussien centré tel que 〈ηαt η

β
t′〉 = 2Dαβδ(t − t′), où D est une matrice de

diffusion constante et uniforme.
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On étudie cette EDS sur un intervalle temporel T = [0; T ], où T ∈ R. On
définit également l’ensemble X des couples (F,D) tels que l’équation (2.39) associée
possède une unique mesure stationnaire pss. Dans tout ce chapitre on note : en
minuscule les trajectoires (xt)t∈T (qui sont des applications de T à valeurs dans Rd)
et en majuscules les processus stochastiques (Xt)t∈T (qui peuvent être vu comme
des variables aléatoires à valeurs dans l’ensemble des trajectoires de T dans Rd). De
plus, dans l’ensemble de ce chapitre, on étudie que des équations (2.39) telles que
(F,D) ∈ X, et on suppose que la condition initiale X0 du processus stochastique
(Xt)t∈T, solution de (2.39), est distribuée selon la probabilité stationnaire pss, de
telle sorte que l’on soit toujours dans l’état stationnaire.

Dans ce cadre, une équation de la forme (2.39) est associée de manière univoque
à :
→ Un couple champ de force – matrice de diffusion : (F,D) ∈ X.
→ Une équation de Fokker-Planck de la forme :

∂tp =Wp (2.40)

où l’opérateur d’évolution W est donné par

Wp = −∇ · [pF−D∇p] avec D∇p ≡ Dαβ∂xβp . (2.41)

On définit également le courant de probabilité J (x, [p]) (fonctionnelle de
p) :

J (x, [p]) ≡ p(x)F(x)−D∇p(x) (2.42)

On note WX et JX les espaces auxquels W et J appartiennent respective-
ment lorsque (F,D) ∈ X.

→ Une mesure sur les trajectoires P [(xt)t∈T], que l’on identifiera à (l’exponen-
tielle de) la fonctionnelle d’Onsager-Machlup :

P [(xt)t∈T] = 1
Z

exp
[
− 1

4

∫
T
[ẋt−F(xt)]tD−1[ẋt−F(xt)]+∇·F(xt)dt

]
pss(x0)
(2.43)

On pensera toujours à P comme à une densité de probabilité par rapport
à une “mesure de Lebesgue” sur l’espace des trajectoires. 4 On note PX

l’espace auquel P appartient.

4. Lorsque D a des valeurs propres nulles, associées à un sous-espace propre E0 de Rd, le terme
associé à |ẋ0

t − F0(xt)|2 dans l’exponentielle vaut −∞, sauf lorsque ẋ0
t = F0(xt). La probabilité

de chemin sur la composante x0 de la trajectoire, sachant les autres composantes, est donc un
dirac selon les lignes de flot de F0(xt).
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→ Une probabilité à deux points 5 p2 : (x, t,y, τ) 7→ p2(x, t,y, τ) où x,y ∈ Rd

et τ, t ∈ T sont tels que τ ≤ t. On note pX
2 l’espace de telles probabilités à

deux points associées à (2.39) lorsque (F,D) ∈ X.

Ainsi un couple (F,D) ∈ X, un opérateur d’évolution W , une fonctionnelle de
courant J , une mesure de chemins P , ou une mesure à deux point p2 caractérisent
entièrement un processus (stationnaire) (Xt)t∈T solution de l’équation (2.39). Au-
trement dit les espaces X, WX, JX, PX et pX

2 sont en bijection.
Notons au passage que la connaissance de la mesure stationnaire pss, du cou-

rant de probabilité stationnaire Jss ≡ J (·, [pss]) et de la matrice de diffusivité D
implique la connaissance de l’ensemble du processus stochastique, puisque

F = p−1
ss (Jss + D∇pss) . (2.44)

Si la caractérisation de la mesure stationnaire du système est une question centrale
en physique statistique, celle du courant de probabilité stationnaire l’est également,
puisqu’à eux deux (et avec D) ils contiennent “toute l’information” sur le processus
stochastique. Le chapitre 5 de ce manuscrit porte sur une méthode de caractérisa-
tion de ce courant de probabilité dans les théories des champs stochastiques.

Dans ce contexte, définir un “renversement du temps” (ou TRS) pour le pro-
cessus (Xt)t∈T, solution stationnaire (i.e. dont la mesure ponctuelle est constante)
de la dynamique (2.39), c’est définir un processus “adjoint” (ou “dual”) (X̄t)t∈T,
solution stationnaire d’une dynamique “adjointe”, ayant une probabilité de chemin
que l’on notera P̄ . On exige par ailleurs que l’application P 7→ P̄ soit involutive,
puisque “inverser le cours du temps” une seconde fois doit nous ramener dans la
situation initiale 6.

Le système est alors dit réversible par rapport au renversement choisi si et
seulement si P = P̄ . C’est à dire ssi les processus adjoints (Xt)t∈T et (X̄t)t∈T ont la
même probabilité de parcourir n’importe quelle trajectoire (xt)t∈T : P [(xt)t∈T] =
P̄ [(xt)t∈T].

On rappelle que la donnée d’une involution s sur un ensemble A est identique
à la donnée d’une action • du groupe Z2 = ({0 ; 1},+) sur ce même ensemble, où
l’action • est définie par

∀a ∈ A , 0 • a ≡ idA(a) et 1 • a ≡ s(a) (2.45)
5. On peut obtenir la probabilité à deux points en intégrant la probabilité de chemins. Ré-

ciproquement, l’équation (2.39) étant markovienne, on peut établir la probabilité à n points à
partir de la probabilité à 2 points pour n quelconque, puis la probabilité de chemins par “passage
à la limite”.

6. Notons que certains auteurs [111] exigent de plus que la mesure stationnaire pss soit in-
changée par un tel renversement du temps. On choisit de ne pas imposer cette contrainte dans
la définition des “renversements du temps” étudiés dans ce chapitre.
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où on a noté idA l’application identité de A (cf. appendice C pour plus de détails).
Dans ce chapitre, on choisira le point de vue de l’action de Z2, puisque celui-ci
donne accès à bon nombre d’opérations naturelles sur les actions de groupes que
nous rappelons en détails dans l’appendice C. Précisons tout de même que les deux
opérations dont nous ferons le plus usage dans la suite de cette section sont les
opérations

— d’induction d’action : si G est un groupe qui agit sur deux ensembles A
et B via des actions notées respectivement •A et •B, on peut définir une
action •BA de G sur l’ensemble BA des applications f de A dans B par

[g •BA f ](a) ≡ g •B f(g−1 •A a) (2.46)

pour tout élément a dans A. On dit que l’action •BA est induite à partir
des actions •A et •B.

— de transport d’action : si un groupe G agit sur un ensemble A et que f
est une application bijective de A dans un ensemble B, on peut définir une
action •B sur B par

∀b ∈ B , ∀g ∈ G , g •B b ≡ f(g •A f−1(b)) . (2.47)

On dit que •B est l’action transportée de •A par f .

2.2.2 (P)T–symétrie
Dans cette section, on se donne une symétrie vectorielle p sur Rd. Par exemple si

x = (r,v) décrit des variables de position et de vitesse seulement, on peut définir
une simple “inversion des vitesses” p : (r,v) 7→ (r,−v). On définit également
l’involution d’inversion de la variable temporelle t : t ∈ T 7→ T − t ∈ T.

On va voir que, malgré l’apparente complexité de la définition d’une TRS don-
née en 2.2.1, qui consiste à définir une involution sur l’espace des mesures de
trajectoires, on peut reconstruire une grande classe de tels renversement du temps
à partir des simples applications p et t. En plus d’éclairer le concept général de
TRS, la simplicité de cette construction nous permettra également de déduire ai-
sément bon nombre de propriétés des TRS qui consistent à inverser le temps et
“retourner” des degrés de liberté.

Actions induites : espaces des trajectoires et des probabilités de chemins

L’involution p (respectivement t) est naturellement associée à une action de
Z2 dans Rd (resp. T), notée ∗p (resp. ∗t). Ainsi les espaces (Rd, ∗p) et (T, ∗t) sont
tous deux des Z2-ensembles. L’espace des trajectoires du problème considéré étant
simplement (inclus dans) l’ensemble (Rd)T des applications de T dans Rd, on peut le
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munir d’une action de Z2 naturellement induite (cf. appendice C) à partir de ∗p et
∗t : on note ∗pt l’action ainsi obtenue. Pour toute trajectoire x : t ∈ T 7→ x(t) ∈ Rd

(notée aussi (xt)t∈T), on a

(g ∗pt x)(t) ≡ g ∗p x(g−1 ∗t t) . (2.48)

Lorsque g = g−1 = 0, on a nécessairement une transformation triviale, i.e. qui ne
fait rien : (0 ∗pt x)(t) = x(t). Lorsque g = g−1 = 1 : (1 ∗pt x)(t) = p[x(T − t)].

Par ailleurs, une “mesure” de chemin P est, quant à elle, une application de
l’espace des trajectoires (Rd)T dans R. Puisque (Rd)T est maintenant muni d’une
action de Z2, et que l’on peut toujours définir une action triviale de Z2 sur R (qui
laisse inchangé tout élément de R), on peut à nouveau définir une action induite
sur l’espace des probabilités de chemin, notée ?pt :

[g ?pt P ][(xt)t∈T] ≡ P [g−1 ∗pt (xt)t∈T] (2.49)

Ainsi, à partir d’une paire d’actions élémentaires (∗t, ∗p) de Z2 opérant respec-
tivement sur le temps T et l’espace des états Rd, on a pu induire une action ?pt sur
l’espace des probabilité de trajectoires.

Transport d’action et réversibilité

Pour une involution linéaire p donnée, la procédure précédente permet de dé-
finir, par restriction 7 de ?pt à PX ⊂ R([Rd]T), une action sur PX, toujours notée
?pt. Ainsi, pour tout processus stochastique (stationnaire) Xt, solution de l’équa-
tion (2.39) pour un certain couple (F,D) ∈ X, de mesure de chemin (stationnaire)
P ∈ PX, on peut définir un processus X̄t, de mesure de chemin (stationnaire) P̄
définie par

P̄ ≡ 1 ?pt P , (2.50)

c’est à dire

P̄ [(xt)t∈T] ≡ [1 ?pt P ][(xt)t∈T] = P [1−1 ∗pt (xt)t∈T] = P [(p(xT −t))t∈T] (2.51)

ou encore
P̄ [(xt)t∈T] = P [(x̄t)t∈T] où (x̄t)t∈T ≡ 1 ∗pt (xt)t∈T (2.52)

où (x̄t)t∈T est la trajectoire “inverse” de (xt)t∈T (pour les involutions p et t consi-
dérées). Ce processus stochastique X̄t, ayant P̄ pour mesure de chemins, sera
appelé indifféremment processus pt–dual, pt–adjoint, ou pt–inverse (ou PT–dual,
PT–adjoint, ou PT–inverse, lorsqu’on ne précisera pas les involutions p et t). C’est

7. Le fait que PX soit stable par ?pt sera donné par l’équation (2.56).
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le “processus renversé en temps” associé au processus initial Xt, pour l’involution
p choisie (t est toujours la même pour un intervalle T donné).

Notons qu’on définit parfois le processus renversé en temps (X̄t)t∈T du proces-
sus (Xt)t∈T (solution stationnaire de (2.39)) comme le processus qui réalise toute
trajectoire (x̄t)t∈T, “inverse” d’une trajectoire (xt)t∈T, avec la même probabilité
que le processus initiale (Xt)t∈T réalise (xt)t∈T. Ce qui s’écrit mathématiquement

P̄ [(x̄t)t∈T] ≡ P [(xt)t∈T] (2.53)

ce qui est bien équivalent à l’équation (2.52). Notons que cette dernière définition
ne sera pas valable pour des renversement du temps impliquant, non seulement
une inversion de la variable temporelle et (éventuellement) de certains degrés de
liberté, mais également une transformation directe du champ de force F (voire de
la matrice D), comme on le verra à la section 2.2.3. C’est pourquoi on a donné une
définition plus générale d’un renversement du temps à la section 2.2.1, n’impliquant
qu’une involution sur les probabilités de chemins P 7→ P̄ .

On voudrait maintenant connaître plus en détails les propriétés de ce processus
dual. En particulier on voudrait savoir pour quel couple (F̄, D̄) ∈ X ce processus
dual est solution de l’équation (2.39). L’espace PX étant en bijection avec pX

2 , WX,
JX, et X, on peut transporter l’action ?pt à tous ces espaces, via des applications
bijectives appropriées (cf. paragraphe “transport d’action” de l’appendice C). Les
actions obtenues seront en général également notées ?pt. Lorsqu’on aura besoin par
la suite de préciser de quelle action on parle, on utilisera les notations ?P

pt, ?
p2
pt , ?W

pt,
?J
pt, et ?Xpt. La construction formelle de ces actions à partir des involutions p et t
est synthétisée dans la figure 2.1.

Étant donné que l’action de 0 ∈ Z2 est toujours triviale, on va se contenter, à
partir de maintenant, de décrire l’action de 1 ∈ Z2. Pour tout élément e sur lequel
Z2 opère via une action ?pt, on pose

ē ≡ 1 ?pt e . (2.54)

On démontre ensuite (cf. Appendice D) que le processus pt–dual a les propriétés
suivantes :
→ sa mesure à deux points est

p̄2(x, t,y, τ) = p2(p(y), T − τ, p(x), T − t) (2.55)

→ sa mesure stationnaire est

p̄ss = pss ◦ p . (2.56)

En particulier, ceci implique que les deux processus adjoints ont la même
mesure stationnaire si et seulement si pss est invariante sous p.
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→ son opérateur d’évolution est

W̄ = PpssW†p−1
ss P (2.57)

où l’opérateur P agit sur les fonctions f : Rd → R via Pf : x 7→ f ◦p(x), et
où W† est l’opérateur dual de W au sens L2 (pour la mesure de Lebesgue
sur Rd). L’expression explicite de l’opérateur d’évolution est donnée par

W̄ψ = −∇ ·
[(

2JpDJ tp∇ log pss ◦ p− JpF ◦ p
)
ψ − JpDJ tp∇ψ

]
(2.58)

où Jp est la jacobienne de p : [Jp]ij = ∂jp
i, et où J tp est sa transposée.

→ son champ de forces F̄, sa matrice de diffusion D̄, ainsi que sa fonctionnelle
de courant J̄ sont respectivement donnés par :

F̄ = 2JpDJ tp∇ log pss ◦ p− JpF ◦ p (2.59)
D̄ = JpDJ tp (2.60)

J̄ [p] = pF̄− D̄∇p (2.61)

→ sa mesure de chemin P̄ est, quant à elle, obtenue en remplaçant F et D
respectivement par F̄ et D̄ dans l’expression (2.43) de P — ou, de manière
équivalente, en remplaçant (xt)t∈T par (x̄t)t∈T dans P .

Le processus (Xt)t∈T est alors dit pt–réversible —on dira simplement t–réversible
lorsque p est l’identité — lorsque l’une des conditions équivalentes suivantes est
vérifiée :

P = P̄ , p2 = p̄2, W = W̄ , (F,D) = (F̄, D̄), ou encore J = J̄ .

En terme d’action de Z2, la réversibilité signifie que le processus stochastique
(Xt)t∈T est un point fixe pour l’action ?pt. Les ensembles PX, pX

2 , WX, JX, et X
— décrivant tous (Xt)t∈T de manière univoque — étant “Z2–équivalents” (i.e. il
existe des bijections équivariantes entre eux), un élément de l’un de ces ensembles
est un point fixe pour l’action de Z2 ssi ses images (par les bijections équivariantes)
dans les autres ensembles sont également des points fixes (cf. appendice C). D’où
l’équivalence des définitions de réversibilité dans tous ces ensembles.

Par ailleurs, si l’on note EX l’un des ensembles WX, JX, ou X, et e un élément
de EX, alors on peut décomposer e en parties symétrique et anti–symétrique sous
l’action ?pt :

e = eS + eA avec eS = 1
2 (e+ 1 ?pt e) et eA = 1

2 (e− 1 ?pt e) . (2.62)
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La pt−réversibilité est alors équivalente à eS = e ou encore à eA = 0. Notons
que ceci reste vrai pour les espaces PX et pX

2 mais les parties symétrique et anti–
symétrique d’un élément ne sont alors en général plus des probabilités.

Enfin, signalons que l’on donne dans l’appendice H l’expression de W̄ (ainsi
que celles de F̄, D̄ et J̄ ) dans le cas, plus général, d’une équation différentielle
stochastique avec bruit multiplicatif.

T

Rd

(Rd)T R

PX

pX
2

WX JX

X

Z2 ∗t

Z2 ∗p

?pt

Figure 2.1 – Construction de l’action ?pt de Z2, formalisant le “renverse-
ment du temps”, sur tous les espaces d’intérêt (décrivant la dynamique sto-
chastique (2.39)) à partir de deux actions élémentaires de Z2 : ∗t et ∗p (notées
en rose en haut à gauche de la figure), agissant respectivement sur le temps
T et l’espace Rd. Chaque flèche verte désigne l’espace des fonctions entre les
ensembles de départ et d’arrivée. Leur courbure symbolise l’induction d’une
action sur l’espace des fonctions depuis les actions sur les espaces de départ et
d’arrivée. Les flèches bleues symbolisent l’existence d’une bijection entre les
espaces, permettant, lorsque décrétée équivariante, le transport d’une action
depuis la source de la flèche jusqu’à sont but. Les espaces PX, pX

2 , WX, JX et
X sont tous des Z2–ensembles qui sont ainsi Z2–équivalents par construction.
On note donc, pour simplifier, chacune des actions de Z2 sur ces espaces par
la même notation ?pt (schématisée en rose au centre du pentagone délimité
par les flèches bleues). Enfin, notons que l’on aurait tout à fait pu transpor-
ter l’action ?pt dans l’autre sens du pentagone depuis PX (i.e. de PX à X et
ainsi de suite), en identifiant F̄ et D̄ dans l’expression de P̄ .
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2.2.3 EPT–symétrie : PT–symétrie étendue
On a vu, à travers l’exemple de la particule chargée en champ magnétique (cf.

équations (2.21)-(2.22)), qu’il peut être utile de pouvoir exprimer une forme plus
générale de réversibilité (toujours au sens (D3) d’un bilan détaillé) que celle décrite
par les (P)T–symétries. Cette forme plus générale consiste à modifier directement
le champ de force F appliqué au système — et éventuellement la matrice de dif-
fusion D — en plus de renverser le temps ainsi qu’éventuellement certains degrés
de liberté.

Pour formaliser cela, on suppose disposer d’une nouvelle involution e définie
directement sur l’espace X des couples (champs de force, diffusivité). On peut
penser à l’inversion d’un éventuel champ magnétique par exemple. Comme pour
les applications t et p, cette involution peut être vu comme une action ∗e du groupe
Z2 sur X. On peut, comme dans la section précédente, transporter cette action à
tous les espaces en bijection avec X, notamment à PX, où l’action obtenue est notée
?e. Ensuite, si une condition de compatibilité est respectée (il faut que les actions
?e et ?pt commutent – cf. paragraphe “composition d’actions” de l’appendice C
pour plus de détails), on peut composer cette action avec ?pt, pour obtenir une
action ?ept, définie par :

1 ?ept P ≡ 1 ?pt (1 ?e P) = 1 ?e (1 ?pt P) (2.63)
A nouveau, on peut transporter l’action obtenue à tous les espaces pX

2 , WX, JX et
X. Ces espaces étant ainsi Z2–équivalents, on note par le même symbole ?ept les
actions obtenues. Si EX est l’un de ces espaces et e un élément de EX, on renote

ē ≡ 1 ?ept e (2.64)
Pour obtenir l’expression explicite de ē (notamment celles de W̄ , F̄, D̄ et J̄ ), il
suffit de remplacer le couple (F,D) par 1 ∗e (F,D) ≡ e(F,D) dans l’expression de
ē donnée à la section 2.2.2.

La construction générale d’une ept–symétrie ainsi réalisée est résumée dans la
figure 2.2.

Cette formulation coïncide bien avec ce que nous avions fait dans le cas d’une
particule chargée plongée dans un champ magnétique (cf. équations (2.21)–(2.22))
puisque dans ce cas, en choisissant pour e l’application qui inverse le sens du
champ magnétique, et en notant PB la probabilité “forward” (i.e. du système
avant renversement du temps), on trouve que la probabilité de chemins renversée
en temps est bien :

PB[(rt,vt)t∈T] ≡ [1 ?ept PB][(rt,vt)t∈T]
= [1 ?pt (1 ?e PB)][(rt,vt)t∈T]
= [1 ?pt P−B][(rt,vt)t∈T]
= P−B[(rT −t,−vT −t)t∈T]
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T

Rd

(Rd)T R

PX

pX
2

WX JX

X

Z2 ∗t

Z2 ∗p

∗e Z2
?ept

Figure 2.2 – Résumé de la construction d’un “renversement du temps”
(étendu), formalisé par une action ?ept de Z2 sur les espaces Z2–équivalents
PX, pX

2 , WX, JX et X, décrivant la dynamique (2.39). Cette action ?ept est
construite à partir d’actions élémentaires ∗t, ∗p et ∗e agissant respectivement
sur les le temps T, l’espace des états Rd et l’espace X des champs de force et
des matrices de corrélation du bruit. Le code couleur est le même que celui
de la figure 2.1.

L’intérêt d’une telle formulation est notamment de voir immédiatement que,
pour n’importe quelle involution linéaire p sur Rd (donc notamment p = idRd) et
tout processus stochastique (Xt)t∈T solution de (2.39) pour un couple (F,D) ∈ X
quelconque, on peut trouver une modification du champ de force F (et éventuelle-
ment de D) qui “compense” le renversement du temps (i.e. la PT–symétrie définie
par p et t). Cette modification de (F,D) étant donnée par l’action de 1 ∈ Z2 via
∗e ≡ ?Xpt. En effet, on voit immédiatement que prendre ∗e ≡ ?Xpt conduit à une
action ?ept sur PX égale à l’identité :

1 ?ept P = 1 ?pt (1 ?e P) = 1 ?pt (1 ?pt P) = (1 + 1) ?pt P = 0 ?pt P = P . (2.65)

Ainsi, n’importe quelle équation stochastique est invariante sous une telle ept–
symétrie (puisque celle-ci est l’identité), i.e. n’importe quelle équation stochastique
possède une EPT–symétrie 8.

Plus concrètement, ces EPT–symétries “universelles” consistent à : appliquer
une PT–symétrie dans la probabilité de chemin P ; cette symétrie transforme le
couple (F,D) 7→ 1?Xpt (F,D) ; l’action ∗e = ?Xpt consiste alors à ré-inverser le champ

8. Même une infinité, puisque p est quelconque dans cette construction.



2.2. Formalisation mathématique de la symétrie temporelle des équations
stochastiques 61

de force (et éventuellement la matrice de diffusion si nécessaire) : 1 ?Xpt (F,D) →
(F,D), ce qui re-donne la mesure initiale.

Notons que la transformation(2.28)–(2.29) appliquée au système magnétique
décrit par les équations (2.21)–(2.22), qui permet de retrouver l’entropie ther-
modynamique à partir d’une entropie informationnelle, est exactement de cette
nature, i.e. elle coïncide avec ?ept pour ∗e ≡ ?Xpt et p(r,v) ≡ (r,−v). Mieux, toute
EPT–symétrie qui laisse invariante un système donné (i.e. pour laquelle le système
est réversible au sens (D3)) coïncide, pour ce système, avec une action “universel-
le” ?ept, où ∗e = ?Xpt (pour un certain p) ! Ceci n’est peut-être pas évident quand on
regarde l’action ?ept au niveau de l’espace PX, car une part de la transformation
réalisée dans la probabilité de chemin provient d’un renversement du temps (et
éventuellement de certains degrés de liberté), tandis qu’une autre consiste à mo-
difier directement la force (et éventuellement la matrice de diffusion). Mais c’est
clair quand on examine l’action ?ept dans l’espace X : pour que le système soit
ept–réversible, il faut précisément que l’involution e fasse la transformation inverse
de celle induite par la pt–symétrie.

Enfin, ce résultat “d’EPT–symétrie universelle” suggère fortement qu’il n’est
pas possible de dégager de propriété générale des systèmes EPT-symétriques —
comme nous le faisons notamment à la prochaine section 2.3 pour les systèmes
(P)T–symétriques — puisqu’ils le sont finalement tous. Néanmoins, la notion de
PT–symétrie Étendue a son importance, notamment parce qu’elle permet de faire
coïncider l’entropie informationnelle et l’entropie thermodynamique dans certains
systèmes tels que celui de la particule chargée en champ magnétique (cf. (2.21)–
(2.22)).



62 Chapitre 2. Symétrie temporelle et réversibilité

2.3 Réversibilité et courants de probabilité

2.3.1 T–symétrie des systèmes sur-amortis & courants de
probabilité

On s’intéresse dans cette section à des systèmes ne comprenant pas de va-
riable “naturellement” impaire sous renversement du temps. Ces systèmes doivent
donc, en particulier, être sur–amortis, i.e. évoluer dans des conditions telles que
les effets inertiels soient négligeables devant les frottements visqueux. De plus, on
s’intéresse seulement aux propriétés de tels systèmes vis à vis de la “symétrie tem-
porelle” consistant simplement à renverser la variable de temps. Autrement dit,
on s’intéresse seulement au système dont l’étude de l’irréversibilité se ramène à
l’étude de leur comportement sous T–symétrie.

On reprend les notations de l’équation (2.39) :

Ẋt = F(Xt) + ηt (2.66)

où x ∈ Rd. On suppose néanmoins ici que la matrice de corrélation du bruit est
l’identité, i.e. 〈ηαt η

β
t′〉 = 2δαβδ(t−t′). Bien que cette hypothèse semble restreindre la

généralité des résultats qui sont présentés dans cette section, on peut montrer qu’il
est toujours possible de se ramener à une configuration similaire — de mouvement
brownien biaisé — en définissant une métrique courbe et en ajoutant un terme
supplémentaire de force effective(voir appendice I et [64]), ce qui ne modifie pas
“moralement” les conclusions de cette section.

On veut maintenant étudier les propriétés de réversibilité de l’équation (2.66)
vis à vis de la T–symétrie. On peut monter que le système est irréversible si et
seulement s’il existe une trajectoire CA→B, allant d’un point A à un point B, qui a
plus de chance d’être parcourue que sa trajectoire inverse CB→A (cf. appendice E).
Une première intuition, naïve, serait de dire que, le terme stochastique du bain
étant isotrope, la particule a toujours plus de chance de “descendre les lignes de
flot de F” que de les “remonter”, donc que le système est irréversible dès qu’il
est soumis à un champ de force F non nul. En fait, cette intuition s’applique
non pas aux probabilités “totales” de parcourt P [CA→B] vs. P [CB→A], mais aux
probabilités de parcourt conditionnées aux points de départ : P [CA→B|x0 = A] vs.
P [CB→A|x0 = B] . En effet

P [CA→B|x0 = A]
P [CB→A|x0 = B] = eWA→B , avec WA→B ≡

∫
T

F · Ẋt dt (2.67)

où (xt)t∈T est (une paramétrisation de) la trajectoire CA→B. Si cette trajectoire
“descend les lignes de flot de F”, c’est à dire si WA→B est positif, alors on a bien
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que P [CA→B|x0 = A] > P [CB→A|x0 = B]. Néanmoins l’examen de la formule des
probabilités conditionnelles :

P [CA→B]
P [CB→A] = P [CA→B|x0 = A]pss(A)

P [CB→A|x0 = B]pss(B) (2.68)

montre que le travail WA→B peut être “compensé” par le fait que la probabilité
d’être en B soit plus importante que celle d’être en A. Une autre manière de
formuler cela est de prendre le log de l’équation (2.68), qui donne une version
trajectorielle [117] de la décomposition que fait le second principe de la thermo-
dynamique de la variation d’entropie, entre chaleur et entropie produite :

Σ̂A→B = Q̂A→B + ∆ŜA→B (2.69)

où ΣA→B ≡ log(P [CA→B]/P [CB→A]) est l’entropie produite en parcourant la tra-
jectoire CA→B (qui peut être négative), Q̂A→B ≡ log(P [CA→B|x0 = A]/P [B → A|x0 =
B]) = WA→B est la chaleur transmise au bain 9, et ∆ŜA→B ≡ − log pss(B) +
log pss(A) est la variation de l’entropie de Shannon “trajectorielle” Ŝ(x) ≡ − log pss(x)
entre les points A et B. La “compensation” mentionnée plus haut correspond alors
à celle de Q̂A→B par ∆ŜA→B qui conduit bien à une production trajectorielle d’en-
tropie nulle Σ̂A→B = 0. Lorsque cette compensation a lieu pour toutes les trajec-
toires, on a bien la propriété de bilan détaillé

P [CA→B|x0 = A]pss(A) = P [CB→A|x0 = B]pss(B) , (2.70)

i.e. le processus étudié est bien réversible. On sait que cette compensation systé-
matique (i.e. pour toutes les trajectoires) est notamment réalisée lorsque le champ
de force dérive d’un potentiel F = −∇V , auquel cas la mesure d’équilibre est une
mesure de Gibbs–Boltzmann : pss(x) = e−V (x)/Z. On peut alors se demander s’il
existe des champs de force qui ne dérivent pas d’un potentiel, mais pour lesquels
la “compensation” est néanmoins possible. Comme on l’a vu à la section 2.2.2, la
réponse est négative, puisque la réversibilité du processus implique d’après l’équa-
tion (2.59) :

F = F̄ = 2∇ log pss − F i.e. F = ∇ log pss . (2.71)

9. WA→B ne correspond pas au “travail de l’opérateur” apparaissant dans le premier principe
de la thermodynamique (stochastique). En effet, un tel travail (infinitésimal) d’un opérateur
serait donné par ∂λV (r)dλ, où le système serait soumis à une force −∇rVλ(r), paramétrée par
un paramètre λ que l’opérateur ferait varier au cours d’une transformation. WA→B est le travail
du champ de force (fixe) sur la particule. Celui-ci correspond à une variation d’énergie potentielle
du système. Le système étant sur–amorti, l’énergie de la particule est réduite à cette énergie
potentielle. Le travail de l’opérateur étant nul, on a bien égalité entre flux de chaleur et variation
du potentiel.
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Pour comprendre ce résultat, il suffit de regarder le problème de création d’entropie
trajectorielle en ne considérant que des trajectoires fermées, i.e. des boucles. Pour
de telles trajectoires, le travail de F ne peut pas être compensé par la variation de
l’entropie de Shannon trajectorielle. S’il existe une boucle orientée C+ qu’il est plus
probable de parcourir que la boucle d’orientation inverse C−, alors la production
d’entropie de C+ est

ΣC+ ≡ log P [C+]
P [C−] =

∮
C+

F ·
−→d` =

∫
Ω
∇× F ·

−→dS (2.72)

où Ω est une surface orientée dont le bord est C+. Ainsi dès que F possède une
composante rotationnelle, l’entropie produite est strictement positive, et le système
est donc hors équilibre.

On peut par ailleurs démontrer [117] que le taux de production d’entropie σ
est donnée par

σ =
∫

Rd
F(x) · Jss(x)dx . (2.73)

où
Jss(x) ≡ J (x, [pss]) (2.74)

est le courant de probabilité à l’état stationnaire. Or, le courant stationnaire étant
de divergence nulle, il existe un champ de vecteurs W sur Rd tel que

Jss(x) = ∇×W(x) . (2.75)

On peut donc réécrire la production d’entropie 10 :

σ =
∫

Rd
W(x) · ∇ × F(x)dx (2.76)

Ainsi, le rotationnel de F peut être vu comme la source de la production d’entropie,
et le vecteur W(x) comme un poids sur les boucles infinitésimales aux voisinage
de x.

Notons que les formules (2.72) et (2.76) ont été exprimées à l’aide de l’opérateur
rotationnel, qui n’existe qu’en dimension d = 3. En dimensions quelconque (finie),
cet opérateur est simplement remplacé par la dérivée extérieure de la 1-forme asso-
ciée à F. De plus, la dernière égalité de l’équation (2.72) a été obtenue en utilisant
le théorème de Stokes. L’application de ce théorème est conditionnée au fait que
l’espace d’évolution de la particule soit simplement connexe. Lorsque ce n’est pas
le cas, et que la particule évolue sur un tore par exemple, il existe des boucles qui
font le tour de “trous”. Il existe alors une source supplémentaire d’entropie (i.e.
autre que ∇×F), c’est la composante harmonique de la décomposition de Hodge

10. En utilisant la formule d’analyse vectoriel ∇ ·A×B = −A · ∇ ×B +B · ∇ ×A.
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de F, qui quantifie justement la propension de F à tourner autour des “trous” de
la variété.

Enfin, on conclut que l’irréversibilité vis à vis de la T–symétrie est — entre
autres — équivalente à Jss = 0, ce qui, dans un espace simplement connexe tel
que Rd, est également équivalent à ∇× F = 0 (ou sa généralisation à l’aide de la
dérivée extérieure en dimension supérieure à 3). La généralisation de ce résultat
aux théories des champs — cadre adapté à l’étude des comportements collectifs
— fait l’objet des chapitres 4 et 5.

2.3.2 PT–symétrie : bilan détaillé & courants projetés dans
l’espace invariant

Dans cette section on montre que certains résultats de la section précédente 2.3.1
se généralisent aux symétries temporelles nécessitant un “renversement” de certains
degrés de liberté, i.e. aux PT–symétries.

Puisqu’on a supposé (cf. section 2.2.2) que l’application p qui renverse certains
degrés de liberté est une symétrie vectorielle, on peut décomposer l’espace des
états du système en la somme directe

Rd = V1 ⊕ V2 , (2.77)

telle que les restrictions de p à ces sous-espaces soient respectivement

p|V1 = idV1 et p|V2 = −idV2 . (2.78)

On appellera V1 le facteur invariant (sous renversement du temps) de l’espace des
états.

Si x ∈ Rd, on note x1 et x2 ses composantes selon V1 et V2, respectivement.
Pour toute fonction f qui contient une variable de Rd, de Rd × Rd × ...× Rd, voir
de (Rd)T, on note fpr sa projection (ou marginale) sur le facteur invariant :

fpr ≡
∫
fdx2 , fpr ≡

∫
fdx2

1...dx2
n ou fpr ≡

∫
fD[x2(t)] .

La fonction obtenue est alors seulement définie sur V1, V1 × ...× V1, ou (V1)T.
On peut alors montrer que la projection sur le facteur invariant du courant de

probabilité stationnaire est nulle pour un système PT–symétrique :

J1,pr
ss = 0 . (2.79)

En effet la projection de l’équation de Fokker-Planck sur V1 s’écrit

∂tp
pr = −∇ · J 1,pr[p] , où J 1,pr[p] ≡

∫
V2

(pF1 − [D∇p]1)dx2 (2.80)
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En effet, puisque le système est à l’équilibre, p̄ss = pss ◦ p = pss d’une part, et
D̄ = D et F̄ = F d’autre part. Donc en particulier F1 = F̄1 = [2D∇ log pss−F◦p]1,
ce qui implique que∫

V2
pssF1dx2 =

∫
([2D∇pss]1−pssF1 ◦p)dx2 =

∫
([2D∇pss]1−pssF1)dx2 , (2.81)

où la seconde égalité est obtenue par le changement de variable x2 7→ −x2 dans l’in-
tégrale

∫
pss(x1,x2)F(x1,−x2)dx2, sachant que pss(x1,−x2) = pss(x1,x2). L’équa-

tion (2.81) permet ensuite de déduire directement que J1,pr
ss ≡ J 1,pr[pss] = 0.

Par ailleurs le PT–bilan détaillé s’écrit au niveau de la probabilité à deux points
(dans l’état stationnaire)

p(x, t,y, τ) = p(p(y), T − τ, p(x), T − t) . (2.82)

Ou encore

p(x, t|y, τ)pss(y) = p(p(y), T − τ |p(x), T − t)pss(x) . (2.83)

L’intégration de l’équation (2.82) par rapport à x2 et y2 donne, après changement
de variables (x2,y2 7→ (−x2,−y2) :

p(x1, t,y1, τ) = p(y1, T − τ,x1, T − t) , (2.84)

c’est à dire

p(x1, t|y1, τ)pprss(y1) = p(y1, T − τ |x1, T − t)pprss(x1) . (2.85)

qui est la version usuelle du bilan détaillé pour un système t-symétrique, i.e. où
on ne renverse que le temps (on dira aussi un “T–bilan détaillé”). Ainsi pour un
système PT-symétrique, on a non seulement un PT-bilan détaillé global (i.e. sur
l’espace des états Rd tout entier) mais également un T–bilan détaillé sur le facteur
invariant V1 de l’espace des états.
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2.4 Irréversibilité et matière active

Le travail détaillé dans les sections précédentes m’a notamment servi à com-
prendre l’irréversibilité (au sens “du” bilan détaillé (D3)) des systèmes passifs et
comment elle peut être reliée à l’irréversibilité au sens de la thermodynamique (D1)
(et au sens des ensembles statistiques (D2)). Cette section est le prolongement de
mes réflexions, appliquées à une particule active individuelle. Elle comprend une
partie important de la publication [P3] de ma liste de publications. Le prolonge-
ment de ces réflexions au cas d’ensembles de particules actives en interaction sera
présenté aux chapitres 4 et 5.

Considérons une particule active dans un bain thermique, obéissant à la dyna-
mique (sur-amortie) suivante

ṙt = vat − ζ∇V (rt) +
√

2Dηt (2.86)

où ηt est un bruit blanc gaussien centré tel que 〈ηαt η
β
t′〉 = δαβδ(t−t′), et où va ≡ ζfa,

avec ζ la mobilité de la particule et fa la force active, i.e. la force d’autopropulsion
de la particule.

Chaleur dissipée. Pour étudier l’irréversibilité thermodynamique du système,
on calcule la chaleur dissipée dans le bain lors du parcours d’une trajectoire
(rt,vat )t∈T sur un intervalle de temps T = [0; T ]. Celle-ci est donnée par

Q̂ = −
∫ T

0
(−ζ−1ṙt +

√
2ζ−2Dηt) · ṙtdt =

∫ T
0

(fat −∇V (rt)) · ṙtdt . (2.87)

Dans l’état stationnaire, la chaleur moyenne dissipée dans le bain par unité de
temps est donc :

〈Q̂〉
T

= 〈fa · ṙ〉 , (2.88)

où 〈·〉 désigne, comme toujours dans ce chapitre, la moyenne contre la mesure
stationnaire pss. De manière générique, le travail moyen de la force active étant
non nul (voir appendice G pour l’exemple d’une AOUP), un système actif est
génériquement hors d’équilibre au sens thermodynamique (D1).

PT–symétrie de la dynamique. Intéressons nous maintenant à l’irréversibi-
lité au sens du bilan détaillé (D3). La probabilité de chemin associée à la dyna-
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mique (2.86) est

P [(rt,vat )t∈T] = P [(rt)t∈T|(vat )t∈T, r0]P [(vat )t∈T, r0]
= P [(rt)t∈T|(vat )t∈T, r0]P [r0|(va)t∈T]P [(va)t∈T]
= P [(rt)t∈T|(vat )t∈T, r0]pss(r0|va0)P [(va)t∈T]

= Z−1 exp
[−1
4D

∫
T

(
[ṙt − vat + ζ∇V (rt)]2 − ζ∆V (rt)

)
dt
]
pss(r0|va0)P [(va)t∈T]

où on a seulement utilisé l’indépendance de r0 par rapport aux vat pour t > 0.
On considère la transformation linéaire pε(va) = εva, où ε peut valoir 0 ou 1.
On suppose que la dynamique de l’autopropulsion va est (P)T-symétrique pour
l’involution pε, que ε soit égale a 0 ou 1, i.e. on suppose que la mesure de chemin
de l’autopropulsion présente les symétries P [(εvaT −t)t∈T] = P [(vat )t∈T], pour ε = 0
et 1. Notons que c’est le cas des modèles stochastiques de particule active les plus
employés : RTP, ABP et AOUP 11. On a ainsi la probabilité du chemin renversé
(rT −t, εvaT −t)t∈T) :

P [(rT −t, εvaT −t)t∈T] = Z−1 exp
[−1
4D

∫
T

(
[−ṙt − εvat + ζ∇V (rt)]2 + ζ∆V (rt)

)
dt
]

×pss(rT |vaT )P [(va)t∈T] (2.89)

Puis la production d’entropie informationnelle

σε = ζ

2D

[
(1 + ε)〈ṙt · fat 〉+ (1− ε)ζ〈fat · ∇V (rt)〉

]
(2.90)

Tout d’abord, on constate que la production d’entropie informationnelle σ1, cor-
respondant à un renversement de la variable temporelle seulement, coïncide bien
avec la production d’entropie thermodynamique puisque σ1 est égale aux flux ins-
tantané de chaleur (2.88) divisé par kB fois la température — en supposant vérifiée
la relation d’Einstein D = ζkBT .

Par ailleurs, il est difficile d’interpréter σ−1, mais une première observation
saute aux yeux : lorsque ∇V = 0, i.e. en l’absence de force extérieur, σ−1 s’an-
nule ! Ce résultat met en lumière une symétrie de la dynamique d’une particule
active libre (une PT-symétrie au sens défini à la section 2.2). D’après les résultats
de la partie 2.3.2, cette symétrie implique en particulier un T–bilan détaillé pour la
dynamique projetée sur l’espace réel (cf. équation (2.85)) — i.e. après intégration
de l’autopropulsion va — ainsi que l’absence de tout courant de probabilité pro-
jeté dans ce même espace (cf. équation (2.79)). Physiquement, cela signifie que,
pour une particule active libre 12, il est impossible de distinguer une trajectoire
11. Ceux–ci étant T–symétriques et isotropes.
12. Cette particule active peut, par exemple, évoluer dans un espace avec conditions aux bords

périodiques, où dans un contenant très grand devant la taille typique de la particule, que l’on
observerait loin des bords.
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“forward” d’une trajectoire “backward” en observant seulement la position rt de
la particule (voir figure 2.3). De plus, on constate que la positivité de σ−1 im-
plique qu’à l’état stationnaire, “il est plus probable que la force active s’oppose
à la force −∇V , plutôt qu’elle n’aille dans le même sens”. Intuitivement, on sent
bien qu’il est d’autant plus probable qu’une particule active “remonte” le potentiel
si son autopropulsion l’y aide. Ainsi, bien que ne correspondant pas à la produc-
tion d’entropie thermodynamique, σ−1 fourni des informations importantes sur la
dynamique active.

(b)

(d)

(a)

(c)

Fo
rw

ar
d

Ba
ck
wa

rd

rt rt

r̄T −t r̄T −t

ṙt ṙt

˙̄rT −t ˙̄rT −t

vat

v̄aT −t

Figure 2.3 – Trajectoires d’une RTP soumise à un bruit thermique (transla-
tionnel). La particule est représentée par un disque, sa vitesse est représentée
par un vecteur rose, et la direction de son autopropulsion par un vecteur bleu
(lorsque celle-ci est mesurée). La trajectoire sans bruit thermique est tracée
en pointillés, et la direction du temps est symbolisée par des flèches vertes.
On peut enregistrer la position et l’orientation de la particule (a), ou seule-
ment sa position (b). Les trajectoires renversées en temps (T-symétriques)
de (a) et (b) sont représentées en (c) et (d) respectivement. Elles n’ont clai-
rement pas la même probabilité d’être observées puisque la réalisation du
bruit doit s’opposer à l’autopropulsion dans (c), mais pas nécessairement
dans (d). (Figure adaptée de [P3].)
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Mesure stationnaire. Qu’en est-il de l’irréversibilité de la dynamique active (2.86)
au sens (D2) des “ensembles statistiques” ? i.e. la mesure stationnaire associée à
l’équation (2.86) est-elle une mesure de type Gibbs–Boltzmann ? On va suppo-
ser à partir de maintenant que le bruit translationnel de l’équation (2.86) est
négligeable, i.e. D = 0, de telle sorte que va est la seule source de stochasti-
cité de la dynamique (2.86). De plus on va s’intéresser seulement à la marginale
en espace pss(r) associée (2.86). Cette question à été examinée en dimension quel-
conque, et dans les cas où le processus d’autopropulsion va évolue via : des culbutes
(ou “tumbles”) [4, 114, 132] ; une diffusion angulaire [122, 141] ; ou un processus
d’Ornstein–Uhlenbeck [49, 131]. Dans chacun de ces cas, on peut définir un temps
de persistance τ , une vitesse typique d’autopropulsion v0, une longueur de persis-
tance `p = v0τ , et un coefficient de diffusion à grande échelle Deff ∝ `2

p/τ . Dans
la limite τ → 0, à Deff fixé, la dynamique active devient équivalente à une dyna-
mique passive réversible (au sens de chacune des trois définitions de l’introduction
de ce chapitre), et pss devient une mesure de Gibbs–Boltzmann, où la température
effective est donnée par Teff = Deff/ζ.

Cependant lorsque le temps de persistance augmente, le système actif n’est plus
réversible, sa mesure stationnaire n’est plus une mesure de Gibbs, et des propriétés
impossibles à l’équilibre émergent. Pour s’en rendre compte, il suffit d’examiner
les développements de pss en série de τ obtenus par exemple pour AOUP [17, 49,
84, 86] et RTP [125, 22] en une dimension :

pss(x) = 1
Z
e−Veff/Teff (2.91)

où le potentiel effectif est, pour une AOUP :

Veff(x) = V (x)− τ
[
TeffV

′′(x)− 1
2V
′(x)2

]
− τ 2

[
Teff
2 V (4)(x) (2.92)

+1
2

∫ x

V ′(y)2V (3)(y)dy − TeffV ′(x)V (3)(x)− Teff
4 V ′′(x)

]
+O(τ 3)

tandis que pour une RTP :

Veff(x) = V (x)− ζτ

Teff

[
V ′(x)2 + 1

Teff

∫ x

V ′(y)3dy
]

+O(τ 2) . (2.93)

Ainsi, au delà de la limite d’équilibre obtenue pour τ → 0, on constate deux effets
intéressants à τ fini. D’une part, un potentiel V purement répulsif peut conduire
à un potentiel effectif Veff comportant des parties attractives, et ce grâce au terme
−τTeffV ′′ chez une AOUP (2.92) et au terme −ζτV ′2/Teff chez une RTP (2.93).
Bien que dérivé perturbativement, ce résultat fournit une explication heuristique
à un trait caractéristique des particules actives : leur accumulation au voisinage
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de murs [45, 46, 47, 146]. D’autre part, on observe l’apparition de termes non
locaux dans Veff, ce qui, une fois encore, donne une explication heuristique aux
expériences remarquables menées sur des bactéries qui ont montré qu’un ensemble
d’obstacles asymétriques se comporte comme une pompe quand placé au milieu
d’une cavité microfluidique [52] (cf. Figure 2.4). Ce phénomène est interdit à l’équi-
libre, puisqu’une mesure de Gibbs–Boltzmann n’est perturbé que localement (à une
constante de renormalisation près) lorsque le potentiel est perturbé localement.

Par ailleurs, il existe des différences notables entre AOUP et RTP, malgré leur
limite d’équilibre commune pour τ → 0. Chez AOUP, les effets non locaux appa-
raissent à l’ordre τ 2, tandis qu’ils surviennent à l’ordre τ pour des RTP. De plus,
une AOUP dans un piège harmonique V (r) = k|r|2/2 conduit à une distribution
stationnaire gaussienne [49, 131], tandis que les ABP et les RTP s’accumulent sur
une “ligne d’horizon” |r| = v0/(ζk) dans la limite de grand τ [10, 32, 38, 122, 133,
134].

Une autre caractéristique notable des systèmes actifs est l’émergence de cou-
rants permanents de masse lorsque le mouvement isotropique des particules est
“rectifié” par la présence d’un potentiel asymétrique [2, 54, 67, 87, 105, 110, 128,
147] (cf. Figure 2.4). La présence de tels courants indique qu’une force moyenne non
nulle est exercée par un obstacle asymétrique sur des particules actives. D’après
la troisième loi de Newton, ce courant implique l’application d’une force opposée,
des particules actives sur l’obstacle. Ceci explique, par exemple, pourquoi une roue
asymétrique plongée dans un bain de bactéries fait montre d’un mouvement moyen
de rotation permanent à l’état stationnaire [39, 81, 121].

Il existe encore d’autres propriétés des systèmes actifs qui les distinguent de
systèmes passifs à l’équilibre. Certaines d’entre elles, telles que la loi d’Arrhénius
modifiée ou encore la brisure de la symétrie d’Onsager-Machlup, sont discutées
plus en détail dans la publication [P3].
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(a) (b) (c)

Figure 2.4 – (a) & (b) Chambre microfluidique dans laquelle des bactéries
RTP ou des particules colloïdales (passives) peuvent être insérées. Un en-
semble d’obstacles asymétriques sépare la cavité en deux parties (a). Tandis
que des particule colloïdales mèneraient à une densité uniforme en dehors des
obstacles, les bactéries s’accumulent d’un coté du dispositif (b), comme l’in-
dique leurs signaux fluorescents. Extrait de Ref [52]. L’encart du schéma
(a) : la distribution stationnaire (qui n’est pas du type Gibbs-Boltzmann)
peut être vue comme résultant d’un effet de “ratchet” [142]. Celui-ci est in-
duit par l’interaction entre particules et obstacles [133] : remplacer le couple
d’alignement ressenti par la bactérie à son contact avec un obstacle (ligne
bleue pleine) par une réflexion spéculaire (ligne pointillée bleue) de leur orien-
tation mène à une dynamique T-symétrique et à une densité uniforme. (c)
Densités stationnaires (courbes vertes) engendrées par un obstacle asymé-
trique (courbe grise) placé au centre du système. Des conditions aux bords
fermées (en bas) mènent à des densités différentes dans les deux comparti-
ments tandis que des conditions aux bords périodiques (en haut) conduisent
à un profil linéaire loin de l’obstacle et à un courant permanent non nul.



Chapitre 3

Coarse-graining des systèmes
actifs

Comme nous l’avons brièvement discuté en introduction (confère section 1.1.4),
le cadre a priori le plus adapté à la description des comportements collectifs de
systèmes actifs est celui de la théorie des champs. Pour pouvoir décrire au mieux de
tels comportements collectifs, il faut ainsi être en mesure de déduire, à partir de la
dynamique “microscopique” d’un ensemble de N particules actives en interaction,
la dynamique des champs hydrodynamiques du système — ceux-ci étant réduits
au seul champ de densité de particules actives ρ dans tous les modèles étudiés au
cours de cette thèse.

Notons E l’espace “physique” (i.e. celui de la variable de position) dans lequel
évoluent les particules actives (dans cette section E = Rd ou E = Rd/Zd), A
l’espace de la variable décrivant l’autopropulsion d’une particule active (pour une
AOUP, A = Rd tandis que pour une ABP ou une RTP A = Sd−1) et F (pour “field”)
l’espace 1 auquel appartient le champ de densité ρ. Formellement, l’objectif est de
“coarse-grainer” la dynamique microscopique, initialement définie sur (E × A)N ,
pour obtenir une dynamique sur F, ce que l’on peut schématiquement écrire

(E × A)N Cg−−−−−→ F , (3.1)

1. On peut se figurer F comme étant l’espace des fonctions continues de E dans R. Mais dans
la suite on manipulera la densité empirique ρ̂ comme si elle appartenait à F. Dans ce cas, F est
plutôt un espace de distributions sur E. Une telle distribution pourra être associée à une fonction
continue seulement dans le cas ou elle est “régulière”. Ce qui serait le cas dans la limite d’un
nombre de particules infini (si la mesure empirique est normalisée). Dans les chapitres suivants,
on oubliera la distribution ρ̂ et on manipulera ρ comme si c’était bien une fonction continue de
E dans R.
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où “Cg” signifie “coarse-graining”. Au cours de cette thèse, on a systématiquement
décomposé l’opération de coarse-graining (3.1) en deux étapes

(E × A)N Ld−−−−−→ EN Dg−−−−−→ F , (3.2)

où “Ld” et “Dg” signifient respectivement “limite diffusive” et “méthode de Dean
généralisée”. La première étape (Ld) consiste à clore la hiérarchie d’équations que
l’on obtient en intégrant les degrés de liberté actifs (i.e. l’autopropulsion des par-
ticules), en prenant une limite de grandes échelles de temps et d’espace. Quant
à la seconde étape (Dg), elle consiste à calculer la dynamique d’un ensemble de
masses de Dirac portées par les positions des particules, ces dernières satisfaisant
les équations dynamiques obtenues après l’étape de la limite diffusive.

Dans ce chapitre, on met en œuvre deux méthodes différentes de coarse-graining
de la dynamique d’un ensemble de particules actives browniennes (ABPs) inter-
agissant par quorum-sensing pour obtenir l’hydrodynamique fluctuante du champ
de densité ρ des particules actives. Au chapitre suivant, on appliquera ces deux
méthodes pour déduire l’hydrodynamique fluctuante du champ de densité associé
à des systèmes actifs plus généraux, où des particules actives de type ABPs, RTPs
ou AOUPs interagissent par quorum–sensing ou par taxie. Les deux méthodes de
coarse–graining présentées dans ce chapitre coïncident au niveau de la seconde
étape (Dg) du coarse-graining (3.2) que l’on présente donc une seule et unique fois
à la section 3.5. C’est au niveau de la première étape (Ld) que ces deux méthodes
diffèrent, comme on va le voir aux sections 3.2, 3.3 et 3.4. La première méthode,
exposée dans la section 3.2, a été introduite avant ma thèse pour les RTPs, et
repose sur une hypothèse de découplage entre les dynamiques individuelles et la
dynamique de ρ. Je l’ai, par la suite, généralisée au cas des AOUPs dans la publi-
cation [P3]. La seconde méthode, qui a fait l’objet de la publication [P4], dérive
explicitement ce découplage ; elle est détaillée à la section 3.4, la section 3.3 ayant
essentiellement pour but d’éclaircir les calculs menés à la section 3.4.

Pour réaliser le coarse-graining de la dynamique d’ABPs, on utilise un déve-
loppement en tenseurs harmoniques de la densité de probabilité : à une particule
ψ(u, r) pour la première méthode ; à N particules ψ(u1, ...,uN , r1, ..., rN) pour la
seconde méthode. Les formules et les notations utilisées dans tout ce chapitre pour
mettre en œuvre un tel développement sont exposées dans la section 3.1.

Ce chapitre étant essentiellement méthodologique et calculatoire, le lecteur
principalement intéressé par l’application de ces résultats à l’étude macroscopique
de la matière active pourra sauter ce chapitre en première lecture. Dans cette
perspective, on résume ici les résultats établis dans ce chapitre :

Partant de la dynamique microscopique d–dimensionnelle d’un ensemble d’ABPs
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donnée par
ṙi = v0(ri, [ρ̂])ui +

√
2Dtηi , (3.3)

où la dépendance de l’amplitude d’autopropulsion v0 en la densité empirique ρ̂(r) ≡∑
i δ(r− ri) modélise une interaction de type quorum–sensing entre les particules,

et où les ηi sont des bruits blancs gaussiens indépendants centrés de covariance
unité, on montre que la limite diffusive (Ld) de la dynamique est

∂tφ(r1, ..., rN , t) =
N∑
i=1
∇ri ·

[
v0(ri, [ρ̂])
d(d− 1)Dr

∇ri [v0(ri, [ρ̂])φ] +Dt∇riφ

]
, (3.4)

où Dr est la diffusion rotationnelle de chacune des particules, et φ est la densité
de probabilité jointe de la position des N particules. On montre finalement, en
appliquant la méthode de Dean généralisée (Dg), que l’hydrodynamique fluctuante
du champ ρ est

∂tρ(r, t) = ∇r ·
{
D(r, [ρ])ρ(r) ∇r µ(r, r′, [ρ])|r′=r −

√
2D(r, [ρ])ρΛ(r, t)

}
, (3.5)

avec la diffusivité collective

D(ri, [ρ̂]) ≡ Dt + v0(ri, [ρ̂])2

d(d− 1)Dr

, (3.6)

et le potentiel chimique

µ(r, r′, [ρ]) ≡ 1
2 lnD(r, [ρ]) + ln ρ(r)− 1

2
δD(r′, [ρ])
δρ(r) , (3.7)

et où Λ(r, t) est un champ gaussien centré de covariance
〈
Λα(r, t)Λβ(r′, t)

〉
=

δαβδ(r− r′)δ(t− t′).
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3.1 Tenseurs harmoniques : rappels et notations

3.1.1 Décomposition de la densité à une particule, tenseurs
harmoniques et produit tensoriel symétrique

A la section 3.2 on manipulera une densité de probabilité ψ(u, r) définie sur
Sd−1×E. En tant que fonction (que l’on supposera de carré intégrable) sur la sphère
Sd−1, on peut décomposer ψ en tenseurs harmoniques (ou tenseurs “sphériques”ou
“irréductibles”) [44, 115, 127] :

ψ(u, r) =
∞∑
p=0

 1
Ω

(d− 2 + 2p)!!
p!(d− 2)!!

ap(r) · u⊗p (3.8)

où “·” représente la contraction (totale) entre tenseurs contravariants induite par
le produit scalaire canonique 2 de Rd, où la double factorielle est définie pour tout
entier naturel n par

n!! ≡
bn−1

2 c∏
k=0

(n− 2k) (3.9)

et où le moment harmonique d’ordre p, ap, est donné par

ap(r) =
〈
ψû⊗p

〉
=
∫

Sd−1
ψû⊗pdu , (3.10)

les crochets 〈·〉 signifiant l’intégrale sur Sd−1 contre la mesure uniforme 3, notée du,
et les tenseurs û⊗p étant définis ci–dessous. Les moments ap sont dit “harmoniques”
puisqu’ils sont symétriques de traces nulles (ce qui est la définition d’un tenseur
harmonique), comme c’est d’ailleurs le cas des tenseurs û⊗p qui correspondent
aux tenseurs u⊗p dont on a “soustrait les traces” (en préservant leur symétrie).
L’expression des û⊗p en fonction des u⊗n est :

û⊗p =
bp/2c∑
k=0

βd(k, p)I�k � u⊗p−2k (3.11)

où I est le tenseur (contravariant) identité d’ordre 2 de Rd (i.e. la matrice identité
de taille d× d dans toute base orthonormale), βd(k, p) est donné par une formule
récursive, dont l’expression générale ne nous sera pas utile, et l’opération � est

2. Si (e1, ..., ed) est une base quelconque de Rd et S = Si1...ipei1 ⊗ ...⊗eip et T = T i1...ipei1 ⊗
...⊗ eip sont des tenseurs contravariants d’ordre p, alors S ·T ≡ Si1...ipgi1j1 ...gipjp

T j1...jp où gij
est le produit scalaire (canonique) entre ei et ej .

3. C’est la mesure uniforme dont l’intégrale sur Sd−1 donne la “surface” totale de la sphère.
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définie ci–dessous. On aura simplement besoin des expressions explicites pour p =
1, 2 et 3 qui sont données par :

û⊗1 = u , û⊗2 = u⊗2 − 1
d
I , et û⊗3 = u⊗3 − 3

d+ 2u� I . (3.12)

Notons que la décomposition inverse, exprimant les u⊗p en fonction des û⊗n, est
donnée par :

u⊗p =
bp/2c∑
k=0

αd(k, p)I�k � û⊗p−2k (3.13)

où on donne l’expression générale des αd(k, p) qui est relativement simple :

αd(k, p) = p!
2k(p− 2k)!k!

[d+ 2(p− 2k − 1)]!!
[d+ 2(p− k − 1)]!! . (3.14)

Dans les équations (3.11) à (3.13) — comme dans l’ensemble de ce chapitre —
le symbole � représente le produit tensoriel symétrique. On rappelle que, comme le
produit tensoriel⊗, le produit� est associatif et bilinéaire, mais qu’il est également
commutatif (contrairement à ⊗). Si S et T sont des tenseurs de Rd respectivement
d’ordre s et t alors

S�T ≡ πGs+t (S⊗T) (3.15)
où πGs+t est la projection sur le sous–espace des tenseurs symétriques d’ordre t+ s
donnée par

πGt+s(X) = 1
(t+ s)!

∑
σ∈Gt+s

X iσ(1)...iσ(t+s)ei1 ⊗ ...⊗ eit+s (3.16)

où X est un tenseur d’ordre t + s, où (e1, ..., ed) est une base quelconque de Rd,
où Gs+t est le groupe des permutations de s+ t éléments, et où on a supposé une
sommation implicite sur tous les indices répétés (convention d’Einstein). Ainsi, on
a par exemple que, dans une base quelconque, les coordonnées de u� I sont

[u� I]i1i2i3 = 1
3!
∑
σ∈G3

uiσ(1)I iσ(2)iσ(3) (3.17)

= 2
3× 2

(
ui1I i2i3 + ui2I i1i3 + ui3I i1i2

)
(3.18)

où on a utilisé la symétrie de I : I ij = Iji. Ceci implique en particulier que les
coordonnées de û⊗3 sont[

û⊗3
]ijk

= uiujuk − 3
d+ 2 [u� I]ijk = uiujuk − 1

d+ 2
(
uiIjk + ujI ik + ukI ij

)
(3.19)
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où I ij = δij dans une base orthonormale.

Pour finir, on rappelle que les composantes de chaque tenseur û⊗p (dans un
base quelconque de Rd) sont des fonctions propres de l’opérateur laplacien ∆u sur
la sphère Sd−1, de valeurs propres égales à −p(p+ d− 2). Ainsi

∆uû⊗p = −p(p+ d− 2)û⊗p . (3.20)

où il est sous–entendu que le laplacien est appliqué composante par composante.

3.1.2 Décomposition de la densité à N particules, moments
à une particule et moments conditionnés

Aux sections 3.3 et 3.4, on manipulera une densité de probabilité à N particules
ψ(u1, ...,uN , r1, .., rN) définie sur

(
Sd−1

)N
×EN . De manière similaire au cas d’une

fonction définie sur Sd−1, on peut décomposer ψ(u1, ...,uN , r1, .., rN) en tenseurs
harmoniques :

ψ(u1, ...,uN , r1, ..., rN) =
∞∑

p1,...,pN=0

 1
ΩN

N∏
i=1

(d− 2 + 2pi)!!
pi!(d− 2)!!

ap1...pN ·u⊗p1
1 ⊗...⊗u⊗pNN

(3.21)
où le moment harmonique à N particules, d’ordre (p1, ..., pN) est

ap1...pN (r1, ..., rN) ≡
〈
ψ

N⊗
k=1

ûpkk

〉
≡
∫

(Sd−1)N
ψû⊗p1

1 ⊗ ...⊗ û⊗pNN du1...duN (3.22)

où les crochets 〈·〉 désignent cette fois l’intégrale sur (Sd−1)N par rapport à du1...duN .
On note également

apii ≡ a0...0pi0...0 , api,pji,j ≡ a0...0pi0...0pj0...0 (3.23)

où pi et pj sont respectivement en ième et jème positions. De manière générale,
pour tout sous-ensemble ordonné K de J1;NK, on note

apKK ≡ ap1,...,pN (3.24)

où pi 6= 0 si et seulement si i ∈ K, et pK ≡ (pk)k∈K .

On définit également les moments harmoniques conditionnés

ãpKK (r1, ..., rN) ≡
∫ ⊗

k∈K
û⊗pkk ψ({uk, rk}k∈K | {rk}k/∈K)

∏
k∈K

duk , (3.25)
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de telle sorte que

apKK (r1, ..., rN) = ãpKK (r1, ..., rN)φN−|K|({rk}k/∈K) (3.26)

où

φN−|K|({rk}k/∈K) ≡
∫
ψ(u1, ...,uN , r1, ..., rN)

 N∏
i=1

dui

∏
j∈K

drj

 (3.27)

est la marginale spatiale en les N − |K| particules n’appartenant pas à K, et
|K| étant le cardinal de K. Notons qu’on écrira souvent φ(r1, ..., rN) au lieu de
φN(r1, ..., rN) pour la marginale spatiale à N particules.

Enfin, on définit les moments harmoniques à une particule

ăpkk (rk) ≡
∫
ψ1(uk, rk)u⊗pkk duk (3.28)

où k ∈ J1;NK, et où ψ1(uk, rk) est la marginale (en orientation et position) de la
kème particule, définie par

ψ1(uk, rk) ≡
∫
ψ(u1, ...,uN , r1, ..., rN)

∏
i 6=k

duidri . (3.29)
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3.2 Limite diffusive d’une ABP dont les para-
mètres dépendent de l’espace

On considère dans cette section une unique particule active brownienne (ABP)
dont la dynamique s’écrit :

ṙ = v0u +
√

2Dtη (3.30)

où u suit un processus de diffusion sur Sd−1 — dont la constante de diffusion
rotationnelle est notée Dr — , et η un bruit blanc gaussien centré tel que 〈ηαt η

β
t′〉 =

δαβδ(t− t′). On suppose que l’amplitude v0(r) de l’autopropulsion est une fonction
de la position r ∈ Rd de la particule active. L’équation de Fokker-Planck associée
à ce processus s’écrit

∂tψ(u, r, t) = −∇r · [v0(r)uψ −Dt∇rψ] +Dr∆uψ (3.31)

Partant du processus aléatoire sur les variables position–orientation (r,u), on ai-
merait se ramener à un processus aléatoire sur la seule variable r de position. Pour
cela une méthode classique consiste à intégrer l’équation de Fokker-Planck (3.31)
par rapport à u. Mais (on va le voir dans un instant) l’équation obtenue sur la
marginale en espace φ :

φ(r) ≡
∫

Sd−1
ψ(u, r)du (3.32)

n’est pas fermée. Elle implique le premier moment en u de ψ : a1(r, t) ≡ 〈uψ〉.
Pour obtenir la dynamique de ce premier moment “angulaire”, il faut multiplier
l’équation (3.31) par u avant d’intégrer par rapport à u. Mais cette équation
implique à son tour un moment angulaire d’ordre plus élevé (le second). L’itération
de ce processus — multiplication tensorielle 4 de (3.31) par û⊗p puis intégration par
rapport à u — mène ainsi à une hiérarchie d’équations couplées sur les moments
angulaires. Pour clore cette hiérarchie, on va rescaler le temps et l’espace par la
taille L du système, avant de prendre la limite de grande échelle spatio-temporelle
L → ∞. Notons que parler de la “taille” L du système implique l’existence de
bords, auxquels il faut imposer des conditions, que l’on choisies périodiques pour
simplifier l’étude. La variable spatiale r du système n’évolue donc plus sur Rd mais
sur Rd/(LZ)d. A des échelles de temps et d’espace très grandes respectivement
devant le temps et la longueur de persistance de la particule, on s’attend à ce que
la marche aléatoire active mène à un comportement diffusif. On applique donc un
rescaling de type diffusif (ou “rescaling parabolique”) :

(r, t)→ (r/L, t/L2) . (3.33)

4. On multiplie à droite pour suivre la convention de contraction tensorielle.
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L’espace “réel” (i.e. celui de la variable r de position) de la dynamique rescalée est
donc Rd/Zd. A toute fonction f(r) définie sur Rd/(LZ)d est associée une fonction,
définie sur Rd/Zd, donnée par f̃(r) ≡ f(Lr), que l’on renote immédiatement f
pour ne pas alourdir les notations. Procédant de manière similaire pour toutes les
fonctions de la variable temporelle, l’équation (3.31) dans les variables rescalées
s’écrit simplement :

∂tψ(u, r, t) = −∇r · [Lv0(r)uψ −Dt∇rψ] + L2Dr∆uψ . (3.34)

On applique alors la procédure annoncée ci-dessus. Le première équation de la
hiérarchie est celle portant sur φ :

∂tφ(r, t) = −∇r ·
[
Lv0(r)a1(r, t)−Dt∇rφ

]
(3.35)

La seconde équation, qui porte sur la dynamique de a1(r, t), s’écrit quant à elle :

∂ta1 = −∇r ·
[
Lv0(r)

〈
u⊗2ψ

〉
−Dt∇rφ

]
+ L2Dr 〈u∆uψ〉 (3.36)

Or on a d’une part û⊗2 = u⊗2 − I/d et d’autre part :

〈u∆uψ〉 = 〈ψ∆uu〉 = −(d− 1) 〈ψu〉 = −(d− 1)a1 (3.37)

où la première égalité est due au fait que l’opérateur ∆u soit autoadjoint, la seconde
au fait que les fonctions composantes de u soient des vecteurs propres de ∆u pour
la valeur propre −(d− 1), et la dernière au fait que û = u. Ainsi, l’équation (3.36)
se réécrit

∂ta1 = −∇r ·
[
Lv0(r)

(
a2 + I

d
φ
)
−Dt∇rφ

]
− L2(d− 1)Dra1 (3.38)

On constate que le dernier terme de l’équation (3.38) fait tendre a1 vers sa solution
“stationnaire” (en fait plutôt vers la solution de (3.39)) en un temps caractéristique
1/ [L2(d− 1)Dr] qui temps vers zéro quand la taille du système devient grande.
Ainsi, sur l’échelle de temps rescalé, macroscopique, on peut faire une approxima-
tion “de variable rapide” :

a1 = − 1
(d− 1)Dr

∇r ·
[ 1
L
v0(r)

(
a2 + I

d
φ
)
− 1
L2Dt∇rφ

]
. (3.39)

Cette approximation revient à se placer sur des échelles de temps suffisamment
grandes, sur lesquelles a1 suit adiabatiquement le champ conservé φ — a2 étant
également une variable rapide, dont l’influence sur a1 est négligeable dans la limite
de grande échelle, comme nous allons le voir.
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En multipliant l’équation (3.34) par û⊗2 puis en intégrant par rapport à u, on
obtient la dynamique du second moment harmonique :

∂ta2 = −∇r ·
[
Lv0

〈
u⊗ û⊗2ψ

〉
−Dt∇ra2

]
− L2Dr

〈
û⊗2ψ

〉
(3.40)

Or l’équation (3.11) (ou l’équation (3.13)) donne û⊗2 = u⊗2 − I/d et û⊗3 =
u⊗3 − 3u� I/(d+ 2). Ainsi

∂ta2 = −∇r ·
[
Lv0

(
a3 + 3

d+ 2a1 � I− 1
d
a1 ⊗ I

)
−Dt∇ra2

]
− L22dDra2 (3.41)

où on a utilisé la bilinéarité de ⊗ et �. En réalisant un approximation de variable
rapide :

a2 = − 1
2dDr

∇r ·
[ 1
L
v0

(
a3 + 3

d+ 2a1 � I− 1
d
a1 ⊗ I

)
− 1
L2Dt∇ra2

]
(3.42)

Afin de pouvoir clore l’équation (3.35), on suppose que, dans les unités rescalées,
la fonction v0 et tous les moments ap où p ∈ N (a0 = φ) ainsi que toutes leurs
dérivées spatiales restent bornés quand L→∞.

Cette hypothèse et l’équation (3.42) permettent de conclure que, dans la limite
L→∞, on a

a2 = O
( 1
L

)
. (3.43)

Puis, à partir de l’équation (3.39), on conclut :

a1 = − 1
Ld(d− 1)Dr

∇r [v0φ] +O
( 1
L2

)
. (3.44)

Réinjectant cette dernière égalité dans l’équation (3.35) on obtient l’expression
asymptotique quand L devient grand :

∂tφ(r, t) = ∇r ·
[

v0

d(d− 1)Dr

∇r [v0φ] +Dt∇rφ

]
+O

( 1
L

)
. (3.45)

Ainsi, à l’ordre dominant dans la limite des grands systèmes, on obtient finalement
une équation fermée sur la marginale spatiale :

∂tφ(r, t) = ∇r ·
[

v0

d(d− 1)Dr

∇r [v0φ] +Dt∇rφ

]
. (3.46)

On donne maintenant quelques précisions sur le sens physique et mathématique
du “développement asymptotique dans la limite L → ∞” qui mène de l’équa-
tion (3.31) à l’équation (3.46).
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D’une part, sur le plan mathématique, pour faire un développement asympto-
tique où prendre une limite L→∞, il faut considérer non pas un unique système,
mais une succession de systèmes de taille L. On suppose déjà que Dr et Dt sont
des constantes, notamment indépendantes de L. Mais il faut également préciser le
comportement de la fonction v0 en fonction de L. Pour cela on note v(L)

0 la fonction
définie initialement sur Rd/(LZ)d, et ṽ(L)

0 sa version rescalée, définie sur Rd/Zd. On
pourrait alors considérer (notamment) les deux cas de figure suivants :

(i) soit on exige que la dépendance spatiale de l’amplitude de l’autopropulsion
ne dépende pas de L dans le système de coordonnées rescalé, auquel cas la
fonction v(L)

0 varie avec L dans le système de coordonnées initial de manière
à être invariante d’échelle, i.e. de manière à ce que ṽ(L)

0 soit indépendante de
L. Dans ce cas, le terme dominant du membre de droite de l’équation (3.45)
est un point fixe du rescaling et on peut bien prendre mathématiquement la
limite L→∞ qui mène à (3.46), cette limite étant alors qualifiée de “limite
de Kac”.

(ii) soit on exige que la dépendance spatiale de l’amplitude de l’autopropulsion
ne dépende pas de L dans le système de coordonnées initial, auquel cas on
doit se munir initialement d’une fonction v0 : Rd → R telle que pour tout
L, v(L)

0 est définie comme la restriction de v0 à [−L/2;L/2]d. Mais considé-
rant des conditions aux bords périodiques, pour éviter toute singularité aux
bords de [−L/2;L/2]d (on a supposé que les gradients sont toujours bor-
nés), il faut que la fonction v0 initiale soit “suffisamment symétrique”, i.e.
∂xk1

...∂xk`v0(x1, ...,−xi, ..., xd) = ∂xk1
...∂xk`v0(x1, ..., xi, ..., xd), ∀i, k1, ..., k`,

pour un ordre ` de dérivation suffisamment grand, et ∀r = (x1, ..., xd) au
moins à partir d’une certaine norme |r| ∼ L0/d, où L0 est la taille minimale
du système avec conditions aux bords périodiques que l’on considère. Le pro-
blème est alors que l’approximation de faibles gradients dans le système de
coordonnées rescalé ne peut pas être juste pour L quelconque. On doit alors
considérer un “cut–off” Lmax en deçà duquel l’hypothèse∇rṽ0 = OL→L−max

(1)
est bien satisfaite. L’équation (3.45) peut alors être considérée comme un
développement asymptotique quand L → L−max, dont l’équation (3.46) est
une approximation à l’ordre dominant, valable en pour L proche du cut–off
Lmax mais pas au delà.

D’autre part, sur le plan physique, on se donne initialement un système de taille
fixe L (par exemple au cours d’une expérience). La limite “L→∞” (ou L→ L−max)
signifie alors que L doit être très grand devant certaines longueurs caractéristiques.
Plus précisément, la taille L du système doit être grande devant la longueur de
persistance |v0|/Dr (où |v0| désigne l’amplitude typique de la fonction v0) 5. Mais

5. Nul besoin d’inclure Dt dans les constantes dont les combinaisons algébriques forment des
longueurs qui doivent être petites devant L, puisque le phénomène de diffusion spatiale associée
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il ne faut pas que L soit grande devant la longueur typique de variation de la
fonction v0, auquel cas l’hypothèse de faibles gradients ne serait plus valide.

Ainsi, sur des échelles de temps et d’espace “suffisamment grandes”, le com-
portement d’une unique ABP peut être décrit par l’équation (3.46). On est donc
passé d’une dynamique sur E × A à une dynamique de grandes échelles sur E.
Cependant l’objectif de la première étape de coarse-graining, discutée dans l’in-
troduction du présent chapitre, consiste plutôt à réaliser la transition entre des
descriptions dynamiques :

(E × A)N −−−→ EN (3.47)

d’un ensemble de particules actives en interaction. Dans le cas d’un ensemble
d’ABPs interagissant par quorum–sensing (qui est celui que l’on étudie en détails
dans ce chapitre), l’interaction peut être modélisée (voir section 1.2.3 de l’introduc-
tion) par une dépendance fonctionnelle de l’amplitude v0 de l’autopropulsion en la
densité de particules actives ρ̂(r, t) ≡ ∑N

i=1 δ(r−ri(t)). La dynamique initiale dont
on aurait dû partir aurait alors consisté en un ensemble d’équations dynamiques
identiques à (3.30) portant sur la position ri et l’orientation ui de i = 1, .., N par-
ticules, dont le seul couplage aurait consisté à ajouter à la dépendance purement
spatiale de l’autopropulsion v0(ri) de chaque particule i une dépendance fonction-
nelle en la densité ρ̂, i.e. à remplacer v0(ri) par v0(ri, [ρ̂]). Or, si on suppose que
l’évolution du champ de densité de particules ρ̂(r, t) est très lente devant celle des
moments angulaires ak(r, t) alors, dans le traitement mathématique de la hiérar-
chie de la dynamique de ces moments, on peut considérer que le champs ρ̂ est
quasiment constant et ainsi approximer les v0(ri, [ρ̂]) par v0(ri) dans les équations
dynamiques des ak. Cette hypothèse permet de déduire que la limite diffusive de N
ABPs en interaction QS est donnée par la limite diffusive d’un ensemble d’ABPs
indépendantes, auxquelles on ajoute un couplage a posteriori en remplaçant les
v0(ri) par v0(ri, [ρ̂]) dans l’équation de la limite diffusive. Celle-ci est alors donnée
par :

∂tφ(r1, ..., rN , t) =
N∑
i=1
∇ri ·

[
v0(ri, [ρ̂])
d(d− 1)Dr

∇ri [v0(ri, [ρ̂])φ] +Dt∇riφ

]
. (3.48)

Cette méthode d’obtention de la limite diffusive de N ABPs en interaction de type
QS, utilisée dans [122], est celle de la “méthode 1” mentionnée en introduction de
ce chapitre. A la section 3.4, on réalisera un calcul plus minutieux de cette limite
diffusive, en prenant en compte de manière plus explicite le couplage entre les
particules tout au long des calculs, et on aboutira effectivement à l’équation (3.48).

à Dt est invariant d’échelle(sous rescaling diffusif).



3.3. Limite diffusive d’un gaz parfait de particules actives 85

3.3 Limite diffusive d’un gaz parfait de parti-
cules actives

Dans cette section, on calcule la limite diffusive de N ABPs n’interagissant
pas entre elles. Ceci permet de traiter séparément les difficultés techniques liées au
passage à N particules et celles liées aux interactions. Comme dans la section 3.2,
on suppose que l’amplitude de l’autopropulsion v0(ri) de chaque particule i =
1, ..., N dépend de sa seule position ri. On a donc un système de N équations
différentielles stochastiques (EDS) :

ṙi = v0(ri)ui +
√

2Dtηi (3.49)

où ui ∈ Sd−1 est l’orientation de l’autopropulsion de la ième particule et où les
ηi sont N bruits blancs gaussiens, indépendants, de moyennes nulles, et satisfai-
sant

〈
ηαi (t)ηβj (t′)

〉
= δijδ

αβδ(t − t′). On suppose de plus que les états initiaux
(ri(0),ui(0)) des particules sont tirés selon des probabilités indépendantes.

Sans surprise, la condition initiale étant factorisée et les particules n’inter-
agissant pas entre elles, le résultat de la limite diffusive sera un ensemble de N
équations indépendantes, chacune identique à l’équation (3.46). Bien que le résul-
tat soit connu à l’avance du fait de l’indépendance des particules, le calcul que l’on
réalise dans cette section présente néanmoins une subtilité dans la justification du
scaling des moments harmoniques d’influence négligeable dans la limite des grands
systèmes, subtilité que l’on retrouvera lorsque l’on calculera la limite diffusive de
N particules actives en interaction à la section 3.4.

Notons qu’à partir de maintenant la “limite de grande taille” qui correspondait
formellement à prendre L → ∞ à la section 3.2 est remplacée par la limite ther-
modynamique : on considère que le nombre de particules N tend vers l’infini avec
L. Plus précisément, on exige que la densité moyenne globale reste inchangée. La
limite thermodynamique correspond ainsi à

N,L→∞ où N ∝ Ld . (3.50)

L’évolution de la loi jointe à N particules ψ(u1, ...,uN , r1, ..., rN) — après re-
scaling des coordonnées — est donnée par l’équation de Fokker-Planck associée
aux dynamiques (3.49) :

∂tψ = −
N∑
i=1
∇ri · [Lv0(ri)uiψ −Dt∇riψ] + L2Dr

N∑
i=1

∆uiψ . (3.51)

En intégrant les degrés de liberté orientationnels on obtient

∂tφ = −
N∑
i=1
∇ri ·

[
Lv0a1

i −Dt∇riφ
]

(3.52)
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Cherchant à reproduire la stratégie de la section 3.2, on calcule la dynamique du
premier moment de chaque particule k en multipliant l’équation (3.51) par uk et
en intégrant sur tous les ui :

∂t 〈ukψ〉 = −
N∑
i=1
∇ri · [Lv0(ri) 〈ui ⊗ ukψ〉 −Dt∇ri 〈ukψ〉] + L2Dr

N∑
i=1
〈uk∆uiψ〉

= −∇rk ·
[
Lv0(rk)

(
a2
k + I

d
φ
)
−Dt∇rka

1
k

]
− L2(d− 1)Dra1

k

−
∑
i 6=k
∇ri ·

[
Lv0(ri)a1,1

i,k −Dt∇ria1
i

]

c’est à dire

∂ta1
k︸ ︷︷ ︸

(1)

= −∇rk ·
[
Lv0(rk)

(
a2
k + I

d
φ
)
−Dt∇rka

1
k

]
︸ ︷︷ ︸

(2)

−L2(d− 1)Dra1
k︸ ︷︷ ︸

(3)

−
∑
i 6=k
∇ri ·

[
Lv0(ri)a1,1

i,k −Dt∇ria1
i

]
︸ ︷︷ ︸

(4)

(3.53)

A ce stade si l’on réalise la même approximation de variable rapide que celle de la
section précédente 3.2 (qui nous a permis de passer de l’équation (3.38) à l’équa-
tion (3.39)) qui consiste à négliger (1) devant (3) dans la limite thermodynamique,
on ne sera pas en mesure de déduire un résultat similaire à l’équation (3.44). En
effet, on ne pourra pas conclure que le terme (4) est négligeable devant (2), car (4)
est une somme contenant environ N ∼ Ld termes. C’est ici que l’indépendance des
particules facilite la résolution du problème : puisque que l’on a à tout instant 6

ψ(u1, ...,uN , r1, ..., rN) =
N∏
i=1

ψ1(ui, ri) (3.54)

alors en particulier

a1
k(r1, ..., rN) =

 ∫ ukψ1(uk, rk)duk

∏
i 6=k

∫
ψ1(ui, ri)dui

 = ă1
k(rk)

∏
i 6=k

φ1(ri) .

(3.55)

6. En effet si on note W l’opérateur d’évolution de (3.51), celui-ci est la somme de N opéra-
teurs d’évolution à une particuleWi qui commutent entre eux, donc l’exponentielle de l’opérateur
W est le produit des exponentielles des opérateurs Wi et la mesure à N particules à l’instant t
est ψ(t) = etW1 ⊗ ...⊗ etWN [ψ1(0)⊗ ...⊗ψ1(0)] = (etW1ψ1(0))⊗ ...⊗ (etWNψ1(0)), i.e. la mesure
reste factorisée.
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Ainsi on obtient

∂ta1
k =

∏
i 6=k

φ1(ri)
 ∂tă1

k(rk) + ă1
k(rk)

∑
i 6=k

 ∏
j 6=i,k

φ1(rj)
 ∂tφ1(ri) . (3.56)

L’intégration de l’équation (3.52) par rapport aux {rj}j 6=i permet de déduire la
dynamique de la marginale spatiale à une particule :

∂tφ1(ri) =
∫ − N∑

j=1
∇rj ·

Lv0ă1
j

∏
k 6=j

φ1(rk)−Dt∇rjφ

∏
j 6=i

drj

= −∇ri ·
[
Lv0(ri)ă1

i (ri)−Dt∇riφ1(ri)
]

Ainsi

∂ta1
k =

∏
i 6=k

φ1(ri)
 ∂tă1

k(rk) (3.57)

−
∑
i 6=k
∇ri ·

Lv0(ri)ă1
i (ri)⊗ ă1

k(rk)
 ∏
j 6=i,k

φ1(rj)
−Dt∇riφ1(ri)ă1

k(rk)
 ∏
j 6=i,k

φ1(rj)
 .

On constate que la dernière ligne de l’équation ci-dessus (3.58) — qui est contenue
dans le terme (1) de l’équation (3.53) — est égale au terme (4) de l’équation (3.53).
Ceux-ci se simplifient donc et l’équation (3.53) se réécrit :∏

i 6=k
φ1(ri)

 ∂tă1
k = −∇rk ·

[
Lv0(rk)

(
a2
k + I

d
φ
)
−Dt∇rka

1
k

]
−L2(d− 1)Dra1

k (3.58)

ayant éliminé le terme divergeant plus vite que L2, on peut maintenant faire une
approximation de variable rapide et négliger

[∏
i 6=k φ1(ri)

]
∂tă1

k devant −L2(d −
1)Dră1

k

[∏
i 6=k φ1(ri)

]
pour obtenir la dynamique sur de grandes échelles de temps

du premier moment orientationnel par rapport à la particule k :

a1
k ' −

1
(d− 1)Dr

∇rk ·
[ 1
L
v0(rk)

(
a2
k + I

d
φ
)
− 1
L2Dt∇rka

1
k

]
(3.59)

De manière similaire, si on calcule la dynamique de a2
k, qu’on décompose ∂ta2

k

comme on l’a fait pour ∂ta1
k, et qu’on réalise une approximation de variable rapide

en négligeant ∂tă2
k, on obtient, comme dans la section 3.2, l’équation :

a2
k ' −

1
2dDr

∇rk ·
[ 1
L
v0(rk)

(
a3
k + 3

d+ 2a1
k � I− 1

d
a1
k ⊗ I

)
− 1
L2Dt∇rka

2
k

]
(3.60)
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A nouveau, si on suppose que tous les moments, ainsi que leurs dérivées, restent
bornés à la limite thermodynamique, on conclut que

a2
k = O

( 1
L

)
(3.61)

puis que
a1
k ' −

1
Ld(d− 1)Dr

∇rk [v0(rk)φ] +O
( 1
L2

)
(3.62)

et enfin, comme attendu, en négligeant les termes sous-dominants à la limite ther-
modynamique :

∂tφ =
N∑
i=1
∇ri ·

[
v0(ri)

d(d− 1)Dr

∇ri [v0(ri)φ] +Dt∇riφ

]
(3.63)
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3.4 Limite diffusive d’un grand nombre de par-
ticules en interaction

On considère un ensemble de i = 1, ..., N ABPs satisfaisant la dynamique sur–
amortie :

ṙi = vi0ui (3.64)
où on a négligé le bruit thermique (ce qui revient à prendreDt = 0 dans les sections
précédentes) pour simplifier les calculs — les calculs avec Dt non nul étant détaillés
dans l’appendice J. De plus, on modélise ici le quorum–sensing via l’amplitude de
l’autopropulsion vi0 de chaque particule i qui est une fonction de la position de
l’ensemble des particules : vi0(r1, ..., rN). Le but de section est d’établir la limite
diffusive de nos N ABPs en interaction, satisfaisant (3.64), dont la probabilité
jointe vérifie l’équation de Fokker–Planck (dans les unités rescalées) :

∂tψ(u1, ...,uN , r1, ..., rN) = −
∑
i

∇ri ·
[
Lvi0uiψ

]
+
∑
i

L2Dr∆uiψ . (3.65)

Comme dans les sections 3.2 et 3.3, on commence par intégrer par rapport à tous
les ui pour obtenir la dynamique de la marginale spatiale :

∂tφ(r1, ..., rN) = −
∑
i

∇ri ·
[
Lvi0a1

i

]
. (3.66)

Obtenir la limite diffusive du système consiste à clore asymptotiquement (pour
la limite thermodynamique) la dynamique (3.66) de la marginale spatiale. Pour
cela, on va montrer que le moment harmonique d’ordre 1 de chaque particule i se
comporte asymptotiquement comme :

a1
i = −1

Ld(d− 1)Dr

∇ri

[
vi0φ

]
+O

( 1
L2

)
. (3.67)

Dans la prochaine section, on énonce (et commente) les hypothèses que nous avons
employées pour démontrer (3.67), avant d’exposer la preuve en elle–même dans les
sections qui suivent.

3.4.1 Hypothèses de travail
Dans le but d’établir la limite diffusive de (3.64), on fait les hypothèses suivantes

(le sens physique de H1 étant discuté après l’énoncé des hypothèses) :
H1 – Écrantage par les positions des voisins directs. Pour toute configuration

(r1, ..., rN) ∈ EN , il existe un voisinage X (r1, ..., rN) ⊂ EN tel que, pour
des orientations quelconques (u1, ...,uN) ∈ (Sd−1)N , l’état (ui, ri) de toute
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particule i sachant les positions rj de ses voisines dans un voisinage V(ri) ⊂
E est indépendant de l’état de toutes les particules situées hors de V(ri) :

ψ|Y (ui, ri|{uj, rj}j 6=i) = ψ|Y (ui, ri|{rj}j∈Vi) (3.68)

où on a posé Vi ≡ {j ∈ J1;NK \{i} | rj ∈ V(ri)} et où ψ|Y est la restriction
à Y ≡ (Sd−1)N × X ⊂ (Sd−1 × E)N . Autrement dit, l’information de la
position des voisins Vi de la particule i est “l’information maximale” que
l’on puisse avoir sur l’état de i. On suppose de plus que les voisinages
V(ri) restent de taille bornée dans E, dans les unités initiales, à la limite
thermodynamique. Ceci implique que, dans les coordonnées renormalisées,
le volume |V(ri)| = O(1/Ld) à la limite thermodynamique.

H2 – Interactions de portée finie. L’autopropulsion vi0 de toute particule i, de
position ri, n’est influencée que par les particules situées dans un voisinage
Ṽ(ri) ⊆ V(ri) de la particule i.

H3 – Densité spatiale bornée. Dans la limite thermodynamique, la marginale
spatiale φ(r1, ..., rN) n’est non nulle que pour des configurations “typiques”
(r1, ..., rN) où le système est “suffisamment homogène” au sens où le nombre
de particules, dans tout voisinage V de taille fini (dans les coordonnées
initiales), reste fini à la limite thermodynamique.

H4 – Champs bornés. Les fonctions ψ, φ, leurs marginales à k ≤ N particules,
tous les moments harmoniques apKK et conditionnés ãpKK , les fonctions vi0,
ainsi que les dérivées spatiales (dans les coordonnées renormalisées) à tout
ordre de ces fonctions, restent bornées à la limite thermodynamique.

L’hypothèse H1 vise à exprimer le fait que l’état d’une particule i de position
ri ne dépend que de l’état de ses voisins “les plus proches”, i.e. ceux situés dans
le voisinage spatiale V(ri). Néanmoins, l’identité de ces “proches voisins” dépend
de la configuration (r1, ..., rN). Ainsi, l’identité des particules qui sont (ou pas)
dans Vi change lorsque l’on varie “drastiquement” les positions (r1, ..., rN). Mais si
ces positions “ne s’écartent pas trop” d’une configuration (r1, ..., rN) donnée, alors
l’identité des voisins proches reste la même. Pour une configuration (r1, ..., rN)
donnée, le voisinage X (r1, ..., rN) sert justement à formaliser le fait que la confi-
guration spatiale des particules “ne s’écarte pas trop” de (r1, ..., rN) 7.

Dans toute la suite de cette section, on se restreint à l’étude d’un ensemble
de positions (r1, ..., rN) situées dans un certain sous–ensemble X ⊂ EN qui est,
d’une part, tel que le système soit suffisamment homogène au sens de H3 et,

7. Notons que si, dans la configuration (r1, ..., rN ), une particule k est sur le bord de V(ri),
alors le voisinage X (r1, ..., rN ) n’existe pas (il ne contient pas d’ouvert). Mais cette situation se
produit sur un sous-ensemble de EN de mesure nulle.
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d’autre part, tel que chaque particule i ait toujours le même sous–ensemble de
voisins Vi ⊂ J1;NK quelle que soit la configuration (r1, ..., rN) ∈ X . Ainsi, on a
en particulier toutes les propriétés (3.68) pour Y ≡ (Sd−1)N × X et des Vi fixés.
L’analyse permettra de déduire la dynamique de φ|X à la limite thermodynamique,
pour tout voisinage X où le système est “suffisamment homogène”. L’hypothèse
H3 supposant que φ s’annule en dehors de ces voisinages, on pourra conclure que la
dynamique obtenue est en fait valide pour toute configuration. Enfin, pour alléger
les notations, on omettra le symbole de restriction et on notera f à la place de f |Y
ou f |X dans toutes les situations où ça aurait dû être le cas.

3.4.2 Moments harmoniques d’ordre 1

Pour démontrer le scaling (3.67), on commence par multiplier (tensoriellement
par la droite) l’équation (3.65) par uk puis on intègre par rapport à tous les ui pour
obtenir la dynamique du premier moment (harmonique) de la kème particule :

∂ta1
k = −∇rk ·

[
Lvk0a2

k + L
vk0
d
IφN

]
− L2(d− 1)Dra1

k −
∑
i 6=k
∇ri ·

[
Lvi0a

1,1
i,k

]
. (3.69)

Inspiré par la section précédente 3.3, on décompose la dérivée temporelle du mo-
ment total a1

k en fonction de celles du moment conditionné ã1
k et de la marginale

à N − 1 particules :

∂ta1
k = φN−1({ri}i 6=k)∂tã1

k + ã1
k∂tφN−1({ri}i 6=k) . (3.70)

On obtient la dynamique de la marginale spatiale en les N − 1 particules i 6= k en
intégrant l’équation (3.66) par rapport à rk

∂tφN−1({ri}i 6=k) = −
∑
i 6=k
∇ri ·

[
L
∫
vi0a1

i drk
]

(3.71)

En décomposant le moment a1
i en le produit du moment conditionné ã1

i et de la
marginale en les N − 1 particules j 6= i, on peut réécrire l’équation (3.71) comme
suit :

∂tφN−1({ri}i 6=k) = −
∑
i 6=k
∇ri ·

[
L
∫
vi0ã1

i φN−1({rj}j 6=i)drk
]

(3.72)

En injectant l’équation (3.72) dans l’équation (3.70) puis, à son tour, l’équation
obtenue dans (3.69), on obtient

φN−1({ri}i 6=k)∂tã1
k = −L∇rk ·

[
vk0a2

k + vk0
d
IφN

]
(3.73)

−L2(d− 1)Drã1
kφN−1({ri}i 6=k)− LΥk

1 .
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où on a posé

Υk
1 ≡

∑
i 6=k

(
∇ri ·

[
vi0a

1,1
i,k

]
−∇ri ·

[ ∫
vi0ã1

i φN−1(r′k, {rj}j 6=i,k)dr′k
]
⊗ ã1

k

)
(3.74)

On va maintenant montrer que les termes Υk
1 et ∇rk · [vk0a2

k] du membre de droite
de l’équation (3.73) sont négligeables devant ∇rk [d−1vk0φN ] à la limite thermody-
namique.

3.4.3 Comportement asymptotique du terme résiduel Υk
1 à

la limite thermodynamique
D’une part, le moment d’ordre (1, 1) en une paire (i, k) de particules distinctes

a1,1
i,k ≡

∫
ui ⊗ ukψ(u1, ..,uN , r1, ..., rN)du1...duN (3.75)

se réécrit, par une simple application de la définition des probabilités condition-
nelles :

a1,1
i,k =

∫
ui ⊗ ukψ1(ui, ri, |uk, rk, {rj}j 6=i,k)ψ1(uk, rk|{rj}j 6=i,k)duiduk φN−2({rj}j 6=i,k) (3.76)

Si on suppose que i et k sont telles que i /∈ Vk (et donc k /∈ Vi), l’hypothèse H1
permet de réécrire :

a1,1
i,k =

[ ∫
uiψ1(ui, ri, |{rj}j∈Vi)dui

]
⊗
[ ∫

ukψ1(uk, rk|{rj}j∈Vk)duk
]
φN−2({rj}j 6=i,k) (3.77)

C’est à dire
a1,1
i,k = ã1

i ⊗ ã1
k φN−2({rj}j 6=k,i) , (3.78)

où ã1
i (respectivement ã1

k) n’est fonction que de ri et des {rj}j∈Vi (respectivement
de rk et des {rj}j∈Vk). De plus, l’hypothèse H3 assure, quant à elle, que l’équa-
tion (3.78) soit valide, à particule i fixée, pour un nombre extensif de particules k
(celles n’appartenant pas à Vi).

D’autre part, pour toute paire de particules (i, k) , on décompose l’intégrale∫
E
vi0ã1

i φN−1(r′k, {rj}j 6=i,k)dr′k (3.79)

en la somme d’une intégrale sur V(ri), où ã1
i dépend bien de r′k, et d’une intégrale

sur E \ V(ri), où ã1
i ne dépend pas de r′k :∫

E
vi0ã1

i φN−1(r′k, {rj}j 6=i,k)dr′k =
∫
V(ri)

vi0ã1
i φN−1(r′k, {rj}j 6=i,k)dr′k (3.80)

+ vi0ã1
i

∫
E\V(ri)

φN−1(r′k, {rj}j 6=i,k)dr′k
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Pour que l’intégrale à la seconde ligne de l’équation ci-dessus donne la marginale
à N − 1 particule, on ajoute et on soustrait le terme

vi0ã1
i

∫
V(ri)

φN−1(r′k, {rj}j 6=i,k)dr′k (3.81)

dans lequel la fonction ã1
i est évaluée au point (r1, ..., rk, ..., rN) de l’équation ini-

tiale (3.65) — toutes les autres équations de cette section étant supposées être
évaluées en ce même point (et son voisinage X ). L’intégrale (3.79) s’écrit finale-
ment∫

E
vi0ã1

i φN−1(r′k, {rj}j 6=i,k)dr′k =
∫
V(ri)

vi0ã1
i φN−1(r′k, {rj}j 6=i,k)dr′k

+ vi0ã1
i

∫
E\V(ri)

φN−1(r′k, {rj}j 6=i,k)dr′k

+ vi0ã1
i

[ ∫
V(ri)

φN−1(r′k, {rj}j 6=i,k)dr′k

−
∫
V(ri)

φN−1(r′k, {rj}j 6=i,k)dr′k
]

C’est à dire∫
E
vi0ã1

i φN−1(r′k, {rj}j 6=i,k)dr′k = vi0ã1
i φN−2({rj}j 6=i,k) + γik (3.82)

où

γik ≡
[ ∫
V(ri)

vi0ã1
i φN−1(r′k, {rj}j 6=i,k)dr′k − vi0ã1

i

∫
V(ri)

φN−1(r′k, {rj}j 6=i,k)dr′k
]
.

(3.83)
Notons qu’à la limite thermodynamique

γik = O(ã1
i |V(ri)|) = O(ã1

i /L
d) . (3.84)

On peut ainsi, à l’aide des équations (3.78) et (3.82), réécrire le terme Υk
1 défini

en (3.74) comme suit :

Υk
1 =

∑
i 6=k

(
∇ri ·

[
vi0a

1,1
i,k

]
−∇ri ·

[
vi0ã1

i φN−2({rj}j 6=i,k) + γik

]
⊗ ã1

k

)

=
∑
i∈Vk

(
∇ri ·

[
vi0a

1,1
i,k

]
−∇ri ·

[
vi0ã1

i φN−2({rj}j 6=i,k) + γik

]
⊗ ã1

k

)

+
∑

i 6=k,i/∈Vk

(
∇ri ·

[
vi0ã1

i ⊗ ã1
k φN−2({rj}j 6=k,i)

]
−∇ri ·

[
vi0ã1

i ⊗ ã1
kφN−2({rj}j 6=i,k) + γik ⊗ ã1

k

])
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où on a utilisé le fait que ã1
k ne dépend pas de ri dès lors que i /∈ Vk. Finalement

on a

Υk
1 =

∑
i∈Vk

(
∇ri ·

[
vi0a

1,1
i,k

]
−∇ri ·

[
vi0ã1

i φN−2({rj}j 6=i,k) + γik

]
⊗ ã1

k

)

−
∑

i 6=k,i/∈Vk

∇ri ·
[
γik ⊗ ã1

k

]
(3.85)

donc en terme de comportement asymptotique à la limite thermodynamique :

Υk
1 =

∑
i∈Vk

[
O(a1,1

i,k ) +O(ã1
i ⊗ ã1

k) +O(γik ⊗ ã1
k)
]

+
∑

i 6=k,i/∈Vk

O(γik ⊗ ã1
k) (3.86)

Ainsi, en supposant que les moment conditionnés scalent comme leurs analogues
non–conditionnés, et que les scaling des moments sont les mêmes pour toutes les
(associations de) particules, et sachant (3.84) et que la somme sur i ∈ Vk comporte
O(1) termes tandis que celle sur {i 6= k, i /∈ Vk} en compte O(N) = O(Ld), on a

Υk
1 = O(a1,1

i,k ) +O((ã1
i )2) +O((ã1

i )2/Ld) +O(Ld(ã1
i )2/Ld) (3.87)

c’est à dire
Υk

1 = O(a1,1
i,k ) +O((a1

i )2) . (3.88)

3.4.4 Limite diffusive
Maintenant que l’on s’est assuré que le terme Υk

1 de l’équation (3.73) reste
borné à la limite thermodynamique, on peut supposer de manière cohérente que le
terme en −L2ã1

k est bien dominant devant ∂tã1
k dans cette même équation. Ainsi,

sur des échelles d’espace et de temps suffisamment grandes, le moment ã1
k relaxe

quasi–instantanément vers la solution de :

ã1
kφN−1({ri}i 6=k) ' −

1
L(d− 1)Dr

(
∇rk ·

[
vk0a2

k

]
+∇rk

[
vk0
d
φ
]

+ Υk
1

)
(3.89)

Et puisque a1
k = ã1

kφN−1({ri}i 6=k), on a

a1
k = −1

Ld(d− 1)Dr

∇rk

[
vk0φ

]
+O

(
a2
k

L

)
+O

a1,1
i,k

L

+O
(

(a1
i )2

L

)
(3.90)

qui permet de conclure que a1
k tend vers 0 à la limite thermodynamique au moins

comme 1/L.
Si on réalisait les mêmes calculs pour les moments a2

k et a1,1
i,k que ceux effectués

pour le moment a1
k entre les équations (3.69) et (3.90), on montrerait que a2

k et a1,1
i,k
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tendent également vers 0 au moins aussi vite que 1/L à la limite thermodynamique
— on fait le calcul pour un moment quelconque, en prenant en compte la taxie et
la diffusion translationnelle dans l’appendice J. On peut ainsi conclure qu’à l’ordre
dominant, dans la limite thermodynamique

a1
k = −1

Ld(d− 1)Dr

∇rk

[
vk0φ

]
(3.91)

En réinjectant l’équation (3.91) dans l’équation (3.66) on obtient finalement la
limite diffusive :

∂tφ =
N∑
i=1
∇ri ·

[
vi0

d(d− 1)Dr

∇ri

(
vi0φ

)]
(3.92)

où, cette fois, on a bien mené les calculs avec des interactions (de type quorum–
sensing) entre particules, modélisées par les fonctions vi0(r1, ..., rN). Cette méthode
de calcul de la limite diffusive est celle que nous avions qualifiée de “seconde mé-
thode” dans l’introduction de ce chapitre, par opposition à la “première méthode”
présentée à la section 3.2. On constate que les résultats obtenus sont bien les
mêmes (équation (3.48) vs. équation (3.92)) moyennant l’existence d’une fonction-
nelle v0(r, [ρ]) telle que vi0(r1, ..., rN) = v0(ri, [ρ̂]).
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3.5 De la limite diffusive à l’hydrodynamique fluc-
tuante

Considérons le cas général d’un ensemble de i = 1, ..., N particules, évoluant
dans un espace E de dimension d (E désigne toujours Rd ou Rd/Zd) selon la
dynamique stochastique suivante, définie au sens d’Ito :

ṙi = Fi(r1, ..., rN) +
√

2Di(r1, ..., rN)ηi (3.93)

où les ηi sont des bruits blancs gaussiens centrés tels que
〈
ηαi η

β
j

〉
= δijδ

αβδ(t− t′).
L’objectif de cette section est de passer de la dynamique stochastique (3.93),

définie sur l’espace EN des configurations de N particules, à une dynamique sur
l’espace F des champs de densité de particules. Cet objectif correspond à la seconde
étape du plan de coarse-graining, symbolisé par “l’équation” (3.2), que l’on appelle
“méthode de Dean généralisée” (noté “Dg” dans (3.2)), puisque cette méthode
correspond à la généralisation aux bruits multiplicatifs, établie dans [122], de la
méthode introduite par Dean dans [35].

Dans l’appendice (L), on présente en détails l’application de cette méthode à
l’équation (3.93). Dans cette section, on se contente de rappeler dans les grandes
lignes les étapes de la méthode de “Dean généralisée”, puis de donner le résultat
de son application à l’équation (3.93), et enfin de donner l’hydrodynamique fluc-
tuante associée à la limite diffusive (3.92) d’un ensemble d’ABPs interagissant par
quorum–sensing — qui est un cas particulier de l’équation générale (3.93).

3.5.1 Méthode générale
On commence par définir la densité empirique de particules :

ρ̂(r, t) ≡
N∑
i=1

δ(r− ri(t)) . (3.94)

On note DN(E) l’ensemble des distributions sur E qui sont la somme de N masses
Dirac. L’application qui à une configuration (r1, ..., rN) associe la densité empirique
ρ̂ va de EN — espace sur lequel est définie la dynamique (3.93) — dans l’espace
DN(E) qui est lui–même inclus (confère discussion dans la première note de pied
de page de ce chapitre) dans l’espace F des champs scalaires sur E. Pour obtenir
la dynamique du champ de densité associée à (3.93), il suffit alors de “pousser
en avant” (en un sens géométrique purement formel 8) la dynamique initiale par
l’application (r1, ..., rN) 7→ ρ̂.

8. En effet, cette idée du“pushforward” géométrique n’est qu’une image (utile pour se figu-
rer comment on “transporte” la dynamique de EN dans F) puisque la dynamique (3.93) étant
stochastique, elle n’est pas vraiment associée à un champ de vecteur sur EN .
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Une hypothèse cruciale pour réaliser ce “poussé–en–avant” consiste à supposer
qu’il existe des fonctions

F : E × F −→ Rd et D : E × F −→ R (3.95)

telles que, pour tout i = 1, ..., N ,

Fi(r1, ..., rN) = F(ri, [ρ̂]) et Di(r1, ..., rN) = D(ri, [ρ̂]) . (3.96)

Cette hypothèse implique notamment que la dynamique microscopique (3.93) de
l’ensemble des particules est invariante par permutation des particules (i.e. des
positions ri). Nous reviendrons brièvement sur ce point au dernier chapitre de ce
manuscrit.

Ensuite, on utilise la formule d’Ito pour montrer que

∂tδ(r− ri) = −∇r ·
{ [

F(r, [ρ̂]) +
√

2D(r, [ρ̂])ηi
]
δ(r− ri)−∇r [D(r, [ρ̂])δ(r− ri)]

}
.(3.97)

Puis, en sommant sur i les dynamiques des δ(r − ri) (équation ci–dessus) et en
remplaçant le terme de bruit par un champ aléatoire de même loi, on obtient :

∂tρ̂(r, t) = −∇r ·
{
F(r, [ρ̂])ρ̂(r)−∇r [D(r, [ρ̂])ρ̂(r)] +

√
2D(r, [ρ̂])Λ̂(r, t)

}
(3.98)

où Λ̂(r, t) est un champ gaussien Λ̂(r, t) de moyenne nulle et tel que
〈
Λ̂α(r, t)Λ̂β(r′, t′)

〉
=

ρ̂(r, t)δαβδ(r− r′)δ(t− t′). Enfin, on suppose que dans la limite de grand nombre
de particules N , on peut remplacer dans l’équation (3.98) la mesure empirique ρ̂
par un champ continu ρ, satisfaisant l’équation différentielle stochastique

∂tρ(r, t) = −∇r ·
{
F(r, [ρ])ρ(r)−∇r [D(r, [ρ])ρ(r)] +

√
2D(r, [ρ])ρΛ(r, t)

}
(3.99)

où Λ est un champ gaussien centré vérifiant
〈
Λα(r, t)Λβ(r′, t′)

〉
= δαβδ(r−r′)δ(t−

t′), i.e. où on a remplacé Λ̂ par √ρΛ.

3.5.2 Application aux ABPs interagissant par quorum–sensing
La limite diffusive de N ABPs interagissant via quorum–sensing (3.92) obtenue

à la section 3.4 peut se réécrire sous la forme suivante :

∂tφ = −
N∑
i=1
∇ri ·

{1
2Diφ∇ri [lnDi]−∇ri [Diφ]

}
(3.100)

avec
Di(r1, ..., rN) ≡ Dt + vi0(r1, ..., rN)2

d(d− 1)Dr

. (3.101)
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Si on suppose maintenant qu’il existe une application v0 : E × F→ R telle que

vi0(r1, ..., rN) = v0(ri, [ρ̂]) (3.102)

alors on déduit immédiatement que

Di(r1, ..., rN) = D(ri, [ρ̂]) (3.103)

où
D(ri, [ρ̂]) ≡ Dt + v0(ri, [ρ̂])2

d(d− 1)Dr

. (3.104)

est une diffusivité de grande échelle.
D’après la construction générale de l’hydrodynamique fluctuante (3.99) à partir

de (3.93), on peut conclure, en supposant (3.102), qu’un ensemble de N ABPs
interagissant par quorum–sensing, dont la dynamique microscopique est (3.64) (et
la limite diffusive est donc (3.92)), est décrit sur de grandes échelles de temps et
d’espace par l’hydrodynamique fluctuante (3.99), oùD(r, [ρ]) est donné par (3.104)
et où F(r, [ρ]) est définie par (cf. appendice L) :

F(r, [ρ]) ≡ 1
2D(r, [ρ])

[
∇r lnD(r, [ρ]) +∇r′

δ lnD(r, [ρ])
δρ(r′)

∣∣∣∣∣
r′=r

]
. (3.105)

On peut finalement réécrire l’hydrodynamique fluctuante (3.99) de la façon sui-
vante :

∂tρ(r, t) = ∇r ·
{
D(r, [ρ])ρ(r) ∇r µ(r, r′, [ρ])|r′=r −

√
2D(r, [ρ])ρΛ(r, t)

}
(3.106)

où µ joue le rôle d’un potentiel chimique dont l’expression est

µ(r, r′, [ρ]) ≡ 1
2 lnD(r, [ρ]) + ln ρ(r)− 1

2
δD(r′, [ρ])
δρ(r) . (3.107)

Notons que dans la suite de ce manuscrit, on supposera (confère discussion de la
section 4.1 du chapitre 4) : [

∇r
δD(r′, [ρ])
δρ(r)

]∣∣∣∣∣
r′=r

= 0 , (3.108)

ce qui nous permettra notamment de remplacer ∇r µ(r, r′, [ρ])|r′=r par ∇rµ(r, [ρ])
dans l’équation (3.106).

Au prochain chapitre, on appliquera les méthodes de coarse–graining exposées
dans le présent chapitre pour déduire l’hydrodynamique fluctuante d’ABPs, de
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RTPs et d’AOUPs interagissant par quorum–sensing ou par taxie et on montrera
que, dans certaines situations, ces dynamiques macroscopiques sont exactement
les mêmes que celles de systèmes passifs interagissant via des forces qui dérivent
de potentiels. Ces systèmes actifs présenteront ainsi une réversibilité effective à
grandes échelles, malgré l’irréversibilité de leurs dynamiques microscopiques. Cela
nous permettra notamment de prévoir leurs comportements collectifs à partir de
la connaissance de ceux des systèmes passifs correspondants.
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Chapitre 4

Mapping et pseudo-mapping
macroscopiques vers l’équilibre

Dans l’ensemble de ce chapitre, motivé par le coarse–graining de systèmes ac-
tifs présenté au chapitre précédent, on considère des équations hydrodynamiques
fluctuantes (définies au sens d’Ito) pour le champ de densité ρ(r, t) de particules
actives de la forme

∂tρ = ∇ ·
[
M∇µ+

√
2MΛ

]
. (4.1)

où µ(r, [ρ]) joue le rôle d’un potentiel chimique, oùM(r, [ρ]) est la mobilité collecti-
vité collective, et où Λ(r, t) est un champ gaussien centré tel que

〈
Λα(r, t)Λβ(r′, t′)

〉
=

δαβδ(r − r′)δ(t − t′). On note toujours E l’espace auquel la variable de position
r appartient, et F l’espace fonctionnel auquel le champ ρ appartient. On montre
qu’une version généralisée du théorème de Schwarz peut être utilisée pour déter-
miner les conditions d’existence d’états d’équilibre macroscopique et de pseudo–
équilibre macroscopique pour des systèmes actifs décrits, à grande échelle, par
l’équation (4.1).

Dans la section 4.1, qui est essentiellement technique, on discute des situations
dans lesquelles le bilan détaillé de l’équation (4.1) revient à déterminer s’il existe
une fonctionnelle F [ρ] telle que

µ(r, [ρ]) = δF [ρ]
δρ(r) . (4.2)

Lorsqu’une telle fonctionnelle F existe, on dira que µ est fonctionnellement in-
tégrable, et que le système est macroscopiquement à l’équilibre, ou encore qu’il
existe un “mapping vers l’équilibre” à l’échelle macroscopique. Ensuite, on discute
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de l’emploi d’une condition de Schwarz généralisée en tant que condition nécessaire
et suffisante (CNS) d’intégrabilité fonctionnelle. Enfin, on introduit une structure
géométrique formelle sur F et on définit un opérateur de dérivation extérieure
fonctionnelle.

Dans la section 4.2, on met en œuvre cette condition pour déterminer l’exis-
tence de mapping vers l’équilibre dans des systèmes composés d’ABPs, de RTPs
ou d’AOUPs interagissant via quorum–sensing ou taxie — systèmes dont on dé-
termine l’hydrodynamique fluctuante en appliquant les méthodes du chapitre pré-
cédent.

Dans la section 4.3, on considère le cas où µ est une fonction locale 1 de
ρ, i.e. où µ(r, [ρ]) dépend de ρ et de ses dérivées en r jusqu’à un ordre fini :
µ(r, [ρ]) = µ(ρ(r),∇ρ(r), ...). Dans le cas où l’espace physique E est de dimension
1, on montre que la condition d’intégrabilité de Schwarz — qui est une condi-
tion “distributionnelle” — est équivalente à un ensemble d’équations aux dérivées
partielles (EDP) que la fonction µ(ρ, ∂xρ, ...) doit satisfaire.

Dans la section 4.4 on généralise les conditions d’intégrabilité précédemment
établies au cas où une fonction à valeurs vectorielles

−→µ (−→ρ , ∂x−→ρ , ...) ≡ (µ1(−→ρ , ∂x−→ρ , ...), ..., µn(−→ρ , ∂x−→ρ , ...)) (4.3)

dépend (localement) d’un ensemble de champs −→ρ ≡ (ρ1, ..., ρn) ce qui permet
notamment de discuter le cas des mélanges actifs de n espèces.

Enfin, dans la section 4.5, on montre que la condition d’intégrabilité de Schwarz
peut également être employée pour donner un ensemble de conditions nécessaires
et suffisantes à l’existence d’un pseudo–mapping vers l’équilibre.

1. Dans la suite de ce manuscrit, on dira que µ est une fonctionnelle “purement locale” ou
“strictement locale” de ρ lorsque µ(r, [ρ]) = µ(ρ(r)).
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4.1 Réversibilité, intégrabilité, condition de Schwarz
et dérivée extérieure fonctionnelle

4.1.1 Équation de Fokker–Planck fonctionnelle et réversi-
bilité

L’équation aux dérivées partielles stochastique (4.1) (EDPS) est associée à une
équation de Fokker–Planck fonctionnelle de la forme [122] :

∂tP [ρ] = −
∫
E

dr
δ

δρ(r)∇r ·
(
P [ρ]M(r, [ρ])∇rµ(r, [ρ]) +

[
∇r

δM(r′, [ρ])P [ρ]
δρ(r)

]∣∣∣∣∣
r′=r

)
(4.4)

que l’on écrira de manière plus concise

∂tP [ρ] = −
∫
E

dr
δ

δρ(r)∇ ·
[
PM∇µ+∇ δ

δρ(r)MP

]
(4.5)

Dans la suite de ce manuscrit, on travaille dans la cadre de l’hypothèse suivante,
que l’on verra être pertinente pour les systèmes physiques étudiés :

“ on peut sortir la mobilité M(r, [ρ]) de l’opérateur ∇ δ

δρ(r) dans l’équation (4.5) ”

(4.6)
de telle sorte que l’équation de Fokker–Planck se réécrit :

∂tP [ρ] = −
∫
E

dr
δ

δρ(r)∇ ·
[
PM∇µ+M∇ δP

δρ(r)

]
(4.7)

Ceci est possible notamment dans les cas de figure suivants :
1. lorsque M est une constante. C’est notamment le cas pour le modèle actif

B, que l’on étudiera au chapitre suivant.
2. lorsque la mobilité M est une fonction purement locale de ρ, i.e. M(r, [ρ]) =
M(ρ(r)). Cette situation est assez délicate, sans doute car l’équation (4.5)
n’est pas encore bien comprise mathématiquement. Il existe essentiellement
deux arguments permettant de conclure que l’hypothèse (4.6) est alors véri-
fiée. Le premier est que, lorsqu’on calcule l’hydrodynamique fluctuante (4.1)
associée à un ensemble de particules passives (sur-amorties) en interaction
de paires et soumises à un bruit thermique additif [35], la mobilité M(r, [ρ])
est égale (à une constante près) à ρ(r). Le bilan détaillé macroscopique de
ce système, microscopiquement à l’équilibre, est alors assuré seulement si
l’équation (4.5) est équivalente à (4.7), i.e. seulement si l’hypothèse (4.6) est
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vérifiée. Le second argument est associé à la définition de (4.5) en tant que
“limite” d’une équation de Fokker–Planck standard, associée à une discréti-
sation spatiale (symétrique) de l’EDPS (4.1) (voir [122]). Dans ce cas

∇ δ

δρ(r)M(ρ(r)) (4.8)

apparaît comme la “limite continue” de[
∂

∂ρ(i+ 1) −
∂

∂ρ(i− 1)

]
M(ρ(i)) (4.9)

qui est bien égale à

M(ρ(i))
[

∂

∂ρ(i+ 1) −
∂

∂ρ(i− 1)

]
(4.10)

et qui, quand le pas de discrétisation spatiale tend vers zéro, “tend vers”

M(ρ(r))∇ δ

δρ(r) . (4.11)

3. lorsque M(r, [ρ]) = D(r, [ρ])ρ(r), où D(r, [ρ]) est une diffusivité collective
telle que [

∇r
δD(r′, [ρ])
δρ(r)

]∣∣∣∣∣
r′=r

= 0 . (4.12)

Ceci est notamment vrai lorsque D(r, [ρ]) = D(ρ̃(r)), où ρ̃ = G ∗ ρ avec un
noyau de convolution G qui est symétrique par rapport à l’origine [122].

Dans la suite de ce manuscrit, on ne considérera que des cas particuliers de l’équa-
tion (4.1) où l’une des trois conditions ci–dessus est satisfaite, si bien que l’on se
restreint à partir de maintenant à l’étude “générale” des EDPS de la forme (4.1)
satisfaisant l’hypothèse (4.6).

Dans un tel cadre, l’équation (4.1) satisfait le bilan détaillé (au sens de la T–
symétrie) si et seulement si, comme dans le cas d’une EDS en dimension finie (voir
chapitre 2 et appendice H), le courant de probabilité stationnaire

Jss(r, [ρ]) ≡ ∇ ·
[
M∇µ+M∇δ logPss[ρ]

δρ(r)

]
Pss[ρ] (4.13)

est nul.
On note que s’il existe une fonctionnelle F [ρ] (alors qualifiée d’énergie libre)

telle que
µ(r, [ρ]) = δF [ρ]

δρ(r) , (4.14)

alors Pss ∝ e−F [ρ] et Jss = 0. Dans la suite, on suppose que (M(r, [ρ]) est telle que)
la réciproque est vraie, i.e. que Jss = 0 implique l’existence d’une fonctionnelle
F [ρ] satisfaisant (4.14).
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4.1.2 Théorème de Schwarz généralisé
Une des formalisations mathématiques rigoureuses de la dérivation fonction-

nelle est celle de la dérivation au sens de Fréchet. Dans un tel cadre, une fonction-
nelle F [ρ] suffisamment régulière peut être développée à l’ordre 2 dans le voisinage
d’un champ ρ sous la forme :

F [ρ+ φ] ' F [ρ] + δF [ρ](φ) + δ2F [ρ](φ, φ) , (4.15)

où δF [ρ] et δ2F [ρ] sont respectivement les différentielles première et seconde de F
en ρ, qui peuvent s’écrire respectivement :

δF [ρ](φ) =
∫ δF [ρ]
δρ(r)φ(r)dr (4.16)

et
δ2F [ρ](φ, ψ) =

∫ δ2F [ρ]
δρ(r)δρ(r′)φ(r)ψ(r′)drdr′ . (4.17)

Notons que les dérivées fonctionnelles première δF [ρ]
δρ(r) et seconde δ2F [ρ]

δρ(r)δρ(r′) de F , qui
sont respectivement définies par les équations (4.16) et (4.17), ne sont pas néces-
sairement de “véritables fonctions”, mais peuvent être des “fonctions généralisées”
représentant (au sens de Riesz) respectivement les formes linéaire δF et bilinéaire
δ2F , de la même manière que la “fonction” r′ 7→ δ(r − r′) représente le delta de
Dirac en r : δr.

Dans le cadre de la dérivation au sens de Fréchet, on peut montrer [5] que la
différentielle seconde de F en ρ, lorsqu’elle existe, est nécessairement symétrique,
i.e.

∀φ, ψ , δ2F [ρ](φ, ψ) = δ2F [ρ](ψ, φ) . (4.18)

Cette condition de symétrie est une version généralisée du théorème de Schwarz
(qui porte sur la commutativité des dérivées partielles en dimension finie). Lors-
qu’écrite à l’aide de la dérivée fonctionnelle seconde, et non de la différentielle
seconde, elle prend la forme :

δ2F [ρ]
δρ(r)δρ(r′) = δ2F [ρ]

δρ(r′)δρ(r) . (4.19)

Le théorème de Schwarz généralisé, écrit sous la forme (4.19), est donc à com-
prendre au sens “des distributions”, c’est à dire :

∀φ, ψ ,
∫ δ2F [ρ]
δρ(r)δρ(r′)φ(r)ψ(r′)drdr′ =

∫ δ2F [ρ]
δρ(r′)δρ(r)φ(r)ψ(r′)drdr′ . (4.20)
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Comme dans le cas de la dimension finie, le théorème de Schwarz implique une
condition nécessaire d’intégrabilité d’une fonction(nelle) µ(r, [ρ]) :

δµ(r, [ρ])
δρ(r′) = δµ(r′, [ρ])

δρ(r) (4.21)

qui est donc à comprendre au sens “des distributions” :

∀φ, ψ ,
∫ δµ(r, [ρ])

δρ(r′) φ(r)ψ(r′)drdr′ =
∫ δµ(r′, [ρ])

δρ(r) φ(r)ψ(r′)drdr′ . (4.22)

Notons qu’une telle condition d’intégrabilité fonctionnelle semble n’avoir été
utilisée en physique de la matière active qu’en de rares occasions [60, 82], et
à chaque fois dans des circonstances telles que la dérivée fonctionnelle δµ

δρ
soit

une fonction, et non une distribution générique. Pour illustrer son fonctionnement
quand δµ

δρ
n’est pas une distribution régulière (donc non associée à une fonction),

considérons par exemple le cas où µ(x, [ρ]) = ∂kxρ(x) en une dimension. La dérivée
fonctionnelle est

δµ(x, [ρ])
δρ(y) = ∂kxδ(x− y) (4.23)

et la condition d’intégrabilité de Schwarz s’écrit alors∫ [
ψ(x)φ(k)(x)− φ(x)ψ(k)(x)

]
dx = 0 . (4.24)

Si l’on réalise k intégrations par parties dans le terme de gauche de l’équation
ci–dessus, celle–ci se réécrit :∫

ψ(x)φ(k)(x)
[
1− (−1)k

]
dx = 0 (4.25)

qui est vrai pour un couple (φ, ψ) quelconque si et seulement si k est pair. Dans
ce cas, l’énergie libre est donnée par :

F [ρ] = (−1)n
2

∫
[∂nxρ(x)]2 dx , avec n ≡ k

2 . (4.26)

Notons que la condition k pair se voit immédiatement au niveau distributionnel,
puisque la condition de Schwarz s’écrit ∂kxδ(x − y) = ∂ky δ(x − y), c’est à dire
∂kxδ(x− y)[1− (−1)k] = 0.

Enfin, notons que dans tous les cas que nous considérerons dans la suite de ce
manuscrit, ρ appartient à un ensemble de fonctions F simplement connexe. Par
exemple, si ρ est un champ de densité conservée 2, alors F est convexe et donc

2. Il faudrait également faire des hypothèses pour que F soit complet. Par exemple que ρ soit
de carré intégrable, et défini à un ensemble dénombrable de valeurs près.
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simplement connexe (car étoilé par rapport à n’importe lequel de ses éléments).
Ce qui implique que la condition d’intégrabilité de Schwarz est non seulement
nécessaire mais également suffisante [68].

4.1.3 Dérivée extérieure fonctionnelle
On introduit maintenant un cadre formel pour faire de la géométrie différen-

tielle sur l’espace F des champs ρ. Cette structure sera surtout utile au chapitre
suivant mais nous permettra déjà dans ce chapitre, d’une part de préparer le cha-
pitre suivant, et d’autre part de simplifier quelques notations. On définit l’espace
fonctionnel

H =
{
fonctions φ : E −→ R telles que

∫
E
φ = 0

}
(4.27)

Notons que la contrainte d’intégrale nulle est nécessaire si l’on veut ajouter une
fonction φ à un champ conservé ρ sans modifier

∫
E ρ. En suivant [97], on définit

une structure (formelle) de fibré tangent TF associé à F en posant

TF ≡ F× H . (4.28)

Les “sections”

φ : F −→ H
ρ 7−→ φ(·, [ρ])

du fibré TF ainsi défini (qui est trivial, au sens des fibrés), i.e. les “champs de
vecteurs fonctionnels” sur F, sont donc telles que, pour tout ρ,

φ(·, [ρ]) ∈ TρF = H , i.e.
∫
E
φ(r, [ρ]) dr = 0 . (4.29)

Ensuite, à toute application µ, fonction de la variable r et fonctionnelle de ρ :

µ : E × F −→ R
(r, ρ) 7−→ µ(r, [ρ])

on associe la 1–forme différentielle fonctionnelle (notée en gras) :

µ : TF −→ R
φ 7−→

∫
E µ(r, [ρ])φ(r, [ρ])dr

où µ[ρ] est ainsi un élément de T ∗ρF, i.e. une application linéaire sur TρF = H.
Par analogie avec la géométrie différentielle en dimension finie, on introduit

maintenant la dérivée extérieure fonctionnelle de µ, notée dµ, définie comme (deux
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fois) la partie antisymétrique de la différentielle δµ. Pour tout champ ρ et toute
paire (φ, ψ) de fonctions de r, on a :

dµ[ρ](φ, ψ) = δµ(r, [ρ])(φ, ψ)− δµ(r, [ρ])(ψ, φ) (4.30)

c’est à dire

dµ[ρ](φ, ψ) =
∫ [

δµ(r, [ρ])
δρ(r′) − δµ(r′, [ρ])

δρ(r)

]
φ(r′)ψ(r)drdr′ . (4.31)

La condition d’intégrabilité de Schwarz se traduit alors simplement comme l’an-
nulation de la dérivée extérieure fonctionnelle de µ :

dµ = 0 . (4.32)

De plus, si, comme en dimension finie, on définit la dérivée extérieure des fonc-
tionnelles (0–formes) comme la simple différentielle, i.e.

dF [ρ](φ) ≡ δF [ρ](φ) (4.33)

alors on a bien
d(dF) = 0 (4.34)

i.e. la dérivée extérieure fonctionnelle satisfait

d2 = 0 . (4.35)

Autrement dit, l’image de la dérivée extérieure fonctionnelle (des 0–formes) est
incluse dans le noyau de la dérivée extérieure fonctionnelle (des 1–formes). Enfin, la
remarque faite précédemment sur le fait qu’on ne considérera que des situations où
la condition de Schwarz n’est pas seulement nécessaire mais également suffisante,
nous permet de conclure que, dans tous les cas considérés dans la suite, l’image de
d (appliquée au 0–formes) est égale au noyau de d (appliquée aux 1–formes), i.e.

Im(d) = Ker(d) . (4.36)
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4.2 Particules actives interagissant par quorum–
sensing ou taxie : Mapping vers l’équilibre

Dans cette section, on illustre comment les méthodes discutées dans la sec-
tion 4.1 peuvent servir à étudier la physique de systèmes actifs concrets.

4.2.1 QSAPS, bilan détaillé macroscopique et MIPS
Dans cette section, on considère un ensemble de particules actives i = 1, ..., N

satisfaisant les dynamiques microscopiques :

ṙi = viui +
√

2Dtηi , (4.37)

où ui est l’orientation de l’autopropulsion de la ième particule, et où les ηi(t) sont
des bruits blancs gaussiens centrés tels que

〈
ηαi (t)ηβj (t′)

〉
= δijδ

αβδ(t− t′). De plus,
on suppose que les particules interagissent via quorum–sensing, et on modélise
cette interaction par une dépendance de l’amplitude vi de l’autopropulsion de
chaque particule i en la position de l’ensemble des particules : vi(r1, ..., rN). Que la
réorientation dynamique de chaque ui se fasse via des culbutes ponctuelles (RTPs)
à un taux constant α, via une diffusion angulaire (ABPs) sur Sd−1 de constante
Dr, ou via un processus d’Ornstein–Uhlenbeck (AOUPs) de la forme

u̇i = 1
τ0

ui +
√

2
dτ0
ξi (4.38)

où τ0 est le temps de persistance et où les ξi sont des bruits blancs gaussiens centrés
tels que

〈
ξαi (t)ξβj (t′)

〉
= δijδ

αβδ(t− t′), on peut montrer, en utilisant les méthodes
exposées au chapitre précédent (voir appendices J et K), que la limite diffusive de
la dynamique de l’ensemble des particules actives s’écrit :

∂tφ(r1, ..., rN) = −
N∑
i=1
∇ri ·

{
Dφ∇ri

[1
2 lnD

]
−∇ri [Dφ]

}
(4.39)

avec la diffusivité
D(r1, ..., rN) ≡ Dt + vi(r1, ..., rN)2τ

d
. (4.40)

où le temps de persistance τ est donné par :

τ = 1
α + (d− 1)Dr

ou τ = τ0 (4.41)

respectivement pour des RTPs\ABPs ou pour des AOUPS. On suppose alors qu’il
existe une application
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v : E × F −→ R
(r, ρ) 7−→ v(r, [ρ])

telle que pour tout i = 1, ..., N ,

vi(r1, ..., rN) = v(ri, [ρ̂]) . (4.42)

On peut alors déduire (voir chapitre précédent) que l’hydrodynamique fluctuante
du champ de densité ρ est

∂tρ(r, t) = ∇r ·
{
D(r, [ρ])ρ(r) ∇r µ(r, r′, [ρ])|r′=r −

√
2D(r, [ρ])ρΛ(r, t)

}
(4.43)

où Λ(r, t) est un champ de vecteurs gaussien centré tel que
〈
Λα(r, t)Λβ(r′, t′)

〉
=

δαβδ(r− r′)δ(t− t′), la fonctionnelle de diffusivité est

D(r, [ρ]) ≡ Dt + v(r, [ρ])2τ

d
, (4.44)

et le potentiel chimique µ est

µ(r, r′, [ρ]) ≡ 1
2 logD(r, [ρ]) + log ρ(r)− 1

2
δD(r′, [ρ])
δρ(r) . (4.45)

On suppose maintenant que la fonctionnelle d’autopropulsion est donnée par
une fonction locale d’une convolution de la densité

v(r, [ρ]) = v(ρ̃(r)) , où ρ̃(r) ≡
∫
G(r− r′)ρ(r′)dr′ , (4.46)

où le noyau de convolution G vérifie G(r−r′) = G(r′−r). Ceci implique notamment
que [

∇r
δv(r′, [ρ])
δρ(r)

]∣∣∣∣∣
r′=r

= ∇G(0) = 0 , (4.47)

et donc que [
∇r

δD(r′, [ρ])
δρ(r)

]∣∣∣∣∣
r′=r

= 0 . (4.48)

Ainsi l’équation (4.43) peut se réécrire

∂tρ(r, t) = ∇r ·
{
D(r, [ρ])ρ(r)∇r µ(r, [ρ])−

√
2D(r, [ρ])ρΛ(r, t)

}
(4.49)

avec
µ(r, [ρ]) ≡ 1

2 logD(r, [ρ]) + log ρ(r) . (4.50)
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On cherche alors à déterminer dans quelles situations l’hydrodynamique fluc-
tuante (4.49) est réversible (au sens du T–bilan détaillé). Comme on l’a discuté
à la section précédente, dans un tel contexte, la réversibilité est équivalente à
l’existence d’un fonctionnelle d’énergie libre F [ρ] telle que

µ(r, [ρ]) = δF [ρ]
δρ(r) , (4.51)

qui est elle–même équivalente à l’annulation de la dérivée extérieure fonctionnelle
de µ (la forme linéaire associée à µ) :

dµ = 0 . (4.52)

Injectant l’expression de µ donnée par (4.50) dans la condition nécessaire et suffi-
sante (4.52) (CNS), on on obtient

1
2D(r, [ρ])

δD(r, [ρ])
δρ(r′) + 1

ρ(r)δ(r−r′) = 1
2D(r′, [ρ])

δD(r′, [ρ])
δρ(r) + 1

ρ(r′)δ(r
′−r) . (4.53)

Le terme purement local log ρ(r) dans l’expression (4.50) de µ — qui donne lieu
aux diracs dans l’équation ci–dessus — est toujours intégrable puisque

1
ρ(r)δ(r− r′) = 1

ρ(r′)δ(r− r′) . (4.54)

La CNS d’intégrabilité se réduit alors à

1
D(r, [ρ])

δD(r, [ρ])
δρ(r′) = 1

D(r′, [ρ])
δD(r′, [ρ])
δρ(r) . (4.55)

En utilisant les expressions (4.44) et (4.46), elle se réécrit

v(ρ̃(r))v′(ρ̃(r))
Dt + d−1τv2(ρ̃(r))G(r− r′) = v(ρ̃(r′))v′(ρ̃(r′))

Dt + d−1τv2(ρ̃(r′))G(r′ − r) . (4.56)

Le noyau G étant symétrique par rapport à l’origine, on a finalement

v(ρ̃(r))v′(ρ̃(r))
Dt + d−1τv2(ρ̃(r)) = v(ρ̃(r′))v′(ρ̃(r′))

Dt + d−1τv2(ρ̃(r′)) . (4.57)

Les termes de part et d’autre de l’équation ci–dessus étant des fonctions de deux
variables r et r′ indépendantes, on déduit qu’ils sont tous deux égaux à une certaine
constante notée a. La CNS d’intégrabilité devient donc :

v(ρ̃(r))v′(ρ̃(r)) = α
(
Dt + τ

d
v2(ρ̃(r))

)
, (4.58)
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ce qui se réécrit

d

2τ

(
Dt + τ

d
v2(ρ̃(r))

)′
= α

(
Dt + τ

d
v2(ρ̃(r))

)
. (4.59)

On conclut finalement que

v(ρ̃(r)) = ±
√
Ae

2τα
d
ρ̃(r) − dDt

τ
(4.60)

où
A ∈ R+ et α ∈ R . (4.61)

On a ainsi répertorié l’ensemble des fonctions v(ρ̃) donnant lieu à une hydrodyna-
mique fluctuante (4.49) satisfaisant le bilan détaillé.

Quelques remarques s’imposent. Tout d’abord, notons que pour que l’auto-
propulsion v(ρ̃) donnée par la formule (4.60) soit correctement définie, la densité
convolée ρ̃ (et la constante α) doit être telle que

αρ̃ ≥ d

2τ log dDt

τA
. (4.62)

Ensuite, lorsque Dt = 0, on retrouve la forme d’autopropulsion v(ρ̃) étant connue
pour mener à une équation macroscopique réversible [60] :

v(ρ̃) ∝ e
τα
d
ρ̃ . (4.63)

Enfin, pour une fonction v(ρ̃), le potentiel chimique µ s’écrit (à une constante
additive inessentielle près) :

µ(r, [ρ]) = δF [ρ]
δρ(r) (4.64)

avec l’énergie libre

F [ρ] =
∫
ρ(r) log ρ(r)dr + τ

2d

∫
αG(r− r′)ρ(r)ρ(r′)drdr′ , (4.65)

qui coïncide avec l’énergie libre d’un ensemble de particules passives interagissant
via des forces de paires dérivant du potentiel αG. Ceci donne une explication
heuristique de MIPS puisque, si G est un noyau positif et que les particules actives
ralentissent quand la densité augmente, i.e. α < 0, alors le système se comporte
macroscopiquement comme un ensemble de particules passives interagissant via
un potentiel attractif 3.

3. Pour qu’un tel potentiel αG donne éventuellement lieu à une transition liquide–gaz et non
à une condensation, il faut en fait que l’intégrale de G soit négative, et donc que G ne soit positif
que dans un certain intervalle de distance. On discute plus amplement ce point à la section
suivante, dans le cadre du collapse chimiotactique.
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4.2.2 TAPS et mapping vers l’équilibre
Le travail présenté dans cette section a fait l’objet de la publication [P5].

De la dynamique microscopique à l’hydrodynamique fluctuante

On considère un ensemble de N particules actives où chaque particule i de
position ri et d’orientation ui suit la dynamique

ṙi = viui +
√

2Dtηi , (4.66)

où ηi(t) sont des processus gaussiens centrés tels que
〈
ηαi (t)ηβj (t′)

〉
= δijδ

αβδ(t−t′).
De plus, on suppose que les particules actives interagissent de manière tactique
entre elles via un champ c qui dépend de la position de chacune des particules
et dont la valeur ressentie par chaque particule i de position ri est donnée par
une fonction ci(r1, ..., rN). Signalons que l’on adopte cette formulation — i.e.
ci(r1, ..., rN) est le champ c “mesuré en ri” — pour coller aux notations du chapitre
précédent et des appendices J et K. Par la suite, l’équation (4.74) permettra de
donner une allure plus conventionnelle au champ c.

— Dans le cas où les particules sont des AOUPs, on suppose que la dynamique
de réorientation des ui est encore donnée par l’équation (4.38), et on modé-
lise la taxie par une dépendance linéaire de l’amplitude de l’autopropulsion
vi en le gradient de ci :

vi(r1, ..., rN) = v0 − v1ui · ∇rici(r1, ..., rN) , (4.67)

où v0 est une constante positive et v1 une constante de signe quelconque.
On constate que lorsque v1 est positif (respectivement négatif), la parti-
cule i a tendance à ralentir (respectivement accélérer) lorsqu’elle est alignée
avec ∇rici, i.e. quand ui · ∇rici > 0, tandis qu’elle a tendance à accélérer
(respectivement ralentir) quand elle est anti–alignée avec ∇rici, i.e. quand
ui · ∇rici < 0. Qualitativement, la particule a ainsi tendance à descendre le
gradient de c lorsque v1 > 0, où à remonter le gradient de c lorsque v1 < 0.

— Dans le cas où les particules sont des ABPs ou des RTPs, on modélise
la taxie de deux manières différentes. Soit, comme pour les AOUPs, via
une dépendance de l’amplitude vi de l’autopropulsion en le gradient de ci
suivant l’équation (4.67). Soit suivant une dépendance des paramètres des
dynamiques de réorientation en le gradient de ci : dans le cas des ABPs, la
diffusivité rotationnelle (au sens d’Ito) devient

Di
r(r1, ..., rN) = Θ0 + Θ1ui · ∇rici(r1, ..., rN) (4.68)
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tandis que dans le cas des RTPs, le taux de tumble devient

αi(r1, ..., rN) = α0 + α1ui · ∇rici(r1, ..., rN) , (4.69)

où Θ0 et α0 sont des constantes positives, et où Θ1 et α1 sont des constantes
quelconques 4. On constate que, lorsque Θ1 ou α1 sont positifs, la particule
i a tendance à changer plus souvent de direction lorsqu’elle est alignée avec
∇rici tandis que la persistance de son orientation augmente quand elle est
anti–alignée avec ∇rici. Bien évidemment, des signes négatifs pour Θ1 ou
α1 conduisent au phénomène inverse.

En appliquant les méthodes de coarse–graining présentées au chapitre pré-
cédent (voir appendices J et K), on montre que la limite diffusive commune à
l’ensemble de ces particules prend la forme suivante :

∂tφ = −
N∑
i=1
∇ri ·

{
−Dφ∇ri

[
χ

D
ci

]
−D∇riφ

}
(4.70)

avec les constantes

D ≡ Dt + v2
0τ

d
et χ ≡ v1

d
+ v0

d

α1 + (d− 1)Θ1

α0 + (d− 1)Θ0
. (4.71)

et où le temps de persistance τ est donné par

τ = 1
α0 + (d− 1)Θ0

ou τ = τ0 (4.72)

respectivement pour des ABPs\RTPs et des AOUPs. On suppose alors qu’il existe
une application

c : E × F −→ R
(r, ρ) 7−→ c(r, [ρ])

qui vérifie

∇r
δc(r′, [ρ])
δρ(r)

∣∣∣∣∣
r′=r

= 0 (4.73)

et qui est telle que
ci(r1, ..., rN) = c(ri, [ρ̂]) (4.74)

pour tout i = 1, ..., N . On peut alors montrer, comme on l’a vu au chapitre pré-
cédent, que l’hydrodynamique fluctuante du champ de densité ρ des particules
actives est donnée par

∂tρ(r, t) = ∇r ·
[
Dρ(r)∇rµ(r, [ρ]) +

√
2Dρ(r)Λ(r, t)

]
(4.75)

4. On suppose que la dynamique est telle que les Di
r et αi restent toujours positifs.
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avec le potentiel chimique

µ(r, [ρ]) = χ

D
c(r, [ρ]) + log ρ(r) (4.76)

et où Λ(r, t) est un champ de vecteurs gaussien centré tel que
〈
Λα(r, t)Λβ(r′, t′)

〉
=

δαβδ(r− r′)δ(t− t′).

Réversibilité et système passif équivalent

Supposons que le champ c soit donné par

c(r, [ρ]) =
∫
K(r, r1, ..., rp−1)ρ(r1)...ρ(rp−1)dr1...drp−1 , (4.77)

où K est a priori quelconque. Pour déterminer dans quelles situations les modèles
de particules actives tactiques (TAPs) décrits dans cette section — où l’interaction
tactique est mediée par un champ c donné par (4.77) — sont macroscopiquement
réversibles, on calcule la dérivée extérieure de (la 1–forme associée à) µ. Un calcul
rapide donne que dµ = 0 si et seulement si

p−1∑
i=1

∫
[K(r, r1, ..., ri = r′, ..., rp−1)−K(r′, r1, ..., ri = r, ..., rp−1)]

p−1∏
j=1,j 6=i

ρ(rj)drj = 0 .

(4.78)
On constate qu’il suffit queK soit invariant par permutation de toutes ses variables
pour que dµ = 0, ce que l’on suppose dans la suite de cette section. Dans ce cas,
le potentiel chimique dérive bien d’une énergie libre :

µ(r, [ρ]) = δF [ρ]
δρ(r) (4.79)

avec

F [ρ] =
∫
ρ(r) log ρ(r)dr + χ

p!D

∫
K(r1, ..., rp)ρ(r1)...ρ(rp)dr1...drp . (4.80)

On remarque que les équations (4.75), (4.79) et (4.80) décrivent également l’hy-
drodynamique fluctuante d’un ensemble de N colloïdes browniens interagissant via
des forces dérivant d’un potentiel à p corps. Plus précisément, un ensemble de N
particules satisfaisant la dynamique d’équilibre suivante :

γṙi = −
∑

j1<...<jp−1

∇riV (ri, rj1 , ..., rjp−1) +
√

2γkBTηi (4.81)
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est macroscopiquement décrit par les équations (4.75), (4.79) et (4.80) avec les
relations de correspondance suivantes :

γ−1kBT ⇔ D (4.82)
γ−1V (r1, ..., rp) ⇔ χK(r1, ..., rp) (4.83)

Le mapping (4.82)–(4.83) établit une connexion macroscopique entre les dyna-
mique active (hors d’équilibre) (4.66) à (4.69) et la dynamique d’équilibre (4.81),
qui diffèrent fortement à l’échelle microscopique. En particulier, les rôles joués par
K et V sont de natures très différentes, bien qu’ils jouent un rôle similaire dans
la dynamique macroscopique du champ de densité ρ. En cela, l’approche présen-
tée dans cette section diffère drastiquement de certaines approches alternatives
qui consistent à modéliser la chimiotaxie cellulaire directement à l’échelle micro-
scopique par des dynamiques browniennes dans lesquelles le champ c joue le rôle
d’un potentiel [33]. Dans de telles approches, l’équivalence macroscopique (avec
une dynamique d’équilibre), décrite dans cette section, provient directement d’une
correspondance microscopique.

Dans la suite de cette section on explore la correspondance (4.82)–(4.83) à
travers deux exemples distincts.

Phases lamellaire, micellaire, et cristalline

De récents développements expérimentaux, permettant de contrôler l’autopro-
pulsion individuelle de chacune des particules actives, et utilisant des radiations
lumineuses couplées avec des boucles de rétroaction [12, 73], rendent la réalisa-
tion de la dynamique (4.66)–(4.67) expérimentalement possible. Pour explorer la
physique ainsi rendue accessible, on considère, dans ce paragraphe, un cas simple
où le champ c est obtenu en convolant la densité ρ avec un noyau invariant par
translation (et rotation) K(r, r′) = K(r− r′) de la forme :

K(r) = Ae
−σ2

0
σ2

0−|r|
2
H(σ0 − |r|) + εe

−σ2
1

σ2
1−|r|

2
H(σ1 − |r|) (4.84)

où H(·) est la fonction de Heaviside. Le noyau K est la superposition de deux fonc-
tions “en cloche” d’amplitudes respectives A et ε, avec A > ε > 0, et de longueurs
caractéristiques respectives σ0 et σ1, avec σ1 > σ0 > 0 (voir figure 4.2–(a)). On
rapporte dans la ligne supérieure de la figure 4.1 les états stationnaires de simu-
lations de la dynamique de RTPs satisfaisant les équations (4.66)–(4.67). Lorsque
la densité moyenne ρ0 augmente le système passe par une série de transitions de
phases : un gaz désordonné (que l’on n’affiche pas) est tout d’abord remplacé par
un cristal de “micelles”, chacune comprenant un nombre croissant de particules
à mesure que ρ0 augmente (1ère colonne), jusqu’à ce qu’une transition vers une
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Figure 4.1 – Figure extraite de la publication [P5]. Simulations de la dy-
namique active de RTPs (4.66)–(4.67) (ligne du haut) et de la dynamique
passive (4.81) (ligne du bas), satisfaisant les conditions du mapping (4.82)–
(4.83) avec K(r) défini par (4.84). Les couleurs représentent la densité locale
de particules. Les paramètres sont : v0 = 1, v1 = 0.2, α0 = 50, σ0 = 0.3,
σ1 = 1, ε = 5, A = 10, Dt = α1 = Θ0 = Θ1 = 0, dt = 10−3. Les clichés
correspondent au temps t = 20 000 dans un système de taille 20× 20. De la
gauche vers la droite, ρ0 ≡ N/L2 est égal à 2, 4, 8 et 10.

phase lamellaire se produise (2nd colonne). Augmentant davantage ρ0, le nombre
de particules composant les bandes augmente (3ème colonnes). A haute densité
ρ0, un “cristal inverse” apparaît (4ème colonne), dans lequel les particules et les
“trous” ont échangé leurs rôles respectifs par rapport au cristal de micelles initial.
La physique sous–jacente peut être étudiée via le mapping vers l’équilibre : en
effet, les simulations numériques correspondant au système passif (4.81) pour des
paramètres satisfaisant les relations de correspondance (4.82)–(4.83), coïncident
parfaitement avec celle des TAPS (voir seconde ligne de la figure 4.1). Dans le
système passif, le noyau (4.84) correspond à un potentiel de paire comprenant un
cœur répulsif entouré d’un secteur en anneau moins répulsif (voir figure 4.2–(a)). Il
a été montré via des simulations de type Monte Carlo que des systèmes passifs avec
des potentiels similaires conduisent à une variété de phases exotiques [83, 58, 119],
qui sont ainsi rendues accessibles aux systèmes actifs via le mapping (4.82)–(4.83).
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Figure 4.2 – (a) : coupe selon y = 0 du graphe du noyau convolutionnel
K(r) de l’équation (4.84), pour les paramètres de la figure 4.1. (b) coupe selon
y = 0 du potentiel V (r) donné par l’équation (4.92), pour `r = 1/6, 1/8, 1/10
respectivement en bleu, orange et vert. Les autres paramètres de V (r) cor-
respondent à ceux de la figure 4.3.

Chimiotactisme : compétition entre chimio–attractif et chimio–répulsif

Si des champs c(r, [ρ]) de la forme (4.77) peuvent être engendrés artificielle-
ment en laboratoire, certains sont également observables dans la nature. Dans
les systèmes biologiques, les interactions tactiques sont souvent mediées par des
agents chimiques (produits par les particules actives) qui se diffusent dans l’envi-
ronnement, menant ainsi naturellement à un couplage linéaire entre c et ρ. Inspiré
par le chimiotactisme bactérien, on considère un modèle de RTPs dans lequel
les particules actives interagissent via des molécules chimio–attractives (“chemo–
attractant”) et des molécules chimio–répulsives (“chemo–repellent”) dont on note
ca et cr les concentrations respectives. On suppose que les RTPs suivent la dyna-
mique (4.66) (avec une amplitude d’autopropulsion v0 constante) et que le taux
de tumble de la particule i est donné par

α = α0 − αa1ui · ∇rica + αr1ui · ∇ricr . (4.85)

Des constantes αa1 et αr1 toutes deux positives biaisent la marche aléatoire des
particules vers les régions de haute ca et de basse cr. Comme nous l’avons discuté à
la section 1.2.3, si les molécules signalétiques sont produites à un taux λn, diffusent
selon une constante de diffusion νn, et se dégradent à un taux ωn, où n ∈ {a, r},
on peut considérer que, sur des échelles de temps suffisamment grandes, leurs
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dynamiques suivent de manière quasi–statique celle du champ ρ selon l’équation :(
∆− ωn

νn

)
c = −λn

νn
ρ . (4.86)

Si on note Gn la fonction de Green de l’équation ci–dessus, la solution générale de
celle–ci s’écrit :

cn = λn
νn
Gn ∗ ρ . (4.87)

Le système appartient ainsi à la classe décrite par l’équation (4.77) avec p = 2.
Introduisant les longueurs d’écrantage

`n ≡
√
νn
ωn

, (4.88)

les fonctions de Green s’écrivent

Gn(r) = `n
2 e
−|r|/`n (4.89)

en 1D,

Gn(r) = 1
2πK0

(
|r|
`n

)
(4.90)

en 2D, où K0 est la fonction de Bessel modifiée du second type et d’ordre 0, et

Gn(r) = e−|r|/`n

4π|r| (4.91)

en 3D.
Le mapping (4.82)–(4.83) assure alors que le système actif considéré est équi-

valent, à l’échelle macroscopique, à un système de particules browniennes (satisfai-
sant (4.81)) interagissant via des forces qui dérivent du potentiel (voir figure 4.2–
(b)) :

V (r) = γv0

dα0

[
αr1λr
νr

Gr(r)− αa1λa
νa

Ga(r)
]
. (4.92)

La superposition d’agents chimio–attractifs et chimio–répulsifs correspond ainsi,
à l’échelle macroscopique, à un système d’équilibre avec interactions attractives et
répulsives. Considérons le cas où αr1 > αa1 et `r ≤ `a. La physique du système
chimiotactique correspond ainsi à celle du problème bien connu des interactions à
cœur dur répulsif et à queues attractives. Le système est purement répulsif (voir
figure 4.2–(b), courbe bleue) pour `r = `a, menant ainsi à une phase gazeuse (co-
lonne de gauche de la figure 4.3). Lorsque `r diminue, des queues attractives se
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Figure 4.3 – Figure extraite de la publication [P5]. Simulations des dyna-
miques active (4.66)–(4.85) (ligne du haut) et passive (4.81)–(4.92) (ligne du
bas), sous les conditions du mapping (4.82)–(4.83). La couleur représente la
densité locale. De gauche à droite `r = 1/6, 1/8, 1/10. Le collapse chimiotac-
tique a lieu dès lors que V̄ < 0, i.e. en dessous de `r = 1/8.2. Paramètres :
L = 40, ρ0 = 7, λa/2πνa = 0.05, `a = 0.25, λr/2πνr = 0.2, α0 = 100,
αr,a1 = 200, v0 = 1, T−1 = 200, γ = 1, v1 = Θ0 = Θ1 = Dt = 0, dt = 10−3.
Les images correspondent à un temps de simulation t = 104.

développent (voir figure 4.2–(b), courbe orange), rendant ainsi possible une coexis-
tence liquide–gaz (colonne centrale de la figure 4.3). Pour des longueurs `r encore
plus petites (cf. figure 4.2–(b), courbe verte), la phase liquide devient thermody-
namiquement instable et le système “collapse” (colonne de droite de la figure 4.3)
dès lors que [113]

V̄ ≡
∫
V (r)dr < 0 . (4.93)

On rapporte dans la figure 4.3, les résultats de simulations numériques des dyna-
miques active (4.66)–(4.85) (ligne du haut) et passive (4.81)–(4.92) (ligne du bas),
en utilisant la fonction de Green 2D donnée par l’équation (4.90), et en faisant
varier `r (qui diminue de gauche à droite dans la figure 4.3). A nouveau, malgré les
différences fondamentales entre leurs dynamiques et interactions microscopiques,
la physique de grande échelle de ces deux systèmes est difficilement différentiable.
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4.3 Intégrabilité d’un champ scalaire

Dans cette section, on suppose que la dimension de l’espace “physique” ou
“réel” E, dans lequel les particules actives se déplacent, est de dimension 1. Plus
précisément, on suppose que E = R ou E = S1. On suppose de plus que µ(x, [ρ])
est une fonction locale de ρ. Autrement dit on suppose que

µ(x, [ρ]) = µ(ρ(x), ∂xρ(x), ..., ∂Kx ρ(x)) , (4.94)

où K est un entier naturel fixé quelconque, et où on utilise la notation 5 :

∂kxρ(x) ≡ dkρ
dxk (x) . (4.95)

L’objectif de cette sous–section est de montrer que la condition d’intégrabilité
de Schwarz appliquée à un potentiel chimique µ de la forme (4.94) s’écrit, de
manière plus explicite, comme un ensemble d’équations aux dérivées partielles sur
la fonction µ.

Dans l’ensemble de cette section, pour toute fonction f : E → R, on utilisera
la notation abrégée :

fx ≡ f(x) . (4.96)

De même on utilisera souvent la notation

µx ≡ µ(x, [ρ]) . (4.97)

La condition de Schwarz appliquée à µ s’écrit :

dµ[ρ](φ, ψ) = 0 . (4.98)

pour toutes fonctions φ, ψ dans H. Mais la dérivée extérieure de (la 1–forme associée
à) µ s’écrit :

dµ[ρ](φ, ψ) ≡
∫ [

δµx
δρy
− δµy
δρx

]
φyψxdxdy =

∫ δµx
δρy

[φyψx − φxψy] dxdy (4.99)

5. Puisque dim(E) = 1, les dérivées par rapport à x ne sont pas des dérivées partielles (si
on considère un champ ρ fixé qui ne dépend pas du temps). Mais on utilise la notation abrégée
∂xρ plutôt que quelque chose comme dxρ pour éviter la confusion avec la différentielle de ρ :
dρ(x) ≡ dkρ

dxk (x)dx.
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où la dernière égalité est obtenue en séparant les intégrales sur φ et ψ, en interver-
tissant les variables muettes d’intégration x↔ y dans l’une de ces intégrales, puis
en réunissant à nouveau les intégrales. Or, la dérivée fonctionnelle de µ s’écrit :

δµx
δρy

=
K∑
k=0

∂µx
∂(∂kρ)∂xδ(x− y) =

K∑
k=0

∂µx
∂(∂kρ)(−1)k∂yδ(x− y) . (4.100)

Réinjectant cette expression dans l’équation (4.99), on obtient

dµ[ρ](φ, ψ) =
∫ [

K∑
k=0

∂µx
∂(∂kρ)(−1)k∂yδ(x− y)

]
[φyψx − φxψy] dxdy (4.101)

c’est à dire :

dµ[ρ](φ, ψ) =
∫ K∑

k=1

∂µx
∂(∂kρ)

[
ψx∂

k
xφx − φx∂kxψx

]
dxdy (4.102)

où on a retiré de la somme le terme en k = 0 puisqu’il s’annule systématiquement.

À ce stade, on aimerait pouvoir dire quelque chose comme
“les fonctions φ et ψ étant quelconques, l’annulation de dµ[ρ](φ, ψ)
implique que

∂µx
∂(∂kρ) = 0 (4.103)

pour tout k = 0, ..., K”.
Ceci est en fait faux puisque, par exemple dans le cas K = 2, on peut factoriser
un opérateur de dérivation du terme en k = 2 :

ψx∂
2
xφx − φx∂2

xψx = ∂x [ψx∂xφx − φx∂xψx] (4.104)
ce qui permet d’intégrer par parties le terme k = 2 dans l’équation (4.102). Dans
le cas K = 2, l’équation (4.102) se réécrit ainsi :

dµ[ρ](φ, ψ) =
∫ [

∂µx
∂(∂ρ) − ∂x

(
∂µx
∂(∂2ρ)

)]
[ψx∂xφx − φx∂xψx] dx . (4.105)

Cette fois (comme nous allons le voir) l’équation (4.105) implique bien l’annulation
de la fonction en facteur du terme ψx∂xφx − φx∂xψx dans l’intégrale, i.e.

∂µx
∂(∂ρ) − ∂x

(
∂µx
∂(∂2ρ)

)
= 0 (4.106)

On va montrer que ceci se généralise, i.e. que l’annulation de la dérivée exté-
rieure dµ est équivalente à un ensemble d’équations aux dérivées partielles (EDP),
semblables à (4.106), satisfaites par µ. Pour cela, on définit, pour tout entier na-
turel non nul k, l’opérateur différentiel bilinéaire antisymétrique :
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ΩA
k : H× H −→ H

(φ, ψ) 7−→ ΩA
k (φ, ψ)

où
ΩA
k (φ, ψ) : E −→ R

x 7−→ ψx∂
k
xφx − φx∂kxψx

Puis on montre (voir appendice M, qui contient également des preuves utiles aux
sections suivantes) que les opérateurs d’ordre pair ΩA

2j se “développent” sur les
opérateurs d’ordre impair ΩA

2i+1 de la manière suivante :

∀j ∈ N∗ , ΩA
2j =

j−1∑
i=0

b2j
2i+1∂

(2j−2i−1)ΩA
2i+1 (4.107)

où les coefficients b2j
2i+1 sont définis récursivement par :

∀j ∈ N∗ , ∀i < j , b2j
2i+1 ≡ a2j

2i+1 +
j−1∑
k=i+1

a2j
2kb

2k
2i+1 (4.108)

avec
ank ≡

(−1)n−1−k

2

k∑
i=0

(
n− 1− k + i

n− 1− k

)
(4.109)

On réinjecte ensuite les développements (4.107) dans l’expression (4.102) :

dµ[ρ](φ, ψ) =
b(K−1)/2c∑

j=0

∫ ∂µx
∂(∂2j+1ρ)ΩA

2j+1(φ, ψ)(x)dx (4.110)

bK/2c∑
j=1

∫ ∂µx
∂(∂2jρ)

j−1∑
i=0

b2j
2i+1∂

(2j−2i−1)
x ΩA

2i+1(φ, ψ)(x)dx

Une série d’intégrations par partie et un réarrangement de la somme de la seconde
ligne donne finalement :

dµ[ρ](φ, ψ) =
b(K−1)/2c∑

j=0

∫  ∂µ

∂(∂2j+1ρ)−
bK/2c∑
l=j+1

b2l
2j+1∂

(2l−2j−1)
x

(
∂µ

∂(∂2lρ)

)ΩA
2j+1(φ, ψ)(x)dx

(4.111)
Enfin, on démontre (voir appendice N) que la condition d’intégrabilité fonctionnelle
de la dérivée extérieure, qui s’écrit, sous une forme “distributionnelle”,

dµ = 0 , (4.112)

est équivalente à l’ensemble d’EDP :

∀j = 0, ..., b(K − 1)/2c ,
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∂µ

∂(∂2j+1ρ) −
bK/2c∑
l=j+1

b2l
2j+1∂

(2l−2j−1)
x

(
∂µ

∂(∂2lρ)

)
= 0 (4.113)

Précisons que le fait que l’annulation de (4.111) implique l’ensemble des équa-
tions (4.113) peut être interprété comme la liberté (en un sens généralisé) de la
famille de formes bilinéaires (ΩA

2j+1(·, ·)(x))j∈N,x∈E. On verra au chapitre suivant
que cette famille peut être considérée comme l’ensemble des sources d’entropie
éventuelles de la dynamique (4.1) d’un champ actif scalaire ρ pour un potentiel
chimique µ local en ρ. Le préfacteur de chacune de ces formes bilinéaires apparais-
sant dans le membre de droite de l’équation (4.111) pourra ainsi être interprété
comme l’intensité de la production d’entropie par chacune de ces sources.
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4.4 Intégrabilité d’un champ vectoriel
Dans cette section, on généralise les résultats de la section 4.3 (ainsi que ceux

de la section 4.1) au cas où l’application µ, ainsi que le champ ρ sont à valeurs
dans Rn, où n ∈ N. On utilise alors les notations suivantes :

−→ρ (r) ≡
(
ρ1(r), ..., ρn(r)

)t
(4.114)

et
−→µ (r, [−→ρ ]) ≡

(
µ1(r, [ρ]), ..., µn(r, [ρ])

)t
(4.115)

où les applications coordonnées sont écrites dans la base canonique de Rn et où
l’exposant t symbolise la transposition. On peut alors penser aux ρi comme aux
densités de particules de n types différents. L’application concrète des résultats
théoriques de cette section aux mélanges actifs fait d’ailleurs l’objet d’un travail
en cours, qui donnera prochainement lieu à une publication. Mais les résultats
présentés dans cette section sont également valables si −→ρ correspond à un champ
d’une nature physique véritablement vectorielle, comme un champ de vitesse ou de
polarisation par exemple. −→µ n’a alors plus le sens d’un (ensemble de) potentiel(s)
chimique(s) mais il peut tout de même être intéressant de s’intéresser à l’intégra-
bilité d’une fonction(nelle) −→µ , quelle que soit son sens physique dans un contexte
donné.

4.4.1 Généralité dans le cas où la dimension de E est quel-
conque

Commençons par établir l’allure de la condition d’intégrabilité de Schwarz dans
ce cas vectoriel général. L’objectif étant d’établir un critère permettant de déter-
miner s’il existe une fonctionnelle F [−→ρ ] à valeurs dans R telle que

∀i = 1, ..., n , µi(r, [−→ρ ]) = δF [−→ρ ])
δρi(r) (4.116)

ce que l’on renote de manière plus condensée :

−→µ (r, [−→ρ ]) = δF [−→ρ ]
δ−→ρ (r) . (4.117)

A nouveau, une fonctionnelle F [−→ρ ] suffisamment régulière se développe au second
ordre de la manière suivante :

F [−→ρ +−→φ ] ' F [−→ρ ] + δF [−→ρ ](−→φ ) + δ2F [−→ρ ](−→φ ,−→φ ) . (4.118)



126 Chapitre 4. Mapping et pseudo-mapping macroscopiques vers l’équilibre

La condition de Schwarz correspond encore à la symétrie de δ2F [−→ρ ], i.e. on doit
avoir ∀−→φ ,−→ψ :

δ2F [−→ρ ](−→φ ,−→ψ ) = δ2F [−→ρ ](−→ψ ,−→φ ) , (4.119)

c’est à dire

n∑
i,j=1

∫ δ2F [−→ρ ]
δρj(r)δρi(r′)

[
φj(r)ψi(r′)− ψj(r)φi(r′)

]
drdr′ = 0 . (4.120)

On peut encore réécrire cette équation en séparant l’intégrale en deux, échangeant
les variables d’intégration et les indices de sommation dans l’une d’entre elles,
avant de les réunir à nouveau :

n∑
i,j=1

∫ [
δ2F [−→ρ ]

δρj(r)δρi(r′) −
δ2F [−→ρ ]

δρi(r′)δρj(r)

]
φj(r)ψi(r′)drdr′ = 0 , (4.121)

ce que l’on peut écrire, “au sens des distributions” :

δ2F [−→ρ ]
δρj(r)δρi(r′) = δ2F [−→ρ ]

δρi(r′)δρj(r) (4.122)

Ainsi, pour une application −→µ (r, [−→ρ ]), la condition d’intégrabilité de Schwarz
s’écrit :

δµi(r′, [−→ρ ])
δρj(r) = δµj(r, [−→ρ ])

δρi(r′) (4.123)

De manière similaire à la section 4.1, on peut définir une forme linéaire associée à
−→µ :

−→µ [ρ] : −→φ 7−→
n∑
i=1

∫
µi(r, [−→ρ ])φi(r, [−→ρ ])dr . (4.124)

On peut à nouveau associer à −→µ une forme bilinéaire :

d−→µ [−→ρ ] : (−→φ ,−→ψ ) 7−→
∑
i,j

∫ [
δµi(r′, [−→ρ ])
δρj(r) − δµj(r, [−→ρ ])

δρi(r′)

]
φj(r)ψi(r′)drdr′ (4.125)

ce qui généralise l’opérateur d de dérivation fonctionnelle défini à la section 4.1.
La condition d’intégrabilité de Schwarz prend alors la forme, plus compacte :

d−→µ = 0 . (4.126)
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4.4.2 CNS d’intégrabilité, sous forme d’EDP, quand dim(E) =
1

On suppose à nouveau que l’espace E est de dimension 1 et que −→µ ne dépend
de −→ρ que localement i.e.

−→µ (x, [−→ρ ]) = −→µ
(−→ρ (x), ∂x−→ρ (x), ..., ∂Kx −→ρ (x)

)t
(4.127)

où K est un entier naturel quelconque. Comme dans la section 4.3, on utilise par
commodité la notation abrégée :

µix ≡ µi(x, [ρ]) , (4.128)

ainsi que pour toute autre fonction dépendant (notamment) de x. La dérivée fonc-
tionnelle de µi s’écrit :

δµix
δρjy

=
K∑
k=0

∂µix
∂(∂kρjx)

(−1)k∂yδ(x− y) . (4.129)

On réinjecte alors cette équation dans l’expression (4.125) de d−→µ (−→φ ,−→ψ ) :

d−→µ (−→φ ,−→ψ ) =
n∑

i,j=1

K∑
k=0

∫ [
∂µix

∂(∂kρjx)
(−1)k∂yδ(x− y)−

∂µjy
∂(∂kρiy)

(−1)k∂xδ(x− y)
]
φjyψ

i
xdxdy (4.130)

c’est à dire

d−→µ (−→φ ,−→ψ ) =
n∑

i,j=1

K∑
k=0

∫ [
∂µix

∂(∂kρjx)
ψix∂xφ

j
x −

∂µjx
∂(∂kρix)

φjx∂xψ
i
x

]
dx . (4.131)

On introduit alors l’opérateur

Ωk : (φ, ψ) 7−→ Ωk(φ, ψ) (4.132)

où
Ωk(φ, ψ) : x ∈ E 7−→ ψ(x)∂kxφ(x) , (4.133)

avec φ et ψ deux fonctions de E dans R. On introduit également les opérateurs
qui sont, à un facteur 2 près, les parties symétrique

ΩS
k (φ, ψ)(x) ≡ ψ(x)∂kxφ(x) + φ(x)∂kxψ(x) (4.134)

et antisymétrique

ΩA
k (φ, ψ)(x) ≡ ψ(x)∂kxφ(x)− φ(x)∂kxψ(x) (4.135)
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de Ωk. On peut alors réécrire l’équation (4.131) de la manière suivante :

d−→µ (−→φ ,−→ψ ) =
n∑

i,j=1

K∑
k=0

∫ [
∂µix

∂(∂kρjx)
Ωk(φj, ψi)−

∂µjx
∂(∂kρix)

Ωk(ψi, φj)
]

dx

= 1
2

n∑
i,j=1

K∑
k=0

∫  ∂µix
∂(∂kρjx)

[
ΩS
k (φj, ψi) + ΩA

k (φj, ψi)
]

− ∂µjx
∂(∂kρix)

[
ΩS
k (ψi, φj) + ΩA

k (ψi, φj)
]dx

= 1
2

n∑
i,j=1

K∑
k=0

∫  ∂µix
∂(∂kρjx)

[
ΩS
k (φj, ψi) + ΩA

k (φj, ψi)
]

− ∂µjx
∂(∂kρix)

[
ΩS
k (φj, ψi)− ΩA

k (φj, ψi)
]dx

où on a simplement utilisé la relation Ωk = (ΩS
k + ΩA

k )/2, ainsi que les propriétés
de symétrie de ΩS

k et ΩA
k . En réagençant les termes on obtient

d−→µ (−→φ ,−→ψ ) = 1
2

n∑
i,j=1

K∑
k=0

∫ [ ∂µix
∂(∂kρjx)

− ∂µjx
∂(∂kρix)

]
ΩS
k (φj, ψi) (4.136)

+
[

∂µix
∂(∂kρjx)

+ ∂µjx
∂(∂kρix)

]
ΩA
k (φj, ψi)

dx (4.137)

Or, on peut montrer (voir appendice M) les formules de factorisation suivante pour
les opérateurs ΩS,A

k :

∀j ΩA
2j =

j−1∑
i=0

b2j
2i+1∂

(2j−2i−1)ΩA
2i+1 (4.138)

∀j ΩS
2j+1 =

j∑
i=0

c2j+1
2i ∂(2j+1−2i)ΩS

2i (4.139)

où les coefficients b2j
2i+1 et c2j+1

2i sont définis par récurrence :

∀j ∈ N∗,∀i < j, b2j
2i+1 = a2j

2i+1 +
j−1∑
k=i+1

a2j
2kb

2k
2i+1 (4.140)

et ∀j ∈ N,∀i ≤ j, c2j+1
2i = a2j+1

2i +
j−1∑
k=i

a2j+1
2k+1c

2k+1
2i (4.141)
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avec ank = (−1)n−1−k

2

k∑
i=0

(
n− 1− k + i

n− 1− k

)
(4.142)

En réinjectant les expressions (4.138) et (4.139) dans l’équation (4.137) et en
effectuant des intégrations par parties, on obtient :

d−→µ (−→φ ,−→ψ ) =
n∑

i,j=1


bK/2c∑
m=0

∫
αijmx ΩS

2m(φi, ψj)(x)dx+
b(K−1)/2c∑

m=0

∫
βijmx ΩA

2m+1(φi, ψj)(x)dx


(4.143)

avec

αijmx = 1
2

 ∂µix
∂(∂(2m)ρj) −

∂µjx
∂(∂(2m)ρi) −

b(K−1)/2c∑
l=m

c2l+1
2m ∂(2l+1−2m)

x

(
∂µix

∂(∂(2l+1)ρj) −
∂µjx

∂(∂(2l+1)ρi)

)
(4.144)

et

βijmx = 1
2

 ∂µix
∂(∂(2m+1)ρj) + ∂µjx

∂(∂(2m+1)ρi) −
bK/2c∑
l=m+1

b2l
2m+1∂

(2l−2m−1)
x

(
∂µix

∂(∂(2l)ρj) + ∂µjx
∂(∂(2l)ρi)

) .
(4.145)

Finalement, on peut démontrer (voir appendice N, les fonctions composantes φi et
ψj pouvant être choisies arbitrairement) que

d−→µ = 0 (4.146)

si et seulement si

αijm = 0 ∀i, j = 1...n , ∀m = 0... bK/2c , (4.147)
βijm = 0 ∀i, j = 1...n , ∀m = 0... b(K − 1)/2c . (4.148)
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4.5 Pseudo-mapping vers l’équilibre

4.5.1 Exemple d’un développement à l’ordre 2 en gradients
Dans l’article [124], les auteurs considèrent un système actif, décrit à l’échelle

macroscopique de manière générique par la version champ moyen de l’équation (4.1),
dans laquelle le potentiel chimique µ est donné par un développement à l’ordre 2
en gradient de ρ :

µ(r, [ρ]) = g(ρ(r)) + λ(ρ(r))|∇ρ(r)|2 − κ(ρ(r))∆ρ(r) . (4.149)

Dans le but d’appliquer la condition d’intégrabilité de Schwarz à µ, on calcule
d’abord sa dérivée fonctionnelle :

δµ(r, [ρ])
δρ(r′) =

[
g′r + λ′r|∇ρr|2 − κ′r∆ρr

]
δ(r− r′)

−2λr∇ρr · ∇r′δ(r− r′)− κr∆r′δ(r− r′) . (4.150)

Ainsi, la dérivée extérieure fonctionnelle de µ, évaluée en une paire de fonctions
φ(r), ψ(r), s’écrit

dµ[ρ](φ, ψ) =
∫ [

g′r + λ′r|∇ρr|2 − κ′r∆ρr
]

(φrψr − φrψr)dr

+
∫

2λr∇ρr · [ψr∇φr − φr∇ψr] dr (4.151)

−
∫
κr [ψr∆φr − φr∆ψr] dr .

Or, comme nous l’avons vu à la section 4.3 dans le cas où dim(E) = 1, on a la
factorisation :

ψr∆φr − φr∆ψr = ∇ · [ψr∇φr − φr∇ψr] , (4.152)
ce qui permet finalement de réécrire la dérivée extérieure de µ sous la forme

dµ[ρ](φ, ψ) =
∫

[2λr + κ′r]∇ρr · [ψr∇φr − φr∇ψr] dr . (4.153)

On peut ainsi conclure que le potentiel chimique µ(r, [ρ]) est fonctionnellement
intégrable si et seulement si

2λ+ κ′ = 0 . (4.154)
Notons que la condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité ci–dessus, avait été
établie dans [144] seulement comme une condition suffisante. La condition d’inté-
grabilité de Schwarz permet ainsi de montrer qu’elle est également nécessaire.

L’équation (4.154) permet ainsi de conclure que le potentiel chimique donné
par (4.149) est génériquement non intégrable et qu’il n’existe pas d’énergie libre
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permettant éventuellement de déterminer le diagramme de phase de MIPS. Néan-
moins les auteurs parviennent à montrer qu’en introduisant une fonction scalaire

R : ρ ∈ R 7−→ R ≡ R(ρ) ∈ R (4.155)

satisfaisant l’équation
(2λ+ κ′)R′ + κR′′ = 0, (4.156)

le potentiel chimique peut être écrit comme une dérivée fonctionnelle, non pas par
rapport à ρ mais par rapport à R = R(ρ)

µ(r, [R−1(R)]) = δH[R]
δR(r) (4.157)

avec

H[R] =
∫ [

h(R(r)) + κ(R−1(R))
R′(R(r)) |∇R(r)|2

]
dr , et h′(R) = g(R−1(R)) .

(4.158)
Le cas montré à la section 1.2.4 de l’introduction est un cas particulier 6 dans lequel
λ = 0. Comme nous l’avons décrit en introduction, cette transformation ρ→ R a
permis aux auteurs de [124] d’obtenir le diagramme des phases de MIPS avec une
bien meilleure précision que le diagramme obtenu par une approximation purement
locale µ(r, [ρ]) ' µ(ρ(r)). Néanmoins, cette transformation a été obtenue par un
procédé mathématique complexe, difficilement généralisable. Dans cette section,
on montre que la condition d’intégrabilité de Schwarz peut servir à formaliser
cette transformation et à systématiser les conditions de son existence ainsi que les
équations qu’elle doit satisfaire.

Pour cela, posons
µ̃(r, [R]) ≡ µ(r, [R−1(R)]) . (4.159)

La condition d’intégrabilité de Schwarz appliquée à µ̃ donne :
δµ̃(r, [R])
δR(r′) = δµ̃(r′, [R])

δR(r) (4.160)

Cependant R ≡ R ◦ ρ, donc la règle de Leibniz donne :
δµ̃(r, [R ◦ ρ])

δρ(r′) =
∫ δµ̃(r, [R ◦ ρ])

δR(r′′)
δR(ρ(r′′))
δρ(r′) dr′′

=
∫ δµ̃(r, [R ◦ ρ])

δR(r′′) R′(ρ(r′′))δ(r′′ − r′)dr′′

= δµ̃(r, [R ◦ ρ])
δR(r′) R′(ρ(r′))

6. Notons que le λ de cette section n’est pas le même que celui de la section1.2.4 de l’intro-
duction.
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i.e.
δµ̃(r, [R ◦ ρ])

δR(r′) = 1
R′(ρ(r′))

δµ̃(r, [R ◦ ρ])
δρ(r′) (4.161)

On peut ainsi réécrire la condition d’intégrabilité (4.160) de la manière suivante :

1
R′(ρ(r′))

δµ̃(r, [R ◦ ρ])
δρ(r′) = 1

R′(ρ(r))
δµ̃(r′, [R ◦ ρ])

δρ(r) (4.162)

c’est à dire
1

R′(ρ(r′))
δµ(r, [ρ])
δρ(r′) = 1

R′(ρ(r))
δµ(r′, [ρ])
δρ(r) . (4.163)

La fonction R étant supposée régulière, l’égalité (4.163), qui est définie au sens
des distributions, peut se réécrire :

R′(ρ(r))δµ(r, [ρ])
δρ(r′) = R′(ρ(r′))δµ(r′, [ρ])

δρ(r) . (4.164)

Cette transformation, qui peut paraître anodine à première vue, va nous permettre
de simplifier grandement les calculs qui suivent. L’équation (4.164) étant valide au
sens des distributions, elle s’écrit, pour toute paires de fonctions φ, ψ :∫

R′r
δµr

δρr′
[φr′ψr − φrψr′ ] drdr′ = 0 (4.165)

i.e. ∫
R′r [2λr∇ρr (ψr∇φr − φr∇ψr)− κr (ψr∆φr − φr∆ψr)] dr = 0 (4.166)

Or, comme nous l’avons précédemment, on a la factorisation :

ψr∆φr − φr∆ψr = ∇ · [ψr∇φr − φr∇ψr] . (4.167)

On peut donc réaliser une intégration par partie dans l’équation (4.166) pour
obtenir : ∫

[(2λr + κ′r)R′r + κrR′′r ]∇ρr · [ψr∇φr − φr∇ψr] dr = 0 (4.168)

qui est vérifiée si et seulement si

(2λ+ κ′)R′ + κR′′ = 0 , (4.169)

qui est bien identique à l’équation (4.156). L’utilisation de la condition d’intégra-
bilité de Schwarz, combinée à la règle de Leibniz, permet ainsi de déterminer de
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manière systématique (via l’équation générale (4.164)) les contraintes sur l’éven-
tuel changement de variable R qui permet d’obtenir une énergie libre généralisée
satisfaisant (4.157). Enfin, on constate que, lorsqu’un changement de variables
R : ρ 7→ R satisfaisant (4.157) existe, alors

µ(r, [ρ]) = δH[R ◦ ρ]
δR(r) = 1

R′(ρ(r))
δH[R ◦ ρ]
δρ(r) , (4.170)

c’est à dire, en posant H̃[ρ] ≡ H[R ◦ ρ] :

R′(ρ(r))µ(r, [ρ]) = δH̃[ρ]
δρ(r) . (4.171)

En terme de formes différentielles fonctionnelles, l’équation ci–dessus se réécrit :

R′µ = dH̃ . (4.172)

L’équation (4.172) donne une interprétation géométrique de la fonctionnelle R[ρ]
(qui est ici purement locale en ρ) : lorsque R existe, R′ est un facteur intégrant 7
de la 1–forme µ.

4.5.2 Généralisation à un champ vectoriel

Condition distributionnelle générale

On reprend ici les notations de la section 4.4. On aimerait généraliser la condi-
tion (distributionnelle) (4.164) d’existence d’un changement de variable au cas
d’un champ vectoriel −→ρ . On suppose que ce changement prend la forme

−→
R : Rn −→ Rn

−→ρ 7−→
−→
R ≡

−→
R(−→ρ )

Notons que l’on pourrait chercher une fonctionnelle −→R de −→ρ non locale. Cepen-
dant ce changement de variable doit être bijectif et suffisamment simple pour être
utilisable en pratique. On se contente donc ici d’une forme purement locale du
“facteur intégrant” −→R. En combinant les approches des sections 4.4 et 4.5.1, on
montre aisément que −→R = (R1, ...,Rn)t doit être tel que, pour toutes fonction
−→
φ ,
−→
ψ de E dans R, et pour tout champ −→ρ , on ait :

∑
i,j,k

∫
φir

∂Rk
r

∂ρir

δµkr
δρjr′
− ∂Rk

r′

∂ρjr′

δµkr′

δρir

ψjr′drdr′ = 0 (4.173)

7. On rappelle que pour une 1–forme ω sur une variété M, une fonction f : M → R est un
“facteur intégrant” pour ω si la 1–forme fω est exacte, i.e. s’il existe une fonction Ω : M→ R
dont fω est la différentielle, i.e. qui est telle que fω = dΩ.
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Mais ceci devant être vrai pour des fonctions composantes φi et ψj arbitraires, on
en déduit que, pour tout couple i, j = 1, ..., n, on doit avoir :

∑
k

∫
φir

∂Rk
r

∂ρir

δµkr
δρjr′
− ∂Rk

r′

∂ρjr′

δµkr′

δρir

ψjr′drdr′ = 0 . (4.174)

L’ensemble des équations (4.174) constitue la condition (distributionnelle) à l’exis-
tence de changement de variable −→R recherché.

Conditions sous forme d’EDP lorsque dim(E) = 1 et le potentiel chi-
mique est local

On suppose que dim(E) = 1 et que −→µ est locale en −→ρ , i.e.
−→µ (x, [−→ρ ]) = −→µ (ρx, ∂ρx, ..., ∂Kρx) (4.175)

pour K ∈ N. Un calcul identique à celui effectué à la section 4.4, mais en rempla-
çant

∂µix
∂(∂`ρjx)

par Γki`jx ≡
n∑
k=1

∂Rk
x

∂ρix

∂µkx
∂(∂`ρjx)

(4.176)

permet de montrer que la condition d’existence de −→R s’écrit :

α̃ijm = 0 ∀i, j = 1...n , ∀m = 0... bK/2c , (4.177)
β̃ijm = 0 ∀i, j = 1...n , ∀m = 0... b(K − 1)/2c . (4.178)

avec

α̃ijm = 1
2

N∑
k=1

Γki(2m)j − Γkj(2m)i −
b(q−1)/2c∑
l=m

c2l+1
2m ∂(2l+1−2m)

(
Γki(2l+1)j − Γkj(2l+1)i

)
(4.179)

et

β̃ijm = 1
2

N∑
k=1

Γki(2m+1)j + Γkj(2m+1)i −
bq/2c∑
l=m+1

b2l
2m+1∂

(2l−2m−1)
(

Γki(2l)j + Γkj(2l)i
)

(4.180)

4.5.3 Exemples d’application

Champ scalaire en dimension 1 – développement à l’ordre 4 en gradient

On suppose ici que dimE = 1, que ρ est un champ scalaire, et que µ(x, [ρ])
dépend localement de ρ jusqu’à l’ordre K = 4, i.e.

µ(x, [ρ]) = µ(ρx, ∂ρx, ..., ∂4ρx) . (4.181)
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Lorsque le champ ρ est scalaire tous les α̃ijm sont nuls et les équations (4.177)
sont donc automatiquement vérifiées. Lorsque K = 4, b(K − 1)/2c = 1, donc
la CNS (4.178) d’existence d’un pseudo–mapping vers l’équilibre prend la forme
d’une paire de 2 équations : {

β̃1,1,0 = 0
β̃1,1,1 = 0 (4.182)

Or

β̃1,1,0 = 2Γ1,1,1,1 −
2∑
l=1

2b2l
1 ∂

(2l−1)
x Γ1,1,2l,1

= 2
R′ ∂µ

∂(∂ρ) − ∂x
[
R′ ∂µ

∂(∂2ρ)

]
+ ∂3

x

[
R′ ∂µ

∂(∂4ρ)

]
et

β̃1,1,1 = 2Γ1,1,3,1 − 2b4
3∂xΓ1,1,4,1

= 2
R′ ∂µ

∂(∂3ρ) − 2∂x
[
R′ ∂µ

∂(∂4ρ)

] .
Ainsi la CNS se réécrit

R′ ∂µ
∂(∂ρ) − ∂x

[
R′ ∂µ

∂(∂2ρ)

]
+ ∂3

x

[
R′ ∂µ

∂(∂4ρ)

]
= 0

R′ ∂µ
∂(∂3ρ) − 2∂x

[
R′ ∂µ

∂(∂4ρ)

]
= 0

(4.183)

Supposons maintenant que le potentiel µ corresponde à un développement à l’ordre
4 en gradient de ρ

µ(x, [ρ]) = g + λ(∂ρ)2 − κ∂2ρ+ a∂4ρ+ b(∂ρ)4 + c(∂ρ)2∂2ρ+ d(∂2ρ)2 + e(∂ρ)(∂3ρ)
(4.184)

où les coefficients g, λ, κ, a, b, c, d et e sont tous des fonctions strictement locales
de ρ. En réinjectant dans les équations (4.183), on constate que différents degrés
en gradients de ρ apparaissent. Ces équations devant être vraies pour n’importe
quel champ ρ, chacun des termes préfacteurs d’un ordre donné en gradient de ρ
doit s’annuler, et ceci pour chaque ordre apparaissant dans les équations d’intégra-
bilité. Des deux équations aux dérivées partielles (4.183) découlent les équations
différentielles ordinaires suivantes :

2λR′ + (κR′)′ = 0
4bR′ − (cR′)′ + (aR′)(3) = 0

2(dR′)′ − 3(aR′)(2) = 0
(e− 2d)R′ + (aR′)′ = 0
eR′ − 2(aR′)′ = 0

(4.185)
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où ′ et (k) désignent respectivement la dérivée première et la dérivée kème par
rapport à ρ. On constate que le système d’EDO (4.185) est sur-déterminé. On peut
donc en conclure que, contrairement au cas du développement en gradient à l’ordre
2 étudié à la section 4.5.1, le changement de variable ρ → R, et donc l’existence
d’une énergie libre généraliséeH[R], est impossible dans un cas totalement général.

Équations de réaction–diffusion

On considère le système d’ EDP couplées suivant :{
∂tρ1 = D1∆ρ1 + f1(ρ1, ρ2)
∂tρ2 = D2∆ρ2 + f2(ρ1, ρ2) (4.186)

où D1 et D2 sont des constantes. C’est un système de type réaction-diffusion. Pour
coïncider avec le cadre de la CNS d’intégrabilité établie précédemment, on réecrit
ces équations : {

∂tρ1 = F1(ρ1, ρ2, ∂
2ρ1)

∂tρ2 = F2(ρ1, ρ2, ∂
2ρ2) (4.187)

Puisque K = 2 et n = 2, on a a priori : 8 équations portant sur les α̃ijm (res-
pectivement 4 portant sur les β̃ijm). L’antisymétrie en (i, j) des α̃ijm (resp. la
symétrie des β̃ijm) permet de réduire le nombre d’équations portant sur les α̃ijm à
2 (respectivement à 3 équations pour les β̃ijm) :

α̃1,2,0 = 0
α̃1,2,1 = 0
β̃1,1,0 = 0
β̃2,2,0 = 0
β̃1,2,0 = 0

(4.188)

Ce qui s’écrit : 

∂R1
∂ρ1

∂F1
∂ρ2
− ∂R1

∂ρ2
∂F1
∂ρ1

+ ∂R2
∂ρ1

∂F2
∂ρ2
− ∂R2

∂ρ2
∂F2
∂ρ1

= 0
∂R2
∂ρ1

∂F2
∂(∂(2)ρ2) −

∂R1
∂ρ2

∂F1
∂(∂(2)ρ1) = 0

∂
[
∂R1
∂ρ1

∂F1
∂(∂(2)ρ1)

]
= 0

∂
[
∂R2
∂ρ2

∂F2
∂(∂(2)ρ2)

]
= 0

∂
[
∂R1
∂ρ2

∂F1
∂(∂(2)ρ1) + ∂R2

∂ρ1
∂F2

∂(∂(2)ρ2)

]
= 0

(4.189)

Ce qui se réécrit en explicitant les dérivées partielles :

∂1R1∂2f1 − ∂2R1∂1f1 + ∂1R2∂2f2 − ∂2R2∂1f2 = 0
D2∂1R2 −D1∂2R1 = 0

∂(D1∂1R1) = 0
∂(D2∂2R2) = 0

∂(D1∂2R1 +D2∂1R2) = 0

(4.190)
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Les 4 dernières équations sont équivalentes à l’existence de 5 constantes α, β, γ, µ, ν
telles que : (

R1
R2

)(
x, y

)
=
(
α D2γ
D1γ β

)(
x
y

)
+
(
µ
ν

)
(4.191)

La première équation s’écrit alors
α∂2f1 −D2γ∂1f1 +D1γ∂2f2 − β∂1f2 = 0 (4.192)

Si on suppose maintenant que les fonction f1 et f2 sont de type FitzHugh-Nagumo,
i.e. : {

f1(ρ1, ρ2) = ρ1 − 1
3ρ

3
1 − ρ2 + I

f2(ρ1, ρ2) = a(ρ1 + b− 10aρ2) (4.193)

on peut montrer que les changements de variables permettant l’intégration fonc-
tionnelle sont de la forme :

−→
R(ρ1, ρ2) = α

(
−a 0
0 1

)(
ρ1
ρ2

)
+
(
c1
c2

)
avec (α, c1, c2) ∈ R∗ × R2 (4.194)

En particulier
−→
R(ρ1, ρ2) =

(
−a 0
0 1

)(
ρ1
ρ2

)
(4.195)

convient. Ce changement de variables permet de réécrire (4.186) sous la forme{
∂tρ1 = δF

δR1
∂tρ2 = δF

δR2

(4.196)

avec “l’énergie libre généralisée”

F [R1, R2] =
∫ 1

2a(∇R1)2− 1
2(∇R2)2 + 1

12a3R
4
1 + 1

2aR
2
1−5aR2

2−R1R2 +IR1 +bR2

(4.197)
Le changement de variable étant linéaire, on peut aisément l’inverser et réécrire
les équations dynamiques sous la forme :∂tρ1 = −1

a
δF̃
δρ1

∂tρ2 = δF̃
δρ2

(4.198)

avec

F̃ [ρ1, ρ2] =
∫ a

2(∇ρ1)2− 1
2(∇ρ2)2 + a

12ρ
4
1 + a

2ρ
2
1−5aρ2

2 +aρ1ρ2−aIρ1 +bρ2 (4.199)

La méthode de changement de variable mise en œuvre a ainsi permis de mettre
à jour une structure variationnelle des équations (4.186), qui peut s’avérer inté-
ressante, par exemple, pour implémenter des méthodes numériques. De plus, no-
tons que les équations (4.186) et (4.193) engendrent des patterns stationnaires par
exemple lorsque a = 0, 08 et b = 0, 7, patterns que la mise en forme (4.196)–(4.197)
des équations pourrait permettre d’étudier plus aisément.
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Chapitre 5

Courants de probabilité dans la
théorie des champs actifs

Au cours de cette thèse, nous avons exclusivement étudié des dynamiques sur–
amorties, pour lesquelles la notion de réversibilité la plus adéquate a priori est
celle de la T–symétrie. Or, nous avons vu au chapitre 2 qu’un processus, solution
d’une équation différentielle stochastique, est irréversible au sens de la T–symétrie
si et seulement si son courant de probabilité stationnaire est non nul. Ce courant
de probabilité est un champ de vecteurs sur l’espace des configurations du système.

Dans le cas de systèmes dont l’irréversibilité est due à l’imposition de conditions
aux bords inhomogènes, ou d’un champ de vecteurs non–gradient, ce courant de
probabilité se manifeste dans l’espace physique E par des courants d’énergie ou de
matière par exemple.

Un système actif, macroscopiquement hors d’équilibre, peut également être tra-
versé, à l’état stationnaire, par des courants observables et mesurables dans l’espace
E. C’est par exemple le cas d’un système actif dans une phase de mouvement col-
lectif. En revanche, à la différence des systèmes pilotés par les bords ou auxquels
on impose un champ non–gradient, il est tout à fait possible qu’un système actif à
l’état stationnaire, macroscopiquement hors d’équilibre, ne soit traversé par aucun
courant dans l’espace physique E. C’est par exemple le cas de certains systèmes
actifs ayant subi une séparation de phase induite par la motilité.

Dans de tels situations, le courant de probabilité stationnaire du système a
une “projection” nulle dans l’espace physique E. Mesurer, même indirectement, ce
courant de probabilité peut alors devenir une tache ardue. Dans les systèmes dont
l’espace des configurations est de dimension finie, les courants de probabilité ont
été étudiés de manière extensive [6, 34, 53, 7, 51, 71].
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Cependant, les phénomènes collectifs sont souvent plus aisément décrits par
des théories des champs, dont l’espace des configurations est, par nature, de di-
mension infinie. Bien que la caractérisation de l’irréversibilité de telles théories
des champs ait fait l’objet de bon nombre de travaux [15, 91, 18, 26, 75], l’étude
de leurs courants de probabilité semble moins avancée. Certains progrès notables
ont été faits dans des situations spécifiques, comme dans la description de sondes
plongées dans un réseau d’acto–myosine [57] ou dans celle du battement d’un fla-
gelle isolé [11]. Cependant, malgré ces succès spécifiques, il ne semble pas exister
de méthode systématique permettant de caractériser les courants de probabilité
dans le contexte infini–dimensionnel d’une théorie des champs.

Dans ce dernier chapitre, on montre que la dérivée extérieure fonctionnelle,
introduite au chapitre précédent, constitue un tel outil de caractérisation systé-
matique des courants de probabilité dans les théories des champs actifs. On se
concentre tout particulièrement sur la théorie des champs de la matière active sca-
laire, mais on discute également des extensions potentielles à des contextes plus
généraux.

Les deux premières sections de ce chapitre sont exclusivement consacrées à la
matière active scalaire. Plus précisément, on considère des systèmes actifs dont
l’hydrodynamique fluctuante est réduite à une équation de conservation de la den-
sité de la forme :

∂tρ(r, t) = ∇ ·
[
M(r, [ρ])∇µ(r, [ρ]) +

√
2M(r, [ρ])Λ

]
, (5.1)

où Λ(r, t) est toujours un champ gaussien de moyenne nulle tel que
〈
Λα(r, t)Λβ(r′, t′)

〉
=

δαβδ(r − r′)δ(t − t′). Comme au chapitre précédent (cf. discussion au début de
la section 4.1), on se restreint à l’étude de systèmes dont la mobilité collective
M(r, [ρ]) est telle que la dynamique (5.1) est macroscopiquement T–réversible si
et seulement si le potentiel chimique µ dérive d’une énergie libre F .

Dans la section 5.1, on revient brièvement sur les processus sur–amortis dont
l’espace des configurations est de dimension finie. On souligne l’importance du
rôle joué par la vorticité du champ de force imposé au système, ainsi que celui de
la métrique riemannienne de l’espace des configurations du système. Ensuite, ins-
piré par la situation fini–dimensionnelle, on introduit une structure riemannienne
sur l’espace F des champs de densité ρ. Grâce à cette structure, on montre que
l’analogue de la vorticité (i.e. du rotationnel) du champ de force d’une équation
différentielle stochastique (EDS), qu’on a interprétée à la section 2.3.1 comme la
source de l’irréversibilité de cette EDS, est donné par −dµ.

Dans la section 5.2, on montre que, dans le cas du modèle B actif [144], −dµ
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permet de mettre au jour les courants de probabilité stationnaires, qui n’avaient
jamais été observés jusqu’alors. En particulier, dans le cas où le système subit une
séparation de phase induite par la motilité, on montre que ces courants, qui vivent
dans un espace fonctionnel abstrait, se manifestent dans l’espace “réel” E sous la
forme de modes de vibration anisotropes, localisés aux interfaces entre les phases
gazeuse et liquide.

Dans la section 5.3, on réinterprète certains résultats du chapitre précédent
à la lumière de l’analyse menée dans le présent chapitre. Ensuite, on donne une
méthode de calcul pratique de la dérivée extérieure fonctionnelle, avant de discuter
en détails du rôle de la métrique riemannienne employée pour géométriser l’étude
de l’irréversibilité dans une théorie hydrodynamique fluctuante. Enfin, on discute
des applications potentielles de l’opérateur d (ou de ses généralisations) à d’autres
contextes que celui de la théorie des champs actifs scalaires.
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5.1 Irréversibilité, courant de probabilité et dé-
rivée extérieure

Dans la sous–section 5.1.1, on revient brièvement sur les liens entre courant de
probabilité, vorticité du champ de force, et métrique riemannienne lorsque l’espace
des configurations du système est de dimension finie. Dans la sous–section 5.1.2
de cette section, on achève la construction de la structure géométrique formelle
associée à l’espace F des champs ρ, entamée à la section 4.1.3 du chapitre précédent.
En particulier, on introduit une métrique riemannienne, nécessaire pour pouvoir
considérer −dµ comme le “rotationnel” de la partie déterministe ∇ · [M∇µ] du
terme de droite de l’équation 5.1. Dans la sous–section 5.1.3, on montre que la
dérivée extérieure du potentiel chimique dµ peut être utilisée pour caractériser le
courant de probabilité stationnaire associé à la dynamique (5.1).

5.1.1 Courant de probabilité et vorticité en dimension finie
A la section 2.3.1 du chapitre 2, nous avons argumenté le fait que, pour une

équation de Langevin sur–amortie (avec bruit additif), en dimension 3, de la forme

Ẋt = F(Xt) + ηt , (5.2)

la vorticité
ω(x) ≡ ∇× F(x) (5.3)

du champ de force F pouvait être interprétée comme comme la source de produc-
tion d’entropie de la dynamique. Faisons maintenant le lien entre ω et le courant
de probabilité stationnaire de (5.2).

L’irréversibilité de la dynamique (5.2) (au sens de la T–symétrie) est (notam-
ment) caractérisée par un courant de probabilité stationnaire

Jss = pss(F−∇ log pss) (5.4)

qui est non nul. Ce courant de probabilité est un champ de vecteurs de divergence
nulle et a donc, en supposant que l’espace sous–jacent est simplement connexe, une
structure tourbillonnaire, i.e. il est composé de vortex 1. Notons que Jss résulte de
l’advection de la mesure stationnaire pss par une “vélocité moyenne stationnaire”

v̄ss ≡
Jss
pss

= F−∇ log pss . (5.5)

1. Notons qu’un champ de divergence nulle pourrait avoir un flot qui n’est pas constitué de
tourbillons. Mais alors, si tel était le cas et que par exemple Jss = ex, ce courant décrirait une
densité de probabilité “s’étendant à l’infini”, ce que l’on interdit en supposant l’existence (et
l’unicité) de l’état stationnaire.
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Comme pour le courant de masse en dynamique des fluides, les vortex du courant
Jss sont caractérisés, non pas par le rotationnel de Jss lui–même, mais par le rota-
tionnel du champ v̄ss qui, advectant la densité pss, engendre Jss. Or, le rotationnel
de v̄ss est égale à celui de F, i.e. à ω, puisque le rotationnel de ∇ log pss est nul.

Le champ de vorticité ω nous donne ainsi des informations sur le flot du champ
de vecteurs v̄ss (et donc sur le courant Jss qu’il engendre) : celui–ci a tendance
à tourner localement autour d’un point x dès lors que ω(x) 6= 0. De plus cette
rotation locale a lieu dans le plan orthogonal à ω, et dans un sens donné par
l’orientation de ω.

En dimension d > 3, l’opérateur rotationnel n’est pas défini. Le concept de ro-
tationnel d’un champ de vecteurs F est alors remplacé par la dérivée extérieure dF[

de la 1–forme F[, associée à F via une métrique riemannienne g(·, ·). Si (e1, ..., ed)
est une base quelconque de Rd — dans laquelle on note F i les coordonnées de F
— et (dx1, ..., dxd) sa base duale (i.e. dxi(ej) = δij), alors on a d’une part

F[ =
d∑
i=1

Fidxi =
d∑

i,j=1
gijF

jdxi (5.6)

où gij ≡ g(ei, ej), et d’autre part

dF[(x) =
∑

1≤i<j≤d

(
∂Fj(x)
∂xi

− ∂Fi(x)
∂xj

)
dxi ∧ dxj . (5.7)

où ∧ est le produit extérieur.
Dans un tel contexte, où la dimension d de l’espace est quelconque, la vorticité

ω de F — qui est également celle de v̄ss — est donnée par

ω(x) ≡ dF[(x) . (5.8)

et n’est donc plus un vecteur, mais une 2–forme différentielle.
Le flot de v̄ss (et donc Jss) a alors tendance tourner localement autour du point

x dans le plan (ei, ej) si et seulement si la composante de ω(x) selon dxi ∧ dxj
est non nulle. De plus, si celle–ci est positive (respectivement négative), alors la
rotation locale a lieu dans “le sens de ei vers ej” (respectivement de ej vers ei).

Enfin, notons que la métrique riemannienne g permet non seulement de définir
l’application [ qui associe une 1–forme à un champ de vecteurs, mais également son
implication inverse, notée traditionnellement ], qui associe un champ de vecteurs
α] à une 1–forme α.
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5.1.2 Champs de vecteurs, 1–formes et métrique sur F

Dans la section 4.1 du chapitre 4, nous avons ébauché la définition des champs
de vecteurs et des 1–formes différentielles sur F. Dans cette sous–section, on com-
plète cette construction, notamment en introduisant une métrique riemannienne
sur F qui permet, comme en dimension finie, de créer une dualité entre champs de
vecteurs et 1–formes. Les détails de cette construction sont présentés à l’appen-
dice O.

Tout d’abord, on se restreint à l’ensemble des 1–formes différentielles λ sur F
pour lesquelles il existe un unique potentiel chimique µ(r, [ρ]) tel que, pour tout
champ de vecteurs φ(r, [ρ]) sur F, on ait

λ(φ) =
∫
E
µ(r, [ρ])φ(r, [ρ])dr , (5.9)

pour tout ρ ∈ F. Ceci permet de noter toute 1–forme λ par µ, µ(r, [ρ]) étant le
potentiel chimique associé à λ via (5.9).

A ce stade, on considère une équation hydrodynamique (fluctuante) donnée, de
la forme (5.1), où, en particulier, la mobilité collective M(r, [ρ]) (supposée stricte-
ment positive) est fixée. On se restreint alors à l’ensemble des champs de vecteurs
φ(r, [ρ]) sur F chacun identifié de manière univoque à un potentiel chimique µ(r, [ρ])
par la relation

φ(r, [ρ]) = −∇r ·M(r, [ρ])∇rµ(r, [ρ]) , (5.10)
pour tout ρ ∈ F et tout r ∈ E. On renote ainsi tout champ de vecteur φ par µ],
par analogie avec la géométrie différentielle en dimension finie.

Ensuite, inspiré par [97], on introduit la métrique riemannienne suivante : pour
tous champs de vecteurs µ]1,µ]2 et tout ρ ∈ F, on définit le produit scalaire en ρ

gρ(µ]1,µ]2) ≡
∫
E
M(r, [ρ])∇rµ1(r, [ρ]) · ∇rµ2(r, [ρ])dr . (5.11)

Comme en géométrie riemannienne en dimension finie, cette métrique permet d’as-
socier à tout champ de vecteur µ]1, une 1–forme différentielle sur F, que l’on note
(µ]1)[, définie par

(µ]1)[ : µ]2 7−→ gρ(µ]1,µ]2) . (5.12)
Or, en effectuant une intégration par parties dans l’équation (5.11), on obtient :

gρ(µ]1,µ]2) =
∫
E
µ1(r, [ρ])

(
−∇ ·M(r, [ρ])∇µ2(r, [ρ])

)
dr

=
∫
E
µ1(r, [ρ])µ]2(r, [ρ])dr

= µ1(µ]2)
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Autrement dit
(µ]1)[ = µ1 . (5.13)

Or, s’étant restreint aux 1–formes pour lesquelles il existe un potentiel chi-
mique, l’application [ : (µ])[ 7→ µ est bien surjective. Et, s’étend restreint aux
1–formes (respectivement aux champs de vecteurs) qui sont en bijection avec les
potentiels chimiques, on en conclut que [ est bijective, et que ], que l’on peut
assimiler à l’application µ 7→ µ] = −∇ ·M∇µ, est sa bijection linéaire inverse.

Notons finalement que si un potentiel chimique µ dérive d’une fonctionnelle
d’énergie libre F , i.e.

µ(r, [ρ]) = δF [ρ]
δρ(r) , (5.14)

alors, d’une part la 1–forme µ est égale à la différentielle de F :

µ = δF = dF , (5.15)

et d’autre part le champ de vecteur µ] = −∇ · [M∇ δF
δρ

] est le gradient de F pour
la métrique (5.11), i.e. gρ(µ], ·) = dF [ρ](·), ce que l’on note

µ] = gradF . (5.16)

5.1.3 Courant de probabilité stationnaire et dérivée exté-
rieure du potentiel chimique

On considère maintenant que l’on étudie une équation (5.1) particulière, où la
mobilité M(r, [ρ]) et le potentiel chimique µ(r, [ρ]) sont fixés. Grâce à l’identifica-
tion (5.10) , on peut réécrire cette équation sous la forme

∂tρ = −µ] +∇ ·
[√

2MΛ
]
. (5.17)

La généralisation naturelle de la vorticité du champ de force en dimension finie au
contexte de la théorie des champs actifs scalaires est donc directement donnée par

ω[ρ] ≡ d
(
−(µ])[

)
[ρ] = −dµ[ρ] , (5.18)

où on a simplement utilisé la linéarité de d et le fait que [ ◦ ] est l’identité. Notons
que si µ dérive d’une énergie libre F , alors

µ = dF (5.19)

et donc
ω = −d2µ = 0 , (5.20)
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par nilpotence de d (voir section 4.1.3). Ainsi, comme dans le cas de la dimension
finie (5.2), le système décrit par l’équation (5.17) est réversible si et seulement si 2
la vorticité du “champ de force” −µ] s’annule, i.e.

ω = 0 . (5.21)

Par ailleurs, toujours en faisant les hypothèses discutées à la section 4.1 du
chapitre 4, l’équation de Fokker–Planck fonctionnelle associée à (5.1) est donnée
par :

∂tP [ρ] = −
∫

dr
δ

δρ(r)∇ ·
[
M∇µP [ρ] +M∇δP [ρ]

δρ(r)

]
. (5.22)

Or, d’une part
∇ · [M∇µ] = −µ] , (5.23)

et d’autre part

∇ ·
[
M∇δP [ρ]

δρ(r)

]
= −gradP . (5.24)

Ainsi, en définissant la divergence fonctionnelle

div ≡
∫
E

dr
δ

δρ(r) , (5.25)

on peut réécrire l’équation de Fokker–Planck (5.22) de la manière suivante :

∂tP = −div
(
−µ]P − gradP

)
. (5.26)

Si on définit maintenant le courant de probabilité stationnaire comme le champ
de vecteurs fonctionnel :

Jss ≡ −µ]Pss − gradPss = −Pss
(
µ] + grad logPss

)
(5.27)

alors le champ de vélocité moyenne stationnaire est donné par

v̄ss ≡
Jss
Pss

= −µ] − grad logPss . (5.28)

Celui–ci engendre Jss en advectant Pss. Il a pour vorticité

dv̄[ss = −d
(
µ] + grad logPss

)[
. (5.29)

Or [ étant linéaire, on a

dv̄[ss = −d (µ+ d logPss) . (5.30)

2. Moyennant les hypothèses sur M(r, [ρ]) discutées à la section 4.1 du chapitre 4.
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La dérivée extérieure fonctionnelle d étant linéaire et nilpotente (i.e. d2 = 0), on a
finalement :

dv̄[ss = −dµ = ω . (5.31)

Ainsi, comme en dimension finie, la vorticité (généralisée) de v̄ss, qui caractérise
le flot tourbillonnaire de Jss, est la même que la vorticité du “champ de force
fonctionnel” −µ].

Comme en dimension finie, on va voir que ω[ρ] indique autour de quel “points”
ρ de F le champ de vecteurs fonctionnel −µ] a tendance à engendrer une rota-
tion locale. Ces points, pour lesquels ω[ρ] 6= 0, sont les champs de densité ρ au
voisinage desquels la dynamique (5.1) engendre une production d’entropie stricte-
ment positive. De plus, notons que, pour tout ρ ∈ F, ω[ρ] n’est pas un scalaire,
mais une forme bilinéaire. Il contient donc naturellement bien plus d’informations
sur la nature de l’irréversibilité de la dynamique (5.1) autour de ρ que la produc-
tion d’entropie qui, par nature, est scalaire. On va voir, à travers l’exemple du
modèle B actif présenté à la section suivante, que ω[ρ] contient des informations
spatiales importantes sur l’irréversibilité de (5.1) et, en particulier, sur le courant
de probabilité stationnaire Jss[ρ].
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5.2 Modèle B actif
On expose dans cette section l’application de la dérivation extérieure fonction-

nelle à l’étude des courants de probabilité du modèle B actif (ou ‘AMB” pour
“active model B”), étude qui a fait l’objet de la publication [P2].

5.2.1 Contexte général
Le modèle B actif est vraisemblablement la description macroscopique la plus

simple de la matière active scalaire [144]. Il est décrit par une dynamique qui est
un cas particulier de l’équation (5.1) :

∂tρ(r, t) = ∇ ·
[
M∇µ(r, [ρ]) +

√
2MΛ

]
. (5.32)

où la mobilité M est constante, le bruit Λ est un champ gaussien de moyenne
nulle et de covariance

〈
Λα(r, t)Λβ(r′, t′)

〉
= δαβδ(r − r′)δ(t − t′), et la mobilité µ

est donnée par un développement à l’ordre 2 en gradient de ρ :

µ(r, [ρ]) = aρ(r) + bρ(r)3 + λ(ρ(r))|∇ρ(r)|2 − κ(ρ(r))∆ρ(r) . (5.33)

Notons que a et b sont des constantes, mais, par souci de généralité, on autorise λ
et κ à être des fonctions strictement locales de ρ. De plus, on se place ici dans le
cas où l’espace E de la variable r est de dimension 2 et admet des conditions aux
bords périodiques.

Il a été montré, d’une part, que AMB peut subir une transition de phase induite
par la motilité (MIPS), et, d’autre part, que lorsque le système est séparé de phase,
la majeure partie de l’entropie produite par la dynamique est localisée à l’interface
entre les phases liquide et gazeuse [91] [P4] (voir figure 5.1).

Cependant, jusqu’à la publication [P2], le courant de probabilité stationnaire
était resté hors de portée. Dans la suite, on va montrer que l’opérateur de dérivation
extérieure fonctionnelle permet de localiser ce courant, et donc de le mesurer (cf.
figure 5.2). De plus, on va montrer que l’opérateur d permet de prédire (voir
figure 5.4) que ce courant se manifeste dans l’espace des positions E par l’excitation
de modes de vibrations localisés aux interfaces liquide–gaz (voir figure 5.3).

Le travail préparatoire mené à la section 5.1 nous permet d’anticiper le fait
que la dérivée extérieure contient de l’information sur la structure du courant
stationnaire Jss. Calculons donc dµ. La dérivée fonctionnelle de µ(r, [ρ]) s’écrit :

δµr

δρr′
=
[
a+ 3bρr + λ′r|∇ρr|2 − κ′r

]
δ(r−r′)−2λr∇ρr ·∇r′δ(r−r′)−κr∆r′δ(r−r′) .

(5.34)
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Figure 5.1 – Figure extraite de [91]. Au gauche : simulation numérique
du modèle B actif pour des paramètres tels que le système est séparé de
phase. La couleur encode la densité ρ. A droite : carte du taux de produc-
tion d’entropie associée à l’image de gauche. On constate que l’entropie est
essentiellement produite à l’interface liquide gaz. Voir [91] pour davantage
de détails.

Par ailleurs, la dérivée extérieure de (la 1–forme associée à) µ appliquée à des
fonctions φ(r), ψ(r) est

dµ[ρ](φ, ψ) =
∫
E

δµr

δρr′
[φr′ψr − φrψr′ ] dr′dr . (5.35)

Comme toujours, le terme purement local, i.e. proportionnel à δ(r− r′), s’annule,
et en effectuant des intégrations par parties, on obtient :

dµ[ρ](φ, ψ) =
∫
E
{2λr∇ρr · [ψr∇φr − φr∇ψr]− κr [ψr∆φr − φr∆ψr]} dr . (5.36)

Mais, comme nous l’avons vu à la section 4.5 du chapitre précédent, on a la facto-
risation :

ψr∆φr − φr∆ψr = ∇ · [ψr∇φr − φr∇ψr] , (5.37)
ce qui nous permet d’effectuer une intégration par partie dans l’expression de
dµ[ρ](φ, ψ) pour obtenir

dµ[ρ](φ, ψ) =
∫
E

[2λr + κ′r]∇ρr · [ψr∇φr − φr∇ψr] dr . (5.38)

Pour pouvoir interpréter dµ, nous allons introduire de nouvelles notations permet-
tant de réécrire (5.38) sous la forme

dµ[ρ](φ, ψ) =
∫
E

[2λ(ρr) + κ′(ρr)]∇ρr · δr ∧∇δr(φ, ψ) . (5.39)
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Par analogie avec la dimension finie (cf. (5.7)), nous en déduirons que−µ] engendre
des rotations dans les espaces (ρ(r),∇ρ(r)).

5.2.2 Interlude : nouvelles notations.
Commençons par rappeler qu’à partir de deux fonctions linéaires S : φ 7→

S(φ) ∈ R et T : φ 7→ T (φ) ∈ R, on peut construire une application bilinéaire
antisymétrique, notée S ∧ T , définie par

[S ∧ T ] (φ, ψ) ≡ S(φ)T (ψ)− T (φ)S(ψ) . (5.40)

Notons que l’opération ∧ ainsi obtenue est toujours bilinéaire et antisymétrique
(i.e. S ∧ T = −T ∧ S). Ainsi, si on note respectivement δr et ∇δr le dirac en r et
son gradient, dont l’application à une fonction φ donne

δr(φ) =
∫
E
δ(r− r′)φ(r′)dr′ = φ(r) (5.41)

et
∇δr(φ) =

∫
E
∇r′δ(r− r′)φ(r′)dr′ = −∇φ(r) , (5.42)

alors on constate que

[δr ∧∇δr] (φ, ψ) = δr(φ)∇δr(ψ)− δr(ψ)∇δr(φ) (5.43)

c’est à dire

[δr ∧∇δr] (φ, ψ) = ψ(r)∇φ(r)− φ(r)∇ψ(r) (5.44)

Notons que, bien que ∇δr s’applique “d’abord au second argument ψ de (φ, ψ)”
dans l’équation (5.44), le fait que ∇δr(ψ) = −∇ψ(r) implique que le signe ‘+’
dans le membre de droite de (5.44) apparaît devant ψ∇φ et non φ∇ψ. On verra
dans la suite de ce chapitre que plusieurs signes ‘–’, pouvant porter à confusion,
apparaîtront de cette manière.

Enfin, on introduit une “somme continue” ou “intégrale” d’opérateurs : si
(Tr)r∈E est une famille d’applications, chacune définie sur les fonctions φ : E → R
et à valeurs dans Rn (n un entier quelconque), cette famille étant continûment
indexée par r ∈ E, on définit leur somme continue, ou intégrale, par[∫

E
drTr

]
(φ) ≡

∫
E
Tr(φ)dr , (5.45)

où l’intégrale du membre de droite de l’équation ci–dessus est celle des applications
de E dans Rn. Notons que si les opérateurs Tr prennent en argument, par exemple,
une paire (φ, ψ) de fonctions de E dans R, la définition (5.45) s’étend aisément.
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5.2.3 Courants de probabilité dans AMB
Munis des définitions (5.40) (ayant mené à (5.44)) et (5.45), on peut finalement

réécrire la dérivée extérieure (5.38) sous la forme :

dµ[ρ] =
∫
E

[2λ(ρr) + κ′(ρr)]∇ρr · δr ∧∇δr . (5.46)

On constate une analogie directe entre l’expression de dµ ci–dessus et celle de la
dérivée extérieure en dimension finie donnée par l’équation (5.7) : la somme discrète
sur les dri ∧ drj dans l’équation (5.7) a été remplacée, dans l’équation(5.46), par
une intégrale (la “somme continue” définie en (5.45)) sur les δr ∧∇δr.

On peut ainsi interpréter l’équation (5.46) comme suit : les lignes de flot du
“drift” déterministe ∇ · M∇µ de l’équation (5.32) tendent à “s’enrouler” ou à
“tourbilloner” autour d’un point ρ ∈ F dès lors que

(2λ+ κ′)∇ρ 6= 0 (5.47)

en tant que fonction de r. Comme en dimension finie, ce “tourbillon” local cor-
respond à une rotation infinitésimale (dans TρF) qui peut être décomposée en la
superposition de rotations dans les espaces (ρ(r), ∂xρ(r), ∂yρ(r)) en tout point r où
∇ρ(r) est non nul. Chacune de ces rotations infinitésimales peut alors être proje-
tée dans le plan bidimensionnel (ρ(r), ∂kρ(r)), k = x ou y, dans lequel sa direction
et sa vitesse angulaire sont respectivement données par le signe et l’amplitude
de (2λr + κ′r)∂kρr. On conclue que les lignes de flot de la partie déterministe de
l’équation (5.32) tendent à tourner dans (ρ(r), ∂kρ(r)) :{

dans le sens direct ssi [2λ+ κ′]∂kρ(r) > 0
dans le sens horaire ssi [2λ+ κ′]∂kρ(r) < 0 (5.48)

Signalons qu’il existe une légère subtilité sur la prédiction du sens de rotation : la
partie déterministe de l’équation (5.32) est ∇ ·M∇µ = −µ], dont la vorticité est

ω = −dµ . (5.49)

On devrait ainsi interpréter les “rotations locales” de la partie déterministe de (5.32)
en considérant −dµ et non dµ. Néanmoins le signe ‘–’ apparaissant dans l’équa-
tion (5.49) est “compensé” par le signe ‘–’ associé à la définition de ∇δr (cf. dis-
cussion juste après l’équation (5.44)) : en effet, dans l’analogie avec les notations
dri ∧ drj de la dimension finie, δr ∧∇δr serait noté “−dρr ∧ d(∇ρr)”. D’où l’inter-
prétation (5.48).

Comme nous l’avons discuté dans la section 5.1.3, la 2–forme ω de vorticité de
−µ] est également la vorticité de la vélocité moyenne stationnaire :

v̄ss = Jss
Pss

= −µ] − grad(logPss) (5.50)
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Figure 5.2 – Projections du courant de probabilité stationnaire dans les
plans (ρ(rα), ∂xρ(rα)) associés aux points α = A,B,C, dans des états sépa-
rés de phases. Les trois lignes correspondent respectivement à 2λ + κ′ < 0
(ligne du haut), 2λ+ κ′ = 0 (ligne centrale), and 2λ+ κ′ > 0 (ligne du bas).
Les profils “stationnaires” de la densité ρ sont illustrés dans la colonne de
gauche (la couleur correspondant à la densité). Les colonnes A, B et C illus-
trent le courant de probabilité (au sens de Stratonovich), mesuré au point
A, B et C correspondant, des profils de densité séparés de phases (la couleur
correspondant à l’angle avec l’axe des x). Les paramètres sont : M = 10−3,
a = −103, b = 103, κ = 102, densité moyenne ρ0 = −0.4, Lx = Ly = 10 and
λ = −2 × 103 (ligne du haut), 0 (ligne centrale) et 103 (ligne du bas). Les
simulations correspondent à une résolution numérique de l’équation (5.32)
utilisant une méthode semi–spectrale et une discrétisation temporelle impli-
cite avec dt = 10−6. Le champ de densité est discrétisé sur un réseau 256×256
avec des conditions aux bords périodiques.
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qui, advectant la mesure stationnaire Pss[ρ], engendre le courant de probabilité
stationnaire Jss(r, [ρ]) . On en conclut que le sens des rotations locales du flot de
−µ](r, [ρ]) dans les espaces (ρ(r),∇ρ(r)), donné par (5.48), est également celui de
Jss(r, [ρ]).

Pour vérifier ces prédictions, on réalise des simulations numériques de l’équa-
tion (5.32). On considère un ensemble de paramètres tels que le système se sépare
en une goutte de liquide, entouré par un gaz (colonne de gauche de la figure 5.2).
On note ρs(r) le profil stationnaire moyen 3 de cette goutte, tandis que ρ(r, t) re-
présente le champ fluctuant à l’instant t. On mesure alors le courant de probabilité
dans le plan (ρ(r), ∂xρ(r)) en trois points différents (points A, B et C dans la fi-
gure 5.2) le long du diamètre horizontal de la goutte de liquide. Comme prédit par
l’interprétation de ω = −dµ, le courant de probabilité Jss a bien un comporte-
ment “tourbillonnaire” dans ces plans, et le sens de rotation du tourbillon est bien
prédit par (5.48) : changer le signe de 2λ + κ′ (ligne du haut vs. ligne du bas de
la figure 5.2) ou celui de ∂xρ (colonne A vs. C) inverse le sens de circulation du
courant.

Notons qu’à l’interface entre les phases liquide et gazeuse, ρ(r) ' ρs(r) et
∇ρ(r) ' ∇ρs(r) de telle sorte que dµ[ρ] ' dµ[ρs]. Ainsi, au cœur de l’interface, la
vorticité ω est quasiment uniforme, ce qui correspond à de “véritables” rotations
dans les plans (ρ(r),∇ρ(r)). Ces rotations correspondent au terme dominant du
courant de probabilité en l’amplitude du bruit (colonne A et B). Au contraire,
dans les “bulks” ∇ρ(r) ' ∇δρ(r), où δρ ≡ ρ−ρs, ce qui correspond à des courants
d’ordre supérieur en l’amplitude du bruit (colonne B).

Par ailleurs, notons qu’il est tentant d’essayer de décomposer le potentiel chi-
mique µ(r, [ρ]) en une superposition µ = µeq + µact, telle que µeq soit la dérivée
fonctionnelle d’une certaine énergie libre F : µ = δF/δρ, et telle que µact ne soit
pas fonctionnellement intégrable, puis d’identifier µact comme la source de l’ir-
réversibilité de la dynamique (5.32). Malheureusement, une telle décomposition
n’est pas unique, puisqu’ajouter une dérivée fonctionnelle δG/δρ à µeq et la sous-
traire à µact donne une décomposition de µ avec la même propriété. Au contraire,
identifier dµ comme étant la source de l’irréversibilité ne souffre pas cette am-
biguïté puisque l’espace des dérivées fonctionnelles (plutôt l’espace des 1–formes
associées) coïncide exactement avec le noyau de l’opérateur d, de telle sorte que
dµ = dµact = d(µact + dG).

3. Où la moyenne est prise contre la mesure stationnaire conditionnée à avoir le centre de la
goutte en un point fixé.
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5.2.4 Manifestation des courants de probabilité dans l’es-
pace réel

Voyons maintenant comment le courant de probabilité stationnaire Jss se ma-
nifeste dans l’espace “réel” E. Pour cela, considérons une perturbation δρ(x, y) =
ε cos(qx), superposée à un état initial séparé de phase, donné par le profil moyen
ρs. L’analyse du courant, qui s’appuie sur le schéma de la figure 5.4, permet de
conclure que la perturbation δρ se propage à l’interface liquide–gaz, du liquide vers
le gaz lorsque 2λ+ κ′ < 0, et vice versa lorsque 2λ+ κ′ > 0.

Pour mettre en évidence numériquement ce phénomène et mieux comparer les
trois cas (incluant 2λ+ κ′ = 0) on utilise comme condition initiale non perturbée
un même profil ρs, correspondant au profil stationnaire moyen d’une goutte dans
le cas d’équilibre 2λ+ κ′ = 0 (cf. figure 5.3–d). Dans la situation où la dynamique
est réversible (Figure 5.3–b), on constate que la perturbation δρ reste stationnaire
(dans l’espace) et relaxe vers δρ = 0. Dans le cas (irréversible) où 2λ + κ′ < 0, la
perturbation se propage (sur de courtes échelles de temps), au sein de l’interface
liquide–gaz, vers la phase gazeuse (figure 5.3–a). Au contraire, la perturbation se
propage vers la phase liquide lorsque 2λ+ κ′ > 0 (Figure 5.3–c).

Voyons maintenant comment l’analyse de l’allure du courant de probabilité
(Figure 5.2) permet de prédire le comportement propagatif illustré à la figure 5.3.
Considérons le cas où 2λ + κ′ < 0 et un point r0 = (x0, Ly/2) dans la frontière
gauche de la goutte (ligne du haut, colonne 1 et 2 de la figure 5.2) — où on a noté
Ly l’étendue spatiale du système dans la direction y. Au centre de la figure 5.4, on
schématise le flot induit par Jss/Pss dans le plan (δρ(r0), ∂xδρ(r0)). On suppose que
δρ(r0) est un maximum local à t = 0 (étoile rouge dans l’encart (1) de la figure 5.4).
Pour chaque état (δρ(r0), ∂xδρ(r0)) de la perturbation δρ en r0 tel que, soit δρ(r0),
soit ∂xδρ(r0), est extrémal, les encarts de la figure 5.4 représentent l’allure locale
de la perturbation δρ dans le voisinage du point r0, dans la direction x (courbes
bleues). A mesure que le temps s’écoule, la fluctuation δρ en r0 est advectée de
(1) à (2) (point orange, figure 5.4), avant d’attendre (3) (triangle jaune) puis (4)
(carré vert). Ces états successifs de δρ(r0) montre que le flot de Jss/Pss au centre
de la figure 5.4, et donc le courant Jss (Figure 5.2, ligne du haut, colonne A),
correspond à une propagation de droite à gauche de δρ dans l’espace réel E : δρ se
propage du liquide vers le gaz. Une analyse similaire du cas 2λ+κ′ > 0 permet de
conclure que la perturbation se propage alors du gaz vers le liquide (figure 5.3–c).

La figure 5.3 correspond à des simulations numériques de l’approximation
champ–moyen de l’équation (5.32), i.e. à bruit nul. Ceci n’est pas gênant pour
analyser la manifestation spatiale du courant Jss puisque la présence de celui–ci
est entièrement due au fait que la vorticité ω = −dµ de la partie déterministe −µ]
de l’équation (5.32) soit non nulle. Dans le cas où le bruit dans l’équation (5.32)
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Figure 5.3 – Evolution de δρ(x, y) = ε cos(100πx/Lx), une perturbation
ajoutée à t = 0 au profil d’équilibre ρs représenté à la figure 5.2 (colonne
de gauche, ligne centrale). Une coupe de ρs selon y = Ly/2 est illustrée
sur l’image (d). Les images (a) à (c) sont des kymographes représentant
l’évolution de δρ, son amplitude étant encodée par la couleur. Les paramètres
sont : ρ0 = −0.45, a = −103, b = 103, κ = 1.5 × 102, dt = 10−7, dx = dy =
10−2, Lx = Ly = 10, ε = 0.05, et λ = −4× 103, 0 et 4× 103 pour les images
(a), (b) et (c) respectivement.

est non–nul, on peut s’attendre à ce que chaque mode de Fourier de celui–ci se
comporte (à l’ordre dominant en l’amplitude du bruit) de manière similaire à la
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Figure 5.4 – Représentation schématique de l’évolution de la perturbation
δρ dans l’espace (δρ(r0), ∂xδρ(r0)), cette évolution étant successivement re-
présentée par une étoile rouge, un point orange, un triangle jaune et un carré
vert. Les encart (1) à (4) représentent l’allure de δρ dans un voisinage au-
tour de r0, dans la direction x, pour chaque état de δρ intersectant les axes
(δρ(r0), ∂xδρ(r0)) dans la figure centrale.

perturbation δρ étudiée en détails ci–dessus, “excitant” ainsi en permanence des
modes de vibrations propagatifs, anisotropes, et localisés à l’interface liquide–gaz.
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5.3 Discussion et généralisations
Cette section, qui est la dernière de ce manuscrit, est à la fois rétrospective et

prospective.
Dans la sous–section 5.3.1, à la lumière de l’interprétation de la dérivée exté-

rieure fonctionnelle donnée dans ce chapitre, on réinterprète certains résultats du
chapitre 4.

Dans la sous–section 5.3.2 on discute de la structure riemannienne introduite
dans la section 5.1.2. On introduit notamment l’idée de géométrie émergente as-
sociée à une théorie hydrodynamique.

Enfin, dans la sous–section 5.3.3, on discute de la potentielle application de
la dérivée extérieure fonctionnelle, introduite dans cette thèse, à des contextes
différents de celui de la matière active scalaire sèche.

5.3.1 Sources de production d’entropie et calcul pratique
de dérivées extérieures fonctionnelles

Classification des sources de production d’entropie quand dim(E) = 1.

Dans la section 4.3 du chapitre précédent, on a montré que, lorsque dim(E) = 1
et que µ est une fonctionnelle locale de ρ, i.e. µ(x, [ρ]) = µ(ρx, ∂ρx, ..., ∂kρx), la
dérivée extérieure de µ s’écrit

dµ[ρ](φ, ψ) =
b(K−1)/2c∑

j=0

∫  ∂µ

∂(∂2j+1ρ)−
bK/2c∑
l=j+1

b2l
2j+1∂

(2l−2j−1)
x

(
∂µ

∂(∂2lρ)

)ΩA
2j+1(φ, ψ)(x)dx

(5.51)
où

ΩA
2j+1(φ, ψ)(x) = ψ(x)∂2j+1φ(x)− φ(x)∂2j+1ψ(x) . (5.52)

Grâce aux notations introduites dans la sous–section 5.2.2, on peut réécrire :

ΩA
2j+1(φ, ψ)(x) = δx ∧ ∂2j+1δx(φ, ψ) . (5.53)

Ainsi, la dérivée extérieure du potentiel chimique prend la forme :

dµ[ρ] =
b(K−1)/2c∑

j=0

∫
dx
 ∂µ

∂(∂2j+1ρ) −
bK/2c∑
l=j+1

b2l
2j+1∂

(2l−2j−1)
x

(
∂µ

∂(∂2lρ)

)δx ∧ ∂2j+1δx .

(5.54)
Cette réécriture montre que, dans le contexte où l’espace physique est de dimension
1 et que µ est locale, la famille de 2–formes fonctionnelles(

δx ∧ ∂2j+1δx
)
x∈E,j∈N

(5.55)
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constitue une base 4 des sources d’une potentielle production d’entropie de la dy-
namique (5.1).

Par ailleurs, notons que, dans le cas où µ(x, [ρ]) ne dépend pas localement de
ρ, il est nécessaire d’ajouter à la famille (5.55) les 2–formes

δx ∧ δy (5.56)

pour toute paire {x, y} de points dans E, pour obtenir une base des sources po-
tentielles de production d’entropie. En effet, considérons par exemple un potentiel
chimique donné par :

µ(x, [ρ]) =
∫
E
f(x, ρ(z)∂kρ(z))dz , (5.57)

où k est un entier quelconque et où f est une fonction à valeurs scalaires suffisam-
ment régulière. Sa dérivée fonctionnelle est alors :

δµx
δρy

= ∂f(x, ρ(y), ∂kρ(y))
∂ρ

+ (−1)k∂ky
[
∂f(x, ρ(y), ∂kρ(y))

∂(∂kρ)

]
. (5.58)

On peut donc conclure que la dérivée extérieure fonctionnelle de µ s’écrit

dµ[ρ] =
∫
E×E

dxdy
(
∂f(x, ρ(y), ∂kρ(y))

∂ρ
+ (−1)k∂ky

[
∂f(x, ρ(y), ∂kρ(y))

∂(∂kρ)

])
δy∧δx .

(5.59)

Enfin, dans le cas d’un champ vectoriel −→ρ et d’un potentiel chimique vectoriel
local −→µ (ρx, ∂−→ρ x, ..., ∂

K−→ρ x), nous avions prouvé, dans la section 4.4, une formule
similaire à (5.51). La réécriture de d−→µ dans ce cas nécessite une légère généralisa-
tion des notations introduites à la section 5.2.2. L’expression de d−→µ peut alors être
employée, notamment, pour étudier les mélanges en matière active scalaire. Ceci
fait l’objet d’un travail en cours, en collaboration avec Julien Tailleur et Alberto
Dinelli (qui est actuellement en première année de thèse sous la direction de Julien
Tailleur).

Méthode de calcul pratique de la dérivée extérieure fonctionnelle

En dimension finie, la dérivée extérieure associée à une 1–forme

λ =
∑
i

λidxi (5.60)

4. On rappelle qu’à la section 4.3, on a également montré que dµ s’annule si et seulement si
toutes les composantes de dµ selon les éléments de la famille (5.55) sont nulles.
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peut être calculée de la manière suivante :

dλ =
∑
i

(dλi) ∧ dxi (5.61)

où la dérivée extérieure du membre de gauche dλ est celle des 1–formes, tandis
que celle du membre de droite dλi est celle des 0–formes, i.e. la différentielle des
fonctions composantes λi(x). En effet, si on remplace les dλi par leur expression
explicite dans la formule ci–dessus, on obtient

dλ =
∑
i

(
∑
j

∂λi
∂xj

dxj) ∧ dxi =
∑
i<j

[
∂λi
∂xj
− ∂λj
∂xi

]
dxj ∧ dxi (5.62)

où la seconde égalité est obtenue en utilisant l’antisymétrie de ∧ et en réarrangeant
les sommes.

Il se trouve que, dans le cadre fonctionnel, on peut utiliser une méthode de
calcul tout à fait analogue pour calculer une dérivée extérieure rapidement. Tout
d’abord, on peut utiliser les notations introduites dans la section 5.2.2 pour réécrire
la 1–forme µ, associée à µ(r, [ρ]), de la manière suivante :

µ =
∫

drµ(r, [ρ])δr , (5.63)

où l’intégrale est à interpréter au sens de la section 5.2.2. De même, la dérivée
extérieure fonctionnelle de µ se réécrit :

dµ =
∫

drdr′
δµ(r, [ρ])
δρ(r′) δr′ ∧ δr . (5.64)

Enfin, étant donné que la dérivée extérieure de µ(r, [ρ]), vue comme 0–forme,
i.e. comme fonctionnelle de ρ, correspond, comme en dimension finie, à la simple
différentielle de µ :

dµ = δµ =
∫

dr′
δµ(r, [ρ])
δρ(r′) δr′ , (5.65)

on a bien que
dµ =

∫
dr(dµ) ∧ δr . (5.66)

Illustrons cette méthode de calcul sur notre exemple favori :

µ(r, [ρ]) = λr|∇ρr|2 − κr∆ρr . (5.67)

La dérivée extérieure de la 0–forme µ est

dµ(r, [ρ]) =
(
λ′r|∇ρr|2 − κ′r∆ρr

)
δr − 2λr∇ρ · ∇rδr − κr∆rδr (5.68)
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Ainsi la dérivée extérieur de µ s’écrit

dµ =
∫

dr(dµ) ∧ δr

=
∫

dr
[(
λ′r|∇ρr|2 − κ′r∆ρr

)
δr − 2λr∇ρ · ∇rδr − κr∆rδr

]
∧ δr .

Mais, d’une part δr ∧ δr = 0, par anti–symétrie de ∧, et d’autre part :∫
drκr∆δr ∧ δr(φ, ψ) =

∫
drκr∇ · [δr ∧∇δr(φ, ψ)] = −

∫
drκ′r∇ρr · δr ∧∇δr(φ, ψ) .(5.69)

On obtient donc bien

dµ =
∫

dr(2λr + κ′r)∇ρr · δr ∧∇δr . (5.70)

5.3.2 Structure riemannienne et géométrie émergente
Dans cette section, on montre que la métrique riemannienne (5.11), présentée

à la section (5.1.2), est, d’une certaine manière, naturellement associée à l’hydro-
dynamique (5.1).

Il se trouve qu’implicitement, dans le chapitre 3 sur le coarse–graining, on
a utilisé la métrique euclidienne de 5 Rd. Puis, en considérant N particules de
positions (r1, ..., rN) dans EN , on a utilisé la distance “induite”

|(r1, ..., rN)− (r′1, ..., r′N)|2 =
N∑
i=1
|ri − r′i|2 . (5.71)

Ensuite, pour pouvoir passer de la limite diffusive à l’hydrodynamique, on a sup-
posé que la dynamique diffusive était invariante par l’action du groupe de permu-
tations GN qui échange les particules (voir appendice L). Implicitement, avant de
calculer l’hydrodynamique, on s’est donc ramené à l’espace quotient EN/GN , sur
lequel la distance de EN induit à son tour une distance donnée par :

|(r1, ..., rN)− (r′1, ..., r′N)|2 = min
σ∈GN

N∑
i=1
|ri − r′σ(i)|2 . (5.72)

Enfin, pour passer de la limite diffusive à l’équation hydrodynamique, on a utilisé
la mesure empirique (non–normalisée)

ρ̂ : EN/GN −→ F
(r1, ..., rN) 7−→ ∑N

i=1 δri

5. Bien que l’on ait utilisé des conditions aux bords périodiques, on a utilisé la métrique
induite sur E = Rd/Zd par Rd, i.e. on s’est placé sur un “tore plat”.
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Il se trouve que la mesure empirique est alors une isométrie [14] de EN/GN dans
F lorsque, d’une part EN/GN est muni de la distance (5.72), et d’autre part F est
muni de la distance de Wasserstein 2, notée W2 :

W 2
2 (α, β) ≡ inf

γ∈Γ(α,β)

∫
E×E
|r− r′|2dγ(r, r′) , (5.73)

où Γ(α, β) est l’ensemble de toutes les mesures sur E×E qui ont pour marginales
α d’une part, et β d’autre part 6.

Or, lorsque M(r, [ρ]) = ρ(r), la distance sur F, induite par la métrique rieman-
nienne (5.11), est précisément la distance de Wasserstein W2.

Par ailleurs, si l’on calcule l’hydrodynamique fluctuante d’une dynamique sto-
chastique sur EN avec bruit additif, via la méthode exposée au chapitre 3 (qui
correspond au “pushforward” par la mesure empirique, au sens géométrique), l’hy-
drodynamique fluctuante obtenue est telle queM(r, [ρ]) ∝ ρ(r). On peut ainsi dire
que la métrique (5.11), pour M(r, [ρ]) ∝ ρ(r), est la métrique riemannienne “na-
turellement émergente” sur F, associée à l’hydrodynamique fluctuante issue d’une
ensemble d’EDS sur un espace euclidien avec bruit additif. Notons au passage
que, lorsque M(r, [ρ]) = ρ(r), la norme gρ(µ, µ) d’un potentiel chimique µ(r, [ρ]),
donnée par (5.11), est (deux fois) l’énergie cinétique instantanée du déplacement
de particules engendré dans E par µ(r, [ρ]), celle–ci étant instantanément dissipée
dans le bain.

Enfin, comme nous l’avons vu dans l’appendice I, pour étudier la T–réversibilité
d’une EDS avec bruit multiplicatif, le cadre le plus naturel sur le plan géométrique
est celui dans lequel la géométrie est donnée par la covariance du bruit, i.e. la
géométrie dans laquelle le bruit devient homogène et isotrope (au prix d’un terme
de drift supplémentaire). De même, au niveau de l’hydrodynamique fluctuante,
quand la covariance M du bruit n’est pas ρ(r), il convient de munir F d’une
géométrie modifiée (par rapport àW2), donnée par la métrique (5.11), qui est alors
la métrique “émergente naturelle” pour analyser géométriquement la potentielle
irréversibilité de l’équation (5.1).

5.3.3 Autres contextes d’application et généralisations
Dans le cas général d’un système physique sur–amorti, macroscopiquement dé-

crit par un ensemble d’équations hydrodynamiques fluctuantes, non–nécessairement
réduit à la seule équation de conservation de la densité ρ, l’irréversibilité au sens

6. Intuitivement W 2
2 (α, β) est (2 fois) l’énergie cinétique totale du transport optimal pour

transformer la distribution de masse α en la distribution de masse β. Si le transport a lieu à
faible nombre de Reynolds, i.e. si la dynamique est sur–amortie, alors cette énergie cinétique
totale coïncide avec l’énergie totale dissipée lors du transport optimal.
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de la T–symétrie est toujours équivalente à l’existence de courants stationnaires
de probabilité. On peut donc s’attendre à ce qu’il existe un opérateur, similaire
à d, qui permette la description de ces courants, et qui s’annule si et seulement
si la dynamique considérée est réversible. A priori, il est possible que cet “opé-
rateur d’irréversibilité” ne coïncide pas avec la dérivée extérieure fonctionnelle d
introduite dans cette thèse.

Néanmoins, il existe des cas, différents de l’hydrodynamique fluctuante (5.1)
d’un champ conservé (ou de plusieurs champs conservés, dans le cas des mélanges),
où l’opérateur d est bien l’opérateur d’irréversibilité approprié. On prend pour
exemple la célèbre équation KPZ

∂th(r, t) = κ(h(r))∆h(r, t) + λ(h(r, t))|∇h(r, t)|2 + Λ(r, t) , (5.74)

où on suppose — pour faire le parallèle avec le modèle B actif étudié à la section 5.2
— que κ et λ peuvent être des fonctions purement locales de h, et que Λ(r, t) est
un champ gaussien de moyenne nulle et de covariance 〈Λ(r, t)Λ(r′, t)〉 = 2δ(r −
r′)δ(t − t′). Si on munit l’espace F, auquel le champ h appartient, de la simple
métrique L2 et que l’on définit, par analogie avec AMB, le champ de vecteur sur F

µ](r, [h]) ≡ κr∆hr + λr|∇hr|2 , (5.75)

et la 1–forme
µ(φ) =

∫
E

[
κr∆hr + λr|∇hr|2

]
φ(r)dr , (5.76)

alors la vorticité ω de la partie déterministe µ] de l’équation (5.74) est bien donnée
par

ω = +dµ =
∫

dr(2λr − κ′r)∇hr · δr ∧∇δr . (5.77)

Ainsi, on peut s’attendre à ce que certains des résultats de l’analyse de AMB,
menée à la section 5.2, en particulier celui de la propagation des ondes, soient
encore valides dans le cas de KPZ. Ce qu’il reste à vérifier numériquement.

Pour finir, notons que la métrique L2 est bien la “métrique émergente” — au
sens où nous l’avons défini dans la section précédente — naturellement associée
à KPZ. En effet l’équation KPZ est un modèle de croissance de surface. On peut
donc raisonnablement supposer qu’elle peut être obtenue en coarse–grainant une
dynamique microscopique (avec bruit additif) décrivant l’évolution aléatoire de la
hauteur hi d’un ensemble de points (fixes) ri. L’application à utiliser pour passer
de l’espace RN , auquel appartient l’ensemble des hauteurs (h1, ..., hN) de N sites
(r1, ..., rN), n’est plus la mesure empirique, mais l’application (cf. section 1.1.4 de
l’introduction) :

ĥ : RN −→ F
(h1, ..., hN) 7−→ ∑N

i=1 hiδri
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Cette application est une isométrie : pour la distance euclidienne dans RN

|(h1, ..., hN)− (h′1, ..., h′N)|2 =
N∑
i=1

(hi − h′i)2 (5.78)

d’une part, et pour la distance L2 dans l’espace F

|h− h′|2L2 =
∫
E

[h(r)− h′(r)]2dr . (5.79)

d’autre part.
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Chapitre 6

Conclusion

Au cours de cette thèse, nous nous sommes principalement intéressés à la carac-
térisation de l’irréversibilité de la matière active scalaire sèche, et ce aux échelles
microscopique et macroscopique. L’ensemble des travaux de cette thèse est syn-
thétisé sous la forme d’un schéma dans la figure 6.1.

Nous avons tout d’abord proposé (cf. chapitre 2) une formalisation de la notion
de réversibilité des solutions d’équations différentielles stochastiques (EDS), basée
sur la théorie des groupes. Ceci nous a permis, d’une part, de classifier les diffé-
rentes notions de réversibilité sous la forme des symétries EPT, et d’autre part, de
démontrer que tout processus solution d’une EDS admet une symétrie EPT. Bien
que la dynamique d’une particule active isolée puisse admettre une PT–symétrie,
celle–ci est génériquement hors d’équilibre au sens thermodynamique, et l’irré-
versibilité de sa dynamique apparaît génériquement lorsqu’elle interagit avec son
environnement.

A l’échelle macroscopique, pour pouvoir étudier les comportements collectifs
d’assemblées de particules actives, il est souvent commode de se ramener à une
théorie des champs, décrivant de manière coarse–grainée la dynamique de l’en-
semble des particules. Dans cette optique, nous avons étudié (voir chapitre 3) le
coarse–graining d’ABPs, de RTPs et d’AOUPs, interagissant par quorum–sensing
ou taxie, dont nous avons pu obtenir explicitement les hydrodynamiques fluc-
tuantes respectives. Il serait intéressant de tenter de généraliser la méthode de
coarse–graining, introduite au chapitre 3 dans le cas des QSAPs et de TAPS, à
des systèmes actifs plus généraux, tels que ceux constitués de particules actives
interagissant par des forces dérivant de potentiel.

Certains système actifs, bien que microscopiquement hors d’équilibre, acquièrent
une T–réversibilité effective au niveau macroscopique lorsque l’on coarse–grain leur
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dynamique. Ce “mapping vers l’équilibre” avait déjà été observé dans des systèmes
actifs particuliers et avait notamment permis d’établir une approximation du dia-
gramme des phases de MIPS. Nous avons montré (cf. chapitre 4) qu’une version
généralisée du théorème de Schwarz fournit un critère permettant de caractériser
de manière systématique l’existence de tels mappings vers l’équilibre. Ceci nous
a notamment permis de mettre en évidence une équivalence macroscopique entre,
d’une part, des systèmes tactiques actifs, et d’autre part, des systèmes passifs,
microscopiquement réversibles, dont les interactions dérivent d’un potentiel. La
portée de ce critère d’existence de mapping vers l’équilibre étant très générale, il
pourrait être intéressant de l’appliquer, par exemple, à des particules actives dont
l’interaction tactique serait non plus polaire mais nématique.

D’autres systèmes actifs, bien qu’également irréversibles à l’échelle macrosco-
pique, admettent un “pseudo–mapping vers l’équilibre”. Pour ces systèmes, un
changement de variable permet de définir une énergie libre généralisée. Ce phéno-
mène avait été mis en évidence, par une méthode difficilement généralisable, en
matière active scalaire, dans le cas ou le potentiel chimique est un développement
à l’ordre 2 en gradients, et avait permis dans ce cas de déterminer de manière pré-
cise le diagramme des phases de MIPS. Nous avons montré (cf. chapitre 4), d’une
part, que ce changement de variable peut être interprété géométriquement comme
un facteur intégrant, et d’autre part, que la version distributionnelle du théorème
de Schwarz permet à nouveau de fournir un critère systématique d’existence d’un
tel pseudo–mapping, et ce dans le cadre, plus général, d’une fonctionnelle à va-
leurs vectorielles ayant une dépendance quelconque en le champ hydrodynamique
sous–jacent.

Enfin, les courants de probabilité stationnaires jouent un rôle crucial en phy-
sique statistique hors de l’équilibre. En effet, leur rôle est complémentaire de celui
de la mesure stationnaire dans la description du système, puisqu’un processus
solution d’une EDS est entièrement déterminé par la donnée de ses courant et
mesure de probabilité stationnaires 1. De plus, ces courants sont particulièrement
importants dans l’étude de l’irréversibilité des dynamiques stochastiques, puisque
leur existence est équivalente à la T–irréversibilité. Malgré cette place de premier
plan, il existe peu de résultats sur la caractérisation des courants de probabilité
stationnaires dans la cadre des théories des champs stochastiques. Au cours de
cette thèse, nous avons introduit un nouvel opérateur : la dérivée extérieure fonc-
tionnelle, et nous avons montré que celui–ci peut être employé pour caractériser les
courants de probabilité dans l’espace fonctionnel adéquat, ainsi que pour prédire
la manifestation de tels courants dans l’espace physique.

1. La connaissance de la covariance du bruit est également nécessaire à la caractérisation du
processus. Mais, dans toutes les situations considérées au cours de cette thèse, cette covariance
est une donnée initiale du modèle. Sa caractérisation ne constitue donc pas un objectif en soi.
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Notons qu’il existe des théories mathématiques proposant des formalisations
alternatives de la dérivation extérieure dans la cadre de l’analyse fonctionnelle.
Ces approches, plus rigoureuses mathématiquement que celle proposée dans cette
thèse, emploient un formalisme d’autant plus complexe, rendant ainsi leur usage
plus difficile d’accès à une communauté de physiciens statisticiens. Nous espérons
ainsi que la formulation de la dérivation extérieure fonctionnelle proposée dans
cette thèse, qui fait appel à des outils couramment utilisés en physique, tels que la
dérivation fonctionnelle et les distributions, permettront un emploi plus large de
cet outil dans l’étude des théories des champs des systèmes irréversibles.

Bien que s’étant concentré sur l’application de la dérivée extérieure fonction-
nelle à la théorie des champs scalaires actifs, nous avons discuté du fait que cet
opérateur pourrait permettre une caractérisation de l’irréversibilité dans un cadre
plus large. La généralisation de l’usage de cet outil semble nécessiter l’adaptation
au cas par cas de la métrique riemannienne sur l’espace fonctionnel des champs
hydrodynamiques. En ce sens, nous avons proposé l’idée qu’une géométrie rieman-
nienne émerge naturellement de l’opération de coarse–graining, cette métrique dé-
pendant à la fois de la géométrie de l’espace des configurations microscopiques
sous–jacent, ainsi que de la covariance du bruit. La formulation d’un “opérateur
d’irréversibilité” associé à d’autres types de théories hydrodynamiques fait l’objet
d’un travail en cours.
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Échelle macro

Échelle micro

Réversibililité

Figure 6.1 – Schéma résumé. Les rectangles noirs symbolisent les deux
échelles d’étude de la matière active : microscopique (en bas) et macro-
scopique (en haut). On se restreint à la matière active scalaire. Les zones
hachurées en bleu représentent les systèmes T–réversibles. La flèche en ma-
genta symbolise l’opération de coarse–graining (Cg) qui permet de passer de
l’échelle microscopique à l’échelle macroscopique. Le coarse–graining d’un
système actif (microscopiquement irréversible) peut mener à une hydrody-
namique réversible. Auquel cas sa dynamique macroscopique coïncide avec
celle d’un système microscopique réversible (flèches noires). Il existe des sys-
tèmes macroscopiquement “quasiment à l’équilibre” (en vert), pour lesquels
il existe un changement de variable (local) permettant de définit une éner-
gie libre généralisée. Enfin, les systèmes macroscopiquement hors d’équilibre
(en rouge et vert) sont caractérisés par la présence d’un courant de probabi-
lité stationnaire. Celui–ci peut être analysé grâce à l’opérateur de dérivation
extérieure fonctionnelle. L’annulation de la dérivée extérieure étant équiva-
lente à la T–réversibilité, on représente cet opérateur par la flèche orange,
symbolisant la distance macroscopique du système actif à l’équilibre.
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Annexe A

Approche de Jaynes,
multiplicateurs de Lagrange et
variables thermodynamiques

Les λi ne coïncident pas avec les grandeurs intensives thermodynamiques “usuel-
les” T, µ, etc. En effet, ces dernières ont été définies à partir de la formulation
énergétique de l’équation fondamentale : U(S,N, ...), qui donne bien par dériva-
tion T = ∂U

∂S
, µ = ∂U

∂N
, etc. Un choix plus naturel [8] (au moins vis à vis de la

structure des mesures de Gibbs) aurait été de partir de la formulation entropique
de l’équation fondamentale S(U,N, ...) pour définir des grandeurs thermodyna-
miques intensives telles que ∂S

∂U
ou ∂S

∂N
. Celles-ci coïncident bien avec les λi mais

sont liées aux variables thermodynamiques intensives usuelles via ∂S
∂U

= 1/T et
∂S
∂N

= −µ/T par exemple.
Pour coller au choix historique des variables thermodynamiques usuelles, il faut

en fait définir, en supposant que l’observable A1 est l’énergie du système :
αi ≡ −β−1λi , ∀i = 1...n , où β ≡ λ1

ψ̄(β, α2, ...αn) ≡ β−1ψ(λ1, ..., λn)
Ψ̄β,α2,...αn [p] ≡ β−1Ψλ1,...,λn [p]

(A.1)

Les mesures de Gibbs se ré-écrivent alors :

pGibbs(x) = e
−β

[
−
∑

i
αiAi(x)−ψ̄(β,α2,...,αn)

]
(A.2)

Ainsi, au prix du sacrifice de la symétrie entre les variables λi, remplacées par
β, α2, ..., αn, on retrouve bien que, lorsque p est une mesure de Gibbs pGibbs,
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thermodynamiques

Ψ̄β,α2,...,αn [pGibbs] = ψ̄(β, α2, ..., αn), où ψ̄ est le potentiel thermodynamique as-
socié à l’ensemble statistique considéré. Notons que les fonctions ψ(λ1, ..., λn) =
Ψλ1,...,λn [pGibbs] sont appelées “potentiels de Massieu”. Ce sont les transformées
de Legendre de l’entropie, plutôt que de l’énergie. Ces potentiels sont également
extrémalisés à l’équilibre thermodynamique.



Annexe B

Décroissance de la production
d’entropie sous coarse-graining

On illustre ici la décroissance de l’entropie (informationnelle) sous coarse-
graining, ou plus précisément sous marginalisation :

Σ ≥ Σpr (B.1)
où Σ est la divergence de Kullback-Leibler (ou DKL) entre deux mesures P1 et
P2 définies sur un même espace : Σ = DKL(P1,P2) et Σpr est la DKL entre deux
marginales Ppr

1 et Ppr
1 de P1 et P2 respectivement (ou l’on a opéré la même margi-

nalisation sur les deux mesures). En effet, si on suppose par exemple que ces deux
mesures sont des probabilités de chemins sur un espace de phase, on peut intégrer
la vitesse pour obtenir :
Σ = DKL(P1|P2)

=
∫
D[rt]D[vt]P1[rt,vt] log P1[rt,vt]

P2[rt,vt]

=
∫
D[rt]D[vt]P1[vt|rt]P1[rt] log P1[vt|rt]P1[rt]

P2[vt|rt]P2[rt]

=
∫
D[rt]P1[rt]

∫
D[vt]P1[vt|rt] log P1[vt|rt]

P2[vt|rt]
+
∫
D[rt]P1[rt] log P1[rt]

P2[rt]

∫
D[vt]P1[vt|rt]︸ ︷︷ ︸

=1

=
∫
D[rt]P1[rt]DKL(P1[vt|rt]|P2[vt|rt])︸ ︷︷ ︸

≥0︸ ︷︷ ︸
≥0

+DKL(P1[rt]︸ ︷︷ ︸
≡Ppr

1

| P2[rt]︸ ︷︷ ︸
≡Ppr

2

)

︸ ︷︷ ︸
DKL(Ppr

1 |P
pr
2 )

≥ Σpr ≡ DKL(Ppr
1 |P

pr
2 )
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Annexe C

Actions de groupe

Deux définitions équivalentes. Soit G un groupe et X un ensemble. On dit
que G agit, ou opère sur X s’il existe une application

G×X −→ X
(g, x) 7−→ g · x

telle que

(i) ∀x ∈ X , e · x = x où e est le neutre de G.
(ii) ∀x ∈ X, ∀g, g′ ∈ G , g · (g′ · x) = (gg′) · x

où on a noté multiplicativement la loi de G. Une telle opération · est appelée action
de G sur X. On dit encore que X est un G-ensemble.

Un définition équivalente consiste à dire que G agit sur X s’il existe un mor-
phisme de groupe

φ : G −→ S(X)
g 7−→ φg

où S(X) est l’ensemble des bijection de X dans X. On rappelle que ceci suppose
simplement que ∀g, g′ ∈ G , φgg′ = φg ◦ φg′ .

L’équivalence entre les deux définitions est obtenu par la relation φg(x) = g ·x.
Par ailleurs, notons qu’on vient en fait de définir la notion d’action à gauche,

et qu’il existe une notion similaire d’action à droite.

Involution et action de Z2. Soit s une involution sur un ensemble X, i.e. une
application deX dansX telle que s◦s = idX , où idX est l’application identité deX.
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On définit alors l’application φ : Z2 → S(X) telle que φ(0) = idX et φ(1) = s. On
vérifie aisément que φ est bien un morphisme de groupe de (Z2,+) dans (S(X), ◦).
On peut ainsi associer – de manière naturelle et bijective – à toute involution sur
un ensemble une action de Z2 sur ce même ensemble, et réciproquement.

Composition d’actions. Soit X un ensemble muni de deux actions d’un même
groupe G. On désigne dans ce paragraphe ces actions par les morphismes de groupe
associés φ : G → S(X) et ψ : G → S(X). On aimerait savoir s’il est possible de
construire de nouvelles actions sur X en composant φ et ψ, dans un ordre ou dans
l’autre :

Ω(1) : G −→ S(X)
g 7−→ Ω(1)

g ≡ φg ◦ ψg
et

Ω(2) : G −→ S(X)
g 7−→ Ω(2)

g ≡ ψg ◦ φg
Puisque φe = ψe = idX (où e est le neutre de G et idX l’application identité de
X), on a bien Ω(i)

e = idX . Pour que, par exemple, Ω(1) soit une véritable action de
G sur X, il faut de plus que Ω(1)

gg′ = Ω(1)
g ◦ Ω(1)

g′ . Or on a d’une part

Ω(1)
gg′ = φgg′ ◦ ψgg′ = φg ◦ φg′ ◦ ψg ◦ ψg′

et d’autre part
Ω(1)
g ◦ Ω(1)

g′ = φg ◦ ψg ◦ φg′ ◦ ψg′
En composant les deux dernières égalités à gauche par φg−1 et à droite par ψg′−1 ,
on obtient finalement la condition pour que Ω(1) corresponde bien à une action de
groupe : on doit avoir la commutativité des actions initiales ∀g, g′ ∈ G , φg′ ◦ψg =
ψg ◦ φg′ . Dans ce cas, Ω(1) = Ω(2) correspondent à une même action bien définie,
obtenue par composition des deux actions initiales.

Action induite. Si X et Y sont deux G-ensembles, il existe une manière natu-
relle de définir une action sur l’ensemble Y X des applications de X dans Y . Si les
action de G sur X et Y sont respectivement notées ∗ et ?, on définit l’action · de
G sur Y X par :

∀g ∈ G , ∀f ∈ Y X , ∀x ∈ X , (g · f)(x) = g ? f(g−1 ∗ x)

Ceci définit bien une action puisque le neutre de G laisse f inchangée et que

[(gg′) · f ](x) = (gg′) ? f [(gg′)−1 ∗ x]
= g ? [g′ ? f [g′−1 ∗ (g ∗ x)]
= [g · (g′ · f)](x)
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Application équivariante. En reprenant les notations du paragraphe, si f :
X → Y est une application entre deux G-ensembles, on dit que f est équivariante
si

∀g ∈ G , ∀x ∈ X, f(g ∗ x) = g ? f(x)

Notons que ceci est équivalent au fait que f soit invariante sous l’action induite ·
définit au paragraphe précédent.

Transport d’action. La classe des G-ensembles constitue une catégorie dont
les morphismes sont justement les applications équivariantes. Autrement dit, de
même que les applications linéaires sont exactement les applications qui préservent
la structure d’espace vectoriel, les applications équivariantes sont exactement celles
qui préservent la structure de G-ensemble. Cette situation permet de transporter
la structure d’un ensemble à un autre. L’idée générale est de partir d’un ensemble
munie de la structure d’intérêt, de considérer une application de cet ensemble
dans un autre (non structuré) et de définir la structure en question sur l’ensemble
d’arrivée en décrétant que l’application est un morphisme pour cette structure.
Il y a bien évidemment des conditions, spécifiques à chaque structure, à vérifier
pour s’assurer que la structure ainsi transportée est définie de manière univoque.
Voyons ce que cela donne pour la structure de G-ensemble.

Soit X un ensemble muni d’une action ∗ d’un groupe G. Soit Y un ensemble.
Soit f : X → Y . On voudrait alors définir sur Y une action ? de G en “transpor-
tant” celle de X via f . Pour cela, on voudrait définir ∀y ∈ Y ,

g ? y = f(g ∗ x) , où x ∈ f−1(y) .

On constate d’emblée qu’une première condition nécessaire est la surjectivité de
f . Ensuite, il faut, pour que cette action soit correctement définie, que

∀y ∈ Y , ∀x, x′ ∈ f−1(y) , f(g ∗ x) = f(g ∗ x′) .

Autrement dit, il faut que l’action de G sur X préserve les pré-images d’éléments
de Y par f . Cette condition permet de définir de manière univoque une action sur
Y . Cette condition, ajoutée à la surjectivité de f , permet de définir correctement
et sans ambiguïté une action sur Y , puisqu’on a bien (gg′) ? y = f [(gg′) ∗ x] =
f [g ∗ (g′ ∗ x)] = g ? (g′ ? x), ainsi que e ? y = f(e ∗ x) = f(x) = y. Notons que, dans
les cas où l’action ? peut bien être définie, f est équivariante par construction de
?.

Enfin, on constate que la bijectivité de f est une condition suffisante au trans-
port de l’action de X à Y .
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G-ensembles équivalents et points fixes. Soit X et Y deux G-ensembles.
On dit qu’ils sont G-équivalents s’il existe une bijection équivariante entre X et Y .

En particulier, si on note f une telle bijection, tout point fixe x0 dans X —
i.e. un élément de X tel que g · x0 = x0 pour tout g ∈ G — a pour image un
élément y0 = f(x0) dans Y qui est également un point fixe pour l’action de G sur
Y . En effet si g ∈ G, g · y0 = g · f(x0) = f(g · x0) = f(x0) = y0, où on a utilisé
l’équivariance de f .



Annexe D

PT–symétrie

D.1 Mesure à deux points et mesure stationnaire

On se donne deux point x et y ∈ Rd, ainsi que deux temps τ, t ∈ T avec τ ≤ t.
En intégrant la relation P̄ [(xt)t∈T] = P [(p(xT −t))t∈T] sur : toutes les trajectoires
atteignant y au temps τ ; puis sur toutes les trajectoire partant de y à τ et arrivant
en x à t ; et enfin sur toutes les trajectoire partant de x à t et arrivant n’importe
où à T , on obtient la mesure à deux points du processus pt–dual :

p̄(x, t,y, τ) = p(p(y), T − τ, p(x), T − t) (D.1)

Notons que les processus duaux Xt et X̄t étant dans leur état stationnaire par
hypothèse, si on fait tendre t 7→ τ dans l’équation précédente (D.1), on obtient :

δ(x−y)p̄ss(y) = δ(p(x)−p(y))pss(p(x)) = δ(x− y)
|detJp|

pss ◦p(x) = δ(x−y)pss ◦p(x)

où la dernière égalité vient du fait que le jacobien Jp de p est tel que det(Jp) = ±1,
p étant une involution. Ainsi, on obtient le lien entre les mesures stationnaires (à
un point) de nos deux processus adjoints :

p̄ss = pss ◦ p (D.2)

D.2 Opérateur adjoint – expression formelle

On démontre ici que l’opérateur d’évolution W̄ du processus adjoint a pour
expression formelle :

W̄ = PpssW†p−1
ss P (D.3)
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où l’opérateur P agit sur les fonctions f : Rd → R via Pf : x 7→ f ◦ p(x), et où
W† est l’opérateur dual de W au sens L2 (pour la mesure de Lebesgue sur Rd).

Pour ce faire, on utilise le fait que le “propagateur” p(x, t|y, τ) satisfait l’équa-
tion “backward” de Kolmogorov : ∂τp(x, t|y, τ) = −W†y p(x, t|y, τ) — où l’indice de
W† indique la variable à laquelle l’opérateur s’applique — tandis que le propaga-
teur du processus dual satisfait l’équation de Kolmogorov forward (Fokker-Planck)
∂tp̄(x, t|y, τ) = W̄x p̄(x, t|y, τ). On obtient :

∂tp̄(x, t|y, τ) = ∂tp̄(x, t,y, τ)p̄−1
ss (y)

= p̄−1
ss (y)∂tp(p(y), T − τ, p(x), T − t)

= −p̄−1
ss (y) ∂

∂(T − t)p(p(y), T − τ |p(x), T − t)pss(p(x))

= p̄−1
ss (y)pss(p(x))W†p(x) p(p(y), T − τ |p(x), T − t)

= p̄−1
ss (y)pss(p(x))W†p(x) p(p(y), T − τ, p(x), T − t)p−1

ss (p(x))
= p̄−1

ss (y)pss(p(x))W†p(x) p
−1
ss (p(x))p̄(x, t,y, τ)

= pss(p(x))W†p(x) p
−1
ss (p(x))p̄(x, t|y, τ)

= Ppss(x)W†x p−1
ss (x)Pp̄(x, t|y, τ)

D.3 Opérateur adjoint – expression explicite

On démontre ici que l’opérateur d’évolution adjoint W̄ a pour expression ex-
plicite

W̄ψ = −∇ ·
[(

2JpDJ tp∇ log pss ◦ p− JpF ◦ p
)
ψ − JpDJ tp∇ψ

]
(D.4)
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Pour cela, on prend f : Rd → R une fonction lisse.

W̄†f = Pp−1
ssWpssPf

= Pp−1
ss

(
−∇ · pssFPf +∇ ·D∇pssPf

)
= Pp−1

ss

(
− pssF · ∇f ◦ p−f ◦ p∇ · pssF + f ◦ p∇ ·D∇pss︸ ︷︷ ︸

=0 car pss est stationnaire

+2∇pss ·D∇f ◦ p + pss∇ ·D∇f ◦ p
)

= Pp−1
ss

(
− pssF ·PJ tp∇f + 2∇pss ·DPJ tp∇f + pss∇ ·DPJ tp∇f

)
= −F ◦ p · J tp∇f + 2DJ tp∇f ·P∇ log pss +∇ · JpDJ tp∇f
= −F ◦ p · J tp∇f + 2∇f · JpDJ tp∇ log pss ◦ p +∇ · JpDJ tp∇f

=
[
2JpDJ tp∇ log pss ◦ p− JpF ◦ p

]
· ∇f +∇ · JpDJ tp∇f

Dans le calcul ci-dessus, on a essentiellement utilisé le fait que ∇f ◦ p = PJ tp∇f .
Il suffit enfin de transposer l’opérateur W̄† (au sens L2) pour obtenir l’opérateur
W̄ .
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Annexe E

Irréversibilité globale et existence
d’une trajectoire irréversible

On démontre que l’irréversibilité au sens de la T-symétrie est équivalente à
l’existence d’un chemin CA→B entre deux points A et B tel que P [CA→B] 6=
P [CB→A].

Pour toute trajectoire (xt)t∈T , on pose (x̄t)t∈T ≡ (xT −t)t∈T . On calcule la
production d’entropie sur l’intervalle T = [0; T ] :

Σ =
∫
D[xt]P [xt] log P [xt]

P [x̄t]

= 1
2

( ∫
D[xt]P [xt] log P [xt]

P [x̄t]
+
∫
D[xt]P [x̄t] log P [x̄t]

P [xt]

)

= 1
2

∫
D[xt]

(
P [xt]− P [x̄t]

)
log P [xt]
P [x̄t]

où on a simplement groupé les trajectoires (xt)t∈T et leur T-symétrique (x̄t)t∈T .
Or la fonction (x, y) ∈ (R+

∗ )2 7→ (x − y) log(x/y) étant partout positive ou nulle,
on a (P [xt]−P [x̄t]) log P[xt]

P[x̄t] ≥ 0 pour toute trajectoire (xt)t∈T . Ainsi il suffit qu’il
existe une unique trajectoire pour laquelle cette dernière quantité soit strictement
positive (en supposant continue pour un topologie adéquate) pour que Σ > 0. Ré-
ciproquement, la stricte positivité de Σ implique l’existence d’une telle trajectoire,
qu’il est plus probable de parcourir dans un sens que dans l’autre.
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Annexe F

Réversibilité de l’équation de
Langevin sous-amortie et force
gradient

On considère l’équation de Langevin sous–amortie sur Rd :

ṙ = v (F.1)
mv̇ = −γv + f(r) +

√
2γkBTη (F.2)

où η(t) est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance unité. On peut
réécrire cette dynamique comme suit :

Ẋ = F(X) + Λ (F.3)

avec

X =
(

r
v

)
, F =

(
v

−γv/m+ f/m

)
et D =

(
0 0
0 γkBT/m

2

)
(F.4)

Si on considère l’involution p(r,v) 7→ (r,−v) alors sa matrice jacobienne est

Jp =
(

I 0
0 −I

)
(F.5)

où I est la matrice identité de taille d × d. On peut ensuite écrire la force et la
matrice de diffusion associé au processus pt–inverse

D̄ = JpDJ tp = D (F.6)
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et

F̄ = 2D̄∇X log pss ◦ p− JpF ◦ p

= 2γkBT
m2

(
0

∇v log pss ◦ p

)
−
(

−v
−γv/m− f/m

)

Supposons maintenant que le processus considéré soit pt–réversible. Ceci implique
d’une part que pss ◦ p = pss, et d’autre part (ayant déjà ¯bD = D) que F̄ = F. On
a ainsi(

v
−γv/m+ f/m

)
= 2γkBT

m2

(
0

∇v log pss ◦ p

)
−
(

−v
−γv/m− f/m

)
(F.7)

c’est à dire
∇v log pss(r,v) = − m

kBT
v (F.8)

Ce qui implique qu’il existe une fonction ψ(r) de la seule variable de position, à
valeurs dans R, telle que la mesure stationnaire s’écrive :

pss(r,v) = 1
Z
e
−m|v|

2
2kBT e−ψ(r) . (F.9)

Mais il existe une condition supplémentaire reliant la force f(r) et la fonction ψ(r),
imposé par la condition de stationnarité de pss, que l’on trouve en injectant (F.9)
dans l’équation de Fokker–Planck associée à la dynamique :

∂tpss = −∇r · (pssv)−∇v ·
(
pss

[
− γ
m

v + 1
m

f − γkBT

m2 ∇v log pss
])

(F.10)

c’est à dire

0 = −v · ∇rpss −
1
m
∇v · (pssf(r)) (F.11)

ce qui se réécrit, après quelques simplifications :
pss
kBT

v · [f(r) + kBT∇rψ(r)] . (F.12)

Ceci devant être vrai pour tout r et tout v, on a nécessairement que

f(r) = −kBT∇rψ(r) (F.13)

Ainsi la réversibilité au sens du pt–bilan détaillé (qui est équivalente à la réver-
sibilité thermodynamique) a lieu si et seulement si le champ de force f(r) est un
champ gradient, auquel cas la mesure stationnaire est de type Boltzmann–Gibbs
ce qui implique que le système est également réversible au sens des ensembles
statistiques.



Annexe G

Matière active et chaleur dissipée

Dans cette section, on montre qu’à l’état stationnaire, une AOUP dissipe une
énergie strictement positive sous forme de chaleur. On considère la dynamique

ṙt = vat − ζ∇V (r)t +
√

2Dtηt (G.1)

v̇at = −1
τ

vat +
√

2Da

τ 2 ξt (G.2)

où ζ est la mobilité de la particule, Dt l’amplitude du bruit translationnel, τ le
temps de corrélation de l’autopropulsion et Dv un paramètre de contrôle du bruit
actif. η et ξ sont quant à eux des bruits blancs gaussiens centrés, de variance unité,
et indépendants entre eux. On pose alors

X ≡
(

r
va

)
, F(X) ≡

(
va − ζ∇rV (r)
−va/τ

)
et D ≡

(
Dt 0
0 Da/τ

2

)
(G.3)

Ce qui permet de réécrire la dynamique ci–dessus comme suit :

Ẋt = F(Xt) +
√

2D1/2Λt (G.4)

où
Λt ≡

(
ηt
ξt

)
. (G.5)

Une légère généralisation du calcul (2.5) effectué à la section 2.1 dans la cas de
l’équation de Langevin sur–amortie permet de conclure que la production d’en-
tropie informationnelle associée à la T–symétrie de notre particule d’Ornstein-
Uhlenbeck est donnée par

σ =
〈
Ẋt ·D−1F(Xt)

〉
(G.6)
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où les crochet indiquent la moyenne contre la mesure stationnaire. On peut déve-
lopper un peu plus l’expression de σ :

σ = 1
Dt

〈ṙt · vat − ζ ṙt · ∇rV (rt)〉 −
τ

Da

〈v̇at · va〉

= 1
Dt

〈ṙt · vat 〉 −
ζ

Dt

d
dtζ 〈V (rt)〉 −

τ

2Da

d
dt
〈
|va|2

〉
Mais puisque l’on est dans l’état stationnaire :

σ = 1
Dt

〈ṙt · vat 〉 (G.7)

Or, on a vu dans la section 2.3.1 que le taux de production d’entropie d’une
dynamique de la forme (G.4) s’annule ssi il existe un potentiel scalaire Ω(r,va) tel
que

F(r,va) = −D∇Ω = −
(
Dt∇rΩ(r,va)
Da
τ2 ∇vaΩ(r,va)

)
. (G.8)

mais l’expression (G.3) de F donne d’une part

Da

τ 2 ∇vaΩ(r,va) = 1
τ

va (G.9)

i.e.
Ω(r,va) = τ

2Da

|va|2 + ψ(r) (G.10)

(où ψ(r) est une fonction de la seule variable r à valeur dans R), et d’autre part :

∇rΩ(r,va) = ζ

Dt

∇rV (r)− 1
Dt

va . (G.11)

Ce qui implique donc que

1
Dt

va = ∇rψ(r)− ζ

Dt

∇rV (r) (G.12)

Ce qui est impossible puisque le membre de gauche est une fonction (non constante)
de la variable va tandis que le membre de droite est une fonction de la seule variable
r. Ainsi un tel potentiel Ω n’existe pas dans le cas de la dynamique considérée dans
cette section.

On peut ainsi conclure que σ > 0 et donc, à partir de l’équation (G.7), que
la force active fa = ζ−1va dissipe bien une quantité strictement positive d’énergie
sous forme de chaleur, à l’état stationnaire.



Annexe H

Opérateur d’évolution PT–dual :
généralisation aux bruits
multiplicatifs

On considère l’EDS suivante, définie sur Rd au sens de Stratonovich :

Ẋt = F(Xt) +
√

2A(Xt)ηt (H.1)

où A est une matrice de taille d × d et ηt est un bruit blanc gaussien centré tel
que

〈
ηαt η

β
t′

〉
= δαβδ(t− t′). L’opérateur d’évolution associé à l’équation de Fokker–

Planck est :
Wp = −∇ · [pF−A · ∇ · (Ap)] (H.2)

se qui s’écrit, dans une base orthonormale quelconque :

Wp = −∂i
[
pF i − Aij∂k

(
Akjp

)]
(H.3)

Pour une involution linéaire p quelconque, l’opérateur pt–dual est encore donné
par :

W̄† = Pp−1
ssWpssP (H.4)

On peut alors monter que la forme explicite de W̄ est :

W̄p = −∇ ·
[
pF̄− Ā · ∇ ·

(
Āp

)]
(H.5)

avec
Ā = JpA ◦ p (H.6)
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multiplicatifs

et
F̄ = 2ĀĀt∇ log pss ◦ p− JpF ◦ p + 2Ā · ∇ · Ā (H.7)

En effet, si f est une fonction suffisamment régulière :

W̄†f = Pp−1
ssWpssPf

= Pp−1
ss

{
−∂i

[
F ipssf ◦ p− Aij∂k

(
Akjpssf ◦ p

)]}
= Pp−1

ss

{
− F ipss∂if ◦ p− f ◦ p∂iF ipss + f ◦ p

(
∂iA

ij∂kA
kjpss

)
+ (∂if ◦ p)

(
Aij∂kA

kjpss
)

+
(
∂iA

kjpssA
ij
)

(∂kf ◦ p) + AkjpssA
ij (∂i∂kf ◦ p)

}
= −F i ◦ pJ jip ∂jf +

(
J lip ∂lf

)
Pp−1

ss

(
Aij∂kA

kjpss + ∂kA
ijAkjpss

)
+
(
Jnip J

lk
p ∂n∂lf

)
P
(
AijAkj

)
où on a développé les dérivées partielles, puis simplifié les termes correspondant
à la divergence du courant stationnaire, et enfin on a utilisé le fait que ∂if ◦ p =
J jip P∂jf . Il suffit maintenant de calculer l’adjoint au sens L2 de W̄† :

W̄ψ = ∂j
(
ψJ jip F

i ◦ p
)

+ ∂n∂l
(
ψJnip J

lk
p PAkjAij

)
−∂l

{
ψJ lip Pp

−1
ss

(
Aij∂kA

kjpss + ∂kA
ijAkjpss

)}
(H.8)

Ce qui, après quelques simplifications, donne :

W̄ψ = −∂l
{
− J lkp Akj ◦ p∂nJniAijψ +

[
− J liF i ◦ p + 2J lkp Akj ◦ p∂nJnip Aij ◦ p

+2J lip Jnkp Aij ◦ pAkj ◦ p∂n log pss ◦ p
]
ψ
}

(H.9)

En posant
Āij ≡ J ikp A

kj ◦ p (H.10)

et
F̄ l ≡ ĀljĀnj∂n log pss ◦ p− J lip F i ◦ p− 2Ālj∂nĀnj (H.11)

on obtient bien le résultat annoncé.



Annexe I

Mouvement brownien biaisé en
espace courbe, T–réversibilité et
descente de gradient

On considère la même EDS (au sens de Stratonovich) que celle de l’appen-
dice H :

Ẋt = F(Xt) +
√

2A(Xt)ηt (I.1)
On pose alors G(x) = (AAt)−1(x), que l’on suppose définie positive et que l’on
va considéré comme un tenseur métrique. Dans un base quelconque (ei)i=1,...,d, on
note gij les coordonnés de G−1 et gij celle de G (dans la base duale). Ensuite, on
définit la mesure de volume riemannienne

µ(dx) ≡ ω(x)dx (I.2)

où dx est la mesure de Lebesgue de Rd et où

ω(x) ≡
√

det[G(x)] . (I.3)

Une mesure de probabilité p(x)dx se réécrit alors p̃(x)µ(dx), et la relation entre
les densités de probabilité est donc

p̃(x) ≡ 1
ω(x)p(x) (I.4)

On définit ensuite les opérateurs gradient et divergence en espace courbe :

∇̃φ ≡ G−1∇φ (I.5)

∇̃ · Φ ≡ 1
ω
∇ · (ωΦ) (I.6)



192
Annexe I. Mouvement brownien biaisé en espace courbe, T–réversibilité et

descente de gradient

c’est à dire, en coordonnées :

[∇̃φ]i ≡ gij∂jφ (I.7)

∇̃ · Φ ≡ 1
ω
∂i
(
ωΦi

)
(I.8)

où φ et Φ sont des applications quelconques à valeurs scalaires et vectoriels, res-
pectivement. L’équation de Fokker–Planck associée à l’équation (I.1) est

∂tp = −∇ · [pF−A · ∇ · (Ap)] (I.9)

c’est à dire, en coordonnées :

∂tp = −∂i
[
pF i − Aij∂k

(
Akjp

)]
(I.10)

tout d’abord, on remarque que

Aij∂kA
kjp = Aij∂kA

kjωp̃

= ωAijAkj∂kp̃+ p̃Aij∂kA
kjω

= ωgik∂kp̃+ p̃Aij∂kA
kjω .

L’équation de Fokker–Planck se réécrit alors

∂tp = −∂i
[
pF i − p̃Aij∂kAkjω − ωgik∂kp̃

]
(I.11)

= −∂i
[
ωp̃F i − p̃Aij∂kAkjω − ωgik∂kp̃

]
(I.12)

= −∂i
[
ωp̃
(
F i − 1

ω
Aij∂kA

kjω
)
− ωgik∂kp̃

]
(I.13)

en divisant l’équation par ω, on obtient

∂tp̃ = − 1
ω
∂i

[
ωp̃
(
F i − 1

ω
Aij∂kA

kjω
)
− ωgik∂kp̃

]
(I.14)

c’est à dire
∂tp̃ = −∇̃ ·

[
p̃F̃− ∇̃p̃

]
(I.15)

avec
F̃ i ≡ F i − 1

ω
Aij∂kA

kjω (I.16)

qui peut également s’écrire

F̃ i ≡ F i − Aij∂kAkj − gik∂k logω (I.17)

Par ailleurs, le couple (F̄, Ā) du processus T–symétrique de (I.1) s’écrit (cf.
appendice H) :

Ā = A (I.18)
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et
F̄ = 2AAt∇ log pss − F + 2A · ∇ ·A (I.19)

c’est à dire :

F̄ i = 2gij∂j log p̃ss + 2gij∂j logω − F i + 2Aij∂kAkj (I.20)

La condition de réversibilité F̄ = F s’écrit ainsi :

F i − Aij∂kAkj − gij∂j logω = gij∂j log p̃ss (I.21)

c’est à dire
F̃ = ∇̃ log p̃ss (I.22)

Autrement dit, comme dans le cas additif, un processus avec bruit multiplicatif est
T–réversible ssi c’est une descente de gradient. Mais c’est descente de gradient est
définie dans un géométrie courbe, dont la métrique est imposée par les corrélations
du bruit, et le champ de force effectif est donné par (I.16).

Enfin, notons que la T–réversibilité, comme dans le cas avec bruit additif, est
également équivalente à l’annulation du courant de probabilité.



194
Annexe I. Mouvement brownien biaisé en espace courbe, T–réversibilité et

descente de gradient



Annexe J

Limite diffusive d’ABPs et RTPs
en interaction quorum–sensing et
taxie

On considère un ensemble de N particules actives dont les positions ri ∈ E
satisfont les dynamiques :

ṙi = vui +
√

2Dtηi (J.1)

où les ηi sont des bruits blancs gaussiens centrés tels que
〈
ηαi (t)ηβj (t′)

〉
= δijδ

αβδ(t−
t′), où Dt est un constante de diffusion translationnelle où les autopropulsions vi
sont données par

vi(r1, ..., rN) = vi0(r1, ..., rN) + v1ui · ∇rici(r1, ..., rN) (J.2)

avec les vi0 et ci des fonctions quelconques des positions r1, ..., rN et v1 une constante.
De plus on suppose que les vecteurs unitaires ui indiquant l’orientation des par-
ticules se réorientent aléatoirement sur Sd−1, d’une part, selon un mécanisme de
diffusion continu (au sens d’Ito) dont l’amplitude est donnée par

Di
r(r1, ..., rN) = Θ0 + Θ1ui · ∇rici(r1, ..., rN) (J.3)

et, d’autre part, selon un mécanisme de saut dont les taux isotropes sont

αi(r1, ..., rN) = α0 + α1ui · ∇rici(r1, ..., rN) (J.4)
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avec α0 et α1 des constantes. Après rescaling diffusif, l’équation de Fokker–Planck
associée à cette dynamique est :

∂tψ = −
N∑
i=1
∇ri ·

[
Lvi0uiψ − v1∇rici · u⊗2

i ψ −Dt∇riψ
]

(J.5)

+
N∑
i=1

∆ui

[
(L2Θ0 + LΘ1∇rici · ui)ψ

]

−
N∑
i=1

[
L2α0 + Lα1∇rici · ui

]
ψ

+
N∑
i=1

∫ 1
Ω

[
L2α0 + Lα1∇rici · u′i

]
ψ(u′i, {uj}j 6=i , {rj}j)du′i

En intégrant par rapport à tous les ui on obtient la dynamique de la marginale
spatiale φ(r1, ..., rN) :

∂tφ = −
∑
i

∇ri ·
[
Lvi0a1

i − v1∇rici ·
(
a2
i + 1

d
Iφ
)
−Dt∇riφ

]
. (J.6)

L’objectif de cette section est de clore la dynamique de φ dans la limite thermo-
dynamique.

Tout d’abord, notons que la dynamique de la marginale spatiale à N − |K|
particules (où K ⊆ J1;NK) est :

∂tφN−|K|({ri}i/∈K) = −
∑
i/∈K
∇ri ·

[
L
∫
vi0a1

i

∏
k∈K

dr′k︸ ︷︷ ︸
(1)

− v1

∫
∇rici · a2

i

∏
k∈K

dr′k︸ ︷︷ ︸
(2)

− v1

d

∫
φ∇rici

∏
k∈K

dr′k︸ ︷︷ ︸
(3)

−Dt∇riφN−|K|({rj}i/∈K)
]
. (J.7)

Pour commencer, notons que le terme (1) de l’équation ci–dessus peut se réécrire
comme suit :

(1) =
∫
vi0ã1

i φN−1({r′k}k∈K , {rj}j /∈K,j 6=i)
∏
k∈K

dr′k

= vi0ã1
i

∫
(E\V(ri))|K|

φN−1({r′k}k∈K , {rj}j /∈K,j 6=i)
∏
k∈K

dr′k

+
∫
[(E\V(ri))|K|]c

vi0ã1
i φN−1({r′k}k∈K , {rj}j /∈K,j 6=i)

∏
k∈K

dr′k

= vi0ã1
i φN−|K|−1({rj}j /∈K,j 6=i) + aiK
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avec

aiK =
∫
[(E\V(ri))|K|]c

vi0ã1
i φN−1({r′k}k∈K , {rj}j /∈K,j 6=i)

∏
k∈K

dr′k (J.8)

−vi0ã1
i

∫
[(E\V(ri))|K|]c

φN−1({r′k}k∈K , {rj}j /∈K,j 6=i)
∏
k∈K

dr′k

où
[
(E \ V(ri))|K|

]c
est le complémentaire dans E de (E \ V(ri))|K|. Pour com-

prendre l’allure du domaine
[
(E \ V(ri))|K|

]c
, il est instructif de considérer le cas

|K| = 2 où l’on cherche à décomposer l’intégrale d’une fonction f(rk, rl) sur E×E :∫
E

∫
E
f(rk, rl)drkdrl =

∫
E\V(ri)

∫
E\V(ri)

f(rk, rl)drkdrl +
∫
E\V(ri)

∫
E
f(rk, rl)drkdrl

+
∫
E

∫
E\V(ri)

f(rk, rl)drkdrl +
∫
V(ri)

∫
V(ri)

f(rk, rl)drkdrl

Dans ce cas, le domaine
[
(E \ V(ri))|K|

]c
est l’union de trois sous-domaine :

[E \ V(ri)]× [E \ V(ri)] , [E \ V(ri)]× V(ri) et V(ri)× [E \ V(ri)] . (J.9)

dont le volume est, asymptotiquement à la limite thermodynamique, par hypo-
thèse :

O
([

1− 1
Ld

]2)
, O

([
1− 1

Ld

] 1
Ld

)
et O

([
1− 1

Ld

] 1
Ld

)
respectivement.

(J.10)
Ainsi, on comprend aisément que le domaine

[
(E \ V(ri))|K|

]c
est composé de

2|K| − 1 sous–domaines de tailles (asymptotiques) (1− L−d)|K|−k(L−d)k pour k =
1, ..., |K| présents respectivement

(
|K|
k

)
fois. Le volume (asymptotique) total de[

(E \ V(ri))|K|
]c

est donc

∣∣∣[(E \ V(ri))|K|
]c∣∣∣ = O

(
1−

[
1− 1

Ld

]|K|)
(J.11)

= |K|
Ld

+O
( 1
L2d

)
(J.12)

On en déduit ainsi le comportement de aiK :

aiK = O
(
|ã1
i |
∣∣∣[(E \ V(ri))|K|

]c∣∣∣) = O
(
|ã1
i |
Ld

)
. (J.13)
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On peut traiter de manière similaire les termes (2) et (3). Tout d’abord

(2) = v1∇rici · ã2
i φN−|K|−1({rj}j /∈K,j 6=i) + biK (J.14)

avec

biK = v1

∫
[(E\V(ri))|K|]c

∇rici · ã2
i φN−1({r′k}k∈K , {rj}j /∈K,j 6=i)

∏
k∈K

dr′k (J.15)

−v1∇rici · ã2
i

∫
[(E\V(ri))|K|]c

φN−1({r′k}k∈K , {rj}j /∈K,j 6=i)
∏
k∈K

dr′k

ce qui nous permet de conclure, comme pour aiK , que

biK = O
(
|ã2
i |
Ld

)
. (J.16)

Enfin :
(3) = v1

d
∇rici φN−|K|({rj}j /∈K) + ciK (J.17)

où

ciK = v1

d

∫
[(E\V(ri))|K|]c

∇rici φ({r′k}k∈K , {rj}j /∈K)
∏
k∈K

dr′k (J.18)

−v1

d
∇rici

∫
[(E\V(ri))|K|]c

φ({r′k}k∈K , {rj}j /∈K)
∏
k∈K

dr′k

avec le scaling

ciK = O
( 1
Ld

)
. (J.19)

Finalement

∂tφN−|K|({ri}i/∈K) = −
∑
i/∈K
∇ri ·

{
L
[
vi0ãi1φN−|K|−1({rj}j /∈K,j 6=i) + aiK

]

−
[
v1∇rici · ã2

i φN−|K|−1({rj}j /∈K,j 6=i) + biK

]
(J.20)

−
[
v1

d
∇rici φN−|K|({rj}j /∈K) + ciK

]
−Dt∇riφN−|K|({rj}j /∈K)

}
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Par ailleurs, le moment harmonique apKK ≡
〈
ψ
⊗
k∈K û⊗pkk

〉
a pour dynamique :

∂tapKK = −L
N∑
i=1
∇ri ·

vi0
〈
ψui

⊗
k∈K

û⊗pkk

〉
+

N∑
i=1
∇ri ·

v1∇rici ·
〈
ψu⊗2

i

⊗
k∈K

û⊗pkk

〉 (J.21)

+
N∑
i=1
∇ri ·

Dt∇ri

〈
ψ
⊗
k∈K

û⊗pkk

〉
−L

∑
i∈K

[
α1 + Θ1pi(pi + d− 2)

]
∇rici ·

〈
ψui

⊗
k∈K

û⊗pkk

〉

−L2 ∑
i∈K

[
α0 + Θ0pi(pi + d− 2)

]〈
ψ
⊗
k∈K

û⊗pkk

〉

Or

apKK (r1, ..., rN) = ãpKK (r1, ..., rN)φN−|K|({ri}i/∈K) (J.22)

D’où

φN−|K|({ri}i/∈K)∂tãpKK = −L
∑
i∈K
∇ri ·

vi0
〈
ψui

⊗
k∈K

û⊗pkk

〉− LApK
K (J.23)

+
∑
i∈K
∇ri ·

v1∇rici ·
〈
ψu⊗2

i

⊗
k∈K

û⊗pkk

〉+ BpK
K + CpKK

+
∑
i∈K
∇ri ·

Dt∇ri

〈
ψ
⊗
k∈K

û⊗pkk

〉+ DpK
K

−L
∑
i∈K

[
α1 + Θ1pi(pi + d− 2)

]
∇rici ·

〈
ψui

⊗
k∈K

û⊗pkk

〉

−L2τ−1
pK

〈
ψ
⊗
k∈K

û⊗pkk

〉

où le temps caractéristique de relaxation de apKK est

τ−1
pK
≡
∑
i∈K

[
α0 + Θ0pi(pi + d− 2)

]
(J.24)
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et où

ApK
K ≡

∑
i/∈K

∇ri ·

vi0
〈
ψui

⊗
k∈K

û⊗pkk

〉−∇ri ·

vi0ãi1φN−|K|−1({rj}j /∈K,j 6=i) + aiK

⊗ ãpKK


=

∑
i/∈K

∇ri ·

vi0a1,pK
i,K

−∇ri ·

vi0ãi1φN−|K|−1({rj}j /∈K,j 6=i) + aiK

⊗ ãpKK


=

∑
i/∈K,i∈VK

∇ri ·

vi0a1,pK
i,K

−∇ri ·

vi0ãi1φN−|K|−1({rj}j /∈K,j 6=i) + aiK

⊗ ãpKK


−

∑
i/∈K,i/∈VK

∇ri ·
[
aiK ⊗ ãpKK

]

BpK
K ≡

∑
i/∈K

∇ri ·

v1∇rici ·
〈
ψ
(
u⊗2
i −

I
d

) ⊗
k∈K

û⊗pkk

〉
−∇ri ·

v1∇rici · ã2
i φN−|K|−1({rj}j /∈K,j 6=i) + biK

⊗ ãpKK


=

∑
i/∈K

∇ri ·

v1∇rici · a
2,pK
i,K

−∇ri ·

v1∇rici · ã2
i φN−|K|−1({rj}j /∈K,j 6=i) + biK

⊗ ãpKK


=

∑
i/∈K,i∈VK

∇ri ·

v1∇rici · a
2,pK
i,K

−∇ri ·

v1∇rici · ã2
i φN−|K|−1({rj}j /∈K,j 6=i) + biK

⊗ ãpKK


−

∑
i/∈K,i/∈VK

∇ri ·
[
biK ⊗ ãpKK

]

CpKK ≡
∑
i/∈K

∇ri ·

v1∇rici ·
〈
ψ

I
d

⊗
k∈K

û⊗pkk

〉−∇ri ·

v1

d
∇rici φN−|K|({rj}j /∈K) + ciK

⊗ ãpKK


=

∑
i/∈K

∇ri ·

v1

d
∇rici ⊗ apKK

−∇ri ·

v1

d
∇rici φN−|K|({rj}j /∈K) + ciK

⊗ ãpKK


=

∑
i/∈K,i∈VK

∇ri ·

v1

d
∇rici ⊗ apKK

−∇ri ·

v1

d
∇rici φN−|K|({rj}j /∈K) + ciK

⊗ ãpKK


−

∑
i/∈K,i/∈VK

∇ri ·
[
cpKK ⊗ ãpKK

]
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DpK
K ≡

∑
i/∈K

∇ri ·

Dt∇ri

〈
ψ
⊗
k∈K

û⊗pkk

〉−∇ri ·

Dt∇riφN−|K|({rj}j /∈K)
⊗ ãpKK


=

∑
i/∈K

∇ri ·

Dt∇ria
pK
K

−∇ri ·

Dt∇riφN−|K|({rj}j /∈K)
⊗ ãpKK


=

∑
i/∈K,i∈VK

∇ri ·

Dt∇ria
pK
K

−∇ri ·

Dt∇riφN−|K|({rj}j /∈K)
⊗ ãpKK


On en déduit les comportement asymptotiques :

ApK
K = O

(
a1,pK
i,K

)
+O

(
ã1
i ⊗ ãpKK

)
(J.25)

BpK
K = O

(
a2,pK
i,K

)
+O

(
ã2
i ⊗ ãpKK

)
(J.26)

CpKK = O (apKK ) +O (ãpKK ) = O (apKK ) (J.27)
DpK
K = O (apKK ) +O (ãpKK ) = O (apKK ) (J.28)

Par ailleurs, l’approximation de variable rapide sur ãPKK donne, à partir de
l’équation (J.23),

apKK ' −τpK
L

∑
i∈K
∇ri ·

vi0
〈
ψui

⊗
k∈K

û⊗pkk

〉− τpK
L

ApK
K (J.29)

+τpK
L2

∑
i∈K
∇ri ·

v1∇rici ·
〈
ψu⊗2

i

⊗
k∈K

û⊗pkk

〉+ τpK
L2 B

pK
K + τpK

L2 C
pK
K

+τpK
L2

∑
i∈K
∇ri ·

Dt∇ri

〈
ψ
⊗
k∈K

û⊗pkk

〉+ τpK
L2 D

pK
K

−τpK
L

∑
i∈K

[
α1 + Θ1pi(pi + d− 2)

]
∇rici ·

〈
ψui

⊗
k∈K

û⊗pkk

〉

dont on déduit, d’une part, que tout moment apKK tend vers zéro à la limite ther-
modynamique au moins aussi vite que 1/L, i.e.

apKK = O
( 1
L

)
(J.30)
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et d’autre part la dynamique des moments d’ordre 1 :

a1
k = −τ1

L
∇rk ·

[
vk0
〈
ψu⊗2

k

〉]
− τ1

L
A1
k

+ τ1

L2∇rk ·
[
v1∇rkck ·

〈
ψu⊗3

k

〉]
+ τ1

L2B
1
k + τ1

L2C
1
k (J.31)

+ τ1

L2∇rk · [Dt∇rk 〈ψuk〉] + τ1

L2D
1
k

−τ1

L
[α1 + (d− 1)Θ1]∇rkc ·

〈
ψu⊗2

k

〉
Ou encore :

a1
k = − τ1

Ld
∇rk

[
vk0φ

]
− τ1

Ld
[α1 + (d− 1)Θ1]φ∇rkck +O

( 1
L2

)
(J.32)

où τ−1
1 = α0 + (d− 1)Θ0.

∂tφ =
∑
i

∇ri ·

 vi0
d [α0 + (d− 1)Θ0]∇ri

[
vi0φ

]
(J.33)

+
(
v1

d
+ vi0
d

α1 + (d− 1)Θ1

α0 + (d− 1)Θ0

)
φ∇rici +Dt∇riφ

 (J.34)



Annexe K

Limite diffusive AOUPs en
interaction quorum–sensing et
taxie

Dans cet appendice, on calcule la limite diffusive, via la première méthode
présentée dans le chapitre 3, d’un ensemble d’AOUPs interagissant via quorum–
sensing et taxie, dont l’équation de Fokker–Planck s’écrit (en unités rescalées) :

∂tψ = −∇r ·
[
Lv0eψ − v1∇rc · e⊗2ψ −Dt∇rψ

]
−L2∇e ·

[
−1
τ

eψ − 1
dτ
∇eψ

]
. (K.1)

En intégrant par rapport à e on obtient la dynamique de la marginale spatiale :

∂tφ = −∇r ·
[
Lv0m1 − v1∇rc ·m2 −Dt∇rφ

]
(K.2)

Pour tout entier p ∈ N, on définit le moment d’ordre p par rapport à e de ψ :

mp ≡
∫

e⊗pψde . (K.3)

Pour obtenir une hiérarchie d’équations sur la dynamique des m⊗p, on multiplie
l’équation (K.1) par e⊗p (tensoriellement par la droite) et on intègre par rapport à
e. Pour obtenir ces dynamiques, commençons par calculer l’effet de cette opération
(multiplication par e⊗p puis intégration par rapport à e) sur la partie “orientation-
nelle” (i.e. la partie contenue dans l’opérateur de divergence selon e) de l’opérateur
de Fokker-Planck de (K.1).
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D’une part, en effectuant une intégration par partie, on a :∫ [
e⊗p

]
α1...αp

∇e · [eψ] de =
∫ ( p∏

i=1
eαi

)
d∑

k=1
∂ek [ekψ] de

= −
d∑

k=1

∫  p∑
j=1

 p∏
i=1,i 6=j

eαi

 ∂ekeαj
 ekψde

= −
p∑
j=1

∫  p∏
i=1,i 6=j

eαi

 eαjψde

= −p
∫ [

e⊗p
]
α1...αp

ψde

c’est à dire : ∫
e⊗p∇e · [eψ] de = −pm⊗p . (K.4)

D’autre part∫ [
e⊗p

]
α1...αp

∆eψde =
∫ ( p∏

i=1
eαi

)
d∑

k=1
∂2
ek
ψde

=
p∑

k=1

∫
∂ek

 p∑
j=1

p∏
i=1,i 6=j

eαiδkαj

ψde

=
p∑

k=1

∫  p∑
j=1

p∑
l=1,l 6=j

p∏
i=1,i 6=j,l

eαiδkαjδkαl

ψde

=
p∑
j=1

p∑
l=1,l 6=j

∫  p∏
i=1,i 6=j,l

eαi

 δαjαlψde

C’est à dire∫ [
e⊗p

]
α1...αp

∆eψde =
∫

2
p∑
j=1

p∑
l=j+1

[
e⊗p−2

]
α1...αi−1αi+1...αl−1αl+1...αp

δαjαlψde

(K.5)
où, dans cette dernière équation, le réarrangement de la somme sur l et le facteur
2 viennent de la symétrie du tenseur sous l’intégrale par permutation j ↔ l. Par
ailleurs, en notant Gp le groupe de permutation d’un ensemble à p ∈ N éléments :[

e⊗p−2 � I
]
α1...αp

≡ πGp
(
e⊗p−2 ⊗ I

)
= 1
|Gp|

∑
σ∈Gp

eασ(1) ...eασ(p−2)δασ(p−1)ασ(p)

= |H|
|Gp|

∑
σ∈Gp/H

eασ(1) ...eασ(p−2)δασ(p−1)ασ(p)
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où H est le stabilisateur du tenseur e⊗p−2⊗I dans Gp, i.e. le sous-groupe de Gp qui
laisse ce tenseur invariant. Les permutations qui laissent e⊗p−2 ⊗ I invariant sont
celles qui consistent à permuter des composantes de e⊗p−2 d’une part (sous-groupe
isomorphe Gp−2), et celles de I d’autre part (sous-groupe isomorphe à Z2). Les
support de ces deux sous-groupes étant disjoints, le sous-groupe qu’ils engendrent
est simplement le produit cartésien, i.e. H ∼= Gp−2 × Z2. On obtient ainsi

[
e⊗p−2 � I

]
α1...αp

= 2
p(p− 1)

∑
σ∈Gp/H

eασ(1) ...eασ(p−2)δασ(p−1)ασ(p) (K.6)

Notons d’une part que la somme dans l’équation (K.6) comporte p(p− 1) termes.
D’autre part, pour chacun de ces termes, à σ ∈ Gp/H donné, on peut réarranger les
indices du tenseur pour que σ(1)...σ(p− 2) et σ(p− 1)σ(p) soient respectivement
rangés par ordre croissant sans jamais sortir de la classe de σ dans Gp/H. On
constate donc que le tenseur (K.6) est proportionnel au tenseur sous l’intégrale
dans l’équation (K.5). Plus exactement :∫

e⊗p∆eψde = p(p− 1)
∫

e⊗p−2 � Iψde = p(p− 1)m⊗p−2 � I (K.7)

On peut maintenant aisément obtenir la dynamique du moment d’ordre p :

∂tmp = −∇r ·
[
Lv0mp+1 − v1∇rc ·mp+2 −Dt∇rmp

]
−L2 p

τ
mp + L2p(p− 1)

dτ
mp−2 � I (K.8)

En effectuant une approximation de variable rapide, on obtient :

mp ' −τ
p
∇r ·

[ 1
L
v0mp+1 − 1

L2v1∇rc ·mp+2 − 1
L2Dt∇rmp

]
+p− 1

d
mp−2 � I (K.9)

On en déduit une borne sur le comportement asymptotique des moments d’ordres
pairs et impairs :

→ m2n = O (1) (K.10)

→ m2n+1 = O
( 1
L

)
(K.11)

Et plus particulièrement pour les moments d’ordre 1 et 2 :

m2 = 1
d
φI +O

( 1
L2

)
(K.12)
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et
m1 = − τ

dL
∇r [v0φ] +O

( 1
L3

)
(K.13)

Finalement la dynamique de la marginale spatiale s’écrit à l’ordre dominant :

∂tφ = ∇r ·
[
τ

d
v0∇r (v0φ) + v1

d
φ∇rc+Dt∇rφ

]
(K.14)



Annexe L

De la limite diffusive à
l’hydrodynamique fluctuante

Dans cette appendice, on montre qu’un ensemble de i = 1, ..., N particules dont
la dynamique stochastique, au sens d’Ito, par :

ṙi = Fi(r1, ..., rN) +
√

2Di(r1, ..., rN)ηi (L.1)

est décrit, sur de grandes échelles, par la l’hydrodynamique fluctuante (3.106).
Pour cela, on suit la méthode générale [35]–[122], esquissée dans la section 3.5.

Pour commencer, on se donne une fonction test f : E → R. L’application de la
formule d’Ito à f(ri(t)) donne alors :

d
dtf(ri(t)) = ṙi · ∇f(ri) +Di(r1, ..., rN)∆f(ri) (L.2)

c’est à dire

d
dtf(ri(t)) =

[
Fi(r1, ..., rN) +

√
2Di(r1, ..., rN)ηi

]
· ∇f(ri) +Di(r1, ..., rN)∆f(ri)

(L.3)
Pour aller plus loin, et obtenir une équation ne dépendant des ri qu’implicitement
à travers ρ̂, on fait une hypothèse sur les fonctions Fi et Di, que l’on détaille à la
section suivante.
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L.1 Passage d’une fonction à une fonctionnelle

L.1.1 De fonctions de (r1, ..., rN) à fonctionnelles de ρ̂
On suppose que les fonctions Fi et Di sont telles qu’il existe une paire de

fonctions
F : E × F −→ Rd et D : E × F −→ R (L.4)

qui vérifient ∀(r1, ..., rN) ∈ Ed, ∀i = 1, ..., N :

Fi(r1, ..., rN) = F(ri, [ρ̂]) et Di(r1, ..., rN) = D(ri, [ρ̂]) (L.5)

où ρ̂ est donné par (3.94). On fait cette hypothèse en ayant en tête les modèles
de quorum–sensing et de taxie discutés à la section 1.2.3 de l’introduction de ce
manuscrit, mais signalons que la famille des fonctions (Fi, Di) qui vérifient (L.4)–
(L.5) décrit une classe d’interaction bien plus large que les seules interactions de
type quorum–sensing ou taxie. Par exemple, comme nous le verrons au chapitre 4,
les interactions qui dérivent d’un potentiel (symétrique par rapport à l’origine)
appartiennent à cette classe — l’interaction d’une particule active avec elle–même
s’annulant dès lors que la dérivée du potentiel en zéro s’annule.

Par ailleurs, notons que les égalités (L.5) n’impliquent que les restrictions des
fonctionnelles F et D à DN(E) ⊂ F. Or l’espace DN(E) est en bijection avec l’es-
pace EN/GN (où GN est l’ensemble des permutations de N éléments) des classes
d’équivalence de N -uplets (r1, ..., rN) d’éléments de E à permutation près, puisque
connaissant ρ̂, on peut retrouver les points support (r1, ..., rN) seulement à permu-
tation près. Ainsi il existe une paire de fonctions

F̂ : E × EN/GN −→ Rd et D̂ : E × EN/GN −→ R (L.6)

telles que ∀(r, r1, ..., rN) ∈ EN+1

F̂(r, r1, ..., rN) = F(r, [ρ̂]) et D̂(r, r1, ..., rN) = D(r, [ρ̂]) , (L.7)

où on a noté r1, ..., rN la classe d’équivalence de (r1, ..., rN) dans EN/GN . Mais
puisque les fonctions sur EN/GN sont en bijection avec les fonctions sur EN qui sont
invariantes par permutation de leurs N arguments, on peut en déduire l’existence
d’une autre paire de fonctions

F̃ : EN+1 −→ Rd et D̃ : EN+1 −→ R (L.8)

invariantes par permutation de leur N derniers arguments, telles que

F̃(r, r1, ..., rN) = F(r, [ρ̂]) et D̃(r, r1, ..., rN) = D(r, [ρ̂]) (L.9)
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et ainsi

Fi(r1, ..., rN) = F̃(ri, r1, ..., rN) et Di(r1, ..., rN) = D̃(ri, r1, ..., rN) . (L.10)

Sous cette forme, non seulement les fonctions F̃ et D̃ vont nous aider à mener
plus clairement les calculs au prochain paragraphe, mais elles ont surtout le mé-
rite de mettre en lumière les hypothèses essentielles à l’existence des fonctions F
et D vérifiant (L.5). En effet l’existence de la fonction F̃ (respectivement D̃) si-
gnifie essentiellement que les particules (r1, ..., rN) créent un “champ” global via
lequel elles interagissent entre elles, et que ces particules ont toutes une contri-
bution équivalente à la constitution de ce “champ”, qui ne dépend d’ailleurs que
de leurs positions. Ce “champ” fictif ne peut être que ρ̂ lui–même, mais il peut
également être un champ d’énergie potentiel, ou encore de molécules signalétiques.
Un point important étant que ce modèle impose notamment qu’une particule in-
teragissent avec elle–même (via la “portion” du “champ” qu’elle engendre), cette
auto-interaction pouvant s’annuler dans certain cas, comme on le verra au chapitre
suivant. Enfin, signalons que l’existence des fonctions F̃ et D̃ n’est équivalente qu’à
l’existence de la restriction des fonctions F et D à DN(E). L’hypothèse d’existence
de F et D est donc légèrement plus forte.

L.1.2 De gradient de fonction de (r1, ..., rN) à fonctionnelle
de ρ̂

On profite de cet interlude concernant le passage d’un fonction de (r1, ..., rN)
à une fonction(nelle) de (r, [ρ̂]), pour donner des précisions supplémentaires, qui
nous serons utiles dans le calcul de l’hydrodynamique fluctuante de systèmes actifs.

Considérons le cas où, pour tout i ∈ J1;NK, il existe une fonction fi : (r1, ..., rN) ∈
EN 7→ fi(r1, ..., rN) ∈ R telle que

Fi(r1, ..., rN) = ∇rifi(r1, ..., rN) (L.11)

et où l’on suppose qu’il existe une fonction f : E×F→ R telle que fi(r1, ..., rN) =
f(ri, [ρ̂]). Il s’agit alors de montrer [122] que la fonction(nelle) F : E × F → Rd

telle que
Fi(r1, ..., rN) = F(ri, [ρ]) . (L.12)

est donnée par

F(r, [ρ]) = ∇rf(r, [ρ̂]) +
[
∇r

δf(r′, [ρ̂])
δρ(r)

]∣∣∣∣∣
r′=r

. (L.13)

En effet si on considère h ∈ E et que l’on pose h̄(r) ≡ δ(ri + h− r)− δ(ri− r)
alors

fi(r1, ..., ri + h, ..., rN) = f(ri + h, [ρ̂+ h̄]) . (L.14)
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Mais on a d’une part

fi(r1, ..., ri + h, ..., rN)− fi(r1, ..., ri, ..., rN) = h · ∇rifi(r1, ..., ri, ..., rN) +O
(
|h|2

)
(L.15)

et d’autre part

f(ri + h, [ρ̂+ h̄])− f(ri, [ρ̂]) = h · ∇r f(r, [ρ̂])|r=ri +
∫ δf(ri, [ρ̂])

δρ(r′) h̄(r′)dr′ +O
(
|h|2

)
= h · ∇r f(r, [ρ̂])|r=ri + δf(ri, [ρ̂])

δρ(r′)

∣∣∣∣∣
r′=ri+h

− δf(ri, [ρ̂])
δρ(r′)

∣∣∣∣∣
r′=ri

+O
(
|h|2

)

= h ·

∇r f(r, [ρ̂])|r=ri +∇r′
δf(ri, [ρ̂])
δρ(r′)

∣∣∣∣∣
r′=ri

+O
(
|h|2

)
Ainsi

∇rifi(r1, ..., ri, ..., rN) = ∇r f(r, [ρ̂])|r=ri +
[
∇r

δf(ri, [ρ̂])
δρ(r)

]∣∣∣∣∣
r=ri

(L.16)

et on a bien (L.13).

L.2 Retour à la méthode de Dean généralisée

On peut réécrire l’équation (L.3) à l’aide des fonctions F̃ et D̃ et introduire un
Dirac en ri(t) :

d
dtf(ri(t)) =

∫ { [
F̃(r; r1, ..., ri, ..., rN) +

√
2D̃(r; r1, ..., ri, ..., rN)ηi

]
· ∇f(r)

+D̃(r; r1, ..., ri, ..., rN)∆f(r)
}
δ(r− ri)dr (L.17)

= −
∫
∇r ·

{ [
F̃(r; r1, ..., ri, ..., rN) +

√
2D̃(r; r1, ..., ri, ..., rN)ηi

]
δ(r− ri)

−∇r
[
D̃(r; r1, ..., ri, ..., rN)δ(r− ri)

] }
f(r)dr (L.18)

C’est à dire, au sens des distributions :

∂tδ(r− ri) = −∇r ·
{ [

F̃(r; r1, ..., ri, ..., rN) +
√

2D̃(r; r1, ..., ri, ..., rN)ηi
]
δ(r− ri)

−∇r
[
D̃(r; r1, ..., ri, ..., rN)δ(r− ri)

] }
(L.19)
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Puis, en sommant sur i = 1, ..., N , on obtient

∂tρ̂(r, t) = −∇r ·
{
F̃(r; r1, ..., ri, ..., rN)ρ̂(r) +

√
2D̃(r; r1, ..., ri, ..., rN)

N∑
i=1

δ(r− ri)ηi

−∇r
[
D̃(r; r1, ..., ri, ..., rN)ρ̂(r)

] }
(L.20)

Notons que l’on a conservé le (i + 1)ème argument des fonctions F̃ et D̃ égale à
ri, et non à r pour pouvoir factoriser par rapport à ces fonctions lorqu’on somme
sur i et faire ainsi apparaître la densité empirique ρ̂ dans le membre de droite de
l’équation (L.20). En suivant [35], on remarque que le terme de bruit ∑N

i=1 δ(r −
ri)ηi est égale en loi à un champ gaussien Λ̂(r, t) de moyenne nulle et tel que〈
Λ̂α(r, t)Λ̂β(r′, t′)

〉
= ρ̂(r, t)δαβδ(r − r′)δ(t − t′). En remplaçant ainsi le terme de

bruit par Λ et en remplaçant les fonctions F̃ et D̃ par les fonctionnelles F et D,
on obtient :

∂tρ̂(r, t) = −∇r ·
{
F(r, [ρ̂])ρ̂(r)−∇r [D(r, [ρ̂])ρ̂(r)] +

√
2D(r, [ρ̂])Λ̂(r, t)

}
(L.21)

Enfin, toujours en suivant [35, 122], on suppose que dans la limite de grand
nombre de particules N , on peut remplacer dans l’équation (L.21) la mesure empi-
rique ρ̂ par un champ continu ρ, satisfaisant l’équation différentielle stochastique

∂tρ(r, t) = −∇r ·
{
F(r, [ρ])ρ(r)−∇r [D(r, [ρ])ρ(r)] +

√
2D(r, [ρ])ρΛ(r, t)

}
(L.22)

où Λ est un champ gaussien centré vérifiant
〈
Λα(r, t)Λβ(r′, t′)

〉
= δαβδ(r−r′)δ(t−

t′), i.e. où on a remplacé Λ̂ par √ρΛ.
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Annexe M

Factorisation des opérateurs Ωk

L’objectif de cet appendice est de démontrer que les opérateurs

ΩA
k : H× H −→ H et ΩS

k : H× H −→ H
(φ, ψ) 7−→ ψ∂kφ− φ∂kψ (φ, ψ) 7−→ ψ∂kφ+ φ∂kψ

qui sont, à un facteur 2 près, respectivement les parties antisymétriques et symé-
triques des opérateurs

Ωk : H× H −→ H
(φ, ψ) 7−→ ψ(x)∂kφ(x)

se décomposent de la manière suivante :

∀j ΩA
2j =

j−1∑
i=0

b2j
2i+1∂

(2j−2i−1)ΩA
2i+1 (M.1)

∀j ΩS
2j+1 =

j∑
i=0

c2j+1
2i ∂(2j+1−2i)ΩS

2i (M.2)

où les coefficients b2j
2i+1 et c2j+1

2i sont définis par récurrence :

∀j ∈ N∗,∀i < j, b2j
2i+1 = a2j

2i+1 +
j−1∑
k=i+1

a2j
2kb

2k
2i+1 (M.3)

et ∀j ∈ N, ∀i ≤ j, c2j+1
2i = a2j+1

2i +
j−1∑
k=i

a2j+1
2k+1c

2k+1
2i (M.4)

avec ank = (−1)n−1−k

2

k∑
i=0

(
n− 1− k + i

n− 1− k

)
(M.5)
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Pour cela on démontre des factorisations semblables pour des polynômes de R[X, Y ]
puis, grâce à un isomorphisme d’algèbre entre R[X, Y ] et une algèbre d’opérateurs
adéquate, on déduit les formules de factorisation ci–dessus.

M.1 Factorisation polynomiale
L’objectif de cette section est de montrer les factorisations polynomiales du

lemme 3 ci–dessous.

Lemme 1. Pour toute pair d’entiers n, k on a :

XnY k +XkY n =
k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
(Xn+i + Y n+i)(X + Y )k−i (M.6)

XnY k −XkY n =
k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
(Xn+i − Y n+i)(X + Y )k−i (M.7)

Démonstration. On fait la preuve pour le cas symétrique. La preuve pour le cas
antisymétrique est quasiment identique. On peut voir les polynômes à gauche et à
droite de la première égalité comme des polynômes en X. On peut donc démontrer
le lemme en montrant que toutes les dérivées par rapport à X, en X = 0, des
membres de gauche et droite sont égales. Pour le membre de gauche on a pour
tout entier l :

dl

dX l

(
XnY k +XkY n

)∣∣∣∣
X=0

= Y n+k−ll!(δkl + δnl) (M.8)

Quant au membre de droite de l’égalité :

dl

dX l

 k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)(
Xn+i + Y n+i

) k−i∑
j=0

(
k − i
j

)
XjY k−i−j

∣∣∣∣∣∣
X=0

= dl

dX l

 k∑
i=0

k−i∑
j=0

(−1)i
(
k

i

)(
k − i
j

)(
Xn+i+jY k−i−j +XjY k+n−j

)∣∣∣∣∣∣
X=0

=
k∑
i=0

k−i∑
j=0

(−1)i
(
k

i

)(
k − i
j

) (n+ i+ j)!
(n+ i+ j − l)!X

n+i+j−lY k−i−j + j!
(j − l)!X

j−lY k+n−j

∣∣∣∣∣∣
X=0

=
k∑
i=0

k−i∑
j=0

(−1)i
(
k

i

)(
k − i
j

)( (n+ i+ j)!
(n+ i+ j − l)!Y

k−i−jδn+i+j,l + j!
(j − l)!Y

k+n−jδj,l

)

=
k∑
i=0

k−i∑
j=0

(−1)i
(
k

i

)(
k − i
j

)(
l!Y n+k−lδn+i+j,l + l!Y n+k−lδj,l

)
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=
k∑
i=0

k−i∑
j=0

(−1)i
(
k

i

)(
k − i
j

)
Y n+k−ll!

(
δj,l + δn+i+j,l

)

= Y n+k−ll!
 k−l∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)(
k − i
l

)
1l∈J0;kK +

l−n∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)(
k − i

k + n− l

)
1l∈Jn;n+kK


= Y n+k−ll!

 k−l∑
i=0

(−1)i
(
k

l

)(
k − l
i

)
1l∈J0;kK +

l−n∑
i=0

(−1)i
(

k

l − n

)(
l − n
i

)
1l∈Jn;n+kK


= Y n+k−ll!

1l∈J0;kK

(
k

l

)
k−l∑
i=0

(
k − l
i

)
(−1)i + 1l∈Jn;n+kK

(
k

l − n

)
l−n∑
i=0

(−1)i
(
l − n
i

)
= Y n+k−ll!

1l∈J0;kK

(
k

l

)
(1− 1)k−l + 1l∈Jn;n+kK

(
k

l − n

)
(1− 1)l−n


= Y n+k−ll!(δkl + δnl)

Lemme 2. - Si n est pair :

Xn − Y n =
n−1∑
k=0

ank(X + Y )n−k(Xk − Y k) (M.9)

- Si n est impair :

Xn + Y n =
n−1∑
k=0

ank(X + Y )n−k(Xk + Y k) (M.10)

où
ank ≡

(−1)n−1−k

2

k∑
i=0

(
n− 1− k + i

n− 1− k

)
(M.11)

Démonstration. On traîte le cas impair. Le cas pair se démontre de la même ma-
nière.

X2p+1 + Y 2p+1 = (X + Y )
2p∑
k=0

(−1)kX2p−kY k

= (X + Y )1
2

[ 2p∑
k=0

(−1)kX2p−kY k +
2p∑
j=0

(−1)2p−jXjY 2p−j
]
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= (X + Y )1
2

2p∑
k=0

(−1)k
(
X2p−kY k +XkY 2p−k

)

= (X + Y )1
2

2p∑
k=0

(−1)k
k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)(
X2p−k+i + Y 2p−k+i

)(
X + Y

)k−i

= (X + Y )1
2

2p∑
k=0

k∑
j=0

(−1)j
(
k

j

)(
X2p−j + Y 2p−j

)(
X + Y

)j

= (X + Y )
2p∑
j=0

(
X2p−j + Y 2p−j

)(
X + Y

)j1
2

2p∑
i=j

(−1)j
(
i

j

)
=

2p∑
j=0

(
X2p−j + Y 2p−j

)(
X + Y

)j+1
1

2

2p∑
i=j

(−1)j
(
i

j

)
=

2p∑
k=0

(
X + Y

)2p+1−k(
Xk + Y k

)1
2

2p∑
i=2p−k

(−1)2p−k
(

i

2p− k

)
=

2p∑
k=0

(
X + Y

)2p+1−k(
Xk + Y k

)(−1)2p−k

2

k∑
j=0

(
2p− k + j

2p− k

)

Lemme 3.

∀j X2j − Y 2j =
j−1∑
i=0

b2j
2i+1

(
X + Y

)2j−2i−1(
X2i+1 − Y 2i+1

)
(M.12)

∀j X2j+1 + Y 2j+1 =
j∑
i=0

c2j+1
2i

(
X + Y

)2j+1−2i(
X2i + Y 2i

)
(M.13)

où les coefficients b2j
2i+1 et c2j+1

2i sont définis par récurrence :

∀j ∈ N∗,∀i < j, b2j
2i+1 ≡ a2j

2i+1 +
j−1∑
k=i+1

a2j
2kb

2k
2i+1 (M.14)

et ∀j ∈ N,∀i ≤ j, c2j+1
2i ≡ a2j+1

2i +
j−1∑
k=i

a2j+1
2k+1c

2k+1
2i (M.15)

avec ank ≡
(−1)n−1−k

2

k∑
i=0

(
n− 1− k + i

n− 1− k

)
(M.16)
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Démonstration. On traîte à nouveau le cas impair, le cas pair se démontrant de la
même manière. On réalise la preuve par récurrence forte. Le rang j = 0 donnant
0 = 0, il est vrai. On choisit ensuite j ∈ N. On suppose que le résultat est vrai
∀i < j. On le montre au rang j, en commençant par utiliser le lemme 2 puis en
utilisant l’hypothèse de récurrence :

X2j − Y 2j =
2j−1∑
i=0

a2j
i (X + Y )2j−i(X i − Y i)

=
j−1∑
k=0

a2j
2k(X + Y )2j−2k(X2k − Y 2k) +

j−1∑
k=0

a2j
2k+1(X + Y )2j−(2k+1)(X2k+1 − Y 2k+1)

=
j−1∑
k=0

a2j
2k(X + Y )2j−2k

k−1∑
i=0

b2k
2i+1(X + Y )2k−2i−1(X2i+1 − Y 2i+1)

+
j−1∑
i=0

a2j
2i+1(X + Y )2j−(2i+1)(X2i+1 − Y 2i+1)

=
j−1∑
i=0

( j−1∑
k=i+1

a2j
2kb

2k
2i+1

)
(X + Y )2j−2i−1(X2i+1 − Y 2i+1)

+
j−1∑
i=0

a2j
2i+1(X + Y )2j−2i−1(X2i+1 − Y 2i+1)

=
j−1∑
i=0

(
a2j

2i+1 +
j−1∑
k=i+1

a2j
2kb

2k
2i+1

)
(X + Y )2j−2i−1(X2i+1 − Y 2i+1)

M.2 Algèbre d’opérateurs et isomorphisme d’al-
gèbres

Le problème est que si l’on traîte les opérateurs

Ωk : H× H −→ H
(φ, ψ) 7−→ ψ(x)∂kφ(x)

directement, on ne sera pas en mesure de les composer. Cet impossibilité implique
que ce cadre n’est pas idéal pour le traitement de notre problème de factorisation
par des dérivées totales. Il serait donc préférable de considérer

Ω̃k : H× H −→ H⊗ H
(φ, ψ) 7−→ ∂kφ⊗ ψ
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où ψ ⊗ ∂kφ : (x, y) 7→ ψ(x)∂kφ(y) est le produit tensoriel usuel 1 des fonctions ψ
et ∂kφ. On retrouve Ωk à partir de Ω̃k par l’opération de projection linéaire :

πH : H⊗ H −→ H
φ⊗ ψ 7−→ φψ

où φψ : x ∈ E → φ(x)ψ(x) ∈ R est simplement le produit des fonctions φ et ψ.
En effet

Ω = πH(Ω̃k) . (M.17)

Ce cadre n’est cependant toujours pas idéal car les opérateurs tildés ne sont tou-
jours pas des endomorphismes. Or, les opérateurs Ω̃k étant bilinéaires, ils se fac-
torisent de manière unique à travers ⊗. Autrement dit, la propriété universelle du
produit tensoriel assure l’existence, pour tout entier k, d’un unique opérateur Ω̄k

Ω̄k : H⊗ H −→ H⊗ H
φ⊗ ψ 7−→ ∂kφ⊗ ψ

On a bien maintenant Ω̄k est un endomorphisme de H⊗H, i.e. Ω̄k ∈ End(H⊗H),
et on peut l’écrire

Ω̄k = ∂k ⊗ idH , (M.18)

où idH est l’identité de H. La transition entre les différents espaces est résumée
dans le diagramme commutatif ci-dessous.

H ×H ⊗ //

Ωk

��

Ω̃k

��

H ⊗H

Ω̄k

��
H H ⊗HπH
oo

L’autre point crucial de ce changement d’espace est que l’opérateur de dérivation
∂ ≡ d

dx de H s’exprime dans H⊗ H sous la forme ∂ ⊗ idH + idH ⊗ ∂ au sens où

d
dx = πH ◦ (∂ ⊗ idH + idH ⊗ ∂) . (M.19)

1. Précisons que le produit tensoriel que l’on utilise pour définir H ⊗ H est simplement de
produit tensoriel algébrique, i.e. celui pour lequel les éléments de H ⊗ H sont seulement des
combinaisons linéaires finies d’éléments de la forme φ ⊗ ψ. On n’a pas besoin de considérer un
produit tensoriel topologique (plus complexe) pour espérer obtenir toutes les fonctions de E×E
dans R puisque la condition de Schwarz ne porte que sur les paires de fonctions (φ, ψ).
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En effet

[πH ◦ (∂ ⊗ idH + idH ⊗ ∂)] (φ⊗ ψ)(x) =
∫

[∂xφ(x)ψ(y) + φ(x)∂yψ(y)] δ(x− y)dy

= ψ(x)∂xφ(x) + φ(x)∂xψ(x)

= d
dx (φ(x)ψ(x))

On montre de même que, de manière plus générale, on a :

dk
dxk = πH ◦ (∂ ⊗ idH + idH ⊗ ∂)k . (M.20)

On est maintenant en mesure de démontrer la factorisation d’opérateurs an-
noncée en utilisant simplement la factorisation polynomiale obtenue dans l’appen-
dice M.1. Pour cela, comme pour comme pour les opérateurs Ωk, on définit les
opérateurs

Ω̄A
k : H⊗ H −→ H⊗ H et Ω̄S

k : H⊗ H −→ H⊗ H
φ⊗ ψ 7−→ ∂kφ⊗ ψ − φ⊗ ∂kψ φ⊗ ψ 7−→ ∂kφ⊗ ψ + φ⊗ ∂kψ

c’est à dire

Ω̄A
k = ∂k ⊗ idH − idH ⊗ ∂k et Ω̄S

k = ∂k ⊗ idH + idH ⊗ ∂k (M.21)

où l’on note au passage que : ΩS
1 correspond à l’opérateur qui, composé avec πH,

donne l’opérateur de dérivation de H ; que ΩS
0 = 2idH ⊗ idH = 2idH⊗H ; et que

ΩA
0 est l’opérateur nul. On note A la sous–algèbre de End(H ⊗ H) engendrée par

la familles (ΩA
k ,ΩS

k )k∈N. L’algèbre (A,+, ·, ◦), où +, · et ◦ sont respectivement
l’addition d’opérateurs, le produit par un scalaire et la composition d’opérateurs,
est une algèbre commutative composée d’éléments de la forme∑

k,n

λk,n∂
k ⊗ ∂n (M.22)

où la somme porte sur un ensemble fini d’entiers naturels et où les λk,n ∈ R. On
définit alors l’application

Λ : A → R[X, Y ] (M.23)
telle que pour toute paire d’entier (k, n)

Λ((∂k ⊗ idH) ◦ (idH ⊗ ∂n)) = Λ(∂k ⊗ ∂n) ≡ XkY n (M.24)

et que l’on étend par linéarité à l’algèbre A toute entière. Notons que la première
égalité dans l’équation ci-dessus a simplement été écrite pour rappeler que c’est
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bien la composition ◦ dans A qui correspond au produit dans R[X, Y ] et pas le
produit tensoriel ⊗.

Par ailleurs, Λ est un isomorphisme d’algèbre puisque, d’une part, c’est un
morphisme d’algèbre, et que, d’autre part, il est linéaire et envoie une base de A
sur une base de R[X, Y ].

Ainsi l’application de πH ◦Λ−1 aux formules de factorisations polynomiales du
lemme 3 de l’appendice M.1 permet de conclure que l’on a bien les formules de
factorisation d’opérateurs attendues.

Si on applique maintenant l’isomorphisme inverse, Λ−1, aux formules du lemme
3 de l’appendice M.1, on obtient pour tout entier j :

∂2j⊗idH−idH⊗∂2j =
j−1∑
i=0

b2j
2i+1 [(∂ ⊗ idH) + (idH ⊗ ∂)]2j−2i−1◦

[
∂2i+1 ⊗ idH − idH ⊗ ∂2i+1

]
(M.25)

et

∂2j+1⊗idH+idH⊗∂2j+1 =
j∑
i=0

c2j+1
2i [(∂ ⊗ idH) + (idH ⊗ ∂)]2j+1−2i◦

[
∂2i ⊗ idH + idH ⊗ ∂2i

]
(M.26)

Or pour des entier k et n quelconques :[
πH ◦ [(∂ ⊗ idH) + (idH ⊗ ∂)]k ◦ [∂n ⊗ idH ± idH ⊗ ∂n]

]
(φ, ψ)(x)

=
[
πH ◦ [(∂ ⊗ idH) + (idH ⊗ ∂)]k

]
(∂nφ⊗ ψ ± φ⊗ ∂nψ)

= dk
dxk (ψ(x)∂nφ(x)± φ(x)∂nψ(x))

= dk
dxkΩS,A

n (φ, ψ) .

Ainsi, l’application de l’opérateur de projection πH aux formules (M.25) et (M.26)
permet finalement de trouver les formules recherchées :

ΩA
2j =

j−1∑
i=0

b2j
2i+1

d(2j−2i−1)

dx(2j−2i−1) ΩA
2i+1 (M.27)

et
ΩS

2j+1 =
j∑
i=0

c2j+1
2i

d(2j+1−2i)

dx(2j+1−2i) ΩS
2i (M.28)

où les coefficients bnk et cnk sont donnés par le lemme 3 de l’appendice M.1.



Annexe N

Deux familles libres d’opérateurs

L’objectif de cet appendice est de montrer que les familles de formes bilinéaires(
(φ, ψ) 7→ ψ(x)∂2n+1φ(x)− φ(x)∂2n+1(x)

)
n∈N,x∈E

(N.1)

et (
(φ, ψ) 7→ ψ(x)∂2nφ(x) + φ(x)∂2n(x)

)
n∈N,x∈E

(N.2)

sont “libres” en un sens généralisé, où en plus des combinaisons linéaires (finies)
sur l’indice n, on s’autorise aussi à intégrer par rapport à x sur E tout entier.
On va le démontrer pour la famille (N.1). La preuve étant très similaire pour la
famille (N.2), on se contentera d’expliquer brièvement à la fin comment la preuve
pour la liberté de (N.1) s’adapte. De même, on fait la démonstration pour E = S1,
celle–ci s’adaptant aisément au cas E = R.

Soit N ∈ N un entier naturel quelconque. On suppose qu’il existe une famille
(λn)n=1,...,N de fonctions de E dans R (de carré intégrable) telles que, pour toute
paire de fonctions φ, ψ :

N∑
n=1

∫
λn(x)

[
ψ(x)∂2n+1φ(x)− φ(x)∂2n+1(x)

]
dx = 0 . (N.3)

Montrons que ceci implique que les fonctions λn sont toutes nulles.
Les fonctions φ, ψ et λn se décomposent sur la base de Fourier :

φ(x) =
∑
p∈Z

φ̂(p)e2iπpx , ψ(x) =
∑
q∈Z

ψ̂(q)e2iπqx , λn(x) =
∑
k∈Z

λ̂n(k)e2iπkx . (N.4)
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En remplaçant dans l’équation (N.3) les expressions de φ et ψ par leur décompo-
sition dans la base de Fourier, on obtient :

N∑
n=1

∑
p,q∈Z

(2iπ)2n+1φ̂(p)ψ̂(q)
[
p2n+1 − q2n+1

] ∫
λn(x)e2iπ(p+q)xdx = 0 , (N.5)

c’est à dire
N∑
n=1

∑
p,q∈Z

(2iπ)2n+1φ̂(p)ψ̂(q)
[
p2n+1 − q2n+1

]
λ̂∗n(p+ q) = 0 , (N.6)

où l’étoile symbolise la conjugaison complexe. Notons que si les fonctions φ et ψ
sont réelles, l’expression (N.3) étant linéaire par rapport à φ et ψ, on en déduit
qu’elle doit être également vraie pour toute fonctions à valeur dans C. Ainsi, l’équa-
tion (N.6) étant vraie pour toutes fonctions φ, ψ complexes, on peut en particulier
choisir φ et ψ telles que

φ̂(p′) = δp,p′ et ψ̂(q′) = δq,q′ , (N.7)

et ce pour tout p et q dans Z. On peut donc déduire que

∀(p, q) ∈ Z2 ,
N∑
n=1

(2iπ)2n+1
[
p2n+1 − q2n+1

]
λ̂∗n(p+ q) = 0 , (N.8)

En posant maintenant
k = p+ q et ` = p− q , (N.9)

l’équation (N.6) se réécrit

∀(p, q) ∈ Z2 ,
N∑
n=1

(2iπ)2n+1

(k + `

2

)2n+1

−
(
k − `

2

)2n+1
 λ̂∗n(k) = 0 , (N.10)

pour tout couple (k, l) ∈ Ẑ2, où on a posé

Ẑ2 =
{

(k, `) ∈ Z2 | k ≡ `[2]
}
. (N.11)

On définit maintenant

Pn,k(`) =
(
k + `

2

)2n+1

−
(
k − `

2

)2n+1

. (N.12)

En développant les puissances, on a

Pn,k(`) =
2n+1∑
i=0

(
2n+ 1
i

)
ki`2n+1−i −

2n+1∑
j=0

(
2n+ 1
j

)
(−1)2n+1−jkj`2n+1−j . (N.13)
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On remarque que, vu comme polynômes de la variable `, les Pn,k sont respective-
ment de degré 2n+ 1, puisque leur terme dominant en ` est :(

2n+ 1
0

)
k0`2n+1−0 −

(
2n+ 1

0

)
(−1)2n+1−0k0`2n+1−0 = 2` . (N.14)

Ainsi, pour tout k ∈ N, la famille de polynômes (Pn,k)n=1,...,N est libre car éche-
lonnée en degré. Notons au passage que ce fait primordial est dû à la conjonction
de deux facteurs, caractéristiques de la famille (N.1), à savoir le signe “-”, en rose
dans l’équation (N.12), et le fait que les puissances soient impaires dans la défini-
tion (N.12) de Pn,k (égales à 2n+1). Dans la preuve de la liberté de la famille (N.2),
les puissances sont paires, et le signe est “+”, ce permet encore de conclure à la
liberté de la famille de polynômes correspondants.

On peut maintenant réécrire l’équation (N.10) à l’aide des polynômes Pn,k :

∀(k, l) ∈ Ẑ2 ,
N∑
n=1

(2iπ)2n+1λ̂∗n(k)Pn,k(`) = 0 . (N.15)

La famille (Pn,k)n=1,...,N étant libre, on conclut que

∀(k, l) ∈ Ẑ2 , ∀n = 1, ..., N , λ̂∗n(k)Pn,k(`) = 0 . (N.16)

L’équation (N.16) implique que, à k ∈ Z et n ∈ J1;NK fixés, le polynôme en
` : λ̂∗n(k)Pn,k(`) possède une infinité de racine. Celui–ci est donc nul et on peut
conclure que

∀k ∈ Z , ∀n ∈ J1;NK , λ̂∗n(k) = 0 , (N.17)

c’est à dire
∀n ∈ J1;NK , λn = 0 . (N.18)
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Annexe O

Structure géométrique associée à
l’espace des champs de densité

Dans la section 4.1 du chapitre 4, nous avons ébauché la définition d’un fibré
tangent TF et d’un fibré cotangent T ∗F associés à l’espace F des champs de densité
ρ. Dans la section 5.1 du chapitre 5, nous avons brièvement discuté la dualité entre
les “sections” (régulières) de ces fibrés, i.e. les champs de vecteurs et les 1–formes
différentielles sur F, et nous avons introduit une métrique riemannienne. Dans cette
appendice, on donne davantage de détails sur ces constructions, inspirées de [97].

Champs de vecteurs et 1–formes fonctionnels sur F. Les champs de vec-
teurs fonctionnels tangents à F (i.e. les sections de TF) sont les applications

φ : E × F −→ R
(r, ρ) 7−→ φ(r, [ρ])

régulières par rapport à r et ρ, telles que , pour tout ρ ∈ F,∫
E
φ(r, [ρ])dr = 0 . (O.1)

L’ensemble des champs de vecteurs fonctionnels sur F ainsi définis est noté Γ(TF).
Les 1–formes fonctionnelles sur F (i.e. les sections de T ∗F) sont les applications

µ : F× Γ(TF) −→ R

(ρ, φ) 7−→
∫
E
µ(r, [ρ])φ(r, [ρ])dr

où
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µ : E × F −→ R
(r, ρ) 7−→ µ(r, [ρ])

est une application régulière par rapport à r et ρ. Au lieu de noter µ(ρ, φ), on
notera plutôt µρ(φ) (comme il est d’usage en géométrie différentielle), voire même
µ(φ). On note Γ(T ∗F) l’ensemble des 1–formes (fonctionnelles) sur F ainsi définies.

Potentiels chimiques. Pour compléter cette construction, on introduit un der-
nier espace, noté C, que l’on appelle “espace des potentiels chimiques” :

C ≡ {classes d’équivalence de fonctions µ : E −→ R égales à une constante près}
(O.2)

ainsi que le fibré associé, noté CF, et appelé “fibré des potentiels chimiques”, défini
par

CF ≡ F× C . (O.3)
Les sections de ce fibré, appelées “champs de potentiels chimiques” sur F, sont les
applications

µ : E × F −→ R
(r, ρ) 7−→ µ(r, [ρ])

régulières par rapport à r et ρ, que l’on identifie entre elles dès qu’elles sont égales à
une fonctionnelle de ρ près. Plus précisément deux applications µ1 et µ2 représente
le même potentiel chimique si et seulement s’il existe α : F→ R telle que

µ1(r, [ρ]) = µ2(r, [ρ]) + α[ρ] . (O.4)

Ce choix d’identification, inspiré de [97], est justifié aux deux prochains para-
graphes. On note Γ(CF) l’ensemble des champs de potentiels chimiques ainsi définis
(i.e. les sections de CF).

Bijection entre Γ(CF), Γ(T ∗F). Considérons deux applications µ1(r, [ρ]) et
µ2(r, [ρ]) identifiées à un unique potentiel chimique via la relation (O.4). On peut
alors associer à µ1 et µ2 deux 1–formes différentielles sur F, notées respectivement
µ1 et µ2, définies par :

µ1 : F× Γ(TF) −→ R

(ρ, φ) 7−→
∫
E
µ1(r, [ρ])φ(r, [ρ])dr

et
µ2 : F× Γ(TF) −→ R

(ρ, φ) 7−→
∫
E
µ2(r, [ρ])φ(r, [ρ])dr
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respectivement. Mais, puisque d’une part µ1 − µ2 = α ne dépend pas de r, et que
d’autre part, φ, en tant que champ de vecteurs, est d’intégrale nulle par rapport à
r, on a

µ1(φ) =
∫
E
µ1(r, [ρ])φ(r, [ρ])dr

=
∫
E
{µ2(r, [ρ]) + α[ρ]}φ(r, [ρ])dr

=
∫
E
µ2(r, [ρ])φ(r, [ρ])dr + α[ρ]

∫
E
φ(r, [ρ])dr

=
∫
E
µ2(r, [ρ])φ(r, [ρ])dr

= µ2(φ)

i.e.
µ1 = µ2 . (O.5)

Autrement dit, deux éléments représentant un même potentiel chimique (via la
relation (O.4)) sont associés (au sens L2) à la même 1–forme différentielle µ1 = µ2.
On suppose que, quitte a ajouter des contraintes aux espaces Γ(T ∗F) et Γ(CF),
la réciproque est vraie, c’est à dire que pour toute 1–forme µ sur F, il existe un
unique champ de potentiels, noté 1 µ, appartenant à Γ(CF) telle que µ corresponde
à l’intégration (sur E) contre µ. Autrement dit, les espaces Γ(CF) et Γ(T ∗F) sont
en bijection.

Bijection entre Γ(CF) et Γ(TF). A ce stade, on considère une équation hy-
drodynamique (fluctuante) donnée, de la forme (5.1), où, en particulier, la mobi-
lité collective M(r, [ρ]) (supposée strictement positive) est fixée. On suppose alors
que, quitte à imposer d’éventuelles restrictions supplémentaires sur les espaces
Γ(TF) et Γ(CF), la mobilité M(r, [ρ]) est telle qu’à tout (champ de) potentiel
chimique µ(r, [ρ]) ∈ Γ(CF) est associé un unique champ de vecteurs fonctionnel
φ(r, [ρ]) ∈ Γ(TF) tel que

φ(r, [ρ]) = −∇ ·M(r, [ρ])∇µ(r, [ρ]) , (O.6)

pour tout r ∈ E et tout ρ ∈ F. Autrement dit, les espaces Γ(CF) et Γ(TF) sont en
bijection via l’équation (O.6). Notons que cette hypothèse est cohérente avec les
définitions de Γ(CF) et de Γ(TF). En effet, d’une part, l’intégrale sur E de φ(r, [ρ])
(où φ est donné par l’équation (O.6)) est nulle 2 pour tout ρ. D’autre part, si

1. Un élément de Γ(CF) est une classe [µ] d’applications µ(r, [ρ]), toutes égales à une fonc-
tionnelle de ρ près. Mais pour simplifier, on notera µ(r, [ρ]) (ou µ) à la place de [µ].

2. On suppose que E a soit des conditions aux bords périodiques, soit des bords “repoussés
à l’infini, i.e. E = Rd/Zd ou E = Rd. Ce qui implique bien que l’intégrale d’une divergence sur
E tout entier donne toujours zéro.
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µ1(r, [ρ]) et µ2(r, [ρ]) satisfont (O.4), alors ils sont bien associés à un même champ
de vecteurs fonctionnel φ puisque

φ(r, [ρ]) = −∇ ·M(r, [ρ])∇µ1(r, [ρ])
= −∇ ·M(r, [ρ])∇{µ2(r, [ρ]) + α[ρ]}
= −∇ ·M(r, [ρ])∇µ2(r, [ρ])

étant donné que α ne dépend pas de r. Autrement dit, les espaces Γ(CF) et Γ(TF)
sont en bijection. Notons qu’au paragraphe précédent nous avons supposé que
Γ(CF) est également en bijection avec Γ(T ∗F). Ce qui permet de conclure que
Γ(TF) et Γ(T ∗F) sont eux même en bijection, via une application que l’on note
Ψ : Γ(TF)→ Γ(T ∗F).

Métrique riemannienne. On introduit maintenant une métrique riemannienne
sur F. Pour toute paire de champs de vecteurs φ1, φ2 ∈ Γ(TF) associés respective-
ment aux potentiels chimiques µ1, µ2 ∈ Γ(CF) via l’équation (O.6), et tout ρ ∈ F,
on définit le produit scalaire entre φ1 et φ2 en ρ :

gρ(φ1, φ2) ≡
∫
E
M(r, [ρ])∇rµ1(r, [ρ]) · ∇rµ2(r, [ρ])dr . (O.7)

Comme en géométrie en dimension finie, cette métrique permet d’associer à tout
champ de vecteur φ1, une 1–forme différentielle sur F, que l’on note φ[1 (par analogie
avec les notations de géométrie en dimension finie), définie par

φ[1 : φ2 ∈ Γ(TF) 7−→ gρ(φ1, φ2) . (O.8)

Or, en effectuant une intégration par partie dans l’équation (O.7), on a :

gρ(φ1, φ2) =
∫
E
µ1(r, [ρ])

(
−∇ ·M(r, [ρ])∇µ2(r, [ρ])

)
dr (O.9)

=
∫
µ1(r, [ρ])φ2(r, [ρ])dr (O.10)

= µ1(φ2) (O.11)

Autrement dit, la 1–forme φ[1, associée à φ1 via la métrique (O.7), coïncide avec
la 1–forme µ1 précédemment associée au potentiel chimique µ1 (lui–même associé
à φ1 via (O.6)). Grâce aux hypothèse précédentes, ayant permis de conclure à
l’existence d’une bijection ψ entre Γ(TF) et Γ(T ∗F), on peut en déduire que pour
toute 1–forme µ, il existe un unique champ de vecteurs φ tel que µ(·) = gρ(φ, ·).
Ainsi, pour tout champ de vecteurs φ, associé à un potentiel chimique µ et une
1–forme µ, on renote

µ] ≡ φ . (O.12)
où le notation ] fait elle aussi allusion à la géométrie différentielle en dimension
finie.
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