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COX MODEL: ESTIMATION VIA MODEL SELECTION AND 
BIVARIATE SHOCK MODEL

Abstract:
This thesis contains two independent parts, both based on the Cox model.
In the first chapter which presents a joint work with Gw&iaelle Castellan, the Cox 

model is considered when the regression function of the covariates is not necessarily li­
near. To estimate this regression function, we devise a nonparametric estimation by model 
selection. A model is defined as a Loo-ball of some finite-dimensional linear space of func­
tions. In each model, the regression function is estimated by maximizing the Cox partial 
log-likelihood. We define then some penalized maximum partial log-likelihood estimator, 
from this collection of estimators. We give a risk bound for our estimator, in comparison 
to the smallest risk bound over the considered estimators collection.

In the second chapter, we propose a semiparametric shock model in order to model si­
tuations in demography where the biographies of a pair of individuals cannot be considered 
as independent. For that purpose, we construct two dependent counting processes represen­
ting these biographies in such a way that, whenever either one of both counting processes 
jumps, the hazard rate of the other one is instantaneously multiplied by a constant, cal­
led a shock parameter. Moreover, these counting processes may be censored. In such a 
context, assuming a Cox model, we propose maximum partial log-likelihood estimators 
for the shock parameters and for the Cox regression parameters, from a sample of inde­
pendent and identically distributed, possibly censored pairs. Consistency and asymptotic 
normality of these estimators are established. We illustrate our results with simulations.

Keywords and phrases: Bivariate censored data, Bivariate survival analy­
sis, Cox model, Kullback-Leibler Information, Model selection, Nonparametric estimation, 
Penalization.
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Cette these est constitute de deux parties independantes: la premiere est consacree 
a l’estimation de la fonction de regression dans le module de Cox non parametrique par 
selection de modele, alors que la seconde consiste en la modelisation d’un module de 
Cox bivarit. Bien entendu, le point commun entre les deux parties est le module que l’on 
considere: le modele de Cox. Dans cette introduction, nous presenterons l’analyse de survie 
en general et le modele de Cox en particulier, ainsi que quelques unes des nombreuses 
contributions sur le sujet. Puis, nous exposerons nos resultats pour chacune des deux 
parties de la these.

Analyse de survie, donnees censurees

L’analyse de survie consiste en l’etude de variables aleatoires positives qui modelisent 
des durtes. C’est pourquoi elle apparait dans de nombreux champs d’application. En effet, 
on pourra s’interesser: en medecine & la duree entre l’apparition du symptome d’une 
maladie chez un patient et le dices de cet individu suite k cette maladie, en demographde 
k la duree entre la mise en couple de deux individus (mariage ou concubinage) et l’arrivee 
d’un enfant dans ce foyer, en econometrie a la duree d’une periode de chomage entre deux 
periodes de travail, en fiabilite a la duree de bon fonctionnement d’un composant, etc ... 
Alors que classiquement en statistiques, on cherche a estimer la fonction de repartition 
d’une variable aleatoire ou sa density, en analyse de survie, on s’interessera plutot a la 
fonction de survie S ou au taux de risque a de la variable aleatoire X  modelisant la duree, 
qui sont definis respectivement, pour tout t > 0, par

S(t) =  p ( X > t )

eta(t) =  lim ^ -P (t  < X  < t + A t I T > t) =' At-*) At S{t)

ou S' est la derivee de S. Le taux de risque a caracterise a lui seul la loi de X  puisque 
pour tout t > 0,

S{t) =  e - f t a{s)ds.

Pour estimer ces grandeurs, on va collecter des donnees en choisissant par exemple 
un ichantillon representatif d’une population et en relevant pour chaque individu dans 
l’&hantillon, la duree qui nous interesse. Mais il arrive souvent que l’on ne puisse observer 
pour toutes les personnes la duree reelle du phenomene d’interet, soit parce que cette 
duree ne parvient pas k expiration avant la fin de la periode d’etude, soit parce qu’un 
evinement est intervenu entre-temps, interrompant l’itude avant son terme. On dit alors 
que les donnees sont censurees. Prenons un exemple: supposons que l’on observe pendant 
un laps de temps donne (par exemple deux ans) des patients soumis a une maladie et que 
l’on s’interesse k la duree entre l’apparition de symptomes et le decks du patient du a la 
maladie. II se peut que certains patients ne soient pas decides k la fin des deux ans, ou 
bien que certains patients soient decedes d’une autre maladie ou d’un accident. La mise 
k recart pure et simple des donnees de ces patients n’est pas possible, d’une part car elle
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conduit a une reduction parfois trop importante de la taille de l’echantillon d’itude (si 
trop de patients sont dans ce cas), et d’autre part 4 un biais dans restimation. II faut 
done garder tous les patients dans l’echantillon et trouver une m£thode d’estimation qui 
tienne compte du fait que certaines des donn&s sont censurees.

D’un point de vue mathematique, ceci se traduit de la fagon suivante: on introduit une 
nouvelle variable aleatoire U qui represente aussi une duree dite de censure (dans l’exemple 
precedent, il s’agira par exemple, de la dur6e entre le debut d’etude et l’accident). Dans le 
cas d’une censure a droite, au lieu d’observer la variable aleatoire d’interet X, on observe 
en reality T = imn(X,U) et δ =  H{x<(/}· H s’agit alors d’estimer les fonctions S et/ou a 
a partir d’un n-echantillon de variables (Tj,Jj)i<j<n.

La literature sur l’estimation non parametrique de la fonction de survie et du taux de 
risque cumule est trfes vaste. Nous nous contentons ici de citer quelques papiers historiques 
incontoumables: Kaplan et Meier [39], Nelson [45, 46], Breslow [17], Aalen [1, 2], ...

Une approche possible pour aborder ce probleme consiste a utiliser la theorie des 
processus de comptage et des martingales. L’idee est la suivante: pour une observation 
(T,<5), on introduit le processus de comptage N(t) = δ 11{τ<φ qui admet la decomposition 
suivante

N {t)= A (t)+ M (t),

ou Λ est un processus croissant et previsible par rapport k la filtration (Μ)ί>o defmie par

N't =  σ{δ, H{r<«}, 0 < «  < i},

et M est une martingale pax rapport k la meme filtration. Le processus Λ s’appelle le 
compensateur previsible de N, il est unique et s’ecrit sous la forme

Α(ί) = I*
Jo

On definit aussi le processus intensite λ par la relation

I λ(s)ds,
o

et done ici, A(s) =  a(s) U{r>s}? pour tout s > 0.
En interpretant la martingale comme un terme de bruit, il parait alors assez naturel 

de s’inspirer des processus de comptage pour estimer a. On peut en particulier calculer 
la vraisemblance du processus de comptage pour en deduire des estimateurs du maximum 
de vraisemblance. Jacod [35, 36] donne la vraisemblance d’un processus de comptage mul- 
tivarie a partir de son compensateur previsible. Si on observe un processus de comptage 
multivarie N = (Nh)i<h<k, (e’est-a-dire que chaque coordonnee Nh est un processus de 
comptage et ces processus n’ont pas de sauts communs), sur un intervalle donn  ̂ [0,r], 
dont la loi Pqq appaxtient k une certaine famille {Ρ$,θ €  Θ} (Θ ouvert de Md) de proba­
bility dominees par une meme probability Q, la vraisemblance comme fonction de Θ est

m

a(s) ll{r>4} ds.
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proportionnelle a
m -  π Π

1<h<k0<i<r
ού Αθ est le compensateur pr6 visible de N  et Χθ son processus intensite sous la loi Pg. Le 
logarithme de cette quantite peut s’£crire

k
ΐφ) =  InL(9) = Σ  [ ThiXi(S)dNh(S) - A 9(T),

ou Ae(t) =  Σλ=ι Jo ^h(s)ds. Ce cadre permet notamment de construire des estimateurs 
du maximum de vraisemblance partielle (voir les bibliographies detaillees de Gross et 
Clark [31] (Chap. 3 et 4), Kalbfleisch et Prentice [38] (Chap.3), Lawless [41] (Chap 3 & 5), 
Andersen et ai.[5] (Chap. VI), ... ).

Outre l’estimation non parametrique et parametrique, on peut encore tenter d’estimer 
les fonctions S et a dans un cadre semi-parametrique. C’est le contexte du modele de Cox.

Le modele de Cox

Le module de Cox est un modele semi-parametrique de regression pour des donnees 
censurees. On suppose d&ormais que la loi de la duree a laquelle nous nous int6ressons 
d6pend d’un certain nombre de caracteristiques. Dans notre exemple medical, il est en 
effet raisonnable de penser que la probabilite de survie a une maladie depend de l’age, 
du sexe, des antecedents medicaux ... du patient. De meme, la date d’arrivee du premier 
enfant dans un foyer a des chances de dependre de l’activite professionelle des parents, la 
duree d’une periode de chomage du dernier diplome obtenu par le chomeur, la duree de 
fonctionnement d’un composant du regime impose a la machine, etc ...

Pour modeiiser ceci, on introduit une variable ateatoire Z έι valeur dans Rd, appeie 
vecteur de covariables et on definit cette fois le taux de risque conditionnel az par

az (t) = lim ^-ψ (ί  < X  < t  +  At\T > t,Z) =  ^ -----
Δί=ίοΔί v “  1 ’ J V { X > t \ Z Y

ou fz  est la densite conditionelle de X  sachant Z. Dans le modele de Cox, on suppose que 
ce taux de risque s’ecrit sous la forme

a z ( t )= e e° z ao(t),

ou 0o est un parametre de Rd a estimer, et ao est le taux de risque de base, qu’on ne 
cherche pas a modeiiser et qui jouera le role de parametre de nuisance pour l’estimation 
de #o- Cette ecriture peut s’interpreter de la maniere suivante : le taux de risque de base ao 
est le taux de risque d’un individu standard dont toutes les covariables sont nulles (Z =  0), 
et les autres individus voient leur taux de risque individuel multliplie par un facteur e9oz 
par rapport a cet individu standard. Si les coordonnees du vecteur Z sont positives, un

«Φ (-Λ£(τ)).
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Comme nous l’avons fait dans le cas non parametrique, nous pouvons definir les proces­
sus de comptage Ni(t) = Si Η{τ;<ί} pour t > 0 et 1 < i < n, et calculer leurs compensateurs 
pr£visibles pax rapport a la filtration (Ft)o<t<r, definie cette fois par

Τχ — a{Zi,Ni(s), 0 < s < t, 1 < i < n}.

Ces compensateurs s’ecrivent

A$(<) =  f  eeoZiao(s)ds. 
Jo

En suivant le meme raisonnement que plus haut et en appliquant la formule de Jacod 
pour la vraisemblance d’un processus de comptage, on peut ecrire la vraisemblance partielle 
du module de Cox

Ln(0,a) =  JJ (ee° Zia(s))ANi{t)exp(-Ai(r)). (0.0.1)
l<i<nQ<t<r

Ce critere depend bien sur k la fois de Θ et de a. Pour estimer Θ, il faut done trouver 
un critere qui ne depende que de Θ et plus de a. On en obtient un en maximisant le 
critere (0.0.1) en a (voir Johansen [37]). Ceci constitue une construction possible du critere 
propose par Cox dans [25]

ou Ni(s) =  S{ pour 0 < s < r, et 1 < i < n, et

1 n
Sn(0,s) =  ~ Σ  e°TZi ’ Pour 0 < « < T· 

j=i

L’estimateur de Cox est alors d f̂ini par

θη =  argmax Jn(0). 
eew1

Dans [6], Andersen et Gill ont prouve, en utilisant la theorie des processus de comptage, 
la consistance et la normalite asymptotique de cet estimateur, et ont donne un estimateur 
de sa matrice de covariance asymptotique. D’autres preuves ont egalement ete proposies

coefficient positif ,k traduira un effet acc&erateur pour l’evenement etudi£, alors qu’un 
coefficient negatif traduira un ralentissement par rapport a un individu standard.

Pour les memes raisons que precedemment, les donnees dont on dispose pour estimer 
le parametre 9q auront des chances d’etre censurees. On cherchera done a estimer 6q a 
partir d’un n-echantillon de variables (Zi, ΰ{Γ;<ί} ,0 < i < r,<5j)i<i<n avec les notations
Tj =  min(J?j,i7j) et Si = n{ pour 1 <  i <  n.

Ιη(θ) =
n

Σ In eeTZi

Sn(
N i ( r )  =

n

Σ
i=l L In eeTZi

S n (0 ,s)
dNi(s),

II{

πP i > * }

Xi < }Ui

θ,Ά )

Ά<
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pax Tsiatis [55], Naes [44], et Bailey [7].
Dans la discussion qui suit Particle original de Cox [25] ainsi que dans [16], Breslow 

propose un estimateur An du taux de risque de base cumule Aq defini par

Ao(t) = f  ao(s)ds.
Jo

Cet estimateur, calcuM a partir de l’estimateur θη, a pour expression avec les notations 
prec&ientes

Μ ΐ ) - Σ ί τ π ~ · ;iN M ’Sn{en,s)

et maximise le critere (0.0.1) au point θη

An = argmax L(6n ,dA).
A

Cette propriety permet notamment de prouver l’efficacite asymptotique de ces estimateurs 
(voir Bickel et a/.[10], van der Vaart [57, 58]).

Le modele de Cox non parametrique

Dans la premiere partie de cette these, qui est un travail commun avec Gwenaelle Cas­
tellan, nous considerons un module de Cox purement non parametrique. Si nous d ŝignons 
par W  la covariable dans un espace E (en pratique [0,1] ou R'*), le taux de risque condi- 
tionnel est suppose etre de la forme

&w(t) = e^w^ao(t),

ou /  est une fonction de regression 4 estimer et ao est toujours le taux de risque de base. 
On remarque que pour toute constante c, le modele ( /  +  c, e-cao) est le meme que le 
module ( /, ao)· C’est pourquoi nous sommes amends a lever cette indetermination en 
imposant la contrainte E (f(W )) =  0. On cherche alors a estimer la fonction /  a partir 
d’un n-echantillon de variables (Wj, 11{τ<<ί} >0 < t < T,5;)i<j<n, avec les memes notations 
que precedemment.

Nous avons en r^alite deux exemples en tete:
Selection de covariables:
Comme dans le module de Cox classique, la fonction /  est lineaire en la covariable, qui 

est un vecteur de Rrf, d’esperance nulle: f(W ) = O^W, ou le vecteur θο de Rrf peut avoir 
plusieurs coordonnees nulles. Dans ce cas, cela signifie que les coordonnees correspondantes 
de W  n’interviennent en reality pas dans le phenomfene que l’on etudie. Dans un tel cas, 
si on savait quelles coordonnees de #o etaient nulles, on aurait interet a chercher a estimer 
θο non pas dans Rd tout entier, mais dans le sous-espace vectoriel de Rd engendre par les 
coordonnees non nulles de 6q. En effet, en procedant de la sorte, on diminue le nombre de
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coefficients a estimer et par consequent, on ameliore l’estimation de ces coefficients. On 
cherchera done a estimer la fonction /  par une fonction /  de la forme

/ = Σ ^ λ ,
λ€Λ

ou Λ est un sous-ensemble d’indices de { 1, . . .  ,</}, et les Wa,1 < λ < d sont les coor- 
donnees de W. La question que l’on se pose alors est: quel est le “bon” sous-ensemble Λ 
4 considerer?

Le probleme de la selection de covariables dans le module de Cox a deja ete etudie 
par Senoussi [53]. II propose un estimateur du maximum de log-vraisemblance partielle de 
Cox penalise, en utilisant la methode de vraisemblance d’Akaike, qui consiste a maximiser 
la log-vraisemblance partielle tout en minimisant le nombre de coordonnees non-nulles. Π 
prouve que son estimateur est consistant et presente des simulations qui montrent quelles 
formes de penalite sont acceptables.

Estimation par histogrammes:
Cette fois, E est l’intervalle [0,1] et /  une fonction de [0,1] dans R telle que E (f(W )) =  

0. On cherche a estimer /  par histogrammes. Pour cela, on se donne une partition Λ de 
[0,1], dont les intervalles sont notes (Ιχ,Χ € Λ), et on cherche & estimer /  par une fonction 
/  de la forme

/  =  £ & % > > >
λ£Λ

avec la contrainte ^ λ€Λ βχμ(Ιχ) = 0. Si la partition est dyadique, on pourra chercher /  
sous la forme

β = Σβχφχ(\ν),
λ€Λ

ou (ψχ,λ € Λ) est la base de Haar.
Lit aussi, nous sommes amen6s k nous demander quelle est la “bonne” partition & choisir 

pour bien estimer / .  En effet, pour bien approcher la fonction, on aura envie de prendre 
une partition a beaucoup de morceaux, mais en augmentant le nombre d’intervalles, on 
augmente le nombre de coefficients & estimer et on degrade done la qualite de l’estimation. 
II faut done faire un compromis entre ces deux tendances inverses.

Dans le cadre de l’estimation non parametrique de la fonction de regression / ,  O’Sulli­
van [49] propose un estimateur du maximum de vraisemblance partielle penalise, en suivant 
la methode developpee par Wahba [61]. Cet estimateur minimise la somme de deux termes, 
le premier £tant l’oppose de la log-vraisemblance partielle de Cox et le second, propor- 
tionnel «ι un op^rateur lineaire borne sur une classe donnee de fonctions de regression, 
qui est typiquement l’operateur laplacien standard. Les vitesses de convergence obtenues 
correspondent aux vitesses usuelles dans les espaces de Holder.

Le but de ce chapitre est d’adapter & l’estimation de la fonction de regression / ,  la 
methode d’estimation non parametrique par selection de modele, proposee par Barron et 
al. [8] dans le cadre de l’estimation de densite ou de regression. Cette methode consiste
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a choisir une collection de modeles (par exemple, des espaces lineaires de fonctions) sup­
poses avoir de bonnes proprietes d’approximation pour une classe de fonctions donnee. On 
commence par estimer la fonction /  sur chacun des modeles en minimisant un contraste, 
obtenant ainsi une collection d’estimateurs. On selectionne alors un modele dans la col­
lection en minimisant sur tous les modeles, un critere issu uniquement des donnees, qui 
est la somme du contraste pris en Pestimateur et d’un terme de penalite, proportionnel 
au nombre de parametres k estimer divise par le nombre d’observations. II s’agit alors de 
trouver une forme de la fonction de penalite telle que le modele selectionne realise un bon 
compromis entre l’erreur d’approximation et l’erreur d’estimation. Quand ceci est possible, 
le risque de I’estimateur selectionne est alors de l’ordre du plus petit risque des estimateurs 
de la collection.

On cherchera done ici a estimer la fonction /  dans un espace lineaire Ga indexe par un 
ensemble d’indices Λ, dont le cardinal est la dimension de l’espace Ga· Si {φχ)χ^Α es  ̂une 
base de Ga, l’ensemble Ga peut s’ecrire

£a ={X >¥% /?€R IaI
Ιλ€Λ

Pour des raisons techniques, nous aurons besoin de manipuler des fonctions borntes. 
C’est pourquoi nous introduisons des espaces Sm qui sont des boules Loo des espaces 
lineaires precedents. Un modele m sera un couple m = (A,B), ou Λ est un ensemble 
d’indices comme prtcedemment et B est un entier superieur ou egal a 2 jouant le role de 
borne. On introduit ensuite les espaces <Sm definis pour m = (A,B) par

&m = {.9 € ί/Λ» Halloo ^ -5} ·

Pour estimer /  sur le modele m, on peut utiliser le critere de Cox. Dtfinissons pour 
toute fonction g telle que E {g(W)) =  0, et tout 0 < s < r,

Ni(s)  =

j=1
1 "  FT e g(W i)

- --Σ/ '“se^ w·
II est maintenant naturel d’estimer /  en minimisant j n sur l’ensemble Sm

f m =  argmin7n(g).
9 € $ rn

En procedant de la sorte sur plusieurs espaces lineaires {Qa,A ζ Λη) et pour plusieurs

Sn(9,s) = ±Σn ;
Μ )  n

7n (s)

Si II%*ΗΆ<β
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bomes B, (B G N, B > 2), on obtient une collection d’estimateurs

|/mi = (Λ,-Β), Λ € Λη, B > 21 .

On se pose alors la question: quel est le “meilleur” estimateur de cette collection?

Pour pouvoir parler de “meilleur” estimateur, il faut pouvoir mesurer leur quality 
d’estimation. Pour cela, nous introduisons une fonction de perte K  entre la fonction f  et 
toute fonction g telle que E (^(W)) = 0

K(f,g) =  E .(jT  ( l o g ^ j )  (s,W)A(f)(s,W)S(f,s) 1Ι{Γ>ί} αο(β)ώ ) ,

avec les notations .A(0)(s,W ) =  et S(g,s) =  E (Sn(g,s)) =  E (e9^  fl{r>s})· Cette 
fonction de perte est analogue a l’Information de Kullback-Leibler dans le cadre des den- 
sit£s, elle en a en effet toutes les qualites (voir Senoussi [53]), et nous la d&ignerons 
d’ailleurs ainsi par la suite.

Supposons & partir de maintenant que la fonction de regression /  est bomee par une 
constante connue M et que la dimension de chacun des modules est inferieure a Nn < 
n/lnn. Nous introduisons des poids L\ > 1,A 6 An qui dependront de la complexite de 
la collection A„ et qui verifient

Σ  e_iA|A| < Σ < + 00. (0.0.2)
Λ6Λη

Nous proposons une fonction de penalite de la forme

e2(B+M) \ 2 β  log(B)LAD log(n)(  e 2{B+M)  V  
Penn(m) =  c t — n

ou c est une constante assez grande et D est la dimension de l’ensemble Sm. Nous prouvons 
alors l’inegalite suivante

e  ( m f )  i {a .W)) <
στ.

C inf inf (K(f,fa)  +  E (Penn(m) +
Jm ^

Il&lloo < m

ou Ω„[ε] est un ensemble de grande probability dependant d’un reel ε e]0,l[, C ne depend 
que de c et de M, et C' ne depend que de c. De plus, nous obtenons le controle suivant

E (pei^(m) Π{Ωη}[ε])
e 2 (B + M )

P(T > r)
nog(B)^D\og(n)
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ou C" ne depend que de c et ε.
Ces inegalites permettent en quelque sorte de comparer le risque de l’estimateur 

selection^ frh-> avec la plus petite des bomes de risques des estimateurs fm de la col­
lection. Bien que ces bomes de risques soient sans doute trop grossifcres, la procedure 
permet de choisir dans certains cas la plus petite borne de risque a un terme Inn pres: 
en effet, quand la collection de modules n’est pas trop riche (par exemple, s’il n’y a qu’un 
modele de dimension D  donnee dans la collection), on peut choisir des poids L\ constants.

( N  \En revanche, si la collection est trop riche (par exemple, s’il y a I ^  I modeles de dimen­

sion D donnee dans la collection), il est necessaire de prendre des poids L\ de l’ordre de 
Inn pour que la somme (0.0.2) reste bomee pour toute valeur de n. La plus petite borne 
de risques n’est alors atteinte qu’a un terme In2 n pres.

Dans le cas de l’estimation de la fonction de regression /  par histogrammes reguliers, 
nous donnons la vitesse de convergence de notre estimateur, quand la vraie fonction de 
regression /  appartient a l’ensemble des fonctions holderiennes d’ordre a et de constante 
de Holder H

2α

E ( m f )  %!„[«]>) s

ou C"' depend de M et de a.
Dans l’annexe A, nous donnons les tout premiers resultats d’ime etude de simulations 

realisee par Marie-Laure Martin, en collaboration avec Gwenaelle Castellan et moi-meme, 
qui tente d’appliquer la methode de selection de modele en pratique. L’estimation se 
fait cette fois sur les espaces lineaires Qa entiers, et non plus sur des boules de ces 
espaces. La fonction de penalite est choisie proportionnelle a D/n, et nous presentons une 
heuristique due a Birge et Massart [11, 14] pour trouver la constante de proportionalite a 
partir des donnees elles-memes.

Un modele de Cox bivarie

Le modele de Cox, bien que decrit ci-dessus avec des covariables Z independantes 
du temps, peut en fait s’adapter pour des covariables dependant du temps. En effet, si 
l’on cherche a decrire comment la frequence de crises d’asthme depend de la pollution de 
l’air, on aura envie de prendre comme covariables le processus (Z(t),t € [0,r]) donnant 
la concentration de tel polluant dans l’air. La log-vraisemblance partielle de Cox s’adapte 
alors en remplagant les covariables fixes Z par le processus (Z(t),t G [0,r]), 4 condition 
toutefois que les covariables soient extemes. Kalbfleisch et Prentice [38] distinguent trois 
types de covariables extemes: soit la covariable est fixe (independante du temps), soit elle 
est “definie” , c’est-a-dire qu’elle varie au cours du temps mais son aiea est enticement 
contenu dans sa valeur initiale, soit elle est “ancillaire” (ancillary), c’est-a-dire que c’est un 
processus stochastique exterieur a l’individu etudie (mathematiquement, sa loi marginale

C (M,ce
/ lo g n \

2α2α+1
+ <7Σ
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ne depend pas des parametres de la loi de X, ici #o et ao).
II existe des cas ou l’on aimerait prendre en compte des covariables qui ne sont claire- 

ment pas extemes. Prenons le cas d’un couple de chomeurs cherchant du travail: on peut 
penser qu’& partir du moment ou l’un des deux aura trouve du travail, l’autre verra ses 
chances d’en trouver a son tour modifiees. C’est pourquoi, si l’on s’interesse au cas de la 
femme, on aimerait prendre pour covariable le processus “travail” du mari, valant 0 tant 
que celui-ci n’a pas de travail et 1 a partir du moment ou il en trouve, mais ce processus 
depend clairement du processus “travail” de la femme elle-meme: le processus n’est pas 
exteme.

Dans ce genre de situations, la solution peut etre d’envisager des processus de comptage 
bivarte: on considfere maintenant deux variables aleatoires Xi et X 2 , qui ne sont pas 
independantes, et on cherche h estimer par exemple leur fonction de survie bivariee

F(tut2) =  P (Xi > ti,X2 > *2) ·

La litterature sur l’analyse de survie bivariee est elle aussi abondante. Citons les pre­
miers travaux sur ce sujet de Dabrowska [27, 28], Gill et eZ.[30], Keiding [40], McKeague 
et Utikal [43], Pons [50, 51], van der Laan [56], . Ces travaux montrent que l’estimation 
non parametrique en dimension superieure ou £gale k 2 s’avere notablement plus difficile 
qu’en dimension 1. L’une des raisons en est notamment la difficulty d’etablir une theorie 
pour des martingales en dimension 2.

Cependant, des modules de survie multivaries ont ete proposes. Une classe tr£s utilisee 
de modeles de survie multivaries est la classe des “modules vulnerables” (frailty models). Ils 
consistent 4 supposer que les taux de risques d’individus d’un meme groupe (par exemple 
d’une meme famille) sont proportionnels k une meme variable aieatoire, qui n’est pas 
observee (voir par exemple Vaupel et a/.[60], Clayton et Cuzick [23], Gross et Huber [32], 
Hougaard [34], Oakes [48], Nielsen et a/. [47]). Une autre classe de modules bivaries est la 
classe des “modules de copule” (copula models), dans lesquels la fonction de repartition 
du couple {X\,X2 ) est une fonction des fonctions de repartition marginales. Un module 
particulier est le module de chocs propose par Clayton, ou l’on suppose la relation suivante 
entre les taux de risque conditionnel d’un fils (Aa) et de son pere (λ/)

λβ(θ I T =  ίο) ^/(^ I & =  ®θ)  ̂ j. j.  ̂ n 
λ,ΗΓΧο) = U |5>»o) -  * 'p0Ur t0"3 5’<’3»·ί« > °-

Dans le second chapitre de la these, nous proposons un modele de chocs bivarie pour 
des donnees censurees. II s’agit de modeiiser la situation suivante, issue d’un probleme de 
demographie (voir Lelievre et aZ. [42]): dans un couple d’individus, tous deux susceptibles 
de subir des evenements 4 des dates X a et X b, quand l’un des deux individus subit son 
evenement, le taux de risque de l’autre est instantanement multiplie par une constante. 
Mathematiquement, ce modele est defini de la fagon suivante: soit (Χα ,Χβ) un couple de 
variables aleatoires independantes positives de taux de risque a a et as·

Si X a < X b , nous posons Xa = Xa et X b = Xa + X'B ou X'B est une variable
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aleatoire positive, independante de X b , de taux de risque ePB'°aB(XA + s), οΐι pA,o est un 
nombre riel.

Si Xb < X a , nous posons Xb =  X b et Xa =  X b +  X'a °ύ X'a ^  une variable 
aleatoire positive, independante de Xa , de taux de risque ePA<°aA(XB + s), ou pB,o est un 
nombre riel.

Pour tenir compte de covariables Za et Zb, il suffit alors de remplacer les taux de 
risques a.a et a# par les taux de risques conditionnels azA — βθΑ<° Zacla,o et azB = 
6θΒ,οτ ΖΒαΒ Οί βΑ 0 et $B Q sont des vecteurs de dimension Z>, appelis parametres de 
regression de Cox.

On suppose de plus que les duries Xa et X b peuvent etre censuries: au lieu d’observer 
Xa et X b , on observe 7X = min(X^Uh) et Sh =  Pour  ̂ =  Α,Β, ou les Uh
sont des variables aleatoires positives de censure. II s’agit alors d’estimer le parametre 
βο = (ρα,ο,Θα,ο,Ρβ,ο,Θβ,ο) a partir d’un n-ichantillon de variables aliatoires

de meme loi que (Ζα ,Ζβ , J € [0,t],5a,^b), en prisence des taux de risque
de base α^,ο et cub,o? consideris comme des parametres de nuisance: le cadre est a nouveau 
semi-paramitrique.

Pour cela, nous definissons des processus de comptage

et la filtration > 0) comme la famille des tribus Tt engendrie par

{1Ι{τΛ<ΐί} > >u ^ t,5a ,$b ,Ζα ,Ζβ}-

Le calcul des compensateurs ^-previsibles des processus de comptage Na et Nb permet 
de difinir un entire de log-vraisemblance partielle

' "  r  ( ePlwhii{s)\

avec les notations

Pa =  (pa,Θα), ββ = (pb$ b),

= ftr1)* wbm = (n<̂r’)’

π {χh<Uh}

( II{ΤΒ>, < t) ?t e [Ο ,τ] A,ifi B ji)\<i<nzA,hzB.ii n{TA,i< 0»

u {TA< t }» Π

N a A*) =
ΝβΑ*) =

<*Ai 11
f>B,i II

{

{
(
(

TA,i< *}
TB,i<t)

$B,i

$A,i
]]
1]

<TB ,i<
<

TA,i

Ts,i}
}+

+
II
II

{Τ α ,ι

\TB,i
<
<
Τβλ
Τα λ

} ) ’
pour tout t > 0,

w A,i (t )

( Tt,t

In Σ
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η
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Τ
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Snfifo) =  n -1 £  e ^ w^ Y h,i(s), pour h = A,B. 
i=l

Nous definissons alors un estimateur du maximum de log-vraisemblance partielle

βη =  argmaxin(^), 
β

et nous verifions les hypotheses du theoreme d’Andersen et Gill [6] pour obtenir la consis­
tence et la normality asymptotique de notre estimateur

η^2(βη — βο) — > A/’ (θ,(Στ)-1) ,η—>00

ou Στ est la matrice definie par

Στ

Sh(0,s)
Eh 
Vh

ou x®2 = xxT et DF et D2F  sont les derivees premiere et seconde de F. Nous pouvons 
de plus estimer cette matrice pax —£D2ln0 n), qui tend en probability vers Στ, quand n 
tend vers l’infini.

Nous illustrons nos resultats pax des simulations: celles-ci montrent en particulier que 
les estimations sont en fait dejci bonnes pour des petites tailles d’echantillon (n = 30 ou 
50).

Plan

Le premier chapitre presente un travail en collaboration avec Gw£naelle Castellan sur 
l’estimation par selection de module de la fonction de regression dans le modele de Cox.

Le second chapitre est consacre a la presentation d’un module de chocs en analyse de 
survie bivariee censuree.

Dans l’annexe A, nous presentons les premiers resultats d’une etude de simulations, 
realisee par Marie-Laure Martin en collaboration avec Gwenaelle Castellan et moi-meme, 
qui tente d’appliquer la methode de selection de modele proposee dans le chapitre 1.

L’annexe B donne une preuve des theoremes de consistance et de normalite asympto­
tique du chapitre 2.

L’annexe C presente les programmes Matlab utilises pour les simulations du chapitre 2.

=  Σ  f  vh(fio,s)Sh(fiQ,3)ahi0(s)ds, 
h=A,B

= E(Sn,h(s)),
= DSh/Sh 
= D2Sh/Sh - ( E h)®2,

Yk,»(<) =  Π{ΓΒ,(<*}■+YB,i(t) = 1I{rB,i>t}( ,̂i Π{ΓΑ,,<«} + Π{ΓΛ)1>ί})»
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function via model selection1
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Abstract

The Cox model is considered when the regression function of the covariates is not 
necessarily linear. To estimate this regression function, we devise a nonparametric esti­
mation by model selection. A model is defined as a Loo ball of some finite-dimensional 
linear space of functions. In each model, the regression function is estimated by maxi­
mizing the Cox partial log-likelihood. A collection of estimators is thus obtained. Our 
aim is to select the best one, in some sense, in this collection, using a data-driven 
criterion.

We define a penalized maximum partial log-likelihood estimator, minimizing over 
all models the sum of the Cox criterion at the estimator and of some penalty term 
depending among others on the model dimension. We give a risk bound in the sense 
of the Kullback-Leibler Information for our estimator, to be compared to smallest risk 
bound of the estimators in the collection. We calculate the rate of convergence of our 
estimator in some particular case (regular histogram estimation).

Keywords and phrases: Cox model, Kullback-Leibler Information, Model selection, 
Nonparametric estimation, Penalization.

Resume
Dans ce chapitre, nous considerons le modele de Cox non parametrique, defini 

quand la fonction de regression n’est pas necessairement lineaire, et nous cherchons 
a estimer cette fonction de regression par selection de modele. Un modele est defini 
comme une boule Loo d’un espace lineaire de fonctions de dimension finie. Dans chaque 
modele, la fonction de regression est estimee en maximisant la log-vraisemblance par- 
tielle de Cox. On obtient ainsi une collection d’estimateurs. Le but est de choisir le 
meilleur estimateur de cette collection, en un certain sens, a partir d’un critere issu 
des donnees uniquement.

Nous definissons un estimateur du maximum de log-vraisemblance partielle penalise 
en minimisant sur tous les modeles la somme du critere de Cox en l’estimateur et d’un 
terme de penalite dependant entre autres de la dimension du modele. Nous donnons 
une borne de risque au sens de TInformation de Kullback-Leibler de notre estima­
teur, qui est comparable a la plus petite des bomes de risques des estimateurs de la 
collection. Nous calculons la vitesse de convergence de notre estimateur dans un cas 
particulier (estimation par histogrammes reguliers).

Mots cles: Estimation non parametrique, Information de Kullback-Leibler, Modele 
de Cox, Penalisation, Selection de modele.



Chapitre 130



Estimation par selection de modele 31

This chapter presents a joint work with G. Castellan.

1.1 Introduction

In medical studies, the Cox model is often used, while studying a duration (for instance, 
between the disease diagnosis and the death of the individual) with respect to covariates. 
In such a case, the conditional hazard rate of the duration X  given the d-dimensional 
covariates vector W  is modelled by aw{t) = eeowao(t), where is some d-dimensional 
vector to be estimated, and ao is some baseline' hazard rate, that plays the role of a 
nuisance parameter. Sometimes, the entire observation of the duration of interest is not 
possible, in which case the data are said to be censored. If U is the random variable 
representing the censoring duration (between the beginning of the study till accidental 
death), we only observe (W,T,S), where T — min(X, U) and δ =  U{x<(/}·

In [25], Cox proposes a semi-parametric maximum partial likelihood estimator for the 
parameter θο from a n-sample of independent and identically distributed random vari­
ables (Wj, Ti, Si)i<i<n with same distribution as (W, T, <5). This estimator has been widely 
studied in the literature, and in particular, it is now well-known that it is consistent and 
asymptotically normal with rate of convergence n-1/2. An estimation of the asymptotic 
covariance matrix is also established (see Andersen et al. [5]). It is also well-known that 
2η(Ιη{θ) — Ιη(θo)) has asymptotically a Khi-square distribution with d degrees of freedom, 
where ln denotes the Cox log partial likelihood. These results established by Andersen and 
Gill in [6] are proved introducing counting processes and using results from the martingale 
theory.

In [53], Senoussi proposes an estimator for the number of coordinates of the parameter 
Θ, which are different from zero. This problem is the same as choosing the “right” coor­
dinates of the covariates vector W, that is to say, to select the covariates that are really 
significant for the duration of interest. To do so, he uses Akaike’s likelihood method to 
construct a penalized Cox partial log-likelihood estimator. He proves the consistency of 
this estimator and runs simulations that show that penalty functions such as

Dm Dm log(n) j  I>TOlog(Iog(n))
v/n’ η n

perform well, whereas a penalty function of the form Dm is too heavy and systematically 
chooses the model with smaller dimension. His results are asymptotic in the sense that 
the dimension d of the covariate W  is fixed while the sample size n tends to infinity, and 
he does not propose any risk bound.

In some applications, it may be interesting to introduce non necessarily linear func­
tions of the covariates. In [33], Hastie and Tibshirani apply the so-called local likelihood 
estimation method to generalized additive model, that is to say, they assume a model of 
the form

aw =  ββο+Σΐ=ιβ,’^^αο,
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where the Sj axe smooth functions. O'Sullivan [49] proposes a model where the conditional 
hazard rate given the possibly time dependent covariates is of the form

= efi-w^ a 0(t),

where the regression function /  is to be estimated. In the sequel, we shall refer to this 
model as the nonparametric model. He proposes a penalized maximum partial likelihood 
estimator for the regression function / ,  applying methods developped by Wahba [61]. The 
penalized partial likelihood functional is the sum of two terms, the first being the opposite 
of the Cox log partial likelihood and the second being proportional to some bounded linear 
operator on some class of possible regression functions. Typically, this linear operator is 
often taken as the standard Laplacian operator (see Cox [24]). He obtains upper bounds 
on the rates of convergence which correspond to the optimal rates of convergence in the 
framework of nonparametric regression and density estimation in Holder spaces (see Stone 
[54]).

Our aim in this chapter consists in applying one method of nonparametric estimation 
by model selection to the estimation of the regression function / .  This method is ex­
plained in Barron et d. [8] in the framework of density estimation and regression function 
estimation, with various criteria like penalized maximum likelihood, projection or least 
square estimation. The ideas of this method are the following.

We choose a list of models (for instance, linear subspaces) which are supposed to have 
good properties for the approximation of some classes of smoothness. We estimate the 
regression function on each model to obtain a collection of estimators. Then, adding 
some penalty term roughly proportional to the number of parameters to be estimated 
divided by the number of observations, we select one model among the collection. The 
penalty must be chosen such that the selected model realizes the best trade-off between the 
approximation error and the estimation error. If this is true, then the risk bound of this 
estimator should be of the order of the smallest risk over all estimators in the collection.

An example of application of this method has been studied by Castellan [19, 21] in the 
framework of histogram density estimation. She proposes a penalized maximum likelihood 
estimator and the authorized forms of the penalty function depends on the complexity of 
the considered collection of models. Here, each model is a partition. In the case of regular 
histograms, i.e. when all partitions have intervals with the same size, then there is only 
one partition in the collection with a given number of intervals, and the penalty function 
should be chosen as

D D3/̂4-L'm . ■L'm 
C l--------- 1" C2---------,η n

with ci > 1/2 and Dm the number of intervals of the partition m. In the case of irregular 
histograms, a model is a partition based on a given grid with Nn intervals. Then, there

are ( ̂  | partitions with D intervals built on this grid and the penalty function should
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be taken as

η \ n J

Note that the first case include the famous Akaike’s Information Criterion (see Akaike [4]), 
while taking c\ — 1 and C2 =  0. The risk bounds are expressed in terms of Kullback-Leibler 
information and of Hellinger distance· Such penalty functions allow to obtain precise and 
explicit risk bounds. Furthermore, her results can be adapted for exponential of piecewise 
polynomials density estimation. A simulation study in the context of histogram estimation 
performed by Birge and Rozenholc [15] confirm these theoretical results, and they propose 
adequate choices for the constants.

In this chapter, we apply the same method for the estimation of the regression function, 
assuming a nonparametric Cox model with time-constant covariates,

a w ( t )  =  e f(-w ) ao(t),

and assuming that the regression function /  verifies

E(f(W))  = 0. (1.1.1.1)

This restriction, that was already used by O’Sullivan [49], is due to the fact that the Cox 
model is not identifiable: the model characterized by ( /  +  c, e~°ao) is the same as the 
one characterized by (/, ao)? for any real number c. Observing a n-sample of independent 
and identically distributed random variables (Wt,Tj,<5j)i<j<n with same distribution as 
(W,T,6), one way to estimate /  is to maximize the Cox log partial likelihood (see Cox 
[25]) denoted by —γπ on some Loo-ball of some finite-dimensional linear subspace. We 
consider a collection {<STO,m € M n) of such subspaces, called models. The estimation on 
each model leads to a collection of estimators { / m,m 6 M n}, defined by

fm =  argmin7„(s).
965m

Then, we propose some penalty function pen„ on the set of all possible models, and we 
define an estimator /  = fm where rh is defined by

m = argmin ( 7n( /m) + penn(m )|. 
m €M n ^

To measure the quality of this estimator, we introduce some loss function K (/, g) between 
the true function /  and any function g such that E (g(VF)) =  0, which appears to play the 
same role as the Kullback-Leibler information in the density estimation framework. We 
would like to prove that our estimator has a risk bound of the order of the smallest risk 
bounds over all estimators / m, m € M n, but since we do not reach this target, we content 
ourselves to give a significant risk bound for our estimator.

We give illustrations in two particular cases, namely histogram estimation of the re­

Dm . /VJV„\
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gression function /  and covariates selection when the covariate W  is some d-dimensional 
vector, that is to say, selection of the covariates which are actually involved in the estima­
tion of the regression function.

In the next section, we introduce the contrast function, the models and the loss func­
tion. In section 3, we define our estimator and we present our main result. Section 4 is 
devoted to the proof which relies on an exponential inequality which stands in subsection 
4.2. Technical points can be found in section 5.

1.2 Statistical framework

1.2.1 N otation s and A ssum ptions

Let us recall our notations and introduce some new ones. The covariate is denoted by W, 
varies in some probability space E and has probability measure μ on this set. The variable 
of interest is denoted by X, which conditional hazard rate given the covariate is e^w âo, 
where /  belongs to the space Q defined by

G = {g '■ E -*R , E(s(flO) = 0},

and «ο is some baseline hazard rate. The censoring duration is denoted by U and we 
observe T defined by T =  min(X, U) in some deterministic time interval [Ο,τ], and 
<5 = 11{χ<ί/}· We consider a sample of independent and identically distributed variables 
(Wj, Tj, <Jj)i<j<n with same distribution as (W, Τ,δ).

Like in the classical Cox model, we assume the following hypotheses:

Assumption 1.1.

• The random variables X  and U are conditionally independent given the covariate 
W.

• The baseline hazard rate <xq is such that ao(s)ds is finite.

• The conditional distribution of random variable U given W verifies that 
V ( U > t \ W ) is positive. -

All these assumptions assure in particular that P (T > r) is positive.

1.2.2 T he contrast

Let 7n be the empirical contrast defined for any function g in Q by:

where r is the final time of observation, TVj is the censored counting process relative to T2- 
defined by Ni(s) = s > 0, and Sn(g, s) =  £ £Γ=ι esWi) s  > 0. Note

7n(0) =  “
n rrεί log

e9{Wi)

Sn(9,s)
dNi(s), (1.2.1.1)I

n

Π{Ά<S} ’ II{Ά>δ } ’
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that yn is the opposite of the Cox log partial likelihood (see Cox [25]), adapted to non 
necessarily linear functions.

The next lemma establishes the fact that 7n is a contrast.

Lemma 1.2.1. For any deterministic function g ofQ, E (7n(g) — 7n(/)) ** non-negative 
and E (7n(g) ~ 7n(/)) = 0 implies g = f  almost everywhere.

A proof of this lemma is given in section 1.5.1.
In the sequel, we denote by £ the operator which coincides with the expectation on 

the deterministic functions, but we shall extend this operator to random functions. We 
keep the notation E for the expectation. So, for any deterministic function h, it is true 
that £ [Λ(W, T, 5)] = E (h(W, T, <J)), whereas it is not the case for random functions.

Let us now define the following empirical process, for any function h from E x [0, r] to
R:

Vn(h) = - T  Γ h(Wi,s)dNi( s ) ^ - y i h(Wi,Ti)Ni(T).
nU J° ηΊΞί

We introduce now the operator P defined for any deterministic function h from E x [0, r] 
to R by

Ρ(Λ) = £ Γ  k(W,e)e*W  Π{Γ>ί }α0(5)ώ  
.Jo

Denoting by .Ft,0 < t < τ the σ-algebra generated by (Wj, iVi(s),0 < s < t)i<i<n, and 
since any deterministic function h is predictable with respect to the filtration (^ ,0  < t < 
r), we can apply the Claim 1.5.4.1

F(h) =  E ( jT  h{W, s )e fW  H{x>s} aQ(s)ds^ =  E Q T  h(W, s)dN(s)^ = E (Ρη(Λ)) .

So, we remark that this operator coincides with the expectation of the previous empirical 
process on the deterministic functions.

1.2.3 T he loss function

In order to evaluate the estimation error, we construct some loss function K  between the 
function /  and any function g in Q. Like previously, we define it as an operator on the 
deterministic functions, and we extend it to random functions.

K ( f , g ) = £

where
[£(■«»)

S ( g , s ) = s [ e 9{w) Η{Γ>ί}] , 0 < β < τ,

(1.2.1.2)

and
ee(«)

A(y)(e,w) =  sy  0 < s < r ,  w € E.

(s,W)A(f)(S,W)S(f ,S) U{T>a) aoM ds

s (9 ,

s (ff>
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Using the Claim 1.5.4.1 and since the function log is ^-predictable for any determin­
istic function g, the operator K  can also be written as

Γ r  ( efW \

The loss function K  is similar to the classical Kullback-Leibler information. It is 
non-negative and equals zero if and only if /  =  g, μ almost surely (see Senoussi [53]). 
The quantities A(g) are similar to the densities in the nonparametric density estimation 
framework and they verify for every g in Q,

Γ A(g){s,W)S(f,s) H{r>s} a0(s)ds 
Jo

= E(N(r)),

that is analogous to J βάμ =  1 in the density case.

1.2.4 T he m odels 

Linear subspaces

Suppose that the distribution μ of W  is known. In order to define what we call a model, 
we begin with considering a finite collection of linear subspaces {</λ,Λ 6 Λη} of G, An 
being a finite collection of sets of indexes. The dimension of any Unear subspace Ga is 
denoted by D and equals the cardinality of Λ. Let us consider the following assumption:

Assumption 1.2. There exists some nonnegative real numbers a and b such that, for any 
linear subspace Ga, there exists some basis {ψχ,λ 6 Λ} belonging to LC>0(E,μ) Π Ι^(^,μ) 
and verifying that for any β 6 RA,

WY,0X<P\Woo<lDa\fiU
λ€Λ

We have in particular in mind two examples of such models:

• Covariates selection: Suppose that E =  that the coordinates W\ are centered. 
We define ψχ for any λ € {1,... ,Nn} as the coordinate applications: <fix(W) =  Wa- 
A linear subspace Ga is generated by the functions {ψχ-, λ ζ  Λ}, where Λ is some 
subset of {1 ,. . . ,  JVn} and we denote by D the cardinality of Λ. In this case, we 
are in the classical linear Cox regression framework, where f  is estimated by some 
function of the form < Θ, W >. We are here interested in choosing the appropriate 
coordinates of W.

Furthermore, we have

iE ^ a(w)i < i/?u E ^ i.
AgA AeA

K( f , g )  = S ;0gS(/,5) l°Ss(9,S)
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As soon as the covariates W  verifies that | W|oo is smaller than some constant w 
μ-almost surely, Assumption 1.2 is satisfied with a =  1 and b = w.

• Histogram estimation: Suppose now that E = [0,1]. Given some partition Λ on 
[0, 1], the linear subspace Gi\ is defined as the linear subspace of piecewise constant 
functions g on Λ such that E (</(W)) = 0. For instance, if Λ is a dyadic partition, 
we can choose the Haar basis on E as the basis functions ψ\.
In that case, Assumption 1.2 is satisfied with a — 1/2 and 6 = 1.

Definition o f the models

For technical reasons, we need bounds on the functions we manipulate. Therefore, we 
do not consider the linear subspaces described before, but some Loo-balls of these linear 
subspaces.

Definition 1.1. A model m is defined as a pair (Λ, i?) where A is some set of indexes 
and B is an integer. Given a model m =  (Λ, B), we denote by Sm the following set:

9 = Σ,βχφχ,\β\οο< J j j ,

where D is the cardinality of A.

Note that any function g of Sm has its Loo-norm bounded by B.
Writing the contrast of some function g =  Σ λ6Λ βχψχ in Sm, we get

V - 1 A  r  (  \
Γ.w> = , 1 Σ «  - ~ Σ i  ^

3η(Σ ^ β χ φ χ ,3 )  =  ll{x-.>s}, that is clearly continuous with
respect to β . Therefore, there always exists some minimizer of Γη on the closed, bounded 
Xoo-ball with radius B/bDa. Doing so, we define a minimum contrast estimator.

Definition 1.2 · The maximum log partial likelihood estimator fm of the regression func­
tion f  on the model m is the unique function in Sm which minimizes 7n(g) over all 
functions g in Sm:

f m  =  argmin 7n(<7).
gSSm

By definition, the estimator f m is both an element of Qk and bounded by B.

1.3 Model selection

Calculating an estimator fm for each model m, we obtain a collection of estimators 
(fm,m ζ M n), where M n = {m =  (Λ,Β),Λ 6 An,B > 2}. Ideally, what we would

0\<Px(Wi)

* ^ ι( Σλ€ Λ βλψλι
dNi(s),
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like to do, is to select the “best” estimator in the collection, that is to say the ideal es­
timator which minimizes the risk over the collection of estimators. Unfortunately, this 
estimator depends on the unknown function /  and we are even not able to calculate the­
oretically the risk of the Cox estimator on one model. Therefore, we can try to calculate 
at least an upper bound for this risk. Usually, it is possible to get such a bound which 
decomposes in two terms, one of it being a bias term and representing the approximation 
error of the model, while the second is a variance term representing the estimation error 
within the model. So, our aim is now to try to select a model from the data only, which 
realizes the best trade-off between these two errors, and the risk of the estimator over this 
model should be bounded by the smallest risk bound over the collection of estimators.

1.3.1 T he m ain theorem

Definition 1.3. Given some penalty function penn(m) on M n, the penalized maximum 
log partial likelihood estimator is defined as:

I  =  frh where m =  argxnin { j n{fm) +  per^(m) }·. (1.3.1.1)
m € M n ** '

The problem now consists in choosing some penalty function pei^ such that the risk 
of the penalized estimator /  is of the required order.

Theorem 1.3.1. Recall Definitions 1.1, 1.2 and 1.3, Assumptions 1.1 and 1.2. Suppose 
that the regression function f  is bounded by some known constant M. Suppose that the 
dimension of each model is not larger than n/logn. Choose some ε in [0,1] and some 
numbers Lλ >1,Λ G An such that there exists some positive number Σ verifying

Σ
Λ€Λ„

where |Λ| denotes the cardinality of A.

There exists some absolute constant c such that if we choose some penalty function 
per^ such that

penjm ) =  d
g2 (B+M)

Σ "= ι

B log(B)L\D log(n)
1

with d > c for any model m =  (Λ,B ) with D the cardinality of A, then there exist constants 
C depending on d and M, C' depending on d, C" depending on d and ε such that the

1.3.1.2·£λ |Λ| Σ < +οο,
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penalized log partial likelihood estimator f  = fm verifies:

(1.3.1.3)

where

Ψ {^ [ε ] )< 2 β -2ηε2̂ τ\ (1.3.1.4)

Furthermore, we have the control

■ / \ it r n ^ (  e2(B+M) y  BloS(B)LADlog(n) 
Ε ^ Μ Η ^ ε ] )  <C  l I ------------ - ----- ------ ·

A proof of this theorem is presented in the next section. Let us now comment this 
theorem.

Remark 1.1. One consequence of the proof of the theorem is that a bound of the risk 
of one estimator on one model τη, which is a new result up to our knowledge, is given by

E ( K ( f J m)ll{an[e]y) <

C inf

ll/mlloo<M

Here, we can see the decomposition in two terms, the bias term K  (/, /^ ) representing 
an approximation error, whereas the second term of the bound represents an estimation 
error. But, comparing with the density estimation framework (see Castellan [19, 20, 21]), 
this bound is probably too rough and we suspect in particular that the log n term is not 
necessary in reality and that it only appears because of technical reasons. Furthermore, 
we do not have any lower bound.

Remark 1.2. Choice of the weights {L\,A 6 An}:
The choice of these weights depends in fact on the complexity of the collection Λη and 

must verify the constraint 1.3.1.2. Therefore, we consider two different hypotheses for the 
collection of models.

Case Hi: polynomial number of models per dimension

E ( * ( / , / )  1(0. W}) <
n t y

C inf inf [K {f , fa)  +  E (pen^m) fl{n„[e]})) +  — ,
m E A I r t  r *  s- ς  Th

Jm
ll/ l̂loo < m

Assumption 1.3. There exist some integer r and some fixed constant T such that the 
number of sets of indexes A with cardinality D is bounded by ΎΌΓ.

*(/,/*) +<7
e2 (B+M)

Ψ (T > r)
-BD log(n)
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In this case, we are allowed to choose constant weights La =  L, A € Λη, for some 
L > 1, so that our aim is reached. Indeed, we can write

+00

Σ  e_iA|A| < τ Σ  Dre~LD = Σ < +oo.
Λ £>=1

Case Η·2· exponential number of models per dimension

Assumption 1.4. The collection of sets of indexes An is composed of all subsets Λ of the 
set {1 ,2 , . . . ,Nn}., where Nn verifies Nn <

In order to assure the constraint 1.3.1.2, we shall choose L\ =  logn, Λ 6 An. Indeed, 
we can write

£  e-^IAI = £  ^  g— iog(n)D = ^  + 1 ^ "  _  i < e -  1 = Σ.

Doing so, we loose another logn term in the risk bound, but this one seems to be 
necessary, since it already appeared in the density estimation framework (see Castellan 
[19, 20, 21]).

Remark 1.3. Given inequality 1.3.1.4, we would like to take ε =  1, but unfortunately, 
the constant C", that depends on ε, tends to infinity when ε tends to 1. At the contrary, 
minimizing C" in ε would lead to the choice ε =  0, but that gives a very bad bound for
P(«£[e])·

Remark 1.4. The main disadvantage in this theorem is the presence of the constant M 
which is supposed to be known, whereas this is not the case in reality. One way to solve 
this problem would be to exhibit some estimator of this constant with good properties 
(for instance, choosing one model with high dimension, estimating /  on this model and 
taking the sup norm of this estimator). In practice, it seems more relevant to estimate 
the regression function f  on non-bounded linear spaces, to choose some penalty function 
proportional to D/n and to try to estimate the proportionality constant (see Appendix 
A for an example of application).

Remark 1.5. The penalty function is not always well defined since the term 
η Σ£=ι 2 {Tj>r} may equal zero, even if this only happens with very small probability 
(see inequality 1.4.1.7). Nevertheless, if this happens, it is always possible in practice to 
choose some r ' smaller than r such that £ H{T,>r'} is positive.

1.3.2 A pplications

In this section, we apply our main theorem to the examples cited in section 1.2.4.
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Covariate selection

In this application, E = RNn, W  =  (W*)i<a<w„, and we suppose that the number of 
covariates Nn is smaller than n/logn, and that E(W*) = 0, for 1 < λ < Nn. Suppose 
furthermore than |PF|oo < w μ-almost surely, so that

\ Y i 0xWx\<w D \fiU
Α6Λ

for any subset Λ of { 1, . . .  , Nn} with cardinality D. We have now to distinguish between 
two cases.

Ordered covariate selection:
Suppose that there is some natural order on the coordinates (Wa)i<a<n„ of the co­

variate W, that is to say, that we suspect that the first coordinate Wi should be more 
significant for the phenomenon we are studying than the coordinate W2 , and so on. In 
this case, we consider the collection of models M „ = {(A,B), A 6 An, B > 2} where 
Λη = {Λ, |Λ| < Nn} and Λ has the form {1 ,... ,£>}. The purpose is now to select the 
number D of significant covariates. Thus, we define

Sm =  {ί? =  Σ > ^ λ ,  | /3 | oo< ^ j 
l  λ€Λ W J

fm =  argminTn(g).
g€Sm

Remark now that we are in the case of Assumption 1.3 with T = 1 and r =  0: for a given
B, there is only one model m =  (Λ, B) with dimension D. We are allowed to take constant 
weights L\ = L >  1. Let us now define the penalty function by

/  e2{B+M) \  

penn(ra) =  c 1 -------
\ n Σ*=ι %η>τ} J

\ 2 5  log(£)£> log(n)
n

with d > c. Our estimator is then defined by /  =  /* , where

m  =  argm in  +  p e n j m ) } .
m e M n  Λ  J

Complete covariate selection:
Suppose now that there is no natural order between the Nn coordinates of W  anymore. 

The collection An is now composed of all subset Λ corresponding to the choice of D 
coordinates among the Nn possible coordinates, that is to say, A can be any subset of the

f  N \set { 1, . . .  ,iVn}. There are ( ™ 1 such possible choices. An estimator on one model is 

still defined by
f m = argmin 7n(<?),

9€Sm
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where

Now, since Assumption 1.4 is fulfilled, we need to take weights equal to log(n) (see Remark 
1.2). The penalty function is defined by

t \ > (  e2(B + M  ̂ V  51og(B)i?log2(n)
Penn(m) ~ c 1 1 τρη ηγ 1 n ’

V n 2^i=l Η Ά > τ } )  71

with d > c, and our estimator is defined by

m =  argmin { j n{fm) +  penn(m) j , 
m €M r, 1 }

and /  =  fm-

Histogram estim ation

We suppose now that E =  [0,1], and that W  is uniformly distributed on [0,1]. We propose 
here three different choices for the histograms.

Dyadic histograms
Let us first give an example with dyadic partitions: the natural basis is then the Haar 

basis: let us denote by Ijtk for j  > 1 and 0 < k < 2? — 1 the interval

k k +1 
2Ϊ’ 2 i

and by for j  > 1 and 0 < k < V  1 — 1 the functions

ΨίΛΧ) =  2^ ( Π{/;,2*} ~ Π{/;,2*+ΐ})·

We define now hP as the following set of indexes

V  = 0 < k < 23-1 -  1},

and the collection An as
A„ = {A’ , 2i < N n} ,

where we suppose that Nn < j ^ .  Let us consider the following linear spaces for A3 € An,

Qm =  4 Σ  & G rA1
,λ€Λί

The set is the linear space of the piecewise constant functions based on the partition

9 = Σ hWx, \β[ 3 < wDSm -
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{Ij,k)o<k<2i-i and has dimension D =  2·? 1. Since £(<^,*(^0) =  0 for any (j,k) 6 AJ, we 
have E(ff(W)) = 0 for any g € Gaj- By definition,

Σβλ<Ρλ= Σ  Po,Wj,k =  Σ  ^ 2 5̂~(1Ι{^,2α }- ] 1{^,2*+ι})> 
λ€Λ·> *=0 k=0

so that
ii χ ;  /5aWaHoo < 2-^ i^ u  =

AeAi

Assumption 1.2 is thus fulfilled with 6 =  1 and o = 1/ 2. The sets Sm, for m = (A^,B) are 
now defined by

Sm =  S G\j j |/?|oo — ^ ;-L ^  » 

and the estimators on each model by

fm = argmin7n(^).
ge Sm

Assumption 1.3 is fulfilled with Ύ = 1 and r — 0, since there is only one model m = 
(AJ, B) with dimension 2·7-1 for a given B. Thus, we are allowed to take constant weights, 
L\ — L > 1, and a penalty function of the form

J  e2(s+M) y  B \og(B)Dlog(n)
p βη,,ίτη) = d 1 n -------- ------ — — -------- ,

\ ii Σ̂ ι=1 {Τχ>τ} J n

with d > c. Our estimator is then defined by /  =  /* , with

to =  argmin { 7n(/m) +  p e n jm )}.
m€ Mn

Regular histograms

We consider now general regular histograms, that is to say, piecewise constant functions 
built on partitions where all pieces have the same size. Let us denote by Id,h for > 1 

and 0 < k  < D  the interval
1 k fc + 1  

lD,k -  j D + l , D + 1

and by <pD,k for D  > 1 and 0 < k < D the functions

<PD,k(x) =  Π{/ζ>,*}(2:)·

Let us denote by AD the set of indexes

Ad =  {(D,k),Q < k <  D},
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Λη = {Λ23, |Λ·°| — 1 = Z? < JVn} , 

where Nn < j ^ ,  where |Λ| denotes the cardinality of Λ. Remark that

D

ii Σ  β^λΐΐοο =  ii Σ  f o *  lu = i^ioc,
λ€Λ fc=0

so that Assumption 1.2 is fulfilled with 6 = 1  and o = 0. Let us now define by Sm the 
following set for m =  (Λ, B)

Sm =  \g  =  Σ  βχφχ ~  Σ  &D>k l^loo < Β , Σ  @D>k ~  ° }  ’
l Α6Λ fc=0 k= 0 J

the last constraint Σβ=ο @Dje — 0 being necessary to impose E(<7(W)) = 0. The linear 
subspace Sm has dimension D. The estimator on the model m is defined by

fm =  argmin7„(g). 
geSm

Once again, Assumption 1.3 is fulfilled with T = 1 and r =  0, since there is only one regular 
partition of [0,1] with D pieces. Therefore, we can take constant weights L\ =  L > 1 and 
the penalty function pen„ can be defined by

ν£Σ<=ι%ϊ>τ}/ n

with d > c. Our estimator is still defined by /  =  /* , with

m =  argmin { j n( /m) +  pen^m)}  . 
meM„ *· J

Irregular histograms '
In this last example, we consider irregular histograms, that is to say, piecewise constant 

functions built on partitions where pieces may have different sizes. Suppose that Nn < 
n/logn. For any sequence k =  (ko,ki,.. . ,/ίβ+ι) of integers such that Aq = 0 < k\ < 
■■■ < kD+i =  Nn, we define the intervals for 0 < i < D by

and by Λ η  the collection

h,ki —

and the functions for 0 < i < I? by

kj kj+l 
Nn + 1 ’ Nn +  1

penjm)
e2 (B +M ) B log(B)D log(n)

WE* HiTr{h ,ki)
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The sets of indexes A* can now be written as

Λ* = {(fc, ki), 0 < i < D — 1},

and the collection An as

An =  {Λ*, |A| -  1 = \k\ — 2 < Nn}, 

where |Λ| denotes the cardinality of Λ and |£| the length of the sequence k. We have

II ΤΊ/̂ Λ^αΙΙοο =  W Y .fa  L.) Hop = |̂j£ |oo ·
λ€Λ 1=0

Assumption 1.2 is fulfilled with 6 = 1 and o = 0. The sets can therefore be defined as

<Sm = \g =  ^2  βλΨλ = Σ  fa,ki \$kloo < B, Y^P% k.(ki+1 -  ki) =  o l ,
l  λ€Λ i= 0  ’ i=0 J

the constraint Σ ί ο Pn,ki( î+i — ki) =  0 assuring that E (g(W)) = 0 for any function g in 
Sm. The linear subspace Sm has dimension D. We estimate the function /  in the model 
m in minimizing j n over the set Sm

f m =  argminyn(g).

Here, Assumption 1.4 is fulfilled, so that we need to take weights L\ equals to logn. The 
penalty function is therefore defined by

HTi>r}J n

with some d  > c, and our estimator is defined by

m — argmin |7n( /m) + pen„ (m ) j , 
m€Mn *· J

and f  =  fm-

1.3.3 R ate o f convergence for th e  penalized  m axim um  partial likelihood  
estim ator

We consider here the framework of histogram estimation of the regression function / ,  like 
presented in section 1.2.4.

Proposition 1.3.1. Suppose that we are in a regular case, that is to say in the framework 
of Assumption 1.3 with constant weights (L\ =  L). Suppose that the regression function

penjm)
e2 (B+M) B \οξ(Β)Ό log2^
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f  is Holderian of order a, i.e. there exist some positive number H and some real number 
a in (0,1] such that, for any wi,w2 in E = [0,1],

\f(wi) -  f(w2)I < H\wi -  W2\a,

and that ||/||oo <M .
Then, there exists some constant C"' depending on M and a such that

2α

Note that we necessarily have M <H .

Proof. Let us first recall Lemma 1.5.4:

KU.S) < 2E(JV(t)) ||jj -  /f c  < 2||a -  /||J,

Now, defining for any linear subspace Λ the function f\ by

h  =  argmin||<? - /|joo,
965λ

we have that ||/λ||οο < M, and for any model τη =  (Λ, B) with B > M, f\ is in the set 
$τη· Therefore, from the risk bound 1.3.1.3, we deduce

E ( * ( / , / )  H{iJn[e]}) < C  J n f ^ ( / , / λ )  +  C"(B)LaDI°-^  +  g g ,

B > M

denoting by C"{B) the constant C"  ̂ )  51og(5).
In that case, we can affirm that

Λ Γ(/, / λ ) <  2[|/λ - / l i L  <  2 ( 2 ^ S · ·

For a given set Λ, it is clear that the infimum over all models m =  (Λ, B) such that B > M  
is reached for B = M , so that

E ( * ( / , / ) n(!MiD)  < C M  ( 2^ + 0"(Μ )“ Μ ϊ > )  + 9 Ά ,

the infimum being reached for D proportional to {H2n/ log η) ̂  (2a+1). Replacing D by 
this expression in the previous inequality, we get the result. □

Ε (k u J )  II, uw) * <n \α)Η*?+ϊ ί 5S+r Ο'Σ 
+
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1.4 Proof of the main theorem

Let us first introduce some new notations needed in the proof. We shall call 7  ̂ and Rn 
the following empirical processes

1 " r  / eeW ) \
= - n g X Ioe ( s ( ^ (1'4X1) 

*<»> - ^

Remark that we only replaced Sn by the operator S in the definition of ηη to define 7 ,̂ 
and that for any g € G,

7nig) =  Tnfo) +  flnto)· (1.4.1.3)

Note also that, with the previous notations, j'n =  Pn(—log-A(^)), and thus, K (f,g ) =
ί [ Υ , « - < ( / ) Ι ·

1.4.1 A fundam ental inequality

By definition, K (f, fa) = S [τήί/ή») ~ 7n(/)j > w^ere the expectation must be understood 
as an operator, that is to say, it only applies to the hazard contained in the empirical 
process 7 ,̂ not to the one contained in the /to·

Let m =  (Λ, B) be some model that we fix for the sequel. Let f^  be some function in 
5m such that ll/̂ Hoo < M. We can write

*(/ ,/m) = ε [τ4(/λ) -  inirm)\ + ε KlC) -  yn(/)]·
In the second term, we recognize K (f,f^ ) .  Introducing the empirical processes j'n, we 
can write

K ( f ,  fm) =  K ( f ,  /*  ) +  y'n( f m ) - ε  Wn(fm)} ~  7n(fm) +  5  fyCfm)] +V „(/m ) ~  7n(fm)·

Using the previous notations and the decomposition 1.4.1.3 of j ny we can write 

K (f,  4 )  = K(f, rm) +  (Pn -  P) ^ l o g ^ | )  + 7n(frn) ~ 7»(/m) + ~ * » (/* )·

Using Definitions 1.2 and 1.3,

7n(/rn) +  penn(m) <  7n(fm) +  pei^(m ) <  7n(/m) +  penjm ).

Rn(g)
( S n ( g , s ) '

{ S(a, s): Σ



48 Chapitre 1

Prom this inequality, we get

K(f,  U )  = K(f,  /* )  +  (Pn -  P) ^log

+ penn(m) -  penjm ) + Rn(fm) ~ £ »(/* )·

The proof consists now in the control of the terms (P„ — P) (log Rn(fm) ~
Rn(fm)· In order to control these terms, we establish in the next section some exponential 
inequality.

1.4.2 A useful exponential inequality

Let us begin to give a theorem due to Birge and Massart, that can be found in [12] (see 
[13] for another version of this theorem and a proof). We cite it here in an independent 
and identically distributed framework.
Theorem 1.4.1. Let T  be some class of real valued and measurable functions on X. 
Let Pn be the empirical process Pn( f ) =  £ Σ£=ι f(Xi) and P be its expectation P(f)  =  
E(f{X))· Assume that there exist some positive numbers σ and b such that for any f  6 T  
and all integers k >  2

E (|/W |fc) < | ^ - 2. (1.4.1.4)

Assume furthermore that for any positive number η, there exists some finite set Bn of 
brackets covering T  such that, for any brackets [g\·, <72] G Βη and any integer k > 2,

E (|S2 -  911*PO) < (1.4.1.5)

Let eĤ  denote the minimal cardinality of such a covering. There exists some absolute 
constant n such that, for any measurable set A with P(A) > 0, and denoting by EA the 
conditional expectation given A, we have

where σ
£7= 4 = /  Hl^(u)du + 2^ ^ H {a), 

y/n J o n
and κ is some absolute constant

Note that the hypotheses of this theorem are satisfied with 1.41.4 and 1.4.1.5 replaced
by

WfWoo < 36, E{\f(X)?) < σ2 
Ilfla-Siiloo ■ <  36, Ε (|<72 — <?i|2) <  η2

ea sup(Pn -  P)(f)  
f t ?

< E  + 7c
P(A)J n \P(A)J

A(frn)
Mfm) )

fc!
2

ηψ ~2.

1
(

2 b 1

Mfm)
and)
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In the following, we use this theorem in order to bound sup^6̂ -ra (Pn — P)(/)  for various 
classes of functions 71 depending on the model m = {A,B) and this, uniformly in m.

Proposition 1.4.1. Let Tm be some class of functions

Fm =  {Fg,a(w,u,d)/g € Sm,0 < s < r}.

Let Pn be some empirical process Pn{Fg,s) =  Σί!=ι Fg,s(Wi,Ti,di) and P be the operator 
expectation P(Fg>3) = R(Fgte(W,T,S))). Assume that there exists some positive number 
b depending on B such that for any g € Sm and 0 < s < r, 11 ,s [I oc < b. Assume 
furthermore that for any positive number η, there exists some finite set Tn of brackets 
covering 71 such that7 for any brackets [Gi, Gy\ 6 Τη and any integer k > 2,

E (|G„ -  Gi|*) < y?726*-2.

Assume that the log of the minimal cardinality of such a covering Η(η), called the entropy 
number, is of the form H(η) < (D+c) (log^ /η))+, for some constants c and b1 and where 
(x)+ denotes the positive part of x. Let xm, m 6 M n be positive real numbers and <j>m be 
the function defined by

^ ' x) -  (v log r t& y ) +'° · )+:2*-ί γ {ι>+c) (log ? ) +
_ [2x 2bx+ 7σι/----1-----,V η n

where κ and C\ are some absolute constants. Then, for any model m and any positive 
number xm, we have

Ψ ί  sup (P”  ~ > 5φπι^ Xm) \  < e~Xm
\F9,,€ r̂n σ1 +  P (Fg,i) σ0 )

p f  sup < 2e-Xm
\F9,a€Fm °0 + P (Fg,s) σ0 )

Proof. The proof consists of three steps. In the first one, we simply apply Birge and 
Massart’s Theorem 1.4.1 to some subset of Tm, in the second, we go from a supremum over 
functions which variance is bounded to a supremum of renormalized empirical processes, 
in the third step, we construct our exponential inequality.

First step

Let us begin with applying Birge and Massart’s theorem 1.4.1 to the subset of all
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functions F  in Tm such that E (F2) < cr2. Calculating the integral of the entropy, we find

«7 I U
j  H  ̂ (u)du < J  y  (D +  c) log — du

f +°° h n  \ i  Vv m i n ( y , c r )
=  A (D +  c) log . . ' ------------2-----dv

J i V mm(V, cr) v1

Denoting by ci the universal constant c\ =
cr,

Ea (  sup (P„ -  P)(FSjS) J < <t>m f<7, log pT jr) ,
J  \  P \A > J

where

_ /2#  26a;
+  7 c r \ ----- 1-— .

V n n

Second step
Let <7q be some positive real number and for any integer j, Oj =  2%o. We want now 

to bound
E* »up

[ r , J f .  og +  P (fh ) ) '

The set Tm can be decomposed in Tm — Bao U , where

Be =  {Fg,a/P (F la) < <r2} and ^  =  {Fg,s/a j < P ( i^ )  < <r|+1}.

Trying to bound the supremum over Bff0, we obtain

■up - hK A ( sup № - - p)w,*)) 5^ ^ ^ -\ F , + e B , 0 <7o +  P KF g,s) J  c 0 \ F g+ e B ,„ J  o
To do the same over the set Cj, we remark that on this set, the denominator is bounded 
lower by P(Fg a), and therefore by <rj. Then, the supremum over the set Cj is smaller than 
the supremum over the ball

< ^ о Г с Ш Ц .с )  ( J b g ^ t h j

min (*V)

о

l
00J Wloev

v2 dv, we obtain that, for any positive

Fy,s/P(Fh)<<r2

(<7, x )  =  KOV
(D +  c)

n (v log V
min

+  ci)+  2
b +  a

n
(D +  c) (log b'

a\

( P n - P )

(u ;=oCj)

ea
(Pn -P )(F g .)

ea ( sup ( P n - P )

° i+ p ( F Ï ,a) )< 1

«J

ea ( sup (Pn -P )(F g,s))<

Ф т п (& »

(F,*)

(F9,s)

e«v+1

Ф т п (<Tj+i,log 1
P{A) )
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Since the supremum over all Tm is attained at least on one of these sets and since these 
bounds are positive, we can bound this supremum by the sum of the corresponding bounds.

Fa( „lln (Pn-P) ,p Λ  O’logTO) . ψΦ̂ +ΐΜρ̂ Α))
I „ S U P  0 - 2  . P(F2 \ \*W - --------------------- T 2 ----------------------+  L·,---------------------------1 2 --------------------------·0Q Ί" P\ ĝ,a) J σ0 j—Q

Note now that the function φγη(σ)/σ is non-increasing over R+ so that, for any integer j,

Φτη(&j+l, log pffij) _  Φτη(ν+1<7θΑθξρφ)) Φτη(<?0, log pJjj)
&j+ 1 2 ? + 1 σ ο  — <tq ’

and therefore,
6 n(0j+ l»tagppy) < 2ί+1φηι(σο, log p ^ j) ·

Thus, we can bound the sum by

Φτη(^+ Xjlog f(a)) 2J+1̂ m(ao, log p(A)) Φτη{σΟ·) log p[A)) V '' 2 

h ~h =  ̂ h v’
and we obtain

Note now that the class verifies the same hypotheses as 71? so that

Third step

From this inequality, we can build the following exponential inequality, using lemma 
L.5.5. Thus, we can affirm that, for any m 6 M n and any positive xm,

Now, note that \Pn — P\ = max((Pn — P), (P — Pn)), so that

ea ( sup
Fy,&

(P » -P )(F t .)
< + n n . ) ) < -

5^m(ao,log ψ η π )

σο

ea ( sup
ί

(P n -P )(F ,J

« i+ rw ,) -
ea { sup (P

‘Ί+ηη.) ) *

5̂ m K, log ρΓξΤ )
σ0

P ( sup
Fy,a m

(P „ -P ) (F , , )
•Ί +  P W J

> 5^771 (<Tq? Xm)

σ0 ) < 0~Έτη C ,

e~Xm.<P ( sup
Fg,s

(P -  PM F ,,) > 5φτη{&Qi Zm)

sup I
σο

< max t sup
Fy^ZzJ-rn

(
4  +  K F L ) Fgya £.3'm

sup (P-P„)(F„)

<ri +  T C ) ) '

e-ίΜ
Pn )(

m σ 1 + p

Pn P I( i U
+ p (F b )

Pn P (F9,s)
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Finally, we can write

Tp ί  Ifn ~ P\(Fg,s) ^ 5φτη(<7θι%πι)\
pU!Sv <*+*(*?,) -  °i J

1.4.3 C ontrol o f th e  term

and we write

since f m> is in Smi.
Remark 1.6. For any function Fg 6 Tx<m! with g = Σ \ζα> βλΨλ, Halloo < 2||g-/mlloo· 
Indeed, we can write

Bounding e9 f™ up by ê 9 *̂1100 and down by

(  mn (P n-P )(F g,a) ( P - P n)(Fg,a) \ 5<t>m(a0,xm) \
U ,& .  + * ’(*?,) ’ * ·„ £ „  4 + P ( f ? J  ) -  4  )

+ p (  sup {P2/ ; ] {̂  > 5Μ £|ι£ξ) ) < 2e-*« 
\F„&rn σ 0 + P(Fls) *0 )

The control of this term consists in fact in the control of (Pn — P) (log ) > uniformly 
in m' =  We denote by D1 the dimension of Λ'. To realize this control, we
introduce the class of functions Titm>

Fl,m> =  =  log A ( f } j (s,w),g  6 <Sm/ | ,

(P P) ( locA^ m'^\ -  (σ2 | PIF2 ))(Pn P) r s a m  J -  a ? + p ( F j ) K+P(F/J;
' ' Jrnf

^  - l in   ̂ ^  9  ̂ ^_2 ί p / p 2  Λ-  SUP ·τ2 . p ( 1*1 + F^ /  ,) J *
Fg€FUm' σ 1 +  P {F g )  V / m '  7

.-II9-&IU < g [«* ^·*·/:· J<r>.)] < lls-cil»
S ε [e«. n(T>,,] Se ’

(P „ -P )

We turn out now to the proof of the main theorem.

max(P<

(log ML·) )AUm)

A ( L , )
AU-)

Fg =  log Ma)
M fa)

ε [
ε
eί-Λ,+Λ. 11{Γ>*}]

[e& 1]{Γ>«}]

e we find

(Α',Βη.

<P (Fyts€J~rn
sup

(P n  -  P ) ( F 3, , t

»? +  *<*?,)
> 5φπι(& 0? %m)

)

F g (s ,W )

(Pn

9 f*J m log

-P I (Ffm*)



Estimation par sélection de modèle 53

and the result follows. This bound will be used repeatedly in the sequel.

Now, for any Fgi and Fg 2 functions of with g1 =  X^AeA' and 92 =

SAeA' we can prove in the same manner that

Halloo <  2 1 1 ^ - / ^ 1 1 0 0 ,

P V - i ^ l l o o  <  262?'°| /?i-^| 00,

< 4b2D,2a\p\ -  0\\lo-

In order to obtain a L 0 0  covering of the class T \ >m>, we need to cover the Loo-ball with 
radius B'/b(D')a with Loo-balls with radius T}/2b(D')a. The ¿ 2 -^ 0 0 -entropy number of 
the class T \ tTni is H\(r\) =  Z ?'(log^ -)+ . Thus, we can apply Proposition 1.4.1 with the 
operators Pn =  Pn, P  =  P, and the constants b =  2 (B '+ M ), c =  0,b' =  2B' and 4> =  <Pi,m' 

where

Let x mt, m! 6 M n be positive real numbers such that X)m'eA4n e Xm' *s finite and let fli 
be iii =  where i i i>m'(aw ) denotes the following event

Then P (fii) <  E ^ eMn e Xm'- On i î f , we can affirm that, for all ra;,

The quantity P (log2 play« the role of a variance term and can be link to the
Kullback-Leibler information in the following way.

Now, note that ||/m/ — /||oo < B '  +  M  and ||/ — /mlloo <  2M. Using lemma 1.5.1, we get

P (log2 < ^ B'+M^K(f, f m.) +  4eiM K ( f ,  rm),

Tx ß

ß

F (F g l - F g2)

Ф\,т' (&•>x) =  Ж VD'

n (v log
2B>

min(2 Б ', er)
+ ci

+ 22(B' +  M ) +  <j

n
D' (log

25 '
) *а

+ 7<t
2x

n
+

4 (B' +  M )x
n

Um'SÎ!,ra'

¡ SUD
(Р„-Р)(Д.)
<Tf+P(F2)

>
■

(p» - p ) (log
A (L ')

A fa ) ) <
*?

(1.4.1.6)( er?+ P ( log2 ЖЛп')
¿(Ä) ) ) ■

A(L>)
M fiJ

P (log2 A
A ) < 2 (P ( log2 A(fm')

A(f))+  P (log2 AU)
Mfm)))■

A(L>)
A(fa))

l <P\
2
<P\>

(*m')
5<h (<7l, Xmt)

5 1 (

(/m')
(У*

m )

Q.l,m'

Ф Оb )
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and factorizing 4e2(s,+M) in 1.4.1.6,

2Qe2(B / (̂ "1 /)
Now, we want to choose xm> and o\ in such a way th a t-----------— '—m— is smaller

than some universal constant G\ < 1, that will be choosen later. To do so, we set xmi = 
£ + L ^'iy  + 2 log(-B') and

for some positive constant C\. So, it is possible to bound the quantity 
20e^B'+M̂  ̂ ,’n '^1’1»*') by ^  where K\ is some universal constant. Just choose C\ = 
to conclude.

Thus, on the set Qi, we have for any model m'

Using the fact that 2(Br + M)£ < (B ' + M)2 + £2 and applying the previous inequality 
for m! = to, we get

where m  = (A, B) and D is the cardinality of A.

1.4.4 Control of the term Rn(fm) ~  Rn(fm)

Like previously, we will control the term Rn(fm) ~ RnUm'), uniformly in m' = (A',B'). 
Rewriting the term Rn(fm) ~ Rn(fm'), we have

«.(*) - M D - £ e  f  (** §34  - log §7^ 7 ) m m -

( P » - P ) (log A(fm')

A )
<

20e 4n ,m' %mf)

(
e- 2(B'+M)

4
a2

1 + m / m ' ) + e2(M—B’)
m a )■

<r? =  Cfe2{B'+M)(B> +  M) ( U\n
logiB^LvD'login)

)•n

(Pn — P) (log
A
A ) ‘

K \
4̂ 1

(B' + Af) lo g ^ ) £ A'£>' log(n)
n

+ Oie™K ( / , /*)  +
+ M)£

40in

(Pn -  P) (log ■A(fm)

M fa) )*
К
4^i

(B + M) log I?
(

LmD lOg(n)
n

+
B + M

y2 n W / J m )

+ 9i e2MK {fJ * J  + K ie
80i n

T

0

n

i—l

(f *m)

2(B'+M)

( /то'
( / *m)

+ 01К {fì fm')

К 2(B'

2
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We begin with linearizing the log, then we control the difference

*5n(fm 1s) _  Sn(fm'iS) 
S(fa ,s)  S(fm',s)

uniformly in ra' 6 M n and in 0 < s < r, applying Proposition 1.4.1 and finally, we 
conclude applying this Proposition once again to another class of functions.

Linearisation

Let e be some real number such that 0 < e < 1 and let define the event Îî[e] by

A classical result on the binomial law tells us that

P(fi[e]c ) < 2e~2nsl P(T>T)2. (1.4.1.7)

On the set ft[£], £ 2 ”=1 tf{7;>T} > (1 -  e) P(T > r) > 0. Using that for any positive real 
numbers x and y,

and that, on the set i2[e], for any 0 < s < t,

y (/m ',s )  > e iï№> r}  > 0.
*=i

Finally, on Q[e], we can write that

„2 B 1 fT I Q Ç

< ----- ■ %  E  /  m r m,s) - f ( L ' r s )  dNi(s).
n l ^ i = 1 U№ > r }  n  i=1 Jo  I *  Û

Uniform control of the term 4f-(/m'>s) — s)

As previously, we will control

uniformly in m;, but we also need a uniform control in s 6 [0,r], in order to integrate this 
difference with respect to the counting processes iVj. Let us define the empirical process

« M -
(

I
n

n

£
i= 1

IIm> r> -  P (T >  r) < ep(T > r)
} ■

log® — logy < (* -  v)+
V

< I® -  y|
y

-2  B' 1
n

(RnU ) - Rn n № ] }

5n
5 (/m' >5)

s
5 (y »*)

1
n

n

£
¿=1

A n №>«} V
*
m )( n № > 3} ?

(fm ' ))

и
*
m

( fm ')(Wi,s ) Wi,s )
n
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Qn for any function h from Q x [0,r] by

and let Q denote its expectation operator Q(h) = £ [h(W,T)}. Let us consider the class 
of functions

•̂ 2,m' = gtr(w,v) = A(g)(w,r) Q{«>r} ~-A(fjr̂ )(‘w,r) € <STO',0  < r < t}

Since E (-A(ff) (W,r) H{r>r}) = 1 for any deterministic function g in Q and any 0 < r  < r, 
we can write, using these notations, that for any model w! and any 0 < s < r,

^ _ m  KQn Q)(^9,r)l /  2 1 ¿Vp2 \"\ 
-  SUP „2 i /VP2 V 1^2 +  , J )  • 

F n ,r ^ 2,m' ° 2  +  Q { F g,r)  V  / m ’ 7

Let us now control the term

l(Qn Q)(-^g,r)l

F y,rSr2,m> + Q ( F g,r)

applying Proposition 1.4.1.

Bounding the functions

For any function F9iT in we have

\Fg,r(w,v)\ = |A(s)(u;,r) ÏÏ{„>r} -A(fn)(w,r)

e2B> | e2M ^ 2e2(B'+M>
“  P ( T > r )  +  P(T > r) “  P ( T >  t) ~

so that Halloo < h-

Construction of the brackets

Given some function FgtT, some functions g\ and 92 in Sm/ such that g\ < g < 92 

and some positive real number ri and r-i such that r\ > r  > r<2 (and therefore fl{»>n} < 
H{u>r} < H{v>r2})» it is possible to bound F3tr lower and upper by

Qn(h) =
1
n

n

£
¿=1

h(Wi,Ti),

II{v>r}

Sn
s (

s
(f

*
m»«) = 1Qn <31(FL><°) =

I{Qn -  Q) ( f fm',r)l
( + Q(f

2

L ’’a»
fm>>r

)

•̂ 2 ,m'>

11{v>r}I

£;(w,u) =
e9i(w) n {v>n}

S{ÿ2,r2)

e/ (to) H{V>r2}
5 U *

m,ri
< Fg,{w,v)

<
e 1]{v>r2}

S(9hri)
eJ (to) n {»>n}

s

,9

)

(/ *
mjГ 2

Gu(w,v ).

71
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In order to apply Proposition 1.4.1, we have now to bound £ \\GU — Gi |2]. The difference 
Gu -  Gi can be decomposed as Gu -  Gi =  Ai +  A2  + A3  +  A4  + A 5  +  Aç where

In Ai and A5, the difference between the two indicators can be rewritten as 
H{„>r2} — ll{„>ri} =  ]I{r2<„<rij, whereas in all other terms, ll^>rij can be factorized. 
Therefore,

£ [\GU — Gj|2] =  £ [|Ai +  A$\2] +  £ [|^2 +  As + A4  + A§|2] .

Now, using the fact that

iJ^A il2 < (/su p lA l)2 =  I2 sup\Ai \2  < 1 2 J 2 \M 2r 
¿=1 1 * ¿=1

we have that

£ [|G„ -  Gi|2] < 45 [Mil2 +  |^ |2] + 16£ [|A2 |2 +  |A3 |2 +  |At|2 + lAel2] ,

and we only have to bound each of the terms £ [|A;|2].

£  [1^112] — £  s(gi,ri) {̂»-2 < T <n }| j  — (p (r > t))  P  (r2 — T  <  r i )

£ [ \ A 2\2} =  £  - — s(Pl)J ) T’ r i} ] ^  ( p ÿ ’F j )  11̂ 2 — ffilllo ^

£  [ IA 3I2] =  £  ' n {T > n }  2 -  ( p | f e :y) 4 Ĥ 2 “

5 [ |A 4|2] =  £ [ e * ï ï { T > r 4 ^ - ^

s  M 2] =  £ [  u ^ < T < r 4 ]  <  ( f ^ ) 2 < T < n )

£ [ |4 > |2] =  £  e/ra n {r > n }  (s(/* ,,r i) “  S(/*„r2) ) ]  I -  (p (I > r ))  P (r2 ^ T < r l)

A i  =

A 3 =

A 5 =

e92 (v>) n {v>r2}

Sigi,ri)

e91® n

< % i , r i )

e ; (w ) ]] {v>r2}
s ( ì *

m? r i )

e92(«>) 11 ( » > n }

5($l, ri)
e9i(w) 11{v>ri}

S(g2 ,n )

e
■*
rr*(tu) 11{v > r i}

W A . ' i )

A

A4 =

A

e92 l i

£ ( 0i » r i )

e01 («0 l i {v > r i}
s

e /
*
71(u>) n { v > n }

S i t i , r i )

e91 n {v>ri}

s
e ? iW l i {v>ri}

S{g2, r 2)

eJ
*rri (w) 11 {v >r i}
s

e9 i

f *

s

1 1
S{g i,ri) 5̂ (02 3r i)

1
^(52̂ 2)

2B' 2

2

2

2

< (
C2B'

P(T>r))
4

P (fj < T  < Ti)

51 II
2
oo

2 =

6 =

(w ) (tu)

( 91, r  i

(92,  n )

( J *
mt Г2)

(/*miГ  i )
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Finally, adding all these terms, we can bound £  [|Gu -  C?i|2] by

/  »2B' \ 4 /p2 (B'+M)\4
5[|Gtt- G i|2] < 3 2 ^ ĵ r r ^ J  ||?2 — ffilloo +  40 Ρ ^ < Τ < η )

( λ  (B'+M)\4
-  40 L ( T  > r) ) (Ι^2 ~^ΙΙ~  +  5ρ(Γ2^ Τ < 7 '1))·

Calculation of the entropy number
In order to obtain a bracketing covering of the set we need to cover, on one

hand, the Loo-ball with radius B'/b(D')a with i^o-balls with radius η/2Μ2Β(Ό>)α, where
b2 — -\/40 j and on the other hand, we need to cover the set of indicators of the
form 1Ι{[Γ,+οο[} with ^(ff^-balls with radius r]/2b2. The entropy number with bracketing 
of such a set can be found in Van der Vaart and Wellner [59]. The bracketing entropy 
number H2 corresponding to such a covering is given by

Η2(η)<  ( d ' log J g p L  +  l o g j - l  < (D' +  2) flog ~ ~ ~ \  ·
\  26^(15')“ i W +  +

Application of Proposition 1.4.1

We can now apply Proposition 1.4.1 with Pn =  Qn, P  =  Q, b — b2  =  2 , c =  2, 

1/ = 4ΒΊ4 = 8νΊ0Β '($£ £ ρ)2 Βΐ><1φ = φ2,„’,

, , . ID‘ + 2 (  L 4B%  \ 
Μ σ , χ )  = —  ^ l o g  + «1)

+  2k ± £ (C- + 2) ( log i ^ )  + 1σ ^ Ε + ψ .
n \ cr /  + V η n

Let Ω2 be Ω2 =  Um̂ 2 ,m'(xm/), where €l2iTn>(xm>) denotes the following event

λ  n i  _____ \(Qn -  Q)(Fg,r)\ ^  5φ2,πι>{σ2,Χτη')\
=  \ SUp ~2~7 fit f2~ \ ~ -  -------- 3 -------- ( ·

[ F a ,r 6 ^ 2,m ' 2 +  Q\Fg,r)  σ 2 J

Then, P (Ω2 ) < 2 e x™'. On il2 , we can affirm that, for any w! in M n and any
0 < s < r,

S n / t *  Sn / 2 5$2 m'(<T2,.aw) ( J2 , r\< r f  Λ--------(a2 +Q(FL J ) ,

and in particular, this is true for m' =  rh =  (A,B).

P (T > ί)

e 2 ( B ' + M )

Ρ ( Γ > Τ )

mini 4BfbL, σ)

τ η '  € Μ η
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It remains to control, uniformly in m!, the terms £ Σ£=ι So Q(^t )dNi(s), that we can
Jm’’3

write
(Pn-P)(QCF? ) ) + P ( Q ( F j j ) .

/m '»5 /m '» 5

Control o f the term (Pn — P)(Q(F? ))
/m '»5

We want to apply once again Proposition 1.4.1.
Let us consider the class of functions

Fz,m' = {<?<,(*) = ε [(A(g)(W,a) -  A(fa)(W,s) ) 2 H{T>s}] )5 6 5m|

using the same techniques as in Remark 6.

-G ,i| = |i [(^(S2) -  A ( r j f  % > »} -  (Ate1) -  A(fm) f  Π(τ>,)] |
< £  [| (A tf)  + A tf )  -  2A(&)) (A(<?) Π(Τ> „ -A (gl) % > ,,)!]

Af>2 ( B '+ M )

-  F (T > t )  S  Ι Ι Λ ( Λ  "(^*1 ' Λ ( 5 ΐ )  “ (T*> 11

so that
(  „2(B'+M) \ 2

| |< V  -  GpiHoo <  8 ( p (T  >  T) ) \\92 - '^H op-

Setting 63 = 8 ( ep (f> y ) > we can deduce the following inequality from the previous one,

Thus, on the same set Ω ,̂ we have

<
e 2B>

1
η

It{«[*]}

(
5φ2,τη'(σ·2,Χτη')

(A +
1
n

n

Σ
i = l L

τ

Q (F2

fmf>*
)dNi{s)))■

For any functions Ggi and Gg2 of Fz,m'i we have

l l < V  Hoc < (1.4.1.8)(
2e2 (B'+M)
P ( T  >  r ) )

2

P((G32- G s1)2) < I?h

The entropy number of the set is then given by Η (̂η) < D' (log · Thus, we
can apply Proposition 1.4.1 with Pn = Pn, P = P, 6 = 63, c = 0, b' = B'bz and φ = φζ,τη’

(Rn R n i f m ' ) ) II[n[e]}(& ) Ση
ι=1 1]

II92 91 II
2
30*

B'i*



60 Chapitre 1

Let Ω3 be Ω3 = U „^ 3jm'(a;m/), where Ω3)7η'(χ„ι/ ) denotes the following event

o  t-r Ί i  ~nn _  ^ 3 ,m ' {σΖ ι  x m ')  \λ , μ Μ  - 1  mp 4  + m )  > — 3 ------- 1  ■

Then Ρ(Ω3) < e-1™'. On Ω ,̂ we can affirm that, for all m',

0 .  - »  ( O j  < + F ( t f j )  ■

Conclusion

On Ω  ̂η Ω̂ 1, we can write

(*.(& > -  R .  ( M )  %[,]) < t ™ 2̂ ------ %M) Z m ' }V y 5L i= l% i> r} σ2

(«*+ 5fe" ,^ ,Xm') («1 + '  K , ) )  + * w J L · , » )  ■

We have now to retrieve the Kullback-Leibler informations from the variances terms. For 
any deterministic function g in Smt, we have

o g = ε  [ (^ ) (w ,5) -^ ( /* ) (w ,s))2n{r>s}] 

= €^(VA(g)(W,S) + V A (m w ,3 ) )2

(V A(g)(W,s) -  VA(/^)(W ,5) ) 2 n{T>i} .

Therefore,

o ,  <  i  [ ( ^ W W * )  -  v ^ U M W * ) ) 2 Π ( Τ > , } ]

<  ( « [2 ( ^ ( i X f . < )  -  v/Aum* ) ) 2  n ( T > „

+ 2 ί ( ν ^ α « - Λ / Μ ) !  H{T>s} j ̂

given by

Φζ,τη' (σ ι x )  =  κ σ
D'
η (v log

B %
mil]

ci
)

+ 2 k + 2 W Iog* V )  +7aJ E + ?hi.
η \ σ J + V n n

Στη'βΛΛ,,

5̂ 3,m'(cT3,Xm')
σ3

5̂ 2,m' (°"2) ®ro')

2e2(B '+ M )

P T > r )
2e2(B '+ M )

P (T > r)

(B'b3,σ)
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Since £ |(x/A(g)(W^sJ -  a/A(/)(W,s)^ %τ>β}| is deterministic, the first expectation 
only applies to A(f) Π{τ>3}» which expectation equals 1, so that

( 2 ε  jT  (y/A{g)(W,8) -  y/A(f){W,s) ) 2 1Ι{Γ>ί} S(f,s)aQ(s)ds

+2£ |jT (y/A(fti(W,a) -  y/A{f){W,8j) 2 H{r>e} S(f,s)a0(s)ds )  .

We recognize the Hellinger distance that we can bound by one half of the Kullback-Leibler 
information (see Lemma 1.5.2)

r (°J) S [ ψ ( Τ> τ )  j  W ’S) + KU'a )  ■

Since fm' is also in Sm>, we can also write

p (°l) * {wSi u+m ") ·
In the same manner, it is easy to prove that

'  («*>-..>}s WT7) {Ku ,u+Ku,rJ),

Thus, using 1.4.1.8 and bounding one Gg by its Leo-norm,

P
(

2e2(fl'+M)

P (T > r)

3

[j0 (2£ [(vA )
2

{T>*}

+2£ [(\/A V 4(/)(W ,s)
2

) II{r>s}]) ]I{T>s} ceo(s)ds

P K ) <
(

2e2 (B '+ M )

)
3

p (T > r)

(*(/■

(<3) < (ff) (W,8) A(/) (W, 8)

A(/) S(/,*)( f m ) (W,S)
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so that we can write that, on Ωί? Π Ω ,̂

Note that, on the set Ω[ε],

( r> r , t l  Λ - , τ  ^  -ιτ 5 0 2 ,m '(< T 2 ,® m ')
“ “ Rn\Jm')J  ^{Ω [ε]} ^  {Ω[ε]} ^2

Factorizing I ’f f i 6!!* +M>, we get
» {‘2χ>τ}

c r  i f * )  -  r  ( f  ϊνιτ -· i -i ( e2(g'+M) \ 5^2,m'(q-2,gm0\Rn\Jm) **n\fm')) {Ω[ε]} — V I 1 \-̂ n -.τ I {Ω[ε]} 2
Vi2^t=l HTi>r)J 2

Now, we choose <?2 in such a way that

■mn ί r-) (  e \ <h,m> (<72, Χτηή n
1 0 ' 1 + £ > 1 IT------------  ------------3 ------------  =  * 2  <  1 .

\ ή Σ < = 1 % 1 > τ } /  2

where 02 is some universal constant smaller than 1, to be choosen later. Recall that 
Xm> = £ + L\'D' + 2 log(B'). Set

/ ^(B'+M) \ 3
^  = C|(i + £)2 -------

\;L i= l% j> r) /

X
71 Σ 71i=l II{

(
A

5 0 3 ,m ' (<73 > Xm’)

σϊ (
+

(

2e2 (B'+M)

P ( T  >  r ) )

3

(
>)

+
2e2(B'+M)

P (T > t) >

2(l+e)e2(B'+M)

5 0 2  ,τη' (ο ·2 »® η » ')

( (

2(1 + e)e 2(B'+M) -1
I
71 Σ n

i=l n [ T i > r ]
σ\ + σ (

2(1 + e ) e 2(fl'+M)

I
71 Σ

n
i=l

1]{T,>r} )

-1

(
e

n + (1 + ε)
(

e2(B'+Af)
1
71 Σ

71

i=l
n{ T i > r } )

B'hg(B') L^D'logn

)n

( a
e 2B>

Ά>τ }

K ( Λ /m') + K ( Λ /m)

(K (/,/m ') + K ( Λ /m)

5 0 3 ,m ' (<73, Xmr)
2
3

(

σ\ +
(

2(1 + ε)β2 (B'+M)

1
n Σ n

i = l 11{Ti>r} )

3

(# (/,/* » ')+ W ,/m ))
* )■

1
P ( T  >  r)

< 1 + ε
1
n Σ n

i=l n{ T i > r }

κ(Λ / to') +κ(Λ /m)

e2 (B'+M)
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So, it is possible to bound the quantity 10(1 + ε)2 (  i ^„(B 1tM)—  ̂ <̂ ,m' ̂ v )   ̂ Κμ.
\  ΰ  L ,i= l U {Ti>r>)  σ 2 . 2

where Ki is some universal constant. Just choose Ci = and we have

Once again, set

Using that

f  K$ ( ( I  + ε)β2(β'+Μ)\ 2 B'LA'D'\og(n) K$ ((1  + ε)β2(β'+ΜΛ  ξ 
[ η \  ί  & 1  % ,> r>  j « +  n  U  Σ 2.1  % ,> r ]  J  »

by
03 < 1 to be choosen later, bounding it by where K$ is some universal constant, and 
choosing C3 = We obtain

/ K\ / ( I  + ε)β2(β'+ΜΛ 2 B'log(£')£A'£'Iog(n) K\ (1+ ε)β2(β'+Μ> £
I V i ΣΓ=1 Χ {Ά > τ )  ) η 20\ 1 S i  %<>*} η

( κ ξ  (1 + e )S B'+Ar> Β· \og{B')LfiiD' log(n) iff (1 + ε)β2(β'+Μ) ξ
V8̂3 έ  Σ?=1 %ί>τ} »

+ * ( /,  L ·) + K(f,  & j )  + K(f,  j m>) + K(f,  / ·  )J .

(l + e)e*g+MS, /(i + £)e2(*̂ >\2 ' a

Π{Ω[ε]} < #2Π{«[*]}))(Rn ( a Rn (fm'

+ 5̂ 3, w!(<T3,27771')
σ 23 (2 (1 + *)e2

In Σ n
i = l 11{Ά>τ} )

2

-3

((
2 (l + e)e2(B '+ M )
InΣnz=l 11{

5<t>3,m'(<T3,*m0

(Rn 11{Ω Μ } < 02u{«[«]}

2 0\

Ko
#2

Ti> τ }
ο + )

ji  _  ri2 
σ 3 ^3 ((l + ε)e2 (£ '+ M )

I
71 Σ 71

z = l 11{T,>r}

4

(n + B'log(5')ZA'i?# login))·n

Like previously, it is possible to bound the quantity

(/m) Rn

+$3 m 1
η Σ η

ΐ=1 Π{Ά>τ) η

2 x
η Σ η

i=l II{Τ,>τ}
< ι

η Σ ηί=1 Π{Τ,>τ}

2
3 + κ + Κ (Λ /m) Κ + κ(Λ /m)

2

(
2(l+e)e2

)TnΣn
i=l a
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and gathering terms, we can affirm that, on the set Π Ω ,̂

(Rn(fm) ~ Rn(fm')) {̂Ω[ε]> < {̂Ω[®]} ̂ ( 1  + + θ2 (1 + &z)K(f, fa)

(K l  , Θ2ΚΙ\ ((1  + e)e2(g'+M)\ 2 B'\og(B')L\iD'log(n) +1 ( K% , Θ2Κ2Λ  £  
\ 4̂2 1603 ) V i  Σ ”=1 U{r,>r)) n \ 4̂2 1603 ) n

1.4.5 Conclusion of the proof

Let Ω = u|=1Ω*. Recall that Ρ(Ω) < 4 Στη' z~Xm' < κ'Σβ~ξ, where κ' is an absolute 
constant. We can write that on the set Ωσ ,

K (f , fra) U {n[e]} <  (1 +  θχβ2Μ + 02(1 + 03))K(f, f*m)
+ (penjm) -  penjm)) Π{Ω[ε]} +(0 χ + θ2{1 + 03))K(f, / Α) 11{η[ε]}

( K l  Κ$ Θ2Κ%\ /  e2 0 +M) \ 2 (Β + Μ) logBLrhblog(n) + 1 
+ \4θχ +  402 +  1603 )  Σΐ=ι Κ{τ<>τ))

(Κ\ Kl g2* f  λ ξ2 

\80ι 402 1603 /  η

Let Δ = '{(0ι, 02*03) 6  R3,0i > 0,02  > 0 ,03  > 0,0ι + 02(1 + 03) < 1}, and let consider the 
function Z from Δ to R such that for any (0i, 02, 03) G Δ,

. _ . 1 (K \  Kl θ 2κ ί \
( 1’ 2’ 3) ~ 1 -  (01 + 02(1 + 03)) \401 + 402 + 1603 )  '

]ζ2 ]ζ2The function Z is clearly continuous and bounded down by -£■ + -£■ > 0. Let define by 
c the infitmim of this function on Δ. Since -̂ (01,02? 03) tends to infinity when (0i, 02*03) 
tends to (1,0,1), staying in Δ, we can affirm that, for any d > c, there exists (01,02,03) 
such that £(0i, 02, H) = d. Recall that the penalty function is defined by

_ j (  e2(B+M) \*(B  + M) log(B)LmD log(n) + 1 
Penn(m) — c I 1 it ) nν ή Σ ^ ι ΗΆ>τ}) n

Choose now 0i, 02 and Θ3 such that £(01,02,03) = d· Writing 0 for 0i + 02(1 + 03), we 
obtain

vi t £ \ it ^ 1 + ̂ 1β2Λί + ^ 2 (1  + ί*\ ,  ̂ t \ itK(fJm) 1Ι{Ω[ε]} < ------ ---- + ^7^Penn(m) %[e]}
K l + K i  +  M l t  2■ 8fli ^ ΑΘί ^  I6O3 ς

1 — 0  n '
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Applying lemma 1.5.6, we obtain the risk bound announced in the theorem. Furthermore, 
since on the set Ω[ε]

-------- 1---------< ----------- -----------
5 Σ ? .! -  ( l - e ) K T > T ) ’

we also get the bound

, , , 1T . 1 f  Kf K% Θ2Κ$\ (  (1 + ε)β2(Β+Μ> V  
E (penjm) 1Ι{Ω[ε]}) < χ Q ^  + 16̂  J ( (1- β)Ρ(Γ > r )J

(Β + Μ) log(B)LmD log(n) + 1 
η

1.5 Technical lemmas

1.5.1 Proof of Lemma 1.2.1

Let us introduce some notations. For any deterministic function g of G, let An(g) denote 
the following expression:

es(«0

Λ" (9)(ί’ ” ') = k m -
With this notation, we can write:

E (7n(9) -  ·*.(/)) = E ί - i  Σ  ζ  log (  m i) <Wf (») J ·

Using the Claim 1.5.4.1, this also equals

«(4 §  [  *  (£$<”w*) ̂ ’

that we can rewrite

E Σ [ l0S ^η(/)(5’ Wi Ŝn^ «) nW>.} <*>(«)*) · (1.5.1.1)

Let us now consider the following expression:

( l f (/)(S’ Wi) ~ 0  Αη(/)(ΰ’ Wi Ŝn^  s) %■>*> ao(s)ds j  , (1.5.1.2)

An
An(f) (*»

I
η

η

i=1 Ο (
AJg)
An(f)

(s,Wi)

E (
1
η

η
Σ
i= l

τ

Ο

that also equals

Ε t
■τ

0 (
1
η

η

Σ
ι=1

An(g)(s,Wi) Π&>*}
1
η

Τί
Σι=1

An II{Ti>s}) Sn{f, s)aQ(s)ds
)■

(9)

f ( W i ) Πm>·) a o (s)d s)■

(/) (s,Wi)
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1 » 1 A  eg(Wi)
- Σ λ < 9) ( ^ () π {Τ|> ,,  =  -  Σ  ^  % ,> „  = i. 

i— i i— i

Note now that, for any function g,

Therefore, expression 1.5.1.2 equals 0 and we can add it to expression 1.5.1.1. We obtain 
then,

E  (jn(g) -  7»(/)) = E (log ^ M (s , Wi)) e ' W  H{Ti>s} ao(s)ds  ̂ ,

where Φ denotes the function Φ(χ) = ex — 1 -  x. Since this function is nonnegative, 
E {jn(g) -Jn(f)) also is nonnegative.

Furthermore, if E ( j n { g )  — 7n(/)) = 0, then for any 1 < i < n,

£  Φ (log (s, Wifj ll{r<>s} aQ(s)ds =  0

almost surely. Since Φ(χ) = 0 implies x = 0, that implies that for any 1 < i < n and
0 < s < r, An(g)(s,Wi) = An(f)(s,Wi) almost surely. This can be rewritten

eSW ) - / W )  =  n - i / 2  £  e ^ - ^ A n(f)(s, WfiYjis) 
j=l

almost surely. That means that e9̂Wî  /W ·) is a constant almost surely, that is to say 
g — f  + cste almost surely. The condition E'(s(W)) = 0 implies g = f  almost surely.

1.5.2 Properties of the Kullback-Leibler information

The next lemma, that provides a link between the variance term and the Kullback-Leibler 
information, can be found in the framework of density estimation in Barron and Sheu [9] 
and in Castellan [21].

Lemma 1.5.1. For any functions f  and g in Q and any deterministic function c from 
[0, r] to R, we have

e- % - / l l ° o  /  „A(q) \  g l l t o s j ^ + c W I U  / . /A(q)  \ \

— *— *{* W 5 K(1'9) 5!— >— r (los { m +cW)) ·

(&*)

(
1
η

η

Σ
*=1

τ

Ο
Φ

Αι{9)
An(f)

almost surely, for any 1 < i < n and 0 < s < r,

Φ(log Kig)
M S ) )=  0
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Proof. By definition,

K(f,g) = £ ^ l o S^ A ( f ) l {T>a}ao(s)ds .

Using the Claim 1.5.4.2, we find

S /Τ(^ _1)̂ (/):1Ι{Γ̂}αο(*)ώ = 0 ’

and thus, we can add this expression to the previous one. Denoting by Φ and the function 
defined by Φ(α;) = e* — 1 — :r, for any ® € R, we have

K{f’9) = ε  [ [ Φ (losW ) ) A{f) fl{T- s}ao(s)(i5  '

Now, using a Taylor expansion, it is clear that for any 1 6 I ,

e - H  o 
*(«) > ~ 2 ~ x

Recalling that
, A(g) _  , , S(g,s) 
l°SA ( f ) ~ 9 f  g S(f,sY

so that || log ^j}||oo < 2 ||s - /||oo> we can write

Γ r  e-iUg-fUo, ( Λ ( σ Λ 2
K ( f , g ) > e  yo -— —̂ ^ lo g -^ jj A(f) n{T>s} aQ(s)ds ,

which gives the first inequality.

Now, we can also write 

K ( f , 9 ) = S  [^Φ(1ο§ ^ + ο ( 5 ) μ ( / ) 5 ( / , 5)Π{τ>3}αο(5)ώ

+ ε ί  ( (1- « φ))| τ ) + φ ) ) Λ(/)

Using Claim 1.5.4.2, the second term also equals

£ ( l  -  ec«  + φ ) )  A(f)S(f, s) Π{Γ>4} oo(s)ds ,

that is nonpositive. Using a Taylor expansion once again, we have that for any x € R,

eM „

$(*) < - j-*  »■

π{T>s} ao (s)ds
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from which the second inequality follows. □

In the same way that we introduced some quantity comparable to a Kullback-Leibler 
information, we can define some Hellinger-like distance, which have the same link with the 
Kullback-Leibler information as in the density framework. That is what we prove here.

Lemma 1.5.2. Let us define the Hellinger-like distance by

H2(f,9) = \ ε [ [  (y/A(9 )(*,W) -  VA( f ) ( s ,W) f  S(f,s) H{r>s} a0(s)ds ,

Prom Claim 1.5.4.2, we have that

ε [Ιο M f i A{f)S{f’ s) Η{Γ>τ> Ms)ds

= ε\Γ A(f)S(f, s) Π{Γ>Τ} aQ(s)ds] = E (JV(r)), 
.Jo

so that

K{f,g) - 2 H 2{f,g) = s [ ^ 2Φ ^log^ A(f)S(f,s) Η{Γ>τ }a0(s)ds .

Since the function Φ is nonnegative on R, we get the result. □

We give now a link between the Kullback-Leibler information and the L% distance 
between two functions, via the distance.

Lemma 1.5.3. For any functions f  and g in Q,

glls- /lloo ,
m g )  < e- r -E{(g-f)2(W)N(r)).

Proof. Apply the second inequality of Lemma 1.5.1 with

, \ , S(g,s) 
c(s)=l0gS(M·

for any function g in Q. Then, K(f,g) > 2H2(f,g).

Proof. For any function g in Q,

K(f,g) -  2H2{f,g)

= ε

= ε[

τ

0
• τ

0

(

(

log Mf)
A(g)

-2  log

(V A(g)
A(f)

-  1
2

)
A(g)
A(f)

A{g)
A(f)

+ 2
A(/)

-  1)

A(f)S(f, s) II{x>«} aow

A 11fr>.) ao(s)<£s(/) S(/,*)

A(g)
A(f)
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We get

logI ( / )  + Φ ) =

so that
e \\9-fWoo Γ ρτ

K(f,g)<—j — £.J (g - f ) 2(W)A(f)S(f,s)H{T>s)a0 (s)ds ,

which is exactly the result. □

The next lemma will be useful while bounding the distance between the true function 
/  and any function in some model.

Lemma 1.5.4. For any functions f  and g in S,

*(/,<?) <2E(iV(T))||/ — ff|&.

Proof. Recall the definition of K  (/, g)

K(f,g) = £ ̂  log ̂ A(f)S(f, s) U{r>a} a0 (s)<fc .

Using Remark 6 , we can bound log by 2 ||/  — g||oo, so that

K(f,g) < 2\\f — gWooS ̂  A(f)S(f,s) H{T>s} ao(s)ds = 2\\f - g\\ooE(N(r)).

In particular, when ||/ — [̂|oo > 1, we have

K(f,g) < 211/ -  <7||̂o Ε(.Ν(τ)) · (1.5.1.3)

On the other hand, using Lemma 1.5.3, we have

ell 9-/IU , 0 , ells-/lloo
K(f,g) < E{(g-f)2(W)N(r)) < 1|<7 - /I&E^t)) .

In particular, when ||/ — <?||οο < 1, we have

K(f,g) < e-\\g -  /||LE(JV(r)) <2||g -  / | U W )  . (L5.1.4)

Gathering inequalities 1.5.1.3 and 1.5.1.4, we get the result. □

1.5.3 Other lemmas

Lemma 1.5.5. Let Z be some red valued integrable variable and φ some increasing func­
tion on such that, for any measurable set A with P(A) > 0, EA{Z) < ^(log(ppy))· 
Then, for any positive x, P(Z > φ(χ)) < e~x.
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Proof. Using Markov’s inequality,

m  > * ( * »  <  E (z a X f w ) ) ·

Applying the hypothesis with A = {Z > ψ(χ)}, we have that

Ε{ΖΚ{ζ>ψ(χ)})= Ε α (Ζ)Ψ(Α),

so that φ(χ) < EA(Z) < ip (log ψ^)· Since the function ψ is increasing, we get the 
conclusion. □

Lemma 1 .5 .6 . Let X,Y be two positive random variables. Assume that there exist 
constants «χ and k2 such that for any positive ξ, P (X > Y + κιξ2) < K2e~̂ , then 
Ε PQ < Ε (Y) + 2«iK2.

Proof. By definition,
r+oo r /·+oo

e  (x ) = yo ψ  {x >t)dt = n{x>t} dtd p .

Decomposing the indicator, we get
r f+oo p r+oo

Ε (X) < J J dtdlP + J J ]I{y<t<x} didP.

Setting t — Y + «χξ2 and integrating, we found
r  r+oo r+oo

Ε (X) < E Q0 + Ĵ  J n{x>y+KlC2} 2κιξάξάP < Ε (Y) + j  2κχκ2ξβ~ξάξ,

that enables us to conclude. □

1.5.4 Claims

In this section, we present Claims that are used all along the chapter.

Claim I.5.4.I. For any predictable function H with respect to the filtration generated by 
the observation,

Ε Q T  H(s)dNsj = E ( jT  ̂ (s)e/(iy) % > ,} «0(a)dsj .

Proof. The counting process N has predictable compensator

N (t)= [ TeHwH {T>a)ao(s)ds, 
J o
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with respect to the filtration generated by the observations. That means that the process 
Μ = N — N is a martingale with respect to the same filtration. Since the function H is 
predictable with respect to the same filtration, we have that the process / QT H(s)dM(s) 
also is a martingale. In particular, its expectation is 0, that enables us to conclude. □

Claim I.5.4.2. For any deterministic function h from [0 ,r] to R and any function g €
G\,

e ( J  h(s)A(g)1l {T>s}S(f,s)ao(s)ds^J = E ^  h(s)A(f) H{r>s} S(f,3)ao(s)d^j .

Proof. Since the only random terms are A(g) Π{τ>5} and interchanging the expectation 
and the integral, we have that

E Q f h(s)A(g) ll{r>s} S(f, s)aQ(s)ds  ̂ = j f  h(s) E (>1(5 ) H{T>s}) S(f, s)a0 (s)ds.

Now,

Ε (,% )(5, W) 1I{T>S}) = Ε 1 S(g!s) )  = L

Recalling the definition of S(f, s),

E ^  h(s)A(g) H{r>s} S(f, s)a0(s)ds  ̂ h(s) E (ef(-w) ll{r>s}) « 0(s)ds.

Interchanging the integral and the expectation once again and introducing S(f,s), we 
finally have

E ( /  h(s)A(g)H{T>^S(f1s)ao(s)dsSj  =E^f^ h(s)A(f)il{T>ii}S(f,s)ao(s)dsj .
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A bstract

In this chapter, we propose a semiparametric shock model in order to model situa­
tions in demography where the biographies of a pair of individuals cannot be considered 
as independent. For that purpose, we construct two dependent counting processes rep­
resenting these biographies in such a way that, whenever either one of both counting 
processes jumps, the hazard rate of the other one is instantaneously multiplied by 
a constant. These constants are called shock parameters. Moreover, these counting 
processes may be censored.

In such a context, assuming a Cox model, our aim is to estimate the shock parame­
ters and the Cox regression parameters, from a sample of independent and identically 
distributed, possibly censored pairs. Maximum log partial likelihood estimators for the 
shock constants and for the Cox regression parameters are proposed. Consistency and 
asymptotic normality of these estimators axe established. We illustrate our method 
with simulations.

Keywords and phrases: Bivariate censored data, Bivariate survival analysis, Cox 
model.

R esum e

Dans ce chapitre, nous proposons un modele de chocs semi-parametrique pour 
modeliser des situations courantes en demographie, quand les biographies d’un couple 
d’individus ne peuvent pas etre considerees comme independantes. Pour cela, nous 
construisons deux processus de comptage dependants representant ces biographies de 
telle fagon que, quand Tun des processus saute, le processus de comptage de l’autre est 
instantanement multiplie par une constante. Ces constantes sont appelees constantes 
de chocs. De plus, ces processus de comptage peuvent etre supposes censures.

Dans ce contexte, supposant de plus un modele de Cox, notre but est d’estimer 
les parametres de chocs ainsi que les parametres de regression de Cox, a partir d’un 
echantillon de couples eventuellement censures. Nous proposons des estimateurs du 
maximum de log-vraisemblance partielle pour les parametres de chocs et pour les pa­
rametres de regression de Cox. Nous etablissons la consistance et la normalite asymp- 
totique de nos estimateurs. Nous illustrons notre methode par des simulations.

Mots cles: Analyse de survie bivariee, Donnees censurees bivariees, Modele de Cox.
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2.1 Introduction

In. demography studies, the Cox model (see Cox [25]) is often used in order to study 
the individual biographies with respect to covariates, depending or not of the time (see 
Kalbfleisch and Prentice [38]). This model cannot be used anymore when introducing 
covariates which may be influenced by the individual in study himself. Consider for 
instance the case of a man looking for a job: we cannot take as a covariate the process 
indicating whether his wife has a job or not, since both processes are strongly linked to 
each other. In such cases, we are led to consider multivariate models, where the involved 
failure times are supposed not to be independent.

One famous class of multivariate survival models is composed of the so-called frailty 
models (see for instance Vaupel et d. [60], Clayton and Cuzick [23], Hougaard [34], Oakes 
[48], Nielsen et o/.[47]). In such models, the individual hazard rates are supposed to be 
proportional to a frailty variable that is common to all variables of a group and that is not 
observed. Usually, this frailty variable is supposed to have a Gamma distribution, which 
parameters are to be estimated.

Copula models are also used as bivariate survival models. They consist in assuming 
that the joint distribution function can be written as a function of the two marginals 
distribution functions. One particular copula model is Clayton’s shock model (see Clayton 
[22], Cox and Oakes [26]). He considers a father and his son who are supposed to be 
subject to some event at ages T and S. The dependency between both random variables 
is supposed to be defined by the following relationship between the conditional hazard 
rates of the father λ/ and of the son λβ:

Xa(s\T = t0) Xf(t\S = so) α
Aa(3 j~r '> ίο) = A/(f | S > ao) ~ W  peat™ M,

In such a model, the joint distribution of (S,T) is necessarily of the form:

f (_ 9a(s)b{t)
/ Μ )  =  ---------- — ;----------------

1+  ( « - ! ) ( /* < .  +  / ;  6)

for some nonnegative functions a and b.
In this paper, we propose a bivariate survival model which corresponds to the following 

situation: in a pair of individuals denoted by A and B, each one is likely to be subject to 
an event at times X a and X b · The model is constructed in such a way that whenever 
either one of both events happens, the hazard rate of the other one is instantaneously 

• multiplied by a constant. That is the reason why it is called a shock model. A lot of 
situations in demography studies can be modelled in this way (see Lelievre et d. [42]). Let 
us begin with defining this model.

Let (Χα,Χ β) be a pair of independent positive random variables with hazard rate 
and αβ.

If Xa < Xb , we define XA = Xa and X b = Xa + X'b where X'B is some positive
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random variable, independent of X b , with hazard rate ePB'°ciB(XA  + s), where p a ,o is 
some real number (see Fig. 2.1).

_____ «λ('Ό___ Χ λ = Χ λ________ ^

______________________ ; X'» X b r
e A o .B {X A  + s)

Figure 2.1: Case X a  < X b '· X b  = X a  + X'b

If Xb < Xa , we define Xb = Xb and Xa — Xb + X'a where X'A is some positive 
random variable, independent of Xa, with hazard rate ePA>QaA{Xe + s), where pe,o is 
some real number real (see Fig. 2.2).

______________ J & o ia ( X b J j } ^ _____^

i Χλ

_----------------------i_-----_-------------- —=>-
«b (s ) X b = X b

Figure 2.2: Case Xb < Xa '· Xa = Xb + X^

Random variables Xa and Xb can also be written as

Xa = iv£(Xa,Xb) +  X'a ^X bkXa) (2 12ϊ\
XB = mi(XB,XA) + X'B^{xA<xB}·

Their joint distribution is given by:

/(M ) = r ■ ------ T,Vs< i ,
exp Jq oia+Jq e^B a B{u)du

I· o J (2.1.2.2)
f(s,t) = — ,----- ----------------------- -J, Vi < 5.

exp .ft t “A aA(u)du+[Q a B

One can see from the construction of the random variables and with help of Fig. 2.1 
and 2.2 that random variable Xa has hazard rate a a so long it is smaller than Xb and 
hazard rate βΡΑ·°αΑ whenever it is greater than Xb. In the same way, random variable Xb 
has hazard rate as so long it is smaller than Xa and hazard rate ePB'0aB whenever it is 
greater than Xa· In the following, reals pa,o and pg,o will be called the shock parameters 
of the model.

epοBOtA aB (t)

Χ'λ
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Another way to illustrate this situation is shown in Fig. 2.3. From a state 0 where none 
of both events has occurred, we can go with hazard rate a a to a state A where only A’s 
event has occurred or with hazard rate ag to a state B where only B’s event has occurred. 
From these two states, we can go to a state AB where both events have occurred, and we 
go there with hazard rate epA'° a a if we come from state B and with hazard rate ePB'Qas 
if we come from state A. Such cases happen in medical studies, when having one disease 
modifies the hazard rate for another disease (see Aalen et o/.[3]).

~ o ~ ~ |____ ^ _______J~T~
aB(s) e>‘aBaB{ti)

B I___________J AB
'----------- 1 eAaA(s) I-----------

Figure 2.3: A four states-model: state 0: no event has occurred, state A: only A’s event 
has occurred, state B: only B’s event has occurred, state AB: both event have occurred.

In such a context, it may be interesting to include covariates. Let (Ζα ,Ζβ) be a 
P-dimensional vector of such covariates. These vectors may be nonindependent. In par­
ticular, they can have common coordinates or be equal. We can assume a Cox model 
and replace the hazard rates a a and a# by conditional hazard rates given (Ζα,Ζβ) 
azA = βθΑ'°ΤζΑαΑ,ο and azB = eeB'°TZBoiB,o, where Θα,o and Θβ,o are .D-dimensional 
vectors called the Cox regression parameters.

Suppose now that the random variables Xa and Xg may be censored: we observe 
the random variables in some deterministic time interval [0,r] and there exist two right- 
censoring times Ua and Ub verifying the following assumption:

Assumption 2.1. (Χα ,Χ β) and (Ua,Ub) are conditionally independent given (Ζα ,Ζβ)· 
The distribution of (Ua, Ub) is such that:

W*(Ua > Tj Ub > T | (Ζα ,Ζβ)) > 0.

We allow, for instance, the case Ua = Ub- Instead of observing (Xa, Xb), we actually 
only observe (Ta,Tb,Sa,Sb ,Ζα,Ζβ), where

TA = inf(Xa ,Ua), TB = w£(Xb,Ub), (2 l23)
SA =  SB  =  ^ { X b ^Ub } '

Note that the baseline hazard functions a a,a and αβ,ο are supposed to be unknown.
Our model can be considered as a particular bivariate Cox model, and our aim 

is now to estimate βο = (Ρα,ο, Θα,ο, ΡΒ,ο, Θβ,ο)Τ (where a;1, denotes the transpose of 
the vector x), from a sample of independent and identically distributed variables

π
{Xa <U a }
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(Ta,u TB,i, 6a,u $B,ii Za,{, ZB,i)i<i<m in the presence of the nuisance parameters α ,̂ο and 
otB,o, belonging to some functional space.

Let us introduce some notations needed to define our estimators. Let Nh,i,h = 
Α,Β,Ι < i  < n  denote the following counting processes:

NA,i(t) = $A,i + π{ΓΛ,ί<τΒ,ί}): (2.1.2.4)
Ne,i(t) = SB,i U{TBii<t}(0A,i fi-{TAti<TB,i} +  ^{TSii<TA,i})) for any t > 0,

let Wh;i(t),t > 0, h = A,B, 1 < i < n be the following covariates vectors:

WA,i(t) = ,WB,i(t) = ,<t})  ’ (2.1.2.5)

In the sequel, for any vector β = (ρα,Θα ,Ρβ,Θβ)τ , we denote Pa and ββ the vectors 
0a = (Ρα ,Θα)τ and ββ = (ρβ,Θβ)τ · We define the log partial likelihood of our model as

where Snjt, h = A, B denotes for any s such that 0 < a < τι

S n fitf, s) = η ' 1 Σ  eP ^ ’̂ Y h M  (2.1.2.8)
i= l

Our estimator βη is then defined by

βη — {pA,m@A,n,PB,m@B,n)  =  arginaxln{pAi@Ai PBiOb )· (2.1.2.9)
β

We prove consistency of the estimator βη, we show that it is asymptotically normal with 
rate of convergence n-1/2 and that —n~1D2ln0 n) is a consistent estimator of the inverse of 
the asymptotic covariance matrix (where Ό21η{β) denotes the second derivative of function 
ln at point β).

We derive the asymptotic properties of our estimators by applying Theorems VII.2.1 
and VII.2.2 in Andersen et d. [5]. A complete presentation of the proofs is given by 
Andersen et d. [5] (see also Appendix B).

Next section is devoted to the asymptotic properties of our estimators. In section 3, 
we illustrate our purpose with some simulation study. Proofs are to be found in section 4.

π{ ζ A,i ) (
Π

ΖB,i )■

(2.1.2.6)

and let Yh,i{t), t>Q,h = A, B , l < i < n  denote the following risk indicators:

YaM  =
YbM  =

II
Π

{
{

(SB,i

(0A,i

Π{
II(

+
+

11{ ),
H( )·

(2.1.2.7)Ιη(β) = Σ Σ
n

h—Α,Β i—1 0
log (

eβ )dNHti(s)

π (SB,i fl[Τβ\ϊ <Τα ,{]

TA.i >t}
TB,i>i}

TB,i<t}
TA,i<t}

T B ,i >t}
Taa >t}

τWm
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2.2 Large sample properties

2.2.1 Construction of the likelihood

We follow Andersen and Gill’s approach that is based on the martingale theory. We begin 
with defining the counting processes that represent the model best, we calculate their 
compensators with respect to the σ-algebra generated by the observations, and finally, 
we apply Jacod’s formula (see Jacod [35, 36], Andersen et d. [5]) in order to obtain the 
likelihood of the model.

The basic counting processes

Before introducing the censoring, let us consider the basic counting processes Nh for 
h = A, B, that is to say, the counting processes that would be considered, if there had 
been no censoring. These counting processes are defined by: Nh(t) = <ej , for t > 0. 
Let also define the functions &a and 5b by

c*A(t) = epA'0 +ί̂ α Λι()(ί), (222 1)
aB(t) = epB’° h*A<*B*A<v for t > 0.

Let define the risk indicator Yh for h = A, B by Yh{t) = and the filtration (Λ/*, f >
0) as the family of the σ-algebras Nt generated by {Na (u),Nb(u),u < t, (Ζα,Ζβ)}·

Assumption 2.2. Jq ah,o(s)ds < oo, h = A, B

Assumption 2.3. There exists a neighbourhood x &g of (Θα,ο,Θβ,ο) such that, 
E (sup^eQ;i \Zh\2 exp{e%Zh)) < oo, h = A, B,

where \Zh\ denotes the Euclidean norm of the vector Zh-

Proposition 2.2.1. Under Assumptions 2.2 and 2.3, the counting processes Nh for h = 
A, B have predictable compensators Ah, where Λ/,(ί) = &h{s)Yh{s)ds for any positive t, 
with respect to the filtration (Nt,t >0).

Let denote by Mh the difference Nh — Ah· We just need to prove that the processes 
Mh are Λ̂ -martingales, which is done in 2.4.1.

The censored counting processes

In reality, the previous counting processes are not observed because of the presence of 
the censoring. We now have to define new counting processes, that take account of the 
censoring.

For that purpose, let us consider individual A. We expect some counting process of the 
form Sa 2{TU>t}, like in the classical Cox model. So, let us consider the case when Sa = 1· 
Whenever A’s event occurs before B’s one, that is to say whenever Ta is smaller than Tb,

11[xB < x A ,xB <ty

01,οζ β (*)

Ιο
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ΤΛ = Χλ--- 1--------------------------------------------- ^

ΤΒ = UB Χβ 
—-------------------- 1---------------- ι------------- S>-

Fignre 2.4: Case Τα < Tb, 5a = 1? Sb =  0.

X a is necessarily smaller than X b , so that A cannot have been influenced by B (see Fig. 
2.4).

This situation is illustrated by the counting process Ni defined by:

JVi(i) =  Sa R{TA<TB,TA<t) ·

On the contrary, whenever A’s event occurs after B’s one, if B is individually censored 
(5b = 0), A also have to be considered as censored because in this case, we do not observe 
the time X b when A’s hazard rate is modified by the constant efiA'° (see Fig. 2.5).

TA=XA

— 1/  i ’
ψ  i**?

-------1---------- 1---------------------- 1--------Ξ>-
TB = UB

Figure 2.5: Case Tb < Ta, 0a = 15 Sb = 0 .

That leads to the counting process N2 ·

N 2 (t) =  Sa Sb  R{TB<TA,TA<t} ·

We can now define the counting process Na corresponding to individual A by Na = 
N\ + N 2 which implies formula (2.1.2.4). In the same manner, we define

-N3(i) =  Sb R{TB<TA,TB<t),

Ni{t) = δΑδβ ft{TA<TB,TB<t}i

and Nb = Nz + JV4.
In order to calculate easily the compensator of these counting processes with respect 

to the filtration generated by the observations, we can try to interpret Na and Nb as 
integrals of predictable processes with respect to the previous basic counting processes NA 
and Nb·
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For this purpose, let us recall the definition (2.1.2.4) of Na '·

Να(ϊ) = <5A ($B ft{TB<TA} +  %ΓΛ<ΓΒ})·

Recalling the definitions (2.1.2.3), we can write

N A(t) =  ^{xA<uA,xA< t }^ {x B<uB,xB<xA} +  ^{XA<XB,XA<UB}) 

— /  1Ι{ω<{/Λ}( {̂.ΫΒ<ί/Β,1Β<«} + {̂u<Xb,u<Ub}^ ^ a Û̂  J 0

since Th = Xh as soon as Sh = 1. In the same way, we have

N B ( t ) =  j  U{u<tfi,}(%YA<t/A,XA<u} +  ^ { u < X A , u < U A } ) d ] V B ( u ) .
J 0

Define now the censoring processes Ca and CB by

Ca(u) = H{u<^}(lI{XB<tfB,*B<u} + 1I{u<*B.u<ya}), (2 2 2 2)
Cb(u) = 1Ι{«<ί/Β}(1Ι{χΛ<{/ΑιχΑ<,1} + ^{«<^,u<^})·

βΛ4,ο 1L{XB<XA,XB<U} +eA,oZAa Afi(u) du

— f (ePA'0+eA<°ZA5B li{TB<u}+e9A’oZAU{TB>u})K{TA>u}aA,o('u)du,
Jo

Λβ (ί) =  [\β>°’°+θΙοΖ*δΑ K{Ta<u} +βθΒ,οΖβ Π{Γα>„} ) 1Ι{Γβ>„} aB,0(u)du. 
Jo

After gathering terms, we can write the processes as

Ah(t)=  f  & « w’MYh{u)ahfi{u)du, (2.2.2.3)
Jo

with notations (2.1.2.5) and (2.1.2.6).
Finally, define the filtration T% as the filtration generated by one observation, namely 

by {fl{rA<u}, lI{Tfl<u},ti < ί,δΑ,δβ, ΖΑ,ΖΒ}·

Proposition 2.2.2. Under Assumption 2.2, the counting processes fork = A, B have 
predictable compensators Ah with respect to the filtration {!Ft,t >0).

Proof. Define first the filtrations Ut as the filtration generated by {Il{t/A>u}> ^{uB>u),u ^ 
i} and Qt as the filtration generated by both yVj and 1A%. The censoring processes Ch are

II{TA<t}

Integrating the censoring processes Ch with respect to the compensators Ah, we de­
fine the processes Ah(t) = Ch(u)dAh(u). Recalling the definitions of the Ah given in 
Proposition 2.2.1, we obtain:

AA(t) =
t

o
II (Π

{ X b < U b ,X b <  m} + II{u < X b  ,u < U b ] )
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cag-lad and clearly ^-adapted, so that they are «̂-predictable-
Since the processes iVt and A< axe independent with respect to the filtration Lit and 

since they are ^-adapted, the JVi-martingales are also t̂-martingales.
Since the censoring processes Ch are bounded and (^-predictable, we can affirm that 

the processes Mh(t) = / 0* Ch{u)dMh(u) are also ^-martingales. Each σ-algebra is 
contained in the σ-algebra Gt·, and it is clear from formulas (2.1.2.4) to (2.1.2.6) together 
with (2.2.2.3) that these martingales are also .̂ -measurable. Thus, they also are Tt- 
martingales. □

The likelihood

We have now to write the likelihood of the model thanks to Jacod’s formula (see Jacod 
[35, 36], Andersen et al. [5]). Since the counting processes Nh,i,h = Α,Β, 1 < * < n cannot 
jump simultaneously, the likelihood is proportional to:

where Su>a and Sn>B have been defined by (2.1.2.8).
Maximizing in οια,ο and as ,o for a fixed β = (ρα,Θα,Ρβ,Θβ)Τ·> we finally find the log 

partial likelihood defined in (2.1.2.7).
Remark 2.1. Note that in the case where the two individuals are subject to the same 

kind of event (think of the case of two married people searching for a job), we may assume 

that α ,̂ο = ctB,o and the maximizing of the likelihood leads to another form of the log 
partial likelihood. In that case, just replace the sums Sn̂  by SnyA + Sn>B·

2.2.2 The theorems

At that point, we are exactly in the framework described by Andersen and Gill [6] and by 
Andersen et al.(Chapter VII of [5]). Therefore, we can apply Theorems VII.2.1 and VII.2.2 
in order to establish our results. Recalling the definition (2.1.2.9) of our estimator, we begin 
with announcing the consistency of our estimator. Consider the following assumption:

Assumption 2.4. Random variables Ζα,ϊ and Ζβ,ϊ are not concentrated in a hyperplane.

These assumption is classical. Assumption 2.4 ensures the asymptotic existence of the 
estimator.

L J 0 )  = Π  Π Π
n

h=A,B  i = 1 s<t
{ah,i(s)Yh,i(s))

Δ exp
( - o

r
a h ,i (u )Y h . , i (u )d u )

n

π π
i=l s<t

(ec%wAiiYaM )ΔΝα,Λ*) (e Υβ,ϊw )
Δ

(οαλΜ )
Δ ( a s ,o ( e ) ) ΔΝβ,Μ

exp
( - 0

nSntA(P,u)aAfi(u)du)exp
( -

■r

0
n S n , B ( 0 , u ) a B ,o ( u ) d u )·

Ν ΜΜ

Β,ΐΜ

ΝA,iΜ
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Theorem 2 .2 .1 . Under Assumptions 2.1 to 2.4, the maximal log partial likelihood βη 
tends to the true parameter β$, when n tends to infinity.

In the next theorem, the asymptotic behaviour of the estimator is established and an 
estimator of the inverse of the asymptotic covariance matrix is proposed.

Let us introduce some notations. Let us denote by DF and D2F the vector of first 
derivatives and the matrix of second derivatives of the function F with respect to β. 
Let Sh,h = A,B be defined by 5/i(/3, s) = E(5n)/i(a)), let Eh,h = A,B be the vectors 
Eh = DSh/Sh and let Vh, h = A, B be the matrices Vh = D2Sh/Sh — (Eh)®2, where x®2 

denotes the vector product xxT. Finally, let Στ be the matrix:

Σ  /  W o , s)Sh(fio, i)«M (3)* · (2.2.2.4)
h=A,BJo

Theorem 2 .2 .2 . Under Assumptions (2.1-2.4), the variable nxI2 (βη — βο) converges in 
distribution to a Gaussian variable Μ (0, (Στ)_1) , and the matrix η~ιΌ2Ιη(βη) tends in 
probability to Στ.

The proofs of these theorems were first established in Andersen and Gill [6], they can 
also be found in Andersen et a/. [5] (see also Appendix B). In the same paper, the authors 
propose some simple conditions to be verified in the special case where the observations 
are independent and identically distributed (Theorem 4.1 in [6]). Since we are in such a 
case, we only verify the assumptions of this theorem in section 2.4.2.

2.3 A simulation study

We carry out a simulation study in order to illustrate the theoretical properties of our 
estimator βη and to investigate its finite sample properties (see the routines in Appendix 
C). As the behaviour of the Cox regression parameters estimators are now well-known, we 
focus our attention on the shock parameters. Thus, we run our simulation experiments 
without any covariates.

For different sample sizes (n = 30,50,100), we simulate a sample of independent and 
identically distributed variables (T^j, Τβ,ί, Sa,,, $B,i, ZA,i, ZB,i)i<i<n of size n, following 
the method indicated in the introduction: we begin with simulating a n-sample of inde­
pendent and identically distributed variables (Χ>ι,ί,̂ β,ί)ι<ί<π such that ea£h pair has the 
law of two independent exponential random variables with parameter 1. That corresponds 
to constant hazard rates a.a = = 1· Then, we simulate a n-sample of independent and 
identically distributed variables (Χα,ϊ^ β,ζ)i<i<n such that each pair has the law of two 
independent exponential random variables with parameters ePA>° and Here, both
Ρα,ο and pb,o equal 1. Random variables (XA,i,XB,i)i<i<n result from formula (2.1.2.1). 
Right-censoring random variables (Ua,i, UB,i)i<i<n are also generated as independent ex­
ponential random variables with parameter μ taking successively the values 0 .0001, 0 .1,
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0.4 and 1. The approximate rate of censoring in each case is given in Tab. 2.1. The 
duration of study t is taken to be 10.

For each experiment, we calculate the estimators following remark 1 (remind that 
a a = <xb), we calculate the estimator of the asymptotic covariance matrix and a 95%- 
confidence interval. We rim L = 500 replications of such an experiment.

Table 2 .1: Approximate rate of censoring with respect to the parameter of the censoring 
random variable μ

μ I 0.0001 1 0.1 I Q-4 1 1

Approximate rate of censoring 0 0.06 0.21 0.42

For the different values of the sample size n and of the censoring parameter μ, we 
give the mean of the estimates over all replications, the approximate bias, the mean of 
asymptotic standard deviation, the coverage probabilities of the 95%-confidence interval 
calculated with the previous estimates. The results are given in Tab. 2.2.

Note that in all experiments, the bias is small. Not surprisingly, the asymptotic stan­
dard deviation decreases with the sample size for a given censoring parameter, and it 
increases with the censoring parameter for a given sample size. The coverage probabilities 
are closed to the one expected (0.025%, 0.950%, 0.025%).

To examine the performance of the estimators, we draw the empirical distribution 
functions of the conveniently renormalized estimates and we compare them to the distri­
bution function of a standard Gaussian random variable. This is shown in Fig. 2.6 for a 
sample size equal to 50 and a censoring parameter equal to 0.1. We note that even with 
small sample sizes the distribution of the estimators are very closed to the asymptotic 
distribution.

2.4 Proofs

2.4.1 Proof of Proposition 2.2.1

The processes A/, axe nondecreasing and JVt-adapted, thus they are JVi-predictable. It suf­
fices to prove that the processes Mh defined just after Proposition 2.2.1 are jVj-mart ingales, 
that is to say, for Ma , that for every s < t, E (j&A(t) — Mb(s) | — 0 . In fact, we have 
to prove the five following points: for every u < s < t ,  v < s  <t,

i) E (|Af.A(i)|) < oo

ii) E ((Ma(<) -  MA{s)j H{^ < „ }) = 0

iii) E ((M a(<) -  Ma(«)) Π{χΒ<„})  =0

iv) E (^Μα{ϊ) -  MA{s)j Α{λγχ<„} = 0
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Table 2 .2 : Small sample performance of the estimator for the shock parameters for various
values of the censoring parameter μ and of the sample size n._____________ _

μ n pa PA~ Pa, o & a < IC e IC > IC
_________________Pb Pb ~  Pb ,o ob _
0.0001 30 0.9862 -0.0138 0.3553 0.024 0.952 0.024

1.0019 0.0019 0.3550 0.026 0.950 0.024
50 1.0135 0.0135 0.2684 0.028 0.948 0.024

0.9885 -0.0115 0.2688 0.028 0.0936 0.036
100 1.0012 0.0012  0.1864 0.030 0.950 0.020

0.9949 -0.0051 0.1868 0.032 0.956 0.012
0.1 30 0.9651 -0.0349 ■ 0.3790 0.024 0.950 0.026

0.9879 -0.0121 0.3809 0.028 0.950 0.022
50 0.9875 -0.0125 0.2871 0.040 0.932 0.028

1.0094 0.0094 0.2876 0.026 0.950 0.024 
100 0.9857 -0.0143 0.1990 0.032 0.0940 0.028

0.9925 -0.0075 0.1992 0.022 0.944 0.034
0.4 30 1.0155 0.0155 0.4583 0.040 0.938 0.022

0.9785 -0.0215 0.4588 0.030 0.944 0.026
50 0.9985 -0.0015 0.3411 0.026 0.944 0.030

1.0094 0.0094 0.3405 0.038 0.944 0.018 
100 0.9974 -0.0026 0.2355 0.042 0.930 0.028

0.9961 -0.0039 0.2360 0.030 0.930 0.040
1 30 0.9669 -0.0331 1.5212 0.040 0.934 0.026

0.9826 -0.0174 1.1174 0.044 0.940 0.016
50 1.0191 0.0191 0.4526 0.022 0.958 0.020

1.0349 0.0349 0.4531 0.034 0.954 0.012
100 1.0017 0.0017 0.3019 0.032 0.948 0.020

I 1 0.9993 1 -0.0007 [ 0.3068 [ 0.034 0.948 0.018

v) e (M a(*)-M a(s)) = 0

First of all, note the equality of the following events appearing in the definition (2 .2 .2 .1) 
of the functions ά#, h = A, B:

{XB < X A, XB<t }  = {XB <XA,XB<i } ,
{XA < Χβ,Χα < t} = {XA<XB,XA<t } .

The direct implication is clear. For the reverse implication, just recall the definition 
(2 .1.2 .1). If Xb < XAi then XB Π{^<χΒ} < XA Π{χβ<.γΛ}, and since only one of both 
indicators can equal 1, necessarily XB < Xa, and the conclusion follows.

Point i) is fulfilled with Assumption 2.2.
Points ii) andiv) result from the equalities (MA{t)—MA(s)) = Oand (Μα {ϊ) —

Ma{s)) %ϋλ<«} %ϋβ<»} = 0 .
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η=50
lambda=1
mu=0.1
rho=[1;1]
t=10
L=500

-4  -3  -2  -1 0 1 2 3 4 5

Figure 2.6: Empirical distribution functions of the estimators in comparison with the 
standard Gaussian distribution function

To prove point iii), by definition of X a  and Xb·, we have:

The expectation of the first term is P (s < Xb + X'A < tyXe  < v) that we calculate con­
ditioning on X b  and (Z a , Z b ):

(Μ )II
{ X b < v}

n{s< X b +X'a <t,XB<v}

•t

3
e Pa , o <*A(x) 11{ X b + X a >>x ,X b < v} dx.

P (5 < Xb + X'a 5; Xb < v) =

E(
t

S
ePA, 0 OtA(x) exp

( -

X

X b

ePA, 0
OtA)dx 11{ x B<v} )■

ACt) MAw
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For the expectation of the second term, we also condition on X b and ( Ζ α , Ζ β ), and we 

find:

^ ePA’°aA^  ̂ {Xb+Xa>>x,Xb<v) tej ~

E ̂  ePA'°aA{x)exp (” J x  ePA'°a A ^ ,

so that E ((Ma{t )  -  M a ( s ) J = 0.
We handle in the same way for point v).

2.4.2 Verification of Conditions VII.2.1 and VII.2.2 of Andersen et aZ.[5]

Since the observations (Τα,ϊ, Τβ,ϊ, 6α,ϊ, δβ,ί, Ζα,ϊ·, ΖΒ,ΐ)ι<ί<η are independent and identi­
cally distributed, we are typically in the framework given by Theorem 4.1 of· [6] (see also 
Example VII.2.7 of [5]). We only have to verify the following points:

i) fQT othto(s)ds, h — A, B are finite

ii) There exists a neighbourhood B of βο such that for any h — A,B,
,0 <s<t Yh{s)\Wh(s)|2 exp(P%Wh(s))) is finite

iii) For any h — A, B, P (l/^s) = 1, for any 0 < s < r) is positive

iv) The asymptotic covariance matrix Στ is positive definite

Point i) is exactly Assumption 2.2.
For point ii), note that

yh(s)\Wh(3)\2exp(0^Wh(s ))< (l  + \Zh\2)e^h+̂ Zh,

and define B as R2 χΘλ x © b, where Θ has been defined in Assumption 2.3.
For point iii), note that in our definition (2.1.2.6), the functions Yh,i are nonincreasing 

with respect to s, so that the event in the probability is the same as Υ/»(τ) = 1.

P(Ya(t) = 1) =  P (Xb < Ub ,X b < t,Xa > t,Ua > ή  
+ P (Xa > t,Ua > t,Xb > t,Ub > t)

>  E  ( p  ( x A >  t ,Ua  >  t , X b >  t ,U b >  T \ (Ζ α ,Ζ β )) ')  ■

Thanks to Assumption 2.1, the conditional probability also equals

E (P (?7a > r, UB > r | (ZA, ZB)) ψ { χ Α > τ , Χ Β > τ \ (ZA, ZB)))  .

dx 11{ Χ Β < υ }

(
t

S

E (sup

II
{ X b < v ) )
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The first conditional probability is positive from Assumption 2.1. For the second, we can 
write that

f (Xa > t,Xb > t \ (Za, Zb)) = P (inf (Χλ, Xb) > r | (ZA, ZB)) .

Since inf(X^, X b ) = this probability also equals

Ψ(Χα>τ , Χβ > τ  I (ZA, Zb)) = exp(- V  f ahfi(sds)),
h=A,B

which is positive from Assumption 2.2. The same arguments hold for Y b - 

The last point is the object of the following lemma:

Lemma 2.4.1. Suppose that Assumption 2-4 is verified, then Στ is positive definite.

Proof. Recall the expression of Στ (2.2.2.4):

Στ = X ' Γ  (D2Sh/Sh-(D S h/Sh)®2m ,s )S k(Po,s)ah<Q(s)dS,
h=A,B

of Sh, h = A, B Sh(fi, s) = E (e$>Wĥ Yh{s)} and of their derivatives

B S M . )  =  (2.42.1)

D Sb {0 ,s) ^  ( e  (e«**<*>r»M W i(·))) ’ (2.12.2)

* s m . )  -  K ^ W M Y f w ^ )  o \  ( 2 4 2 3 )

D2S„W,s) =  ^  E („fli» '.(.)yJ,( , ) Wri ( , ) « ) ) ·  <2·4·2·4)

Since all our hypotheses are formulated in term of the conditional distribution of the 
random variables given the covariates, we need to express the matrix Στ as the expectation 
in some sense of the conditional expectation given the covariates of some random matrix.

For this purpose, we introduce some positive random variable R, with distribution

άμ = τ~ι da,

where ds denotes the Lebesgue measure, and H be some random variable in {A, B} with

inf(Χα,Χβ),

E( <eβ τΑ ν/Α {β) Ya {8 )W a (s)

>)'0
0

00
0

II{[Ο,τ]}
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conditional distribution given R,

Denoting by <£Π the law of the pair (R,H), we can write

Στ = τΕπ ((SAdo,a + Sbcio,b)Wq, -R)-Mff(Ab-ft)) ,

where , ' .
( d̂ _ ( dsA ^  Λ  ί ο  0 \

U )  J ,  ^  _ (Ma)“ J ·

Now, if F denotes the law of the pair (Ζα ,Ζβ), we remark that Sh(Po,s) = 
Ei? Ê (e?*>°Wĥ Yh(3) | (Ζα,Ζβ)')')· Denoting by dPSih the distribution

| (ZA,ZB)) 
dPa'h: Sh(Po,s) dF’

we have

Στ = τΕπ [(SU + <5β)(/3ο, R)
Ep.,, \(Zh -  EPi>/, (Zh | R = s,H = h))®2 | Λ = s,H =  λ]] ,

Let x = (x a ,%b ) be a (2D +  2)-dimensional vector. Let us calculate χτ Στχ:

χτ Στχ = τΕπ ((SAao,A + Sboio,b)(0q,R)
Ep1>fc [x l(Z h-E p3th(Zh \R = s,H = h ) f 2xh \R = s,H = h]).

Ρ(ίΓ=Λ|Λ) =

P

Sa(*o,a
SaO!q,a + Sb<xq,b

(βο ,R),

Sboiq,b
Sa<xq,a + Sb&q,b C0o,R)·

M r =Ma =

E e( oTMa) YhW

where

ZA =

Zb =

E

E

(eβ VaW11{ΤΒ<λ}\{ZA,ZB))\

/

E(ee'U "AM YAm z A,zB)
ZA
0
0

(e YbM11{TA<t} I (Ζα ,Ζβ ))

\

/
E (e

3b.owbMYB(a)\(ZA,ZB))
ZB

(■H =  B R )  =

τ
Ay ΟWA w

τΒ,ΟWB (·)
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Now,

Ε ^ Ι , ο ^ ) γ Α(5) | ( ^ , ζ Β)) =

eeA,oz A e  ( e PA'° α ί τ Β<*> Π {ΓΛ> 3}((5β H { r B<a} +  ^ {T fl> s } ) I ( Z a , Z b ) )

> e ^ ZA V(TA >s,TB >s\ (Za, Zb)) ,

the last probability being positive (see point iii) just before). Therefore, the measures 
d,PSih and dF are equivalent. Thus, the equation χτ Στχ = 0 is equivalent to

x l  (Zh -  Ef, >Λ (Zh \r = s,H = Λ))®2 xh = 0,

F-almost surely, Π-almost surely, that is to say,

(Zh -  Ei=a /( (Zh | t = s,H = h))T Xh = 0,

F-almost surely, Π-almost surely. That implies that Z^Xh degenerates. Since

E  ( A ^ W y A ( s)  Π {Γβ<3} I ( Z a , Z B ) )  =

^.ο+βϊ,ο^ρ ( χ Α >s,UA > s,Xb < s, XB <UB \ (ZA,ZB)) ,

which is positive, and since the distribution of (ZA, Zb) does not degenerate, the last 
assertion implies that Xh = 0 for h — A, B, which concludes the proof. □



Annexe A

Application de la methode de 
selection de modele au modele de 
Cox1

1. Ce chapitre presente un travail en collaboration avec M.-L. Martin et G. Castellan.
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Dans le chapitre 1, nous proposons une methode d’estimation de la fonction de regression 
dans le modele de Cox par selection de modele. Notre theoreme 1.3.1 donne une fonction de 
penality pour laquelle nous sommes capables de prouver la borne de risque I.3 .I.3 . Cette 
fonction de penality est assez compliquee et est definie pour des espaces peu naturels: 
l’introduction des bomes B, par exemple, semble peu naturelle et on aimerait pouvoir 
estimer la fonction de regression /  sur les espaces lineaires tout entiers et pas seulement 
sur des boules notees Sm dans le chapitre 1 (voir remarque 1.4).

Une 6tude de simulations a done ete commenc^e par M.-L. Martin, en collaboration 
avec G. Castellan et moi-meme, pour tenter d’appliquer concrfctement la m6thode de 
selection de module a l’estimation de la fonction de regression dans le module de Cox.
II s’agit de voir si une penalite proportionnelle au rapport de la dimension de l’espace sur 
la taille de l’echantillon permet de selectionner un “bon” module, le cas echeant, quelle 
doit etre la constante de proportionalite et si cette constante depend notamment de la 
censure, comme le suggere notre theoreme 1.3.1.

Dans cette annexe, nous presentons les tout premiers resultats de notre etude de si­
mulation, qui est encore en cours.

A .l Cadre et notations

Nous considerons ici des histogrammes reguliers, c’est-4-dire, des fonctions constantes 
par morceaux, dont les morceaux ont tous la meme taille. La contrainte d’identifiabilite
1.1.1.1 sera ici remplacee par la suivante:

La fonction de regression /  est supposes nulle sur un intervalle [Ο,ε] (dans toute la 
suite, ε = 0 ,02).

Nous notons donc .cette fois Io,k pour D > 1 et 0 < k < D l’intervalle defini par 

Id, ο = [0 ,e]
lD,k -  ε + ^ ^ (1 -ε ) ,ε + ·^ (1 -ε )  , si 1 < A: < Z?

et par pour D > l e t O < A ; < Z ? l e s  fonctions <pD,k(x) =  H{/D ,*}(£)· Nous no­
tons AD l’ensemble d’indices AD = {(D,k),0 < k < D}, et Λη la collection Λη = 
{AD, |Ad | -  1 = D < Nn} , ou Nn < i ^ ,  et |A°| est le cardinal de AD. En suivant 
la remarque 1.4 du chapitre 1, nous considerons comme modeles les espaces lineaires en- 
gendres par les fonctions <PD,k- Les espaces sur lesquels on minimise, notes Sad , sont definis

^  r d I
Sad = < g -  Σ  βχψχ = Σ  0D,k !.A = 0

λ€Λ° fc=0
la contrainte βο = 0 etant la contrainte d’identifiabilite. La dimension de l’espace lineaire
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Sad est bien D. L’estimateur sur le module AD est defini par

fAo = axgminjn(g),

ou le constraste j n a ete defini par 1.2 .1.1. Dans la suite, nous definirons la fonction de 
penalite par

penJA15) =
Tv

pour differentes valeurs possibles de μ. Notre estimateur est defini par /  = fA, avec

A = argmin |γη(fAo ) + pex^(AD)}  .
Λθ£Λ„ 1 J

A .2 Simulations

Cette etude de simulations (qui est encore en cours) a ete realist dans les conditions 
suivantes:

-  La covariable W suit la loi uniforme sur l’intervalle [0,1].
-  Le taux de risque de base ao est constant et £gal a 1.
-  La variable aleatoire de censure U suit la loi exponentielle de paramfctre £o € 

{0.01,0.03,0.5,0.75,1,1.5}.
-  Les tailles d’ichantillon n peuvent prendre les valeurs 250, 500,1000.
-  Le temps de fin d’etude τ est 10.

Nous considerons trois fonctions de regression possibles not&s /i , fo et fz dont les graphes 
sont visibles sur la figure A.l.

Remarquons que les fonctions f\ et fa definissent toutes les deux des histogrammes 
r̂ guliers a 4 morceaux sur l’intervalle [έ,Ι], elles appartiennent done a l’espace Saa. En 
revanche, la fonction fz, si elle est bien constante par morceaux, n’appartient a aucun 
module de la collection Λη, puisque ses morceaux sur [ε,Ι] ne sont pas r̂ guliers.

A.3 Premiers resultats

A.3.1 Modeles s61ectionn£s

Pour savoir si la methode de selection de modele fonctionne avec une penalite propor- 
tionelle a D/n, nous pouvons commencer par choisir une fonction de regression dans l’un 
des modeles de la collection et voir si la methode permet de retrouver ce module. C’est 
l’objet de ce paragraphe.

Nous cherchons done & estimer les fonctions /i, fi et fz par des histogrammes r£guliers 
sur rintervalle [e,l], pour differents param t̂res de censure ξο· Pour une taille d’echantillon 
n = 250, une constante de penalite μ = 2 et pour L = 100 simulations, nous comptons
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Exemples de fonctions de regression

CO

CM

O
I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
f1

co
CM

O
I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
f2

co
CM

o

I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

f3

F ig . A .l -  Graphes des fonctions de regression fi, fa et fo.

le nombre de modules selectionnes A, de dimension D. Les r6sultats sont donnes dans le 
tableau A.l.

h
h
fz

ίο I 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ΪΤ
1

0.5
1

4 93' 1 0 0 2 0  0 0 0 0 0 
0  1 0 0  0  0 0 0 0 0  0  0  0 0 

0 0 0 0 0 0 2 1  5 34 57 1

Tab . A .l — Nombre de modeles de dimension D selectionnes sur 100 simulations

On remarque que, pour les fonctions fi et / 2, une p£nalit£ en 2D/n permet de choisir 
tres souvent le vrai modele (Λ4) : 93 cas sur 100 pour f\ avec un parametre de censure 
£o = 1 (environ 20 % de censure) et 100 % pour fi avec un parametre de censure ξο = 1 

(environ 10 % de censure). La fonction fz n’appartient a aucun modele de la collection: il 
faut done plus de morceaux pour l’estimer correctement (12 ou 13).

Cependant, regarder quel modele a et4 selectionne permet de tester la methode quand
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la vraie fonction de regression appartient a l’un des modules, mais est difficilement in­
terpretable quand la fonction de regression n’appartient a aucun modele de la collection. 
Dans ce cas, la grandeur significative est le risque de l’estimateur selection^, puisque la 
methode de selection de module pretend choisir un module dont le risque est de l’ordre du 
plus petit risque des estimateurs de la collection. Π s’agit done de comparer le risque de 
l’estimateur selectionne au plus petit risque des estimateurs de la collection.

A.3.2 Rapport de risques

Dans ce paragraphe, nous cherchons a evaluer le rapport du risque de Pestimateur 
selectionne sur le plus petit risque des estimateurs de la collection:

E (K (fJ ))
-------- V I / .  v  (A.3.A.1)
■nfA€A„ E \ Κ ( υ ύ )

Pour cela, nous estimons la fonction f\ pour un parametre de censure ξο =  0.5, pour des 
tallies d’echantillon n = 250, 500, 1000 et pour differentes constantes de penality μ variant 
de 1 & 4, par pas de 0.2. Pour chaque valeur de μ, nous estimons le rapport A.3.A.I. Ici, 
la fonction K(f,g) est calcutee par une approximation de Riemann pour toute fonction de 
regression /  et toute fonction g appartenant a l’un des modules, alors que les esperances, qui 
portent ici sur Pestimateur au num£rateur et sur les estimateurs /λ au denominateur, 
sont estimees par simulation: le numerateur est estime par la moyenne de 200 simulations 
et le denominateur par la moyenne de 1500 simulations. Les resultats sont visibles sur la 
figure A.2.

On remarque que ce rapport des risques varie avec la constante de penalite μ: il 
semble augmenter pour des petites et des grandes valeurs de μ. Une constante de penalite 
μ comprise entre 2.4 et 2.6 semble etre optimale, quelle que soit la taille de l’echantillon n. 
Cependant, cette valeur n’est vraie que pour la fonction fi et le taux de censure ξο =  0.5. 
Une etude de simulation complete demanderait de calculer le rapport des risques A.3.A.1 
pour un grand nombre de fonctions de regression /  et pour un grand nombre de parametres 
de censure ξο· Notre theoreme 1.3.1 suggere que la constante de penalite “ideale” depend 
du paramfetre de la censure £o· Or, celui-ci n’etant pas coxmue, il faudrait trouver un moyen 
de l’estimer et de voir comment il intervient dans la penalite.

A.4 Comment trouver la “bonne” fonction de penalite?

A.4.1 Cp de Mallow et heuristique

Nous presentons ici une heuristique proposee par Birge et Massart, qui consiste a 
tenter de trouver la bonne constante de penalite 4 partir des donnees elles-meme. Cette 
heuristique, batie 4 partir du cadre des processus lineaires gaussiens (voir Birge et Massart 
[11, 14]) est basee sur celle du Cp de Mallow, que nous rappelons ici.
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rapport des fonctions de risque quand pen(m)=mu * D/n
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Fig. A.2 -  Rapport des risques pour I’estimation de f\

On se place dans le cadre d’un processus lineaire gaussien Y defini sur un sous-espace 
lineaire S d’un espace de Hilbert H:

Y(t) = {s,t) + sZ(t), t € S,

ou s G H est la moyenne du processus Y, ε2 sa variance et Z un processus lineaire 
isonormal indexe par S (voir Dudley [29] pour les definitions classiques). Ce cadre contient 
notamment ceux de la regression lineaire gaussienne et du bruit blanc gaussien. On cherche 
ei estimer s & partir des observations Y, la quantite ε etant connue (typiquement, ε = 1/y/n, 
ou n est la quantite d’observations disponibles).

On considere maintenant une collection de sous-espaces lineaires de dimen­
sion finie de H, et on suppose que ces espaces lineaires 5m sont engendres par des fonctions

< j  < m }  ou le systeme {<pj,l < j  <  m} est suppose orthonormal. On definit le
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contraste 7  pour tout t 6 § par

7(i) = M 2 -  a m

ou ||.|| designe la norme L2. L’estimateur sur le modele Sm de dimension Dm est defmi 
par

sm = argmin7 (i).
t€Sm

Dans ce cas, on peut toujours decomposer le risque quadratique de l’estimateur sm en 
deux termes n

Ε (||e — JtrII2) = Ik — «τη||2 H-

ou sm est le projete orthogonal de s sur le modele Sm et Θ est un parametre de variance 
inconnu. Le module ideal mo serait celui qui minimise le risque quadratique, mais celui-ci 
est indisponible, car il depend de s inconnu. Pax Pinigalite de Pythagore, on peut encore 
4crire *

E (lla -  s„||2) = Ikl!2 -  l|Sm|p n
il suffit done de minimiser —||sTO||2 + 0^“·. L’heuristique du Cp de Mallow consiste 4 
remplacer le terme [|sm||2 par son estimateur non biais6 P»IP -  Le bon critere 
semble done etre —pm ||2 + 20^“·. Mais Θ est ici toujours inconnu, il faut done l’estimer.

Supposons maintenant que s appartienne a un module Sp de dimension raisonnable. 
L’idee de Birge et Massart consiste k dire que la quantite ||sm ||2 est une fonction affine 
de Dm/n de pente Θ pour les modules to > D. II suffirait alors pour estimer Θ, de tracer 
la droite de la quantite p m ||2 en fonction du ratio Dm/n et d’estimer la pente de cette 
droite sur les grandes dimensions. Si p est un estimateur de cette pente, la “bonne” p̂ nalite 
devrait etre ~ _

penjm) = 2p -^ .
71

Λ.4.2 Application au module de Cox

Revenons maintenant au module de Cox et teutons de lui appliquer cette heuristique 
pour definir la “bonne” p^nalite.

Pour pouvoir appliquer l’heuristique de Birge et Massart, il faut dans un premier temps 
verifier que la quantite 7 n ( f \ o )  est bien une fonction affine de D/n. Dans cette nouvelle 
etude de simulations, la fonction de regression est la suivante:

fa(x) =  0, si 0 < x < ε
=  1, si ε < x < 0.51 

=  2, si 0.51 < x < 1

Avec cette fonction de regression, nous donnons dans le tableau A.2 les taux de censure 
approximates, selon le parametre de la censure.
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Jo_________________________ 0.01 0.03 0.5 0.75 1 1.5
Taux de censure approximatif 0 0.03 0.1 0.15 0.2 0.25

T a b . A.2 -  Taux de censure approximatif pour la fonction de regression f± et diverses 
valeurs du parametre de censure

La figure A.3 montre la quantity ~7η(/Λ£>) en fonction de D/n pour des valeurs de D 
variant de 1 a 60 et pour deux valeurs du parametre de censure ξο = 0.01 et ξο = 1.
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Fig. A.3-----Tn(Iad) en fonction de D/n pour ξο =  0.01 et ξο = 1

Le fait que —7ti(/ad) soit affine en D/n est ici clairement verifie, quelle que soit la 
valeur de la censure ξο = 0.01 (pratiquement pas de censure) et £o = 1 (environ 20% de 
censure).

La figure A.4 permet de voir les variations de la pente p en fonction de la censure. Pour 
cinq valeurs de la censure, on y voit la valeur de p, ainsi que des intervalles de confiance. 
On remarque que la pente semble varier avec le parametre de la censure £o> ce qui semble 
confirmer le fait que la constante de penalite doive dependre de la censure.
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pente 1 θπ fonction de la censure
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Fig. A.4 -  Valeur de p en fonction des valeurs du parametre de la censure ξο £ 
{0.03,0.5,0.75,1,1.5}

Le crit&re —jn(f\o) etant lineaire en D/n, on peut tenter d’appliquer l’heuristique 
de Birg6 et Massart. Pour cela, pour chacune des valeurs possibles de la censure, nous 
estimons la pente de la droite —7π(/λ°) en fonction de D/n par une simple methode de 
regression lineaire. Cette regression se fait sur des dimensions allant de 10 a 20, qui sont 
deja de grandes dimensions, puisque la fonction fi n’a que 2 morceaux sur l’intervalle [ε,Ι]. 
Puis nous s61ectionnons notre estimateur dans la collection avec une penalite 6gale a

ρβη„(Λβ ) = -2 p^ , n

ou p est la pente estimee par regression lineaire. Cette etude est faite avec une taille 
d’echantillon n = 500 et L = 50 simulations. Sur les 50 simulations, nous comptons le 
nombre de fois ou le modele selectionne est le bon, c’est-a-dire le modele de dimension 2. 
Les resultats sont donnas dans le tableau A.3.
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ξ0 _______________ 0.01 0.03 0.5 0.75 1 1.5
Nb de Λ de dimension 2 43 40 38 38 38 38

Tab. A.3 -  Nombre de modeles selectionnes A de dimension 2

La methode semble fonctionner puisqu’elle permet de selectionner le bon module dans 
76 ci 86 % des cas. On remarque de plus que les resultats semblent meilleurs quand la 
censure est faible: le taux de reussite dans le choix du modele diminue avec le parametre 
de la censure.

La aussi, l’&ude de simulations mettant en oeuvre l’heuristique de Birgi et Massart 
n’a pour l’instant ete faite que pour une seule fonction de regression fa, qui est de plus 
tres simple. Une etude de simulations complete demanderait de tester la methode sur un 
grand nombre de fonctions de regression, et toujours avec plusieurs valeurs de la censure. II 
pourrait etre alors interessant de comparer la constante de penalit£ donnee par l’heuristique 
de Birge et Massart avec la constante qui minimise le rapport des risques A.3.A.I.
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Dans cette annexe, nous donnons une preuve des theoremes du chapitre 2, a savoir la 
consistence et la normalite asymptotique de l’estimateur d̂ fini en 2.1.2.9. Cette preuve 
s’inspire 4 la fois du cours de DEA de Bretagnolle [18] et de l’article original d’Andersen 
et Gill [5]. Les notations sont les memes que celles du chapitre 2.

B .l Preuve du theoreme 2.2.1

Proposition B.1.1. ln est une fonction concave de β.
Preuve. Commengons par deriver les fonctions Sn̂ , h = A,B par rapport k β = (Pa ,Pb) = 
{ΡΑιΘαιΡΒιΘβ)· Les derivees premieres et secondes sont, pour tout 0 < s < τ :

Definissons Nn̂  pour h = A,B par Nn<h = ΣΓ=ι et W^j, pour h = A,B, et 
1 < i < n les vecteurs de dimension 2D + 2 d̂ finis pour 0 < s < τ par

En derivant deux fois la fonction ln, on obtient les derivees premiere et seconde sui- 
vantes:

On remarque que les matrices ( ~ ( )a2) )  ̂ = A,B ont une structure de
variance, elles sont done semi-definies positives. En les integrant par rapport a Nn,hi on 
obtient la matrice - ϋ 21η(β) qui est aussi semi-definie positive, done ln est une fonction 
concave de β. □

Calculons maintenant la limite de la fonction η-11η.

DSn<A{0iS) —

DSu,b {0,s) =

D2SnM*) =

D2Sn,B{0,s) =

(
(

(
(

ο
ο

η-ι
η-ι

η-ι Σ ηi=1

Σ η
i=1

Σ η 
i= l

n-xYTi=ι

e

eflgWa.iM

βA W a a

0
0

Yaaw wA,iM
)■

)■Ye,iW W B ,i M
YA ,i WwA,iM o

o)■0
0

YbAs)w ®2
Β,ι (s)

V M «) = (
WA,iW

0
■■

(
0

WbM )

ηιη(β) =

- ϋ 21η{β) =

Σ
h=A,B

Σ
h=A,B

(
τ

0

τη

ζ=1 0

D2Sn.h(0,s)
{ SnJι{βι&) (

DSn,h{p,s)
)

®2

)

0

τ
dNnih{s))

dNnjh{$)

eβ τ WA>iW

eβ τ WB, iw

W w

w h,iW h,i («)
DSn,hCM
Sn, hCM

D25„,;i
&n%h

s n, hGM
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ι(β) = Σ  E ( f Phwh(s)^h'°TW,MYh(s)ahfl(s)ds \ -  f te.Sh(fi,8)Sh(fo,s)ahio(s)ds. 
ηΞΪ,β V » V y°

P ro p o s it io n  B .1 .2 . Soit I la fonction definiepar:

il/ors, η 11η(β) tend presque surement vers 1(β) quand n tend vers I’infini.

Preuve. Avec les notations precedentes, on peut ecrire:

η ~ \ (β )=  Σ  ( n_1 Σ £ 0hWh,i(s)dNhii(s) -  jT  In n-'dN ^ s)
h=A,B \  Z—— 1

-  ̂  In (Sh(fi,s)) n - i 'd N n j i i^ j  ■

D’apres la loi des grands nombres, le premier terme de cette somme tend vers

Σ  ε ( Γ  fiwK(a)dNh(8)),
h=A,B \ J °  /

quand n tend vers l’infini. D’apres la definition 2.2.2.3 des compensateurs previsibles Ah 
des processus Nh, cette limite est aussi egale &

Σ E { £  PhWh(s)e^Tw^ Y h(s)ah,0(s)ds^ .
h=AjB

Pour le second terme, rappelons que pour h..= A,B, Sh est strictement positive. On peut 
done utiliser le lemme B.3.1, qui implique

__ Λ Ό ΟΙΙΤΛ Ι -r» P ,a*v ΛVft Â B ̂ sup In q t a \  ̂0·
8 < t S h i f i j S )  n - > 0 0

Comme pour h = A,B et tout s < r, 0 < n lNn,h{s) < 1, on a aussi que, pour 
h = A,B, In n~1 dNnth (s) tend presque surement vers 0 quand n tend vers
l’infini. Pour le troisieme terme, la loi des grands nombres nous permet d’affirmer que 
Jq InSh{fi,s)n~ldNnth(s) tend presque surement vers son esperance

Ê jTln Shtf,s)dNh(s)y

Les fonctions Sh sont des fonctions deterministes, continues par rapport au temps s, si 
bien que les processus Jq In Sh ( d Nh { s )  -  dAh(s)) sont aussi des ^-martingales (voir 
Andersen et e/.[5j). En particulier, leurs esperances sont nulles et la limite pr̂ ĉ dente est 
egale a E ( f j  hiSh(fi,3)dAh(s)). On conclut en utilisant l’expression des compensateurs 
Ah, et en remarquant que les fonctions In5  ̂sont deterministes. □

(
Sn.hiPi3)
Sh(P,s) )

•S7.GM
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Pour terminer la preuve du theoreme, remarquons que la fonction I est concave comme 
limite de fonctions concaves. En calculant ses derivees premiere et seconde par rapport a 
β, et en utilisant le fait que pour toute fonction previsible F du temps,

E Q T F(s)dNh!i(s)j = E Q T F(s)dAhii(sfj ,

avec les notations 2.4.2.I. Notons que Dl(fio) = 0, si bien que la fonction I est maximale 
au point βο· Grace k l’hypothese 2.4, nous prouvons dans le lemme 2.4.1 que les matrices

~ ( t ^ )  )  (A>>3)» pour h = A,B sont d£finies positives. C’est pourquoi la matrice
—Ό21(βo) est aussi definie positive, et I est strictement concave en βο, ou elle est maximale. 
Pour conclure, on utilise le corollaire II.2 (Appendix II) d’Andersen et Gill (voir [6]), qui 
stipule que toute suite de variables aMatoires Xn qui maximisent une suite de fonctions 
concaves Fn tendant point par point en probabilite vers une fonction F, tend en probability 
vers le point x qui maximise la fonction limite F.

B.2 Preuve du theoreme 2.2.2

La preuve de ce theoreme est base sur un d&veloppement de Taylor au premier ordre 
du vecteur derive de la fonction ln. On ecrit:

Dln0n) = 0 = ΌΙη(β°) + Ό21η(β*)(βη -  β°),

ou /3* appartient au segment [/3°,/3n], et on en deduit que:

ν = Α - Λ - ( - ^ Γ ^ ·
II s’agit ensuite de prouver la normalite asymptotique du vecteur des scores ξη(τ) = Dl;̂   ̂
et la convergence en probabilite de la matrice

Proposition B.2.1. Le vecteur des scores ξη(τ) converge en lot vers une variable aleatoire 
gaussienne Αί (0, — ϋ 21(βο)).

on obtient:

D m  =

-D 2m  =

Σ
h=A,B

Σ
h=A,B

τ

0
r

0

DSh(Po,s)ahfl(s)ds

( (As) (
D S h

Sh OM )

T

0
DShW,s)
SfcGM

Sh{0o,s)ah,o(s)ds,

<g>2

) Sh(0o^)ah,o(s)ds,

(
D 2Si,
Sh

d 2ub:,_)
η
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U t )  =  Σ  η_1/2Σ  f  ( Wh^  ~ dN^ ) ,
h=A,B i=l ^  '  n,A /

Preuve. Considerons le processus

et calculons son compensateur previsible:

Σ η~1/2Έ  f (̂ M5) -  Df--- (Po,s)) e0%’oW''’i('a)Yh,i(s)ahiQ(s)ds =  0.

h=A,B t= l  '  n,A '

Ce processus est done une ^-martingale. Nous allons montrer sa convergence en utilisant 
le theoreme de la limite centrale pour des martingales du 4 Rebolledo (voir [52, 5]). Pour 
cela, montrons d’abord la convergence de son processus de variation previsible < ξ η (ί) >:

___ n ft  /  r)C \
< U t ) > =  Σ η_1Σ / ( > % ( * ) e ^ w^ Y hti(s)ahi0(3)ds.

h=A,B i= l  "'° '  n,h '

En developpant le carre, on peut ecrire:

v -  r ' f D ^ h  iDSn,h\ ^ \ a _
<  y ,  l i e  I C ) I Sn,ha h,0\s )ds.

h=A,B ® V ,h '  ,fl '  J

En utilisant la convergence uniforme des fonctions Sn<h, DSn,h et D2Snjh, pour h — A,B, 
on montre que le processus de variation previsible < £„(<) > tend en probability vers

Remarquons que pour t = r, cette matrice limite est —D2l(0q).

Verifions maintenant les conditions de Lindeberg du th6oreme de Rebolledo: il suffit 
de prouver, pour chacune des coordonnees (j), 1 < j  < 2D + 2, que:

n r t f  ^  \ 2<?S(<) >= Σ η~1Σ  I ( Wm(s)0) - -f̂ -(̂ o,s) I n es ,
h=A,B »=1 V n,k J  { n -i/2 W w ( j ) t i ) - ^ > £}

e^ °Wl‘'i(-a)Yh,i{S)ahfi{s)ds

tend vers 0 quand n tend vers l’infini, pour tout ε > 0. En utilisant l’inegalite suivante, 
pour tous reels o,6:

(a -  b)2 H{|a-6|>e} <  4a2 lI{|0j> e/2} + 4 b2 fl{|6|>e/2} j

DSni]i(βο,δ)

Σ
h=A,B

t

0 (
D2Sh

Sh (
DSh
Sh )

02

)Shah,o(s)ds.

ζη (£)
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on obtient:

< «$(<) ><

4 Σ  “"‘Σ  r(^W BOa
h=A,B i= l  Jo

't (ββζΑ \ 2
+ I ( ^ - ( β ο ί )  I H ££̂ Λ Sn,h(0o,s)ah,o(s)ds. 

Jo y  n,h J {n- i /2|_^L|>e/2}
rt,/t

En utilisant une inegalite de type Chebychev, il decoule que:

< f e $ ( i ) > < 4  Σ  «_1Σ /  (>ν?Λ,ϊ(θ)ω ) 32η_1/2ε_1β^Μίν'Μ(ί)ΥΛιϊ(θ)αΛ)ο(5)<ίδ
h=A,B i=  1 Jo '

r t i dS”J' \ 3

+ /  I ^T~ 2n-1 /V 1SJli>l (A ),s)aft>o(s)ds, 
JO \ “ n,h J

et done,

< £$(*) ><  δ η -^ ε -1 sup (|ΜΜ·)ϋ>|) Σ  [  T ^ ah' ° ^ d3
h,ij,a v '  h=A,BJ0

rt ( dS u \ 3
+  8π-1/2ε_1 Σ  I Μ Η  £»,aG8o,*)<**,(>(*)<*»· 

Λ=Λ)Β'/° \ ώ"·Λ/

Chaque somme 5η,̂  et ses d£rivees tendent uniform£ment vers leurs esp^rances (voir lemme 
B.3.1), done le second terme de la borne prec&iente tend vers 0 quand n tend vers l’infini. 
Pour le premier terme, remarquons que

sup (|>νΛ,ί(β)ϋ )|) =  supmax(l,|Zft,i|oo).
v J h,i

Dans le lemme B.3.2, nous prouvons que

sup(|^,i|oo) =  CW (lnn), 
hti

ce qui permet d’affirmer que le premier terme tend aussi vers 0 quand n tend vers l’infini. 
Finalement, le processus < ξε{η(ί) > tend presque surement vers 0 quand n tend vers 
l’infini. Les conditions du theoreme de la limite centrale pour des martingales du a Re- 
bolledo sont done remplies, et done ξη(τ) =  η~ιΙ2ΏΙη(β$) tend en loi vers une gaussienne
λ ί { ο , - ΰ 2ΐ(β0) ) . α

II reste maintenant 4 prouver la proposition suivante:

{ η CO l>e/2} e
WhAs)Yhd(s)<*h, o(s)ds- 1 / 2 IWh.i«
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Proposition B.2.2. Pour toute suite /3* qui tend en probabilite vers βο quand n tend vers 
I’infini, la matrice η_1Ζ?2Ζη(/?*) tend vers la matrice Ό21(βo) quand n tend vers Vinfini.

Preuve. La preuve se passe en deux Stapes:
La premiere £tape est la convergence de η~1Ό2Ιη(βo) vers Ό21{βo), ce qui est immediat 

en utilisant la convergence uniforme des fonctions Sn>h et de ses derivees vers Sh et ses 
derivees (cf B.3.1). C’est pourquoi -  Ό21(βο) tend en probability vers 0 quandOO
n tend vers l’infini.

La seconde £tape est la preuve du lemme suivant:

Lemme B.2.1.

limlimsup sup n~l IIϋ 21η(β) -  Z>2Zn(/?o)|L· = 0. 
n->oo |̂ -Λ|«,<β

Preuve. Notons S'(e), DS'(s), D2S'(e) les expressions suivantes:

S'(e) =  max sup sup|e '̂w"'1̂  — ê h'°TWĥ \
\βΐ>~βΐι,θ\<χ><Ζ·ε 3

DS'is) = max sup supKe^^'*^ — ê /l’°Tlv'‘^ )̂W/l(s) |00
h \βι-βη,ο\^ ■«

D2S'(e) = max sup suplKe^ft^^ — ê fc>°Tw,fĉ )Wfc(«)®2||oo
 ̂ \βΗ~βΐι,θ\οο<£ s

II est clair que Ε(<?'(ε)), Ε(^-5'(ε)) and E (D2S'(e)) sont bomes par φ(ε) = Ε(< (̂ε)), ou:

Φ(ε) = max sup sup\^hw’M  - ^i‘,oTwh(s)|  ̂+ IW/^s)^ + |Wh(s)|̂ >). 
h |Λ.-̂ .,ο|ο0<ε «

Prouvons par convergence dominie que lim ψ(ε) = 0.ε->0
II est clair que Ιπη^(ε) = 0. Soit εο un τέβΐ strictement positif. II existe un reel £—>0

strictement positif Ceo tel que pour tout z > 0,

l + z + z2 <C eoeeoz. (B.2.B.1)

Soit ε un reel tel que 0  <  ε < εο· Pour tout β tel que \β -  /9o|oo <  ε, en utilisant un 
diveloppement de Taylor, on peut majorer |e ^ w'M —ê h’°TWĥ  \ par ε| W/i(s) |00e£̂ /,WI0°. 
En utilisant l’in£galite B.2.B.1, nous obtenons:

φ(ε) < maxε| Wji(s)Ι^β6^ '*^ 00ê h'°TWĥ C Soes<i'[Wĥ 'x h
< £o|W7)i(s)|ooeeo|lv'‘(4)|ooei,,‘-oTH',‘WC'eoe£o|wr'‘(i)|00

h=A,B

En prenant l’esperance et en appliquant une in£galite de Holder, on obtient que, pour tous
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P  et Q tels que ^ ^ = 1 :

El· Σ  eo|WAWI«*,̂ o|Wfc(e)Û M T^Wc7eoee«>lwr*WI«]
\/i=A,B /

< Σ  E(£oOM|W»W|„t,ese«l",‘ WI” ) 4E(»,,ir<"'»w) *
h=A,B

Comme l’ensemble Qa x Θβ defini en 2.3 est un ensemble ouvert, il est toujours possible 
de choisir P tel que pour h = A,B et 0 < s < τ, E êp ĥ<°W,̂ ŝ  < oo, puis Q tel que
p = 1. Ensuite, en choisissant ε<> tel que Ε(εο|^(5)|οοβ < oo (voir
B.3.3), cette esperance est finie. Par convergence dominee, ψ(ε) = Ε(φ(ε)) tend vers 0 
quand n tend vers l’infini.

Soit Μη(β,δ) defini par:

Μη{β,β) = max: max(|5n,fc(/3,e) -  Sn̂ o,s)\,
ri=A,B

\DSn,h(fiiS) ~ DSnjh$Q>3)\oo,\\D2Sn,h^iS) ~ -D̂<Sn,fc(A>>e)lloo)· 

Par definition de S'(s), DS'(e), D2S'(s), il est facile d’obtenir que
n

sup sup Μη{β,3) < 2η-1  Σ  si(£) + DS'i(s) + Β23·(ε).
\ β - β ο \ ο ο < ε  3 < τ  i=1

Par la loi des grands nombres, le terme majorant tend vers 2 E {β\{ε) + DS[(e) + D2Sfa)) 
qui est lui-meme borne par 6 9  (ε). Finalement,

limsup sup supMn(/3,s) < 7φ(ε). (B.2.B.2)
n-*x> \ β —β ο \ ο ο < ε  3 < τ

Soit c = min inf Sh(Po,s). Les hypotheses 2.1 et 2.2 permettent d’affirmer que c est
h=A,B s<T

strictement positif. Soit Ωη l’evenement {Vs < τ, h = A,B 5n>/l(/3o,s) > c/2}. En utilisant 
la convergence uniforme des SUlh vers les Sh, il est clair que P (Ωη) tend vers 1 quand n 
tend vers l’infini. Sur l’evenement Ωη, il est maintenant possible, pour tout s < r, de bor- 
ner \\D2Sn,h/Sn̂ , s )  -  D2Sn>h/SnM , s )L  par 2/c\\D2Sn,h(0,s) -  D2Sn,h(Po,s))\\  ̂
et done par 2Mn(0,s)/c. En suivant la meme idee, nous obtenons

(
DSn,h
Sn,h

<2)2

(β>*) ( )Sn.h

®2

(#>»*)
00

<

A/<? II{D'Snth) (E>2(β ,s )-(D S n,h)<g>2(0M) IL
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En factorisant le membre de droite et en utilisant la definition de Mn, nous avons aussi,

(ψ̂γ2 CM - (ψ̂γ2 OM <
\ &n,h J \ &n,h J oo

4/c2 ID S n M s) -  D S n M ^  (ID S n tM ln  +
< 4Mn(β,β)/ c2(\DSnjh(P,s) |TO + IIW ^ O M U .

Connne DSn,h^,s) tend presque surement vers DSh^o,s), |Ι?<ίϊη,Λ(Α)>3)Ιοο < 3/2|DS/i(A)5s)|oo 
pour n assez grand. Pour la meme raison, \DSnth^,s)\ < 3/2|Z)5/l(/3,s)|00. Pour h = A,B, 
pour tout 0 < s < r et β tel que \β -  /?o|oo < £i nous avons:

s u p l^ fc ^ lo o  < Σ  E i ^ W l ^ u ) .
s- r  h=A,B

En decomposant e ^ Wĥ  en e^h PhfiVw^s)e&h,oTwh{s) en maj0rant (fih — fih,o)TWh(s) 
par e|W/i(5)|oo, nous pouvons conclure que

sup 8ηρ|Ζ>5Λ(/5,3)|οο < oo. 
β·\β-βο\οο<ε « < r

Finalement, il existe une constante C telle que, pour tout 0 < s < t et β tel que |/3—/3o|oo <
ε,

( ψ Α  _ ί φ Α · * )  m  _ π φ * _ ^ r )  Μ  < C M M S).
V π̂,Λ- \ η̂,/ι /  / \ η̂,/ι η̂,Λ J\ / οο

En integrant par rapport a Nn>h,

\[^1η{β) ~ Ο21η{βο)\\ /n < C  f  Μη(β,3)άΝ(s)/n < CsupΜη(β,8)Ν(τ)/η,
Jo 3<t

avec N =  Ν α ,π +  Ν β >η. Notons que N(r)/n <  2, si bien qu’en utilisant B.2.B.2 

limsup sup sup ||(ϋ\ (β ,3 )  -  D2lntfo,s))/n\\ < 14Cfy(e),
η-ϊοο \β-βο\οο<ε 8 < t

et ψ(ε) tend vers 0 quand n tend vers l’infini. □  □

B.3 Lemmes techniques

Nous montrons ici des resultats tres classiques et bien connus, utilises dans les preuves 
precedentes.

IDSn,h J
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Lemme B.3.1.

max ( max sup |Sn>h(0,s) -  Sh(0 ,s ) \ , max sup |D S n,h {0,s) -  D S h(P,s)\ ,
\h=A,B  S< T h=A,B a< T *

max sup \\D 2Sn,h(P,s) -  D 2Sh(fi,s)\\ λ
tl— A , id 5<r J

tend presque surement vers 0 quand n tend vers Vinfini.

Preuve. Prouvons par exemple que .sup |<S>n 4 (^,4) — Sa(/3,s)| tend vers 0 quand n tend
3 < T

vers l’infini. Rappelons la definition 2.1.2.8 de Sn>A:

Sn,A(0,s) =  η ' 1 Σ  <&WaA,)Y a M
i=l

et des indicatrices de risque 2.I.2.6. En notant Vf, 1 < k < 3 les expressions suivantes:

Vi- =  ^ +^ ^ ^ Π {ΓΒ, <Γ4, } + β^ Π {ΓΑ, <ΓΒ, }

v i =  ^ {T B ,i< T A,i}

vi = et)A+ê ZA'iSB,i {̂TBii<TAii} ,

on peut decomposer SUiA en:

Ch.acun des V·* est strictement positif, et leurs esperances sont finies. Π suffit de prouver 
que chacune de ces sommes tend vers son esp r̂ance uniformement sur [0,r]. Montrons-le 
par exemple pour la premiere:

Defmissons pour tout s < r, FiiTl(s) = η-1 U{rAii>s} · Pour tout s < r, Fit„(s)
tend presque surement vers Fi(s) =  Ε (V1 Π{τΑ>θ})· Soit N un entier et tk,N des reels tels 
que tk,N = swp{s,Fi(s) > Ε (V1) $■}. On a done, pour tout s tel que < s <  tk,N '

Fi(tk,N) — Pi(h+i,n) -n ~ l < F\(s) < Fi(tk+ijf) = + n -1.

Comme F\>n est une fonction decroissante de s, nous avons aussi:

Fl,n(tk,N) < -Pl,n(«) < ^1,»(<A+I,jv)·

En utilisant les deux megaliths, on trouve que:

Fi,n(tk,N) — Fi(t/c,N) ~ n~l < Fijn(s) — Fi(s) < -Fi,n(ifc+i,iv) -  Fi{tk+i,N) +  n \

eθT
%A,i

&η,Α(β)8) —  71
-1

n

Σ
z=l

V 1vl II{ +n -1
n

Σi=l
Vi Π{ T B , i > s } —n-1

n

Σ
z = l

V·3Π{

Σ η
ι=1

h+l,N

Fl(h,N)

TA,i>3} TB,i>S}·
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si bien que,

sup \F1>n(s) -  F^s)] < max \Fhn(tk,ff) “  Fi(*k,N)\ + n-1·
s < t  0  <k<N

Soit ε un reel strictement positif. Choisissons d’abord N tel que 1/N < ε/2, puis n assez 
grand pour que maxo<fc<iv |-£i,n(ifc,w) -  F\(tk,N)\ < ε/2, ce qui permet de conclure. Nous 
procedons de la meme maniere avec les autres sommes. □

Lemme B.3.2. La suite (Inn)-1 sup1<i<n |Zj|oo est tendue.

Preuve. Soit λ un r£el strictement positif tel que Ε < oo et M un reel stricte­
ment positif. Commengons par majorer P (sup1<̂ <ri J-Z"*|oo > Minn). Π est clair que cette 
probabilit£ est plus petite que p(3i|Zj|00 > Minn), qui peut etre bornee par la somme 
des probabilites Σ ”=1 P ([•Z'iloo > Minn). En utilisant une inegalite de type Chebychev, 
cette somme est plus petite que Σ ”=1 e-AMlnnE (eAlz,l°°) et finalement,

p |Zil~ > Mtonj - ■
Pour M assez grand, AM — 1 est strictement positif, et

limsup lim P (  sup > M ) =  0,
M-+oo n~*00 \l<i<n Inn J

ce qui termine la preuve. □

Lemme B.3.3. Supposons qu’il existe εο > 0 tel que pour tout Θ tel que |0|oo < eo?
< oo. Alors, il existe ηο > 0 tel que pour tout 0 < η < ηο, E (|Z]20er,̂ lx) <

oo.

Preuve. Notons Ẑ > les coordonnies de Z, nous avons

\Ζ\„= <Σ\Ζ®\.
i = l

En utilisant une inegalite de Holder, nous avons

E (iZ lle-S f- l*»l) = £ ( n  |zg/ ® \  < i ^ E  ( ΐ ^ β 0" 2" ’') j  ” .

Chaque facteur du produit peut etre borne par maxi<j<£) E si bien qu’on
peut affirmer que

E < mx,E (|Z|i«c,’z" >) + e (|Z|20« -b^ “ ) ·

(eλ ΙΖ ί Ιο ο )

sup
1 <i<n

E
nXM—l

\ Z i \

E

max
l<j<D

Z<j)

D

(
(|Z|Le"zl- )

(eλ | Ζ | ο ο )

00

(\ Z \

2
00 eΘΤΖ)

\Z\2
00eΌη\Ζν>\

)■
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Soit Θ tel que |0|oo < εο· Alors, pour toute coordonnees Θ® de θ, \θ̂ \ =  \ -θ^ \  < εο, done 
on a aussi E (|Z|20ee° )z° ) j  < oo et Ε (|Ζ|20β-β° >,ζϋ) j  < oo. Finalement, E (\Z\2Qer,̂ co) 
est finie des que η est plus petit que □
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Programmes Matlab pour les 
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Cette annexe pr&ente les fichiers Matlab utilises pour les simulations du chapitre 2.
Les noms de fichiers apparaissent en gras (fichier.m), alors que les commandes Matlab 
apparaissent en type machine a ecrire (y=function(x)).

C .l Fichiers de simulation des variables aleatoires

Les simulations ont et6 realises dans les conditions suivantes:
-  La taille de l’echantillon est n.
-  Les variables X a et X b sont independantes et suivent des lois exponentielles de 

meme parametre λ.
-  Les variables de censure UA et Ub sont independantes et suivent des lois exponen­

tielles de meme parametre μ.
-  Les parametres de chocs sont p = [p%p%]·
-  La duree d’etude est t.
-  Le nombre de simulations est L.

Tous ces parametres peuvent etre r6gl£s par le fichier Parametres.m. Celui-ci demande 
ci l’utilisateur les valeurs cities ci-dessus dans ce meme ordre, et les stocke dans un fichier 
parametres.mat que l’on peut charger par la commande load parametres. Les noms 
des parametres sont n, lambda, mu, rho, t , L.

Pour une simulation, les variables aleatoires sont engendrees par le fichier Simula- 
tion.m. C’est une fonction [T,Delta]=Simulation(n,lambda,mu,rho), oil n est la taille 
de la population, lambda est le parametre des variables Xh,u mu est le paramfetre des va­
riables de censure et rho est le vecteur [ρ%Ρβ]· Ce fichier donne en sortie un tableau T a 
deux lignes et n colonnes contenant les variables [Τα,ι,Τβ,ϊ] et un tableau Delta i  deux 
lignes et n colonnes contenant les variables [δΑ,ί,δβ,ί]· II affiche a l’ecran

-  l’esp̂ rance des Xh,i
-  leur moyenne empirique
-  leur ecart-type theorique
-  leur 6cart-type empirique
-  des intervalles de confiance a 95%
-  la meme chose pour les X'h i

-  la meme chose pour les Xh,i
-  la meme chose pour les Uh,i
-  la moyenne et l’ecart-type empiriques des 5̂,%
-  la moyenne et l’ecart-type empiriques des Th.i-

Le fichier reellement utilise dans les autres programmes est Simulation2.m. II fait la
meme chose que Simulation.m sans rien afficher. II se declare par [T, Delta] = Simulation2 (n, lambda,mu,rh<
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C.2 Fichiers necessaires a la construction de la vraisem- 
blance

Le fichier calculant la vraisemblance, sa derivee et sa deriv̂ e seconde a partir des 
donn̂ es est Vraisemb.m. II fait appel aux fichiers suivants: Compte.m, Sn.m, DSn.m, 
Variance.m et indirectement Matrice.m.

Le fichier Compte.m est une fonction [Nprime, Nseconde]=Compte(T, Delta,t) 
qui prend en argument le tableau T des dates [Τα,%,Τβ,ϊ], le tableau Delta des indicatrices 
de censure [<5λ,ϊ,£β,ϊ] et une date quelconque t. Π donne en retour deux tableaux Nprime 
et Nseconde de meme taille que T. Nprime contient dans sa premiere ligne les valeurs 
N2,i(t) et sur sa deuxi&me ligne les valeurs N ^t) (memes notations que la partie 2.2.1). 
Nseconde contient dans sa premiere ligne les valeurs iVi,i(i) et sur sa deuxieme ligne les 
valeurs iV2)i(i).
Remarque C .l. On a choisi le meme parametre λ pour les deux dates Xa et Xb· On 

fera done l’estimation dans le cas ou l’on sait que les deux evinements etudies ont meme 
risque de base (voir Remarque 1).

Le fichier Sn.m est une fonction s=Sn(T,Delta,t,rho) qui prend en argument le 
tableau T des dates [Τα,ϊ,Τβ,ϊ], le tableau Delta des indicatrices de censure [<5λ,ι>£β,ι]) une 
date quelconque t et un vecteur rho de dimension 2 [paiPb]· H donne en sortie la somme 
Sn intervenant dans la vraisemblance.

Le fichier DSn.m est une fonction D=DSn(T,Delta,t,rho) qui prend en argument le 
tableau T des dates [Τα,ϊ,Τβ,ϊ], le tableau Delta des indicatrices de censure une
date quelconque t et un vecteur rho de dimension 2: \pa,Pb\· Π donne en sortie le vecteur 
D contenant les derivees de la somme Sn par rapport k pa et & pb-

Le fichier Matrice.m est une fonction M=Matrice(T,Delta,t,rho) qui prend en ar­
gument les tableaux T et Delta de taille 2 x n, une date quelconque t et le vecteur de 
dimension 2 rho. H donne en sortie une matrice M qui est egale a — (t^ )2) (rho ,t ) .
II fait appel aux fichiers Sn.m et DSn.m.

Le fichier Variance.m est une fonction v=Variance(T,Delta,t,rho) qui prend en 
argument les tableaux T et Delta de taille 2 xn, la date finale d’etude t et le vecteur de 
dimension 2 rho. Π donne en sortie la matrice v egale k —D2ln (rho). II fait appel aux 
fichiers Compte.m et Matrice.m.

Le fichier Vraisemb.m est une fonction [v, grad, hess] =Vraisemb (rho, T, Delta, t ) 
qui prend en argument les tableaux T et Delta de taille 2 xn, la date finale d’£tude t et 
le vecteur de dimension 2 rho. II donne en sortie la valeur v de la vraisemblance au point 
rho, Ie vecteur grad, gradient de la vraisemblance en ce point et la matrice hessienne 
hess des d£riv6es secondes de la vraisemblance au meme point. Le gradient et la matrice 
hessienne sont necessaires a Matlab pour maximiser la vraisemblance.



Programmes Matlab des simulations du chapitre 2 123

C.3 Fichiers d’estimation des parametres

Le fichier Estim.m est une fonction Estim(T,Delta,t,rho) qui prend en argument 
les tableaux T et Delta de taille 2 x n, la date finale d’etude t et le vecteur de dimension
2 rho. II maximise la vraisemblance a partir de la valeur donnee par rho. II affiche les 
differents resultats suivant les options de maximisation choisies ainsi que le temps de 
calcul. II fait appel au fichier Vraisemb.m.

Le fichier Estim2.m est une fonction [res,crit,I]=Estim 2(T,Delta,t,rho) qui 
prend en argument les tableaux T et Delta de taille 2 x n, la date finale d’etude t et le 
vecteur de dimension 2 rho. II calcule en sortie un vecteur d’estimateurs res qui contient 
les estimateurs du maximum de vraisemblance (ρΑ,ρβ), un critere de maximisation qui 
vaut 1 si l’algorithme de maximisation a converge et 0 sinon, et une matrice I qui est la 
matrice —D 2 ln ( p A , p B )  qui estime la matrice asymptotique de variance-covariance.

Le fichier Prog-princ.m est le fichier de commandes principal. II commence par char­
ger les parametres stockes dans le fichier parametres.mat. II affiche les valeurs de ces 
parametres a l’ecran. II realise L simulations en appelant le fichier SimuIation2.m et pour 
chaque simulation, il calcule un vecteur d’estimateurs en appelant le fichier Estim2.m. 
Π stocke dans un fichier resultats.mat les grandeurs n, L, Rho qui est un tableau de 
taille 2 x i  contenant les estimateurs des L simulations, Critere qui est un tableau de 
taille 2 x 1  contenant les cri teres d’optimisation donnas par Estim2.m et Sigma qui est 
un tableau de taille 3 x L contenant les 6carts-types asymptotiques de Pa et pe et la 
covariance de (ρα-,Ρβ)·

C.4 Fichiers d’affichage graphique

Le fichier Repart.m est une fonction res=Repart(t,Rho,rho,Sigma) qui prend en 
argument une date quelconque t, un tableau Rho de taille 2 x L contenant les estimateurs 
PA et pe, le vecteur rho de dimension 2 contenant les vraies valeurs des parametres pA 
et p% et le tableau Sigma de taille 3x1- contenant les ecarts-types asymptotiques de pa 
et pe et la covariance de (ΡΑ,ΡΒ)· H calcule le vecteur res les valeurs des fonctions de 
repartition empirique au point t des variables <y<Th,h.(Ph, — pjj)·

Le fichier Gaussienne.m est une fonction Gaussienne(Rho,rho,Sigma) qui prend en 
argument un tableau Rho de taille 2 x L contenant les estimateurs pa et ps, le vecteur rho 
de dimension 2 contenant les vraies valeurs des parametres p°A et p°B et le tableau Sigma 
de taille 3 x 1  contenant les ecarts-types asymptotiques de ( p A  et p s )  et la covariance 
de (ραΦβ)· II donne en sortie les graphes de la fonction de repartition d’une Gaussienne 
centree reduite et des fonctions de repartition empirique des estimateurs pA et p°B. H fait 
appel au fichier Repart.m et necessite la boite a outils stixbox.

C.5 Progrcimmes

% Parametres.m
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7.
’/, FONCTION : Ce programme permet d’enregistrer les parametres necessaires 
% a la simulation des variables aleatoires dans le fichier 

% parametres.mat. Les donnees sont demandees a l’ecran.

7.
7. APPEL DE FONCTIONS : aucune 
7.
7, ENTREES : tout est demande a l’ecran 
%
’/, SORTIE : fichier parametres.mat 
%
y.--------------

7. PROGRAMME
X--------------

n=input(’Taille des echantillons:’);

lambda=input (’Risque de base:’);

mu=input(’Risque de la censure:’);

rho=input(’Parametres de dependence C[rhol;rho2]): ’);

t=input(5Date de fin d’’etude: ;

L=input(’Nombre des simulations:’);

save parametres n lambda mu rho t L;

% Simulation.m
% function [T,Delta]=Simulation(n,lambda,mu,rho);
7.
% FONCTION : Ce programme permet de simuler les variables 

% aleatoires T_<A,i>, T_{B,i>, delta_{A,i> et delta_{B,i> et de les 
% stocker dans des tableaux T et Delta.
7.
7. APPEL DE FONCTIONS : aucune 

*
7, ENTREES : n : taille de la population
’/, lambda : parametre des lois exponentielles de depart

7, mu : parametre des lois exponentielles de la censure

7% rho : parametre de chocs a estimer

7.
7, SORTIE : T : tableau des dates T_{A,i>, T_{B,i>
7, delta : tableau des indicatrices de censure delta_{A,i> et

*/. delta_{B,i>

----------- -
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'/. PROGRAMME 
%--------------

function [T,Delta]=Simulation(n,lambda)rau,rho);

7, Simulation des Xi 

*/.------ --------

U=rand(2,n); % Variables uniformes independantes sur [0 1] 

A=-log(U)/lambda; % Variables exp(lambda) independantes

'/, Verification 

disp(’Esperance des Xi:’); 

disp(1/lambda);

MA=mean(A,2); % Moyenne empirique des Xi 

disp(’Moyenne empirique des Xi:’); 

disp(MA);

disp(’Ecart-type theorique des Xi:’); 

disp(1/lambda);

VA=std(A,0,2);

disp(’Ecart-type empirique des Xi:’); 

disp(VA);

IA=[MA-2*VA/sqrt(n) MA+2*VA/sqrt(n)]; 

disp(’Intervalle a 95 pour cent:*); 

disp(IA);

disp ( ’_________________ ___________________ ’);

B=A<flipud(A); % Tableau des Xil<Xi2 et Xi2<Xil 

X Simulation des X’i
X —-------- ------------- -

V=rand(2,n); Y, Variables uniformes independantes sur [0 1] 

R=diag(exp(rho))*lambda;

C=-inv(R)*log(V); % Variables exp(e‘rhol*lambda) et

7, exp ( e ~ rho2 * lambda) independantes

7, Verification

CC=diag(inv(R));

disp(’Esperance des X ” i: ’);

disp(CC);

MC=mean(C,2); 7· Moyenne empirique des X’i
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disp(’Moyenne empirique des X ’ ’ i: ’); 

disp(MC);

disp(’Ecart-type theorique des X” i:’); 

disp(diag(inv(R)));

VC=std(C,0,2);

disp(’Ecart-type empirique des X” i:’); 

disp(VC);

IC=[MC-2*VC/sqrt(n) MC+2*VC/sqrt(n)]; 

disp(’Intervalle a 95 pour cent:’); 

disp(IC);

disp(’_________________ ____________________’);

I=ones(2,n); % Tableau de 1 

X=A.*B+(flipud(A)+C).*(I-B);

% Tableau des Xil*l-CXil<Xi2}+(Xi2+X’i2)*l{Xil>=Xi2}

7. Xi2*l{Xi2<Xil}+(Xil+X ’ il) *l{Xi2>=Xil}

% Verification

CX=[(1/lambda+exp(-rho(1)))/2;(1/lambda+exp(-rho(2)))/2];

disp(’Esperance des Xi-tilde:*);

disp(CX);

MX=mean(X,2); Moyenne empirique des X"i 

disp(’Moyenne empirique des X-tilde:’); 

disp(MX);

ECX=[sqrt(l/lambda~2+3*exp(-2*rho(1)))/2 ; 
sqrt(l/lambda“2+3*exp(-2*rho(2)))/2] ; 

disp(’Ecart-type theorique des Xi-tilde:’); 
disp(ECX);
VX=std(X,0,2);

disp(’Ecart-type empirique des Xi-tilde:’); 

disp(VC);

IX=[MX-2*VX/sqrt(n) MX+2*VX/sqrt(n)]; 

disp(’Intervalle a 95 pour cent:’); 

disp(IX);

disp(’________________________________ _____’);

% Simulation de la censure

W=rand(2,n); 7, Variables uniformes independantes sur [0 1] 
E=-log(W)/mu; 7* Variables exp (mu) independantes

% Verification
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disp(’Esperance des Ci:’); 

disp(1/mu);

ME=mean(E,2); % Moyenne empirique des Ci 

disp(’Moyenne empirique des Ci:’); 

disp(ME);

disp(’Ecart-type theorique des Ci:’); 

disp(1/mu);

VE=std(E,0,2);

disp(’Ecart-type empirique des Ci:’); 

disp(VE);

IE=[ME-2*VE/sqrt(n) ME+2*VE/sqrt(n)]; 

disp(’Intervalle a 95 pour cent:’); 

disp(IE);

disp(’_________________________________________ ’);

% Definition des variables Ti et delta-i

Delta=(X<=E); % Tableau des l{Xil<=Uil> 

disp(’Moyenne des Delta-i:’); 

disp(mean(Delta,2));

disp(’Ecart-type empirique des Delta-i:’); 

disp(std(Delta,0,2));

disp(’_________________________________________ ’);

T=(X-E).*Delta+E; % Tableau des inf(X~i,Ui) 

disp(’Moyenne des Ti:’); 

disp(mean(T,2));

disp(’Ecart-type empirique des T-i:’); 

disp(std(T,0,2));

'/, Simulation2.m

/(function [T, Delta] =Simulation2(n, lambda, mu, rho);

7.
'/, FONCTION : Ce programme permet de simuler les variables 

V, aleatoires T_{A,i>, T_-CB,i>, delta_<A,i> et delta_-CB,i> et de les 

'/, stocker dans des tableaux T et Delta.

%
*/. APPEL DE FONCTIONS : aucune 

Ί, ENTREES : n : taille de la population

’/, lambda : parametre des lois exponentielles de depart

Ί, mu : parametre des lois exponentielles de la censure

7, rho : parametre de chocs a estimer
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*/.
% SORTIE : T : tableau des dates T_{B,i>
Ί. delta : tableau des indicatrices de censure delta_{A,i> et
*/. delta_{B, i>

%----------
% PROGRAMME 
χ-------------- ---
function [T,Delta]=Simulation2(n,lambda,mu,rho);

Ί, Simulation des Xi

U=rand(2,n); % Variables uniformes independantes sur [0 1]
A=-log(U)/lambda; % Variables exp(lambda) independantes

B=A<flipud(A); % Tableau des Xil<Xi2 et Xi2<Xil

% Simulation des Xi-tilde

V=rand(2,n); % Variables uniformes independantes sur [0 1]
R=diag(exp(rho))*lambda;
C=-inv(R)*log(V); % Variables exp(e“rhol*lambda) et

Ί, exp(e'rho2*lambda) independantes

I=ones(2,n); % Tableau de 1 
X=A.*B+(flipud(A)+C).*(I—B);
7. Tableau des Xil*l{Xil<Xi2}+(Xi2+X’i2)*:L-CXil>=Xi2}
7. Xi2*l{Xi2<Xil>+(Xil+X,il)*l{Xi2>=Xil>

% Simulation de la censure

W=rand(2,n); % Variables uniformes independantes sur [0 1] 
E=-log(W)/mu; % Variables exp(mu) independantes

% Definition des variables Ti et delta-i

Delta=X<=E; % Tableau des l{Xil<=Uil}

T= (X-E).*Delta+E; 7. Tableau des inf(X'i,Ui)

7. Compte.m
% function [Nprime, Nseconde]=Compte(T, Delta,t);

7.

T J X i h
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7, FONCTION : Ce programme permet de calculer les processus de comptages 
% N_l, N_2, N_3, et N_4 a la date t a partir des donnees contenues dans 
'/, les tableaux T et Delta.

7.

*/. APPEL DE FONCTION : aucune 
7.
7> ENTREES : T : tableau des dates T_{A,i>, T_{B,i}
% delta : tableau des indicatrices de censure delta_<A,i> et
’/. delta_{B,i>
'/. t : date a laquelle on calcule les processus de comptage

*/·
7· SORTIE : Nprime : tableau d’indicatrices contenant les N_{2,i> sur la 
7, premiere ligne et les N_-C4,i> sur la deuxieme ligne 
7. Nseconde : tableau d’indicatrices contenant les N_{l,i> sur la
V, premiere ligne et les N_-C3,i> sur la deuxieme ligne

X------------- -

7. PROGRAMME 
%--------------

function [Nprime, Nseconde]=Compte(T, Delta,t);

[m,n]=size(T); taille du tableau T

A=Delta.*flipud(Delta); % tableau des dil*di2 
B=T<=flipud(T); tableau des l{Til<=Ti2> et l{Ti2<=Til>
I=ones(m,n); % tableau de 1 
C=T<=(t*I); ’/, tableau des l{Ti<t}
Nprime=A.*(I-B).*C; 7. N’l(t)=dil*di2*l{Til>Ti2}*l-CTil<=t}
X N,2(t)=di2*dil*l{Ti2>Til>*l<Ti2<t>
Nseconde=Delta.*B.*C; 7. N”l(t)=dil*l{Til<=Ti2>*l-CTil<=t>

% N’,2(t)=di2*l{Ti2<=Til}*l{Ti2<=t}

7, Sn.m
7, function s=Sn(T,Delta,t,rho);

7.

7, FONCTION : Cette fonction permet de calculer la somme S_n(rho,t) a 
7, partir des donnees T et Delta et en fonction de la date t et des 

% parametres rho.

7.

7. APPEL DE FONCTIONS : vide 

%
% ENTREE : T : tableau des dates T_<A,i> et T_{B,i>
7, Delta : tableau des indicatrices Delta_{A,i> et Dleta_{B,i>
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7, t : date finale

7, rho : parametres de chocs

7.
7, SORTIE : s : valeur de S_n(rho,t)
%------ --------

'/. PROGRAMME
·/,--------------

function s=Sn(T,Delta,t,rho);

[m,n]=size(T); % Taille du tableau T

I=ones (size (Delta)); 7, Matrice de 1 
A=T>=(t*I) ; 7· Matrice des indicatrices Ti>=t 
R=diag(exp(rho)); % Matrice diagonale (exp(rho2),exp(rhol))
B=R*flipud((Delta. *(I-A)) )+flipud(A); */, Matrice des 

7, exp(rho)*Delta-i*l{Ti<t}+l{Ti>=t}
C=B.*A; 7, Matrice des Bil*l{Ti2>=t} et Bi2*l{Til>=t} 
s=sum(sum(C))/n; 7, Somme de tous les termes de C divisee par n

7, DSn.m
7» function D=DSn(T,Delta,t,rho) ;
%
7% FONCTION : Cette fonction permet de calculer le vecteur-derive de la 
% somme S_n(rho,t) par rapport a rho_A et rho_B a partir des donnees T 
% et Delta, en fonction de la date t et des parametres rho.

*/.
·/. APPEL DE FONCTIONS : vide 

7.
7, ENTREE : T : tableau des dates T_{A,i> et T_{B,i>
7» Delta : tableau des indicatrices Delta_-(A,i> et Dleta_-CB,i>

7, t : date finale

7, rho : parametres de chocs

7,
7, SORTIE : D : vecteur des derivees de S_n(rho,t) par rapport a rho_A 
% et rho_B.
7.
I— ---- ------ -

7. PROGRAMME

7,--- -----------

function D=DSn(T,Delta,t,rho);

[m,n]=size(T); % Taille du tableau T
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I=ones(size(Delta)); % Matrice de 1 
A=T>=(t*I); % Matrice des indicatrices Ti>=t 
R=diag(exp(rho)); 7, Matrice diagonale (exp(rho2),exp(rhol))
B=R*flipud((Delta.*(I-A))). % Matrice des 
7· exp(rhol)*Delta-i2*l{Ti2<t}*l-CTil>=t}
D=sum(B,2)/n;

7, Variance.m
7> function v=Variance(T,Delta,t,rho);

7.
7· FONCTION : Cette fonction permet de calculer la matrice 
% -D“21n(rho_A,rho_B) a partir des donnees T et Delta, avec la date 
7, finale t et au point rho.

7.
% APPEL DE FONCTION : Compte.m, Matrice.m 
7.
% ENTREE : T : tableau des dates T_{A,i> et T_{B,i>

Delta : tableau des indicatrices Delta_{A,i> et Delta_{B,i> 
% t : date finale
% rho : parametres de chocs

7.
7, SORTIE : v : matrice des derivees secondes de la vraisemblance
·/,--------------

7. PROGRAMME
·/,--------------

function v=Variance(T,Delta,t,rho);

[m,n]=size(T); 7> taille de T

[Nprime,Nseconde]=Compte(T,Delta,t); % Tableau des N’ et N’’ 
B=Nprime+Nseconde; Tableau des N’+N”

7· Calcul de la somme des D2Sn/Sn-(DSn/Sn)2 aux points Til et Ti2 
7, divisee par n

M= [0 0; 0 0] ; 
for j=l:n
M=M+Matrice(T,Delta,T(l,j),rho)*B(l,j);
M=M+Matrice(T,Delta,T(2,j),rho)*B(2,j);

end;
v=M/n;
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'/, Matrice. m
% function M=Matrice(T,Delta,t,rho);

7.
*/. FONCTION : Cette fonction permet de calculer la matrice 
% D“2Sn/Sn-(DSn/Sn)“2 au point rho et a la date t a partir des donnees.

X
7. APPEL DE FONCTIONS : Sn.m, DSn.m 

7.
'/, ENTREE : T : tableau des dates T_{A,i> et T_{B,i>

Delta : tableau des indicatrices Delta_{A,i} et Dleta_{B,i> 
t : date finale 

% rho : parametres de chocs

%
7, SORTIE : M : matrice D“2Sn/Sn-(DSn/Sn)“2 au point rho et a la date t

·/.—---------------------
% PROGRAMME
·/,--------------

function M=Matrice(T,Delta,t,rho);

[m,n]=size(T); % taille de T

D=DSn(T,Delta,t,rho); 
s=Sn(T,Delta,t,rho);

% Si Sns0 cette matrice est egale a zero car
% alors les processus contre lesquels on l’integre sont nuls
if s==0
M= [0 0; 0 0] ;
else
M=diag(D)/s-(D/s)*(D'/s); 

end;

% Vraisemb.m
% function [v,grad,hess]=Vrai.semb(rho,T,Delta,t);

%
% FONCTION : Cette fonction permet de calculer l’opposee de la valeur de 
'/· la fonction de vraisemblance, sa derivee premiere et sa derivee seconde 
*1, au point rho a la date finale t a partir des donaees de T et Delta.

%
’/, APPEL DE FONCTIONS : Compte.m, Sn.m, DSn.m, Variance.m,

%
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% ENTREE : rho : valeur du point ou l’on calcule la vraisemblance.
7, T : tableau des dates
7. Delta : tableau des indicatrices
7* t : date finale d’etude
7.
7» SORTIE : v : valeur de la vraisemblance au point rho 
% grad : vecteur des derivees premieres au point rho
'/· hess : matrice des derivees secondes au point rho
·/,----------------- -—

7. PROGRAMME 
χ ------------------- ------

function [v,grad,hess]=Vraisemb(rho,T,Delta,t);

Cm,n]=size(T); % taille de T

*/. Calcul des Sn(Til), Sn(Ti2), DSn(Til) et DSn(Ti2)

for j=l:n 7% tableau des Sn(Til) et Sn(Ti2)
S(l,j)=Sn(T,Delta,T(l,j),rho);
S(2,j)=Sn(T,Delta,T(2,j),rho);
Vl=DSn(T,Delta,T(l,j),rho);
V2=DSn(T,Delta,T(2,j),rho);
DS1(1,j)=Vl(l);
DS1(2,j)=Vl(2);
DS2(1,j)=V2(l);
DS2(2,j)=V2(2); 
end;

[Nprime,Nseconde] =Compte(T,Delta,t); */. Calcul des N’(t) et N” (t)

R=diag(rho); % Matrice diagonale de rhol et rho2

A=R*Nprime; % Matrice des rhol*N’l(t) et 
7. Λο2*Ν”2(ΐ)

B=Nprime+Nseconde; 7, Matrice des N’+N”

0=zeros(size(S));
C=A-log(S+(S==0)) >B; 7, Matrice des rhol*N’l-log(Sn(Tl))*Nl et des 

*/. rho2*N’2-log(Sn(T2))*N2

7, Si Sn(Til)=0 alors N’(Til) et N”(Til) sont nuls aussi, done avec la
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7, convention 0*log(0)=0, il n’y a pas de probleme. On peut done remplacer 
% tous les coeffs nuls de la matrice par des 1. D’ou le (S==0).

v=-sum(sum(C))/n; 7· Opposee de la somme des termes de C divisee par n

7. Calcul du gradient

E1-DS1./C1 0; 1 0]*(S+(S==0))).*([1 0; 1 0]*B);
E2=DS2. / ( CO 1; 0 1]*(S+(S—0)))>([0 1;0 1]*B);
G=Nprime-El-E2; % Matrice des N’-DSn/Sn*(N’+N’ ’) 
grad=-sum(G,2)/n; 7, Opposee de la somme ligne 
% par ligne de G

7, Calcul du hessien

hess=Variance(T,Delta,t,rho);

7· Estim.m
7. function Estim(T,Delta,t,rho);
7.
7, FONCTION : Cette fonction permet de calculer l’estimateur du maximum de 
7< vraisemblance a partir des donnees T et Delta, de la date finale t et 
7· du parametres rho de depart. Le programme compare les estimateurs 
% suivant differentes options de maximisation.

7.

7. APPEL DE FONCTIONS : Vraisemb.m 
7.

7, ENTREE : T : tableau des dates T_{A,i> et T_{B,i}
7* Delta : tableau des indicatrices Delta_-(A,i} et Dleta_{B,i>
7, t : date finale
7. rho : vraies valeurs des parametres de chocs, servent a
7, initialiser le programme de maximisation.
7.

7· SORTIE : aucune
·/__-------------------
7. PROGRAMME
X----------------- ------
function Estim(T,Delta,t,rho);

Cm,n]=size(T); 7· Taille du tableau T

options=optimset(□ ,1GradObj’,’off’,’Hessian’,’off’,’Diagnostics’,’on’);
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% Options d’optimisation
disp(’Options choisies: GradObj=off, Hessian=off, Diagnostics=on’);

debut=clock; % Heure de debut de calcul
resl=fminunc(’Vraisemb’.rho,options,T,Delta,t);
'/, Maximisation de la vraisemblance 
% a partir de la vraie valeur du parametre 
disp(res1);

disp(’Temps de calcul:’); 
disp(fix(etime(clock,debut)));

disp(’__________________________________________________________ ’);

options=optimset([],’GradObj’,’on’,’Hessian’,’off’,’Diagnostics’,’on’);
% Options d’optimisation
disp(’Options choisies: GradObj=on, Hessian=off, Diagnostics=on’); 
debut=clock; % Heure de debut de calcul
res2=fminunc(’Vraisemb’,rho,options,T,Delta,t); 
disp(res2);

disp(’Temps de calcul:’); 
disp(fix(etime(clock,debut)));

disp (’_________________________ ________________________ __ ____’);

options=optimset(Π,’GradObj’,’on’,’Hessian’,’on’,’Diagnostics’,’on’);
7, Options d’optimisation
disp(’Options choisies: GradObj=on, Hessian=on, Diagnostics=on’); 
debut=clock; % Heure de debut de calcul
resS^fminunci’Vralsemb’,rho,options,T,Delta,t); 

disp(res3);

disp(’Temps de calcul:’); 
disp(fix(etime(clock,debut)));

y, Estim2.m
% function [res,crit,I]=Estim2(T,Delta,t,rho);

7.
X FONCTION : Cette fonction permet de calculer l’estimateur du max de 
*!, vraisemblance, donne un critere de convergence et un estimateur de la
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% matrice asymptotique·

7.
% APPEL DE FONCTIONS : Vraisemb.m, Variance.m,

*/·
% ENTREE : T : tableau des dates
*/, Delta : tableau des indicatrices
'/, t : date finale d’etude
'/, rho : vraies valeurs des parametres rho_A et rho_B servant a
'/, initialiser la maximisation.

7.
Ί, SORTIE : res: vecteur des estimateurs rho_A_chap et rho_B_chap 
% crit : critere d’optimisation de la convergence (=1 si OK)
y, I : matrice de variance-covariance asymptotique -D“21n(rho_chap)

X----------------- ------
X PROGRAMME 
y,--------------

function [res,crit,I]=Estim2(T,Delta,t,rho);

[m,n]=size(T); % Taille du tableau T

options=optimset([],’GradObj’,’on',’Hessian’,’on’,’Display’,’off’);
7. Options d” optimisation

[res,eval,crit]=fminunc(’Vraisemb’,rho,options,T,Delta,t);
’/, Maximisation de la vraisemblance a 
y, partir de la vraie valeur du parametre

I=Variance(T,Delta,t,res); 7. Matrice de la variance limite de

y, sqrt(n) (rho_chapeau-rho_0)

X Programme principal: Prog_princ 

%
% FONCTION : Fichier pour plusieurs simulations gardant en memoire les 
% estimateurs des rho, le critere de convergence et la matrice de 
'/. variance covariance de la loi limite de
Ί, racine(n) (rho_chap-rho_0). Calcule la moyenne de ces estimateurs et la 
Ί, somme des criteres convergents.

%
y, APPEL DE FONCTION : Simulation2.il, Estim2.m

y.
Ί, ENTREE : parametres.mat contenant les variables n, lambda, mu, rho, t , 
'/, L (nombre de simulations).
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7.
% SORTIE : resultats.mat gardant en memoire les variables n, L, Rho,
% Critere, Sigma. Rho contient les L vecteurs-estimateurs, Critere les L 
Ί, criteres de convergence, Sigma les L vecteurs contenant 1’ecart-type de 
'/, A, 1’ecart-type de B et la covariance de A et B.
X---------------------- -
*/. PROGRAMME
%--------------

clear;

load parametres;
disp(’n=’);
disp(n);
disp(’lambda=’); 

disp(lambda); 

disp(’mu=’); 

disp(mu); 

dispi’rho3’); 

disp(rho); 

disp(,t=,); 

disp(t); 

dispi’L»»); 
disp(L);

debut=fix(clock); % Heure de debut de calcul 
disp(’Date et heure de debut:’); 
disp(debut);

for 1=1:L % pour chaque simulation
[T,Delta] =Simulation2(n,lambda,mu,rho); '/, Simulation des variables 
[res,crit,I]=Estim2(T,Delta,t,rho); % Estimation de rhol rho2 

V, critere de convergence ~
*/, variance et covariance
Rho(l,l)=res(l); */. Stockage de rhol dans le tableau Rhol 
Rho(2,l)=res(2); Stockage de rho2 dans le tableau Rho2
Critere (l)=crit; ’/, Stockage du critere 
M=inv(I);
Sigma(l,l)=sqrt(M(l,l)/n); Ί, Stockage du terme de ecart-type pour rhol 
Sigma(2,l)=sqrt(M(2,2)/n); */. Stockage du terme de ecart-type pour rho2 

Sigma(3,l)=M(l,2)/n; % Stockage du terme de covariance 

end;
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save resultats n L Rho Critere Sigma; Ί, Sauvegarde des donnees dans 
% resultats

r=sum(Rho,2)/L; % Moyennes des rhol et rho2
disp(’Moyenne des rho_chapeau:’); 
disp(r);

c=sum(Critere); ’/, Nombre de criteres convergents
disp(’Nombre de criteres convergents:’);
disp(c);

b=(r-rho)./rho;
dispC’Biais relatif estime:’); 
disp(b);

v=std(Rho,0,2);
disp(’Ecart-type empirique:’); 
disp(v);

S=[l 0 0;0 1 0]*Sigma; 
s=sum(S,2)/L;
disp(’Ecart-type asymptotique estime:’); 
disp(s);

disp(’Biais relatif des ecarts-type:’); 
disp((v-s)./v);

0=ones(size(Rho));
D=diag(rho);
Inf=(D*0<Rho-S*l.96);
IC=(D*0>=Rho-S*l.96).*(D*0<=Rho+S*i.96);
Sup=(D*0>Eho+S*1.96);

disp (’Nombre de cas en dessous de 1”IC:’); 
disp(sum(Inf,2));
disp(’Nombre de cas dans 1”IC:’); 
disp(sum(IC,2));
disp(’Nombre de cas au dessus de 1”IC:’); 
disp(sum(Sup,2));

7. Gaussienne (Rho, rho);
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fin=fiz(clock); % Heure de fin de calcul 
disp(’Date et heure de fin:’); 
disp(fin);

% Repart.m
V, function res=Repart(t,Rho,rho,Sigma);

7.
% FONCTION : Ce programme permet de calculer la fonction de repartition 
% des rho_A_chap et rho_B_chap au point t.
7,
% APPEL DE FONCTIONS : aucune 

7.
% ENTREES : t : point de la fonction de repartition 
7. Rho : tableau des estimateurs
% rho : vraies valeurs des parametres de chocs
% Sigma : matrice des variance-covariance

7.
7» SORTIE : res : valeur de la fonction de repartition au point t

X------------------------
'/. PROGRAMME
./,---------- ---

function res=Repart(t,Rho,rho,Sigma);

[m,L]=size(Rho); donne la taille de Rho

I=ones(m,L); 7% matrice de 1 
R=diag(rho);
A=(Rho-R*I)./([1 0 0;0 1 0]*Sigma);

B=A<=(t.*I); % matrice des indicatrices 
7, (rho_chapeau-rho_0)/se(rho_chapeau) 
res=sum(B,2)/L; */, fonctions de repartitions empiriques

7, Gaussienne.m
7, function Gaussienne(Rho,rho,Sigma);

7.
FONCTION : Ce programme permet de tracer la fonction de repartition 

% d’une gaussienne N(0,1) et les deux fonctions de repartition empiriques 

% des estimateurs rho_A_chap et rho_B_chap sur le meme graphique.

7.
7, APPEL DE FONCTIONS : Repart .m, stixbox 

7.
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'/, ENTREES : Rho : tableau des estimateurs
% rho : vraies valeurs des parametres de chocs a estimer
V, Sigma : tableau des variance-covariance

*/.
SORTIE : un graphique. Ce programme ne peut pas etre lancer en nohup.

χ--------------

% PROGRAMME 
χ---- ----------

function Gaussienne(Rho,rho,Sigma);

addpath /home/letue/stixbox;

[m,L]=size(Rho); % donne la taille de Rho

I=ones(m,L); % matrice de 1

borne_inf=-5; 
bome_sup=5 ;
X= (0:1000) * (borne_sup-bome_inf) /1000+bome_inf; 
for i=l:1001
Y=Repart(X(i),Rho,rho,Sigma);
Yl(i)=Y(l);
Y2(i)=Y(2);
Z(i)=pnorm(X(i)); 
end;
CEl,Hl]=stairs(X,Yl);
CE2,H2]=stairs(X,Y2);
plot(El,HI,»b*,E2,H2,’g’,X,Z,»r’);
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