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COX MODEL: ESTIMATION VIA MODEL SELECTION AND
BIVARIATE SHOCK MODEL

Abstract:

This thesis contains two independent parts, both based on the Cox model.

In the first chapter which presents a joint work with Gwénaélle Castellan, the Cox
model is considered when the regression function of the covariates is not necessarily li-
near. To estimate this regression function, we devise a nonparametric estimation by model
selection. A model is defined as a Loo-ball of some finite-dimensional linear space of func-
tions. In each model, the regression function is estimated by maximizing the Cox partial
log-likelihood. We define then some penalized maximum partial log-likelihood estimator,
from this collection of estimators. We give a risk bound for our estimator, in comparison
to the smallest risk bound over the considered estimators collection.

In the second chapter, we propose a semiparametric shock model in order to model si-
tuations in demography where the biographies of a pair of individuals cannot be considered
as independent. For that purpose, we construct two dependent counting processes represen-
ting these biographies in such a way that, whenever either one of both counting processes
jumps, the hazard rate of the other one is instantaneously multiplied by a constant, cal-
led a shock parameter. Moreover, these counting processes may be censored. In such a
context, assuming a Cox model, we propose maximum partial log-likelihood estimators
for the shock parameters and for the Cox regression parameters, from a sample of inde-
pendent and identically distributed, possibly censored pairs. Consistency and asymptotic
normality of these estimators are established. We illustrate our results with simulations.

Keywords and phrases: Bivariate censored data, Bivariate survival analy-
sis, Cox model, Kullback-Leibler Information, Model selection, Nonparametric estimation,
Penalization.
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Cette theése est constituée de deux parties indépendantes: la premiére est consacrée
& ’estimation de la fonction de régression dans le modele de Cox non paramétrique par
sélection de modele, alors que la seconde consiste en la modélisation d’un modele de
Cox bivarié. Bien entendu, le point commun entre les deux parties est le modéle que 'on
considere : le modele de Cox. Dans cette introduction, nous présenterons ’analyse de survie
en général et le modele de Cox en particulier, ainsi que quelques unes des nombreuses
contributions sur le sujet. Puis, nous exposerons nos résultats pour chacune des deux
parties de la these.

Analyse de survie, données censurées

L’analyse de survie consiste en ’étude de variables aléatoires positives qui modélisent -
des durées. C’est pourquoi elle apparait dans de nombreux champs d’application. En effet,
on pourra s’intéresser: en médecine & la durée entre l'apparition du symptome d’une
maladie chez un patient et le décés de cet individu suite & cette maladie, en démographie
4 la durée entre la mise en couple de deux individus (mariage ou concubinage) et 'arrivée
d’un enfant dans ce foyer, en économétrie & la durée d’une période de chémage entre deux
périodes de travail, en fiabilité & la durée de bon fonctionnement d’un composant, etc ...
Alors que classiquement en statistiques, on cherche & estimer la fonction de répartition
d’une variable aléatoire ou sa densité, en analyse de survie, on s’intéressera plutét & la
fonction de survie S ou au taux de risque a de la variable aléatoire X modélisant la durée,
qui sont définis respectivement, pour tout ¢ > 0, par

S¢t) = P(X>1)
S'(2)

etoft) = lm ‘LP(t<XSt+At|T>t)=_W,

At—0 At
ou S’ est la dérivée de S. Le taux de risque a caractérise a lui seul la loi de X puisque

pour tout ¢ > 0,
S(t) = &~ Jo le)ds,

Pour estimer ces grandeurs, on va collecter des données en choisissant par exemple
un échantillon représentatif d’une population et en relevant pour chaque individu dans
I’échantillon, la durée qui nous intéresse. Mais il arrive souvent que ’on ne puisse observer
pour toutes les personnes la durée réelle du phénomeéne d’intérét, soit parce que cette
durée ne parvient pas i expiration avant la fin de la période d’étude, soit parce qu'un
événement est intervenu entre-temps, interrompant 1’étude avant son terme. On dit alors

que les données sont censurées. Prenons un exemple: supposons que 1’on observe pendant
* un laps de temps donné (par exemple deux ans) des patients soumis & une maladie et que
Pon s’intéresse & la durée entre I'apparition de symptomes et le décés du patient dii & la -
maladie. Il se peut que certains patients ne soient pas décédés & la fin des deux ans, ou
bien que certains patients soient décédés d’une autre maladie ou d’un accident. La mise
3 1’écart pure et simple des données de ces patients n’est pas possible, d’une part car elle
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conduit & une réduction parfois trop importante de la taille de I’échantillon d’étude (si
trop de patients sont dans ce cas), et d’autre part & un biais dans l’estimation. Il faut
donc garder tous les patients dans I’échantillon et trouver une méthode d’estimation qui
tienne compte du fait que certaines des données sont censurées.

D’un point de vue mathématique, ceci se traduit de la fagon suivante : on introduit une
nouvelle variable aléatoire U qui représente aussi une durée dite de censure (dans ’exemple
précédent, il s’agira par exemple, de la durée entre le début d’étude et 1’accident). Dans le
cas d’une censure & droite, au lieu d’observer la variable aléatoire d’intérét X, on observe
en réalité T = min(X,U) et § = W;x<y). Il s’agit alors d’estimer les fonctions S et/ou o
"4 partir d'un n-échantillon de variables (T},8;)1<i<n.

La littérature sur I’estimation non paramétrique de la fonction de survie et du taux de
risque cumulé est trés vaste. Nous nous contentons ici de citer quelques papiers historiques
incontournables: Kaplan et Meier [39], Nelson [45, 46], Breslow [17], Aalen [1, 2], ...

Une approche possible pour aborder ce probléme consiste & utiliser la théorie des
processus de comptage et des martingales. L’idée est la suivante: pour une observation
(T,6), on introduit le processus de comptage N () = é (7<), qui admet la décomposition
suivante

N(t) = A(t) + M(2),

ol A est un processus croissant et prévisible par rapport 4 la filtration (N;);>o définie par
Ny = 0{6’ H{TSu} 0Su < t}7

et M est une martingale par rapport & la méme filtration. Le processus A s’appelle le
compensateur prévisible de N, il est unique et s’écrit sous la forme '

o
A@=Aa@mﬁﬂa

On définit aussi le processus intensité A par la relation

A@=LH@@

et donc ici, A(s) = a(s) U{y,), pour tout s > 0. ,
En interprétant la martingale comme un terme de bruit, il parait alors assez naturel
de s’inspirer des processus de comptage pour estimer a. On peut en particulier calculer
la vraisemblance du processus de comptage pour en déduire des estimateurs du maximum
de vraisemblance. Jacod [35, 36] donne la vraisemblance d’un processus de comptage mul-
tivarié & partir de son compensateur prévisible. Si on observe un processus de comptage
multivarié N = (Np)1<n<k, (c’est-a-dire que chaque coordonnée N} est un processus de -
comptage et ces processus n'ont pas de sauts communs), sur un intervalle donné [0,7],
dont la loi Py, appartient & une certaine famille {P;,0 € ©} (© ouvert de R?) de proba-
bilités dominées par une méme probabilité @, la vraisemblance comme fonction de @ est
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proportionnelle &

II II X@A"® exp(-a4(r)),

1<h<k0<t<r

ot A? est le compensateur prévisible de N et A\ son processus intensité sous la loi Py. Le
logarithme de cette quantité peut s’écrire

ko oor
16)=126) = Y. [ 0XdM(s) - K,

ott A%(t) = YF_, [T \0(s)ds. Ce cadre permet notamment de construire des estimateurs
du maximum de vra.1semb1ance partielle (voir les bibliographies détaillées de Gross et
Clark [31] (Chap. 3 et 4), Kalbfleisch et Prentice [38] (Chap.3), Lawless [41] (Chap 3 4 5),
Andersen et al.[5] (Chap. VI), ... ).

Outre I'estimation non paramétrique et paramétrique, on peut encore tenter d’estimer
les fonctions S et a dans un cadre semi-paramétrique. C’est le contexte du modéle de Cox.

Le modéle de Cox

Le modele de Cox est un modéle semi-paramétrique de régression pour des données
censurées. On suppose désormais que la loi de la durée & laquelle nous nous intéressons
dépend d’un certain nombre de caractéristiques. Dans notre exemple médical, il est en
effet raisonnable de penser que la probabilité de survie & une maladie dépend de 1'sge,
du sexe, des antécédents médicaux ... du patient. De méme, la date d’arrivée du premier
enfant dans un foyer a des chances de dépendre de l'activité professionelle des parents, la
durée d'une période de chomage du dernier diplome obtenu par le chomeur, la durée de
fonctionnement d’un composant du régime imposé & la machine, etc ...

Pour modéliser ceci, on introduit une variable aléatoire Z & valeur dans R%, appelé
vecteur de covariables et on définit cette fois le taux de risque conditionnel oz par

fz(t)

. 1
aZ(t)_AL}I—I)lOEP(t<X St-l-AtlT)t,Z)—m,

ou fz est la densité conditionelle de X sachant Z. Dans le modele de Cox, on suppose que
ce taux de risque s’écrit sous la forme

az(t) = % Zaq(2),

ot 6y est un paramétre de R? & estimer, et g est le taux de risque de base, qu’on ne
cherche pas & modéliser et qui jouera le role de parameétre de nuisance pour l'estimation
de 6. Cette écriture peut s’interpréter de la maniére suivante: le taux de risque de base o
est le taux de risque d’un individu standard dont toutes les covariables sont nulles (Z = 0),
et les autres individus voient leur taux de risque individuel multliplié par un facteur %2
par rapport & cet individu standard. Si les coordonnées du vecteur Z sont positives, un
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coefficient positif 6y traduira un effet accélérateur pour I’événement étudié, alors qu'un
coefficient négatif traduira un ralentissement par rapport & un individu standard.

Pour les mémes raisons que précédemment, les données dont on dispose pour estimer
le paramétre 6y auront des chances d’étre censurées. On cherchera donc & estimer 6y &
partir d'un n-échantillon de variables (Z;, I1;<s ,0 < ¢ < 7,6;)1<i<n avec les notations
T; = min(X;,U;) et §; = H{XiSUi} pour 1 <i< n.

Comme nous ’avons fait dans le cas non paramétrique, nous pouvons définir les proces-
sus de comptage N;(t) = §; U(1,<¢y pourt > 0et 1 < i < n, et calculer leurs compensateurs
prévisibles par rapport & la filtration (F;)o<¢<-, définie cette fois par

Fi =0{Z;,Ni(s),0< s <t 1<i<n}

Ces compensateurs s’écrivent
t T
Ai(2) =/ €% Ziqy(s)ds.
0

En suivant le méme raisonnement que plus haut et en appliquant la formule de Jacod
pour la vraisemblance d’un processus de comptage, on peut écrire la vraisemblance partielle
du modele de Cox

= I II (€%%a(s)2M® exp(-Ai(r)). (0.0.1)

1<i<n 0<t<7

Ce critére dépend bien siir & la fois de @ et de a. Pour estimer 0, il faut donc trouver
un critére qui ne dépende que de 6 et plus de a. On en obtient un en maximisant le
critére (0.0.1) en o (voir Johansen [37]). Ceci constitue une construction possible du critére
proposé par Cox dans [25]

0 Z; eé! Z;

st,.(eT, 2/ In -5 dNi(s),

ol Ni(s) =6 yz;<q), pour 0< s < 7,et 1 <i<m,et
(03)——Zeo Z W1, >sy, pour0< s < 7.
j=1

L’estimateur de Cox est alors défini par

6, = argmax 1y, (6).
6eRr?

Dans [6], Andersen et Gill ont prouvé, en utilisant la théorie des processus de comptage,
la consistance et la normalité asymptotique de cet estimateur, et ont donné un estimateur
de sa matrice de covariance asymptotique. D’autres preuves ont également été proposées
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par Tsiatis [55], Nees [44], et Bailey [7].
Dans la discussion qui suit I'article original de Cox [25] ainsi que dans [16], Breslow
propose un estimateur A, du taux de risque de base cumulé Aq défini par

M@=[m®%

Cet estimateur, calculé & partir de ’estimateur én, a pour expression avec les notations

précédentes
An(t) = Z / dN i(s),

nr5

et maximise le critére (0.0.1) au point 6,

A, = argmax L(0,,dA).
A

Cette propriété permet notamment de prouver l’efficacité asymptotique de ces estimateurs
(voir Bickel et al.[10], van der Vaart [57, 58]).

Le modele de Cox non paramétrique

Dans la premitre partie de cette thése, qui est un travail commun avec Gwénaélle Cas-
tellan, nous considérons un modele de Cox purement non paramétrique. Si nous désignons
par W la covariable dans un espace E (en pratique [0,1] ou R?), le taux de risque condi-
tionnel est supposé étre de la forme

w(t) = e Map(2),

ou f est une fonction de régression  estimer et ap est toujours le taux de risque de base.
On remarque que pour toute constante c, le modele (f + ¢, e~®ayg) est le méme que le
modele (f, ap). C'est pourquoi nous sommes amenés i lever cette indétermination en
imposant la contrainte E (f(W)) = 0. On cherche alors & estimer la fonction f & partir
d’un n-échantillon de variables (W;, l{7;<5 ,0 < ¢ < 7,6;)1<i<n, avec les mémes notations
que précédemment. '

Nous avons en réalité deux exemples en téte:

Sélection de covariables : :

Comme dans le modele de Cox classique, la fonction f est linéaire en la covariable, qui
est un vecteur de R?, d’espérance nulle: f(W) = 67 W, ot le vecteur 6y de R¢ peut avoir
plusieurs coordonnées nulles. Dans ce cas, cela signifie que les coordonnées correspondantes
de W n’interviennent en réalité pas dans le phénomeéne que I'on étudie. Dans un tel cas,
si on savait quelles coordonnées de 6y étaient nulles, on aurait intérét & chercher & estimer
6o non pas dans R® tout entier, mais dans le sous-espace vectoriel de RY engendré par les
coordonnées non nulles de §;. En effet, en procédant de la sorte, on diminue le nombre de
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coefficients & estimer et par conséquent, on améliore 'estimation de ces coefficients. On
cherchera donc & estimer la fonction f par une fonction f de la forme

f = Z ﬂz\ka
AeA
ou A est un sous-ensemble d’indices de {1,...,d}, et les Wj,1 < A < d sont les coor-
données de W. La question que 'on se pose alors est: quel est le “bon” sous-ensemble A
& considérer?

Le probleme de la sélection de covariables dans le modéle de Cox a déja été étudié
par Senoussi [53]. Il propose un estimateur du maximum de log-vraisemblance partielle de
Cox pénalisé, en utilisant la méthode de vraisemblance d’Akaike, qui consiste & maximiser
la log-vraisemblance partielle tout en minimisant le nombre de coordonnées non-nulles. I
prouve que son estimateur est consistant et présente des simulations qui montrent quelles
formes de pénalité sont acceptables.

Estimation par histogrammes:

Cette fois, E est 'intervalle [0,1] et f une fonction de [0,1] dans R telle que E (f(W)) =
0. On cherche a estimer f par histogrammes. Pour cela, on se donne une partition A de
[0,1], dont les intervalles sont notés (Iy,A € A), et on cherche & estimer f par une fonction
f de la forme

f= Z Bz,
AeA
avec la contrainte >, Bap(Iy) = 0. Si la partition est dyadique, on pourra chercher f
sous la forme
F=Y Aaaw),
PYT S
ol (g, € A) est la base de Haar.

La aussi, nous sommes amenés & nous demander quelle est la “bonne” partition & choisir
pour bien estimer f. En effet, pour bien approcher la fonction, on aura envie de prendre
une partition & beaucoup de morceaux, mais en augmentant le nombre d’intervalles, on
augmente le nombre de coefficients & estimer et on dégrade donc la qualité de I’estimation.
11 faut donc faire un compromis entre ces deux tendances inverses.

Dans le cadre de 1’estimation non paramétrique de la fonction de régression f, O’Sulli-
van [49] propose un estimateur du maximum de vraisemblance partielle pénalisé, en suivant
la méthode développée par Wahba. [61]. Cet estimateur minimise la somme de deux termes,
le premier étant 1’opposé de la log-vraisemblance partielle de Cox et le second, propor-
tionnel & un opérateur linéaire borné sur une classe donnée de fonctions de régression,
qui est typiquement ’opérateur laplacien standard. Les vitesses de convergence obtenues
correspondent aux vitesses usuelles dans les espaces de Holder.

Le but de ce chapitre est d’adapter & I'estimation de la fonction de régression f, la
méthode d’estimation non paramétrique par sélection de modele, proposée par Barron et
al.[8] dans le cadre de l'estimation de densité ou de régression. Cette méthode consiste
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& choisir une collection de modeéles (par exemple, des espaces linéaires de fonctions) sup-
posés avoir de bonnes propriétés d’approximation pour une classe de fonctions donnée. On
commence par estimer la fonction f sur chacun des modéles en minimisant un contraste,
obtenant ainsi une collection d’estimateurs. On sélectionne alors un modele dans la col-
lection en minimisant sur tous les modeéles, un critére issu uniquement des données, qui
est la somme du contraste pris en I’estimateur et d’un terme de pénalité, proportionnel
au nombre de parameétres & estimer divisé par le nombre d’observations. 11 s’agit alors de
trouver une forme de la fonction de pénalité telle que le modele sélectionné réalise un bon
compromis entre l’erreur d’approximation et ’erreur d’estimation. Quand ceci est possible,
le risque de I’estimateur sélectionné est alors de ’ordre du plus petit risque des estimateurs
de la collection. '

On cherchera donc ici & estimer la fonction f dans un espace linéaire G indexé par un
ensemble d’indices A, dont le cardinal est la dimension de ’espace Ga. Si (¢x)rea est une
base de Ga, I’ensemble G peut s’écrire

Gn = {Zﬂm,ﬂ S R'A'}~

A€A

Pour des raisons techniques, nous aurons besoin de manipuler des fonctions bornées.
C’est pourquoi nous introduisons des espaces S, qui sont des boules L, des espaces
lindaires précédents. Un modele m sera un couple m = (A,B), ou A est un ensemble
d’indices comme précédemment et B est un entier supérieur ou égal & 2 jouant le role de
borne. On introduit ensuite les espaces Sy, définis pour m = (A,B) par

Sm = {9 € Gx, gl < B}.

Pour estimer f sur le modele m, on peut utiliser le critére de Cox. Définissons pour
toute fonction g telle que E (g(W)) =0, et tout 0 < s < 7,

Ni(s) = 1I{T',<e1} ’

Sn(grs) = - Zeg( i) 1I{T >s}o
J—l

ed (WI

o) = ——Z [}

11 est maintenant naturel d’estimer f en minimisant 7, sur I’ensemble S,

.fm = argmin y,(g).
gESm

En procédanf de la sorte sur plusieurs espaces linéaires (Ga,A € Ay) et pour plusieurs
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bornes B, (B € N, B > 2), on obtient une collection d’estimateurs
{fmsm = (AB), A€ A, B2 2}.
On se pose alors la question: quel est le “meilleur” estimateur de cette collection?

Pour pouvoir parler de “meilleur” estimateur, il faut pouvoir mesurer leur qualité
d’estimation. Pour cela, nous introduisons une fonction de perte K entre la fonction f et
toute fonction g telle que E (g(W)) =0

T A .
&) = ( [ (165L) (AN W)S(F) Tirsa aelds)
avec les notations A(g)(s,W) = Sy et 5(9,8) = E (Sn(9,8)) = E (™) Lry)). Cette
fonction de perte est analogue & I'Information de Kullback-Leibler dans le cadre des den-
sités, elle en a en effet toutes les qualités (voir Senoussi [53]), et nous la desxgnerons
d’ailleurs ainsi par la suite.

Supposons & partir de maintenant que la fonction de régression f est bornée par une
constante connue M et que la dimension de chacun des modéles est inférieure & N, <
n/Inn. Nous introduisons des poids Ly > 1,A € A, qui dépendront de la complexité de
la collection A, et qui vérifient

> el <3 < oo (0.0.2)
A€A,

Nous proposons une fonction de pénalité de la forme

n

2
e2(B+M) Blog(B) LD log(n)
€ m)==¢C 3
pema(m) (% Zimi Uzi>r)

ol ¢ est une constante assez grande et D est la dimension de I’ensemble S,,,. Nous prouvons
alors I'inégalité suivante
E (K (£,) 11{9,.[51}) <
(0

C it ol (KU +E(pem(m) Liguen)) + ==
fm € Sm,

I fmlleo < M

ot1 ,[¢] est un ensemble de grande probabilité dépendant d’un réel £ €]0,1[, C ne dépend
que de c et de M, et C' ne dépend que de c. De plus, nous obtenons le controle suivant

?

(B+M) \?
E (peny,(m) Iq,,)[e]) < C” ( e(TZT)) Blog(B)ezADlog(n)
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ol C" ne dépend que de c et .

Ces inégalités permettent en quelque sorte de comparer le risque de l'estimateur
sélectionné f,h, avec la plus petite des bornes de risques des estimateurs f,, de la col-
lection. Bien que ces bornes de risques soient sans doute trop grossiéres, la procédure
permet de choisir dans certains cas la plus petite borne de risque & un terme Inn pres:
en effet, quand la collection de modeles n’est pas trop riche (par exemple, s’il n’y a qu'un
modele de dimension D donnée dans la collection), on peut choisir des poids L, constants.
En revanche, si la collection est trop riche (par exemple, s’il y a ];" modeles de dimen-
sion D donnée dans la collection) il est nécessaire de prendre des poids L, de Tordre de
Inn pour que la somme (O 0.2) reste bornée pour toute valeur de n. La plus petxte borne
de risques n’est alors atteinte qu’a un terme In%n prés.

Dans le cas de ’estimation de la fonction de régression f par histogrammes réguliers,
nous donnons la vitesse de convergence de notre estimateur, quand la vraie fonction de
régression f appartient & I’ensemble des fonctions holdériennes d’ordre o et de constante
de Holder H

B U
E(K(2D Ta) < C" (Mo (2E2) 77, OF,
ou C" dépend de M et de .

- Dans ’annexe A, nous donnons les tout premiers résultats d’une étude de simulations
réalisée par Marie-Laure Martin, en collaboration avec Gwénaélle Castellan et moi-méme,
qui tente d’appliquer la méthode de sélection de modéle en pratique. L’estimation se
fait cette fois sur les espaces linéaires G5 entiers, et non plus sur des boules L., de ces
espaces. La fonction de pénalité est choisie proportionnelle & D/n, et nous présentons une
heuristique due & Birgé et Massart [11, 14] pour trouver la constante de proportionalité &
partir des données elles-mémes.

Un modeéle de Cox bivarié

Le modéle de Cox, bien que décrit ci-dessus avec des covariables Z indépendantes
du temps, peut en fait s’adapter pour des covariables dépendant du temps. En effet, si
I’on cherche & décrire comment la fréquence de crises d’asthme dépend de la pollution de
l'air, on aura envie de prendre comme covariables le processus (Z(¢),t € [0,7]) donnant
la concentration de tel polluant dans 'air. La log-vraisemblance partielle de Cox s’adapte
alors en remplagant les covariables fixes Z par le processus (Z(t),t € [0,7]), & condition
toutefois que les covariables soient externes. Kalbfleisch et Prentice [38] distinguent trois
types de covariables externes: soit la covariable est fixe (indépendante du temps), soit elle
est “définie”, c’est-d-dire qu’elle varie au cours du temps mais son aléa est entierement
contenu dans sa valeur initiale, soit elle est “ancillaire” (ancillary), c’est-a-dire que c’est un
processus stochastique extérieur 3 l'individu étudié (mathématiquement, sa loi marginale
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ne dépend pas des paramétres de la loi de X, ici 6y et ap).

Il existe des cas ou ’on aimerait prendre en compte des covariables qui ne sont claire-
ment pas externes. Prenons le cas d’un couple de chdmeurs cherchant du travail: on peut
penser qu’ partir du moment ol 'un des deux aura trouvé du travail, autre verra ses
chances d’en trouver & son tour modifiées. C’est pourquoi, si l’on s’intéresse au cas de la
femme, on aimerait prendre pour covariable le processus “travail” du mari, valant 0 tant
que celui-ci n’a pas de travail et 1 & partir du moment ou il en trouve, mais ce processus
dépend clairement du processus “travail” de la femme elle-méme: le processus n’est pas
externe.

Dans ce genre de situations, la solution peut étre d’envisager des processus de comptage
bivarié: on considére maintenant deux variables aléatoires X; et X2, qui ne sont pas
indépendantes, et on cherche & estimer par exemple leur fonction de survie bivariée

F(tl,tz) = IP(X1 > t,X9 > to).

La littérature sur I’analyse de survie bivariée est elle aussi abondante. Citons les pre-
miers travaux sur ce sujet de Dabrowska [27, 28], Gill et al.[30], Keiding [40], McKeague
et Utikal [43], Pons [50, 51], van der Laan [56], . Ces travaux montrent que l’estimation
non paramétrique en dimension supérieure ou égale & 2 s’avére notablement plus difficile
qu’en dimension 1. L’une des raisons en est notamment la difficulté d’établir une théorie
pour des martingales en dimension 2.

Cependant, des modeles de survie multivariés ont été proposés. Une classe trés utilisée
de modeles de survie multivariés est la classe des “modeles vulnérables” (frailty models). Ils
consistent & supposer que les taux de risques d’individus d’un méme groupe (par exemple
d’une méme famille) sont proportionnels & une méme variable aléatoire, qui n’est pas
observée (voir par exemple Vaupel et al.[60], Clayton et Cuzick [23], Gross et Huber [32],
Hougaard [34], Oakes [48], Nielsen et al.[47]). Une autre classe de modéles bivariés est la
classe des “modeles de copule” (copula models), dans lesquels la fonction de répartition
du couple (X1,X3) est une fonction des fonctions de répartition marginales. Un modele
particulier est le modele de chocs proposé par Clayton, ou I'on suppose la relation suivante
entre les taux de risque conditionnel d’un fils ();) et de son pére (Af)

As(s | T =1t0)  Ap(t] S =s0)
= = t .
As(s|T>1t)  Af(t]S > s0) 6, pour tous s,t,50,¢0 > 0

Dans le second chapitre de la thése, nous proposons un modele de chocs bivarié pour
des données censurées. Il s’agit de modéliser la situation suivante, issue d’un probléme de
démographie (voir Leli¢vre et al.[42]) : dans un couple d’individus, tous deux susceptibles
de subir des événements & des dates X4 et X3, quand l'un des deux individus subit son
événement, le taux de risque de l’autre est instantanément multiplié par une constante.
Mathématiquement, ce modéle est défini de la fagon suivante: soit (X 4,Xp) un couple de
variables aléatoires indépendantes positives de taux de risque a4 et ap.

Si X4 < Xp, nous posons X4 = X4 et Xp = X4 + X} ol X est une variable
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aléatoire positive, indépendante de X g, de taux de risque e’20ap(X4 +3), ol p4 o est un
nombre réel.

Si Xg < X4, nous posons Xg = Xg et X4 = Xz + X!y o X/, est une variable
aléatoire positive, indépendante de X 4, de taux de risque e?49a4(Xp + ), ol pp est un
nombre réel.

Pour tenir compte de covariables Z4 et Zpg, il suffit alors de remplacer les taux de
risques o4 et ap par les taux de risques conditionnels oz, = €40 ZAqyy et oz, =
95,0728 ap,0, ou 849 et Opo sont des vecteurs de dimension D, appelés parametres de
régression de Cox.

On suppose de plus que les durées Xset Xp peuvent étre censurées : au lieu d’observer
X4 et Xp, on observe Tj, = min(Xp,U3) et &, = H{X,,SU,‘} pour h = A,B, ou les Uy
sont des variables aléatoires positives de censure. Il s’agit alors d’estimer le paramétre
Bo = (p4,0,04,0,0B,0,0B,0) & partir d’un n-échantillon de variables aléatoires

(Z4,isZB,i» Wiry i<ty s Wizp <) ot € [0,7],04,i:0B,0)1<i<n

de méme loi que (Z4,ZB, {1, <z} » U(Tp<t) 5t € [0,7],04,08), en présence des taux de risque
de base 4,0 et aB o, considérés comme des paramétres de nuisance: le cadre est & nouveau
semi-paramétrique.

Pour cela, nous définissons des processus de comptage

Nai(t) = 0ai Mz, ;<ty(0B,i Wiz <1} + WiTu:<Tp.})»
NB’i(t) = (SB ? II{TB 1<t} (6‘4’1' H{TA I<TB,l} + ]I{TB 1<TA i})’ pour tout ¢ > 0

et la filtration (F¢,t > 0) comme la famille des tribus F; engendrée par
{H{TASu} » ]I{TBSu} U < t,&A,JB,ZA,ZB}-

Le calcul des compensateurs ft;prévisibles des processus de comptage N4 et Np permet
de définir un critére de log-vraisemblance partielle

Cﬂ" h,l(")
=2, Z/ San(B) | ns®)
h=A,B i=1 nh S
avec les notations

Ba = (pafa), Be = (pBbs),

Wiz, I, ,
Wait) = ("), W) = {Z;:t}),
2t ;
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Yai(t) = W1y >t3(08, Lry <oy + WiTs 1>3);
Ya,i(t)

Sn,h(ﬂrs)

Wity > (04, LTy <y + Wiz i >13):

n
n~! Z ebis W’*’*(S)Yh,i(s), pour h = A,B.

=1

Nous définissons alors un estimateur du maximum de log-vraisemblance partielle
B = a.rg;nax a(8),

et nous vérifions les hypothéses du théoréme d’Andersen et Gill [6] pour obtenir la consis-
tance et la normalité asymptotique de notre estimateur

n2(Bn = Bo) = N (0,(51)7Y)

ou X, est la matrice définie par

5 = 3 /0 " Vi (8015)Sh (Bors)en o) ds,

h=A,B
Sp(B,8) = E(Spn(s)),
E, = DSi/Sh

Vo = D32Sn/Sh - (En)®?,

ot 282 = zzT et DF et D?F sont les dérivées premiere et seconde de F. Nous pouvons
de plus estimer cette matrice par —%Dzln(ﬁn), qui tend en probabilité vers ¥, quand n
tend vers l'infini.

Nous illustrons nos résultats par des simulations: celles-ci montrent en particulier que
les estimations sont en fait déja bonnes pour des petites tailles d’échantillon (n = 30 ou
50).

Plan

Le premier chapitre présente un travail en collaboration avec Gwénaélle Castellan sur
I’estimation par sélection de modele de la fonction de régression dans le modéle de Cox.

Le second chapitre est consacré & la présentation d’un modele de chocs en analyse de
survie bivariée censurée.

Dans ’annexe A, nous présentons les premiers résultats d’une étude de simulations,
réalisée par Marie-Laure Martin en collaboration avec Gwénaélle Castellan et moi-méme,
qui tente d’appliquer la méthode de sélection de modeéle proposée dans le chapitre 1.

L’annexe B donne une preuve des théorémes de consistance et de normalité asympto-
tique du chapitre 2.

L’annexe C présente les programmes Matlab utilisés pour les simulations du chapitre 2.
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Abstract

The Cox model is considered when the regression function of the covariates is not
necessarily linear. To estimate this regression function, we devise a nonparametric esti-
mation by model selection. A model is defined as a L ball of some finite-dimensional
linear space of functions. In each model, the regression function is estimated by maxi-
mizing the Cox partial log-likelihood. A collection of estimators is thus obtained. Our
aim is to select the best one, in some sense, in this collection, using a data-driven
criterion.

We define a.penalized maximum partial log-likelihood estimator, minimizing over
all models the sum of the Cox criterion at the estimator and of some penalty term
_ depending among others on the model dimension. We give a risk bound in the sense
of the Kullback-Leibler Information for our estimator, to be compared to smallest risk
bound of the estimators in the collection. We calculate the rate of convergence of our
estimator in some particular case (regular histogram estimation).

Keywords and phrases: Cox model, Kullback-Leibler Information, Model selection,
Nonparametric estimation, Penalization.

Résumé

Dans ce chapitre, nous considérons le modéle de Cox non paramétrique, défini
quand la fonction de régression n’est pas nécessairement linéaire, et nous cherchons
& estimer cette fonction de régression par sélection de modele. Un modéle est défini
comme une boule L, d’un espace linéaire de fonctions de dimension finie. Dans chaque
modgle, la fonction de régression est estimée en maximisant la log-vraisemblance par-
tielle de Cox. On obtient ainsi une collection d’estimateurs. Le but est de choisir le
meilleur estimateur de cette collection, en un certain sens, & partir d’un critére issu
des données uniquement. o

Nous définissons un estimateur du maximum de log-vraisemblance partielle pénalisé
en minimisant sur tous les modeles la somme du critére de Cox en I’estimateur et d’un
terme de pénalité dépendant entre autres de la dimension du modéle. Nous donnons
une borne de risque au sens de I'Information de Kullback-Leibler de notre estima-
teur, qui est. comparable 3 la plus petite des bornes de risques des estimateurs de la
collection. Nous calculons la vitesse de convergence de notre estimateur dans un cas
particulier (estimation par histogrammes réguliers).

Mots clés : Estimation non paramétrique, Information de Kullback-Leibler, Modgle
de Cox, Pénalisation, Sélection de modéle.
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This chapter presents a joint work with G. Castellan.

1.1 Introduction

In medical studies, the Cox model is often used, while studying a duration (for instance,
between the disease diagnosis and the death of the individual) with respect to covariates.
In such a case, the conditional hazard rate of the duration X given the d-dimensional
covariates vector W is modelled by ayw () = €% Wayg(t), where 6 is some d-dimensional
vector to be estimated, and o is some baseline' hazard rate, that plays the role of a
nuisance parameter. Sometimes, the entire observation of the duration of interest is not
possible, in which case the data are said to be censored. If U is the random variable
representing the censoring duration (between the beginning of the study till accidental
death), we only observe (W, T, d), where T = min(X,U) and § = Ujx<y;-

In [25], Cox proposes a semi-parametric maximum partial likelihood estimator for the
parameter 6y from a n-sample of independent and identically distributed random vari-
ables (W;, T, 0;)1<i<n with same distribution as (W, T, §). This estimator has been widely
studied in the literature, and in particular, it is now well-known that it is consistent and
asymptotically normal with rate of convergence n~'/2. An estimation of the asymptotic
covariance matrix is also established (see Andersen et al.[5]). It is also well-known that
2n(1n(0) — 1,(60)) has asymptotically a Khi-square distribution with d degrees of freedom,
where I, denotes the Cox log partial likelihood. These results established by Andersen and
Gill in [6] are proved introducing counting processes and using results from the martingale
theory.

In [53], Senoussi proposes an estimator for the number of coordinates of the parameter
0, which are different from zero. This problem is the same as choosing the “right” coor-
dinates of the covariates vector W, that is to say, to select the covariates that are really
significant for the duration of interest. To do so, he uses Akaike’s likelihood method to
construct a penalized Cox partial log-likelihood estimator. He proves the consistency of
this estimator and runs simulations that show that penalty functions such as

D,  Dplog(n) Dy, log(log(n))
_—_, — and ——A—=2
Vn n n

perform well, whereas a penalty function of the form Dy, is too heavy and systematically
chooses the model with smaller dimension. His results are asymptotic in the sense that
the dimension d of the covariate W is fixed while the sample size n tends to infinity, and
he does not propose any risk bound.

In some applications, it may be interesting to introduce non necessarily linear func-
tions of the covariates. In [33], Hastie and Tibshirani apply the so-called local likelihood
estimation method to generalized additive model, that is to say, they assume a model of
the form

d (W
aw = 630"'2]':1 85 (Wi)ao,
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where the s; are smooth functions. O’Sullivan [49] proposes a model where the conditional
hazard rate given the possibly time dependent covariates is of the form

awy =e' (W(t))Qo(t),

where the regression function f is to be estimated. In the sequel, we shall refer to this
model as the nonparametric model. He proposes a penalized maximum partial likelihood
estimator for the regression function f, applying methods developped by Wahba [61]. The
penalized partial likelihood functional is the sum of two terms, the first being the opposite
of the Cox log partial likelihood and the second being proportional to some bounded linear
operator on some class of possible regression functions. Typically, this linear operator is
often taken as the standard Laplacian operator (see Cox [24]). He obtains upper bounds
on the rates of convergence which correspond to the optimal rates of convergence in the
framework of nonparametric regression and density estimation in Holder spaces (see Stone

[54]).

Our aim in this chapter consists in applying one method of nonparametric estimation
by model selection to the estimation of the regression function f. This method is ex-
plained in Barron et al.[8] in the framework of density estimation and regression function
estimation, with various criteria like penalized maximum likelihood, projection or least
square estimation. The ideas of this method are the following.

We choose a list of models (for instance, linear subspaces) which are supposed to have
good properties for the approximation of some classes of smoothness. We estimate the
regression function on each model to obtain a collection of estimators. Then, adding
some penalty term roughly proportional to the number of parameters to be estimated
divided by the number of observations, we-select one model among the collection. The
penalty must be chosen such that the selected model realizes the best trade-off between the
approximation error and the estimation error. If this is true, then the risk bound of this
estimator should be of the order of the smallest risk over all estimators in the collection.

An example of application of this method has been studied by Castellan [19, 21] in the
framework of histogram density estimation. She proposes a penalized maximum likelihood
estimator and the authorized forms of the penalty function depends on the complexity of
the considered collection of models. Here, each model is a partition. In the case of regular
histograms, i.e. when all partitions have intervals with the same size, then there is only
one partition in the collection with a given number of intervals, and the penalty function

should be chosen as
3/4
cl ._'m'. + 62 L y
n n

with ¢; > 1/2 and Dy, the number of intervals of the partition m. In the case of irregular
histograms, a model is a partition based on a given grid with N,, intervals. Then, there

N,
are D" partitions with D intervals built on this grid and the penalty function should



Estimation par sélection de modéle : 33

be taken as

cPﬂ log (C,Nn) .
n n
Note that the first case include the famous Akaike’s Information Criterion (see Akaike [4]),
while taking ¢; = 1 and ¢z = 0. The risk bounds are expressed in terms of Kullback-Leibler
information and of Hellinger distance. Such penalty functions allow to obtain precise and
explicit risk bounds. Furthermore, her results can be adapted for exponential of piecewise
polynomials density estimation. A simulation study in the context of histogram estimation
performed by Birgé and Rozenholc [15] confirm these theoretical results, and they propose

adequate ch01ces for the constants.

In this chapter, we apply the same method for the estimation of the regression function,
assuming a nonparametric Cox model with time-constant covariates,

aw (t) = efMay(t),
and assuming that the regression function f verifies

E(f(W))=0. (1.L.L1)

This restriction, that was already used by O’Sullivan [49], is due to the fact that the Cox
model is not identifiable: the model characterized by (f + ¢,e™Cqp) is the same as the
one characterized by (f, o), for any real number ¢. Observing a n-sample of independent
and identically distributed random variables (W;,T;, §;)1<i<» With same distribution as
(W, T,d), one way to estimate f is to maximize the Cox log partial likelihood (see Cox
[25]) denoted by —7, on some L-ball of some finite-dimensional linear subspace. We
consider a collection {Sy,m € My} of such subspaces, called models. The estimation on
each model leads to a collection of estimators { fmym € M.}, defined by

Am = argminy,(g).
9€Snm
Then, we propose some penalty function pen,, on the set of all possible models and we
define an estimator f = fm where 7 is defined by

7h = argmin { Yo (fm) + Penn(m)} .
meMy,

To measure the quality of this estimator, we introduce some loss function K(f, g) between
the true function f and any function g such that E (¢(W)) = 0, which appears to play the
same role as the Kullback-Leibler information in the density estimation framework. We
would like to prove that our estimator has a risk bound of the order of the smallest risk
bounds over all estimators fi,, m € My, but since we do not reach this target, we content
ourselves to give a significant risk bound for our estimator.

We give illustrations in two particular cases, namely histogram estimation of the re-
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gression function f and covariates selection when the covariate W is some d-dimensional
vector, that is to say, selection of the covariates which are actually involved in the estima-
tion of the regression function.

In the next section, we introduce the contrast function, the models and the loss func-
tion. In section 3, we define our estimator and we present our main result. Section 4 is
devoted to the proof which relies on an exponential inequality which stands in subsection
4.2. Technical points can be found in section 5.

1.2 Statistical framework

1.2.1 Notations and Assumptions

Let us recall our notations and introduce some new ones. The covariate is denoted by W,
varies in some probability space E and has probability measure y on this set. The variable
of interest is denoted by X, which conditional hazard rate given the covariate is e/(")ay,
where f belongs to the space G defined by

G={9:E—-R, E(g(W)) =0},

and g is some baseline hazard rate. The censoring duration is denoted by U and we
observe T defined by T = min(X,U) in some deterministic time interval [0,7], and
6 = U{x<y}. We consider a sample of independent and identically distributed variables
(W, T;, 0i)1<i<n With same distribution as (W, T, 9).

Like in the classical Cox model, we assume the following hypotheses:

Assumption 1.1.

o The random variables X and U are conditionally independent given the covariate
w.

e The baseline hazard rate ag is such that [j co(s)ds is finite.

e The conditional distribution of random wariable U given W wverifies that
P(U > 7| W) is positive..

All these assumptions assure in particular that P (T > 7) is positive.

1.2.2 The contrast
Let vy, be the empirical contrast defined for any function ¢ in G by:

eg( Wwi)
Y(g) = —_,21[10g (Sn ) ) dN;(s), (1.2.1.1)

where 7 is the final time of observation, N; is the censored counting process relative to 7;
defined by N;(s) = 6; Iz;<4), 5 2 0, and Sn(g,s) = %E;‘ﬂ e9(Wi) L7553, s > 0. Note
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that v, is the opposite of the Cox log partial likelihood (see Cox [25]), adapted to non
necessarily linear functions.
The next lemma establishes the fact that -y, is a contrast.

Lemma 1.2.1. For any deterministic function g of G, E (n(g) — vn(f)) is non-negative
and E (Yn(9) — (f)) = 0 implies g = f almost everywhere.

A proof of this lemma, is given in section 1.5.1.

In the sequel, we denote by £ the operator which coincides with the expectation on
the deterministic functions, but we shall extend this operator to random functions. We
keep the notation E for the expectation. So, for any deterministic function h, it is true
that & [h(W, T, 6)] = E (h(W,T,d)), whereas it is not the case for random functions.

Let us now define the following empirical process, for any function A from E X [0, 7] to
o 1 o 1

Palt) = 7 Y- [ B )dNi(s) = 5 D WOV TN,
=1 =1

We introduce now the operator P defined for any deterministic function A from E'x [0, 7]
to R by

-,
P(h) =& [ / AW, 5)e! W) 75 ao(s)ds] i
0
Denoting by F;,0 < ¢ < 7 the o-algebra generated by (Wi, Ni(s),0 < s < t)1<i<n, and

since any deterministic function A is predictable with respect to the filtration (%;,0 < ¢ <
T), we can apply the Claim 1.5.4.1

(1) =5 [ A7, 96/ Tirsy ao(s) =& ( [ hOF.aN(e)) =B (B0

So, we remark that this operator coincides with the expectation of the previous empirical
process on the deterministic functions. ‘

1.2.3 The loss function

In order to evaluate the estimation error, we construct some loss function K between the
function f and any function g in G. Like previously, we define it as an operator on the
deterministic functions, and we extend it to random functions.

k(9 =& | [ (g5 (WA WIS 0) By coledds|, - (1212)

where
S(g,8) =& [eg(W) ]I{Tzs}] , 0<s <,
and

ed(w)
A(g)(s,w) = 5.9 0<s<T,weeE.
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Using the Claim 1.5.4.1 and since the function log %%} is F-predictable for any determin-
istic function g, the operator K can also be written as

T fw) W)
K(f,9)=¢& [/0 (logSE(f,_s) —Iogg%;)—) dN(s)} .

The loss function K is similar to the classical Kullback-Leibler information. It is
non-negative and equals zero if and only if f = g, p almost surely (see Senoussi [53]).
The quantities A(g) are similar to the densities in the nonparametric density estimation
framework and they verify for every g in G,

£ [ [ 4@ w1805, Wirsy ao<s)ds] —E(N(),

that is analogous to [ sdu =1 in the density case.

1.2.4 The models
Linear subspaces

Suppose that the distribution p of W is known. In order to define what we call a model,
we begin with considering a finite collection of linear subspaces {Ga,A € A} of G, Ay
being a finite collection of sets of indexes. The dimension of any linear subspace G, is
denoted by D and equals the cardinality of A. Let us consider the following assumption:

Assumption 1.2. There ezists some nonnegative real numbers a and b such that, for any
linear subspace G, there ezists some basis {¢x, A € A} belonging to Loo(E, p) N Lo(E, w)
and verifying that for any B € R,

l Z Breallo < 5Dalﬂloo-

AEA

We have in particular in mind two examples of such models:

o Covariates selection: Suppose that E = R%, that the coordinates W) are centered.
We define @) for any A € {1,..., Ny} as the coordinate applications: px(W) = Wj.
A linear subspace G5 is generated by the functions {p, A € A}, where A is some
subset of {1,...,N,} and we denote by D the cardinality of A. In this case, we
are in the classical linear Cox regression framework, where f is estimated by some
function of the form < §, W >. We are here interested in choosing the appropriate
coordinates of W.

Furthermore, we have

1) Broa(W)| < |Blool D Wal.

AEA A€A
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As soon as the covariates W verifies that |W | is smaller than some constant @
p-almost surely, Assumption 1.2 is satisfied with @ = 1 and b = .

e Histogram estimation: Suppose now that F = [0,1]. Given some partition A on
[0,1], the linear subspace G, is defined as the linear subspace of piecewise constant
functions g on A such that E(g(W)) = 0. For instance, if A is a dyadic partition,
we can choose the Haar basis on F as the basis functions ¢,.

In that case, Assumption 1.2 is satisfied with a = 1/2 and b = 1.

Definition of the models

For technical reasons, we need bounds on the functions we manipulate. Therefore, we
do not consider the linear subspaces described before, but some L,-balls of these linear
subspaces.

Definition 1.1. A model m is defined as a pair (A, B) where A is some set of indezes
and B is an integer. Given a model m = (A, B), we denote by Sy, the following set:

B
Sm = {g = ZIB/\‘P)\,‘ﬂIOO < EDO'} ’

AeA
where D is the cardinality of A.

Note that any function g of S, has its Lo-norm bounded by B.
Writing the contrast of some function g = 37, Bapa in Sp, we get

1<~ [T elrer Broa(Ws)
Fn(ﬂ) = 7’!1(2 ﬁA‘PA) =‘—E 1;21/0 log (S’II(EAGA ﬂ)\(p/\7 8)) dNi(S),

AEA

with Sn(FCaea Bapn8) = L1 50, eXreaHrrx(W) [ 1 that is clearly continuous with
respect to B. Therefore, there always exists some minimizer of I', on the closed, bounded
Loo-ball with radius B/bD®. Doing so, we define a minimum contrast estimator.

Definition 1.2. The mazimum log partial likelihood estimator fm of the regression func-
tion f on the model m is the unique function in S, which minimizes y,(g) over all
functions g in Sm:
fm = argmin y,(g)-
9€Sm

By definition, the estimator fim is both an element of G4 and bounded by B.

1.3 Model selection

Calculating an estimator fm for each model m, we obtain a collection of estimators
(fmsm € M,), where M, = {m = (A,B),A € An,B > 2}. Ideally, what we would
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like to do, is to select the “best” estimator in the collection, that is to say the ideal es-
timator which minimizes the risk over the collection of estimators. Unfortunately, this
estimator depends on the unknown function f and we are even not able to calculate the-
oretically the risk of the Cox estimator on one model. Therefore, we can try to calculate
at least an upper bound for this risk. Usually, it is possible to get such a bound which
decomposes in two terms, one of it being a bias term and representing the approximation
error of the model, while the second is a variance term representing the estimation error
within the model. So, our aim is now to try to select a model from the data only, which
realizes the best trade-off between these two errors, and the risk of the estimator over this
model should be bounded by the smallest risk bound over the collection of estimators.

1.3.1 The main theorem

Definition 1.3. Given some penalty function pen,(m) on My, the penalized mazimum
log partial likelihood estimator is defined as:

f=fwn where 7= argmin {7n(fm) + penn(m)} . (1.3.1.1)
mEMn

The problem now consists in choosing some penalty function pen,, such that the risk
of the penalized estimator f is of the required order.

‘Theorem 1.3.1. Recall Definitions 1.1, 1.2 and 1.3, Assumptions 1.1 and 1.2. Suppose
that the regression function f is bounded by some known constant M. Suppose that the
dimension of each model is not larger than n/logn. Choose some € in [0,1] and some
numbers Ly > 1, A € A, such that there ezists some positive number X verifying

2Y el <3 < 4o, (1.3.1.2)
A€Ay

where |A| denotes the cardinality of A.

There ezists some absolute constant ¢ such that if we choose some penalty function
pen,, such that

?

2
eXB+M) Blog(B)LaDlog(n)
2 2ict Lzi>r) n

pen, (m) = ¢ (

with ¢’ > ¢ for any model m = (A, B) with D the cardinality of A, then there ezist constants
C depending on ¢ and M, C' depending on ¢, C" depending on ¢’ and € such that the
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penalized log partial likelihood estimator f = f;;, verifies:

E (K(f, £ 11{9,‘[5]}) <
. . ) c's
C inf inf  (K(f,f%) +E (peny(m) Ig,pep)) + —» (1.3.1.3)
mEM o € Smy "
lfmlloo < M

where
P (Qg'[&_]) < 9e—2ne” P(T27) (1.3.1.4)

Furthermore, we have the control

eXB+M) 2Blog(B)LADlog(n)
P(T >7) n

E (pen,,(m) llq,)le]) < C” (

A proof of this theorem is presented in the next section. Let us now comment this
theorem. :

Remark 1.1. One consequence of the proof of the theorem is that a bound of the risk
of one estimator on one model m, which is a new result up to our knowledge, is given by

E (K (fs fm) 11{9,.[51}) <

28+M) \? BDlog(n) | = C'T
C  inf K(f, )+ 0 | S g .
£ € Sm, ( i (P(TZT)) n )"

Ifmllee < M

Here, we can see the decomposition in two terms, the bias term K(f, ;) representing
an approximation error, whereas the second term of the bound represents an estimation
error. But, comparing with the density estimation framework (see Castellan [19, 20, 21]),
this bound is probably too rough and we suspect in particular that the logn term is not
necessary in reality and that it only appears because of technical reasons. Furthermore,
we do not have any lower bound.

Remark 1.2. Choice of the weights {Ly,A € Ay}:

The choice of these weights depends in fact on the complexity of the collection A, and
must verify the constraint 1.3.1.2. Therefore, we consider two different hypotheses for the
collection of models. _

" Case Hy: polynomial number of models per dimension

Ass_umptibn 1.3. There exist some integer r and some fized constant Y such that the
number of sets of indezes A with cardinality D is bounded by YD".
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In this case, we are allowed to choose constant weights Ly = L,A € A,, for some
L > 1, so that our aim is reached. Indeed, we can write

400
Z e~ Laldl <y Z Dre~LD =¥ < 4o0.
A D=1

Case Hs: exponential number of models per dimension

Assumption 1.4. The collection of sets of indezes An i3 composed of all subsets A of the
set {1,2,...,Nyp}, where Ny, verifies N <

logn*

In order to assure the constraint 1.3.1.2, we shall choose Ly = logn, A € A,. Indeed,
we can write

N, N 1 Ny
Ze—LAIAI=Z (Dn) e~ log(n)D _ (1+;L-) -1<e-1=%.
A

D=1

Doing so, we loose another logn term in the risk bound, but this one seems to be
necessary, since it already appeared in the density estimation framework (see Castellan
(19, 20, 21]).

Remark 1.3. Given inequality 1.3.1.4, we would like to take ¢ = 1, but unfortunately,
the constant C”, that depends on ¢, tends to infinity when € tends to 1. At the contrary,
minimizing C” in £ would lead to the choice € = 0, but that gives a very bad bound for

P (QF[e])-

Remark 1.4. The main disadvantage in this theorem is the presence of the constant M

which is supposed to be known, whereas this is not the case in reality. One way to solve
this problem would be to exhibit some estimator of this constant with good properties
(for instance, choosing one model with high dimension, estimating f on this model and
taking the sup norm of this estimator). In practice, it seems more relevant to estimate
the regression function f on non-bounded linear spaces, to choose some penalty function
proportional to D/n and to try to estimate the proportionality constant (see Appendix
A for an example of application).

Remark 1.5. The penalty function is not always well defined since the term
%Z;;l I{1;>r} may equal zero, even if this only happens with very small probability
(see inequality 1.4.1.7). Nevertheless, if this happens, it is always possible in practice to
choose some 7/ smaller than 7 such that = 37, 7.5 is positive.

1.3.2 Applications

In this section, we apply our main theorem to the examples cited in section 1.2.4.
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Covariate selection

In this application, E = R¥*, W = (W))1<a<n,, and we suppose that the number of
covariates IV, is smaller than n/logn, and that E(W)) = 0, for 1 < A < N,. Suppose
furthermore than |W|e < w p-almost surely, so that

| > BaWa| < @D|Bloc,
AEA
for any subset A of {1,... ,N,} with cardinality D. We have now to distinguish between
two cases.
Ordered covariate selection:

Suppose that there is some natural order on the coordinates (W»)i<a<n, of the co-
variate W, that is to say, that we suspect that the first coordinate W should be more
significant for the phenomenon we are studying than the coordinate W5, and so on. In
this case, we consider the collection of models M, = {(A,B), A € A,, B > 2} where
A, = {A, |A| £ N,} and A has the form {1,...,D}. The purpose is now to select the
number D of significant covariates. Thus, we define

B
Sm = g= ﬂW,IﬂlooS_—}
o= S o< 35
fm = argminyn(g).

9ESm

Remark now that we are in the case of Assumption 1.3 with T =1 and r = 0: for a given
B, there is only one model m = (A, B) with dimension D. We are allowed to take constant
weights Ly = L > 1. Let us now define the penalty function by

?

e¥(B+M) ’B log(B)D loé(n)
n 2im1 Lzi>7) n

pen,(m) = ¢ (

with ¢ > c. Our estimator is then defined by f = f;, where

7 = argmin ')’n(fm) + penn(m)} .
meM,
Complete covariate selection:
Suppose now that there is no natural order between the Ny, coordinates of W anymore.
The collection A, is now composed of all subset A corresponding to the choice of D
coordinates among the N,, possible coordinates, that is to say, A can be any subset of the

set {1,...,N,}. There are (JZ;") such possible choices. An estimator on one model is

still defined by

fm = argminy,(g),
gESm



42 Chapitre 1

where
B
Sm = {g = ZﬂAWA, 1Bl < E} .
AeA
Now, since Assumption 1.4 is fulfilled, we need to take weights equal to log(n) (see Remark

1.2). The penalty function is defined by

?

2B+4)  \? Blog(B)Dlog?(n)
7 2eim1 LTi>7) n

Sy
with ¢’ > ¢, and our estimator is defined by

7h = argumin {7n(fm) + penn(m)} ,

Histogram estimation

We suppose now that E = [0, 1], and that W is uniformly distributed on [0, 1]. We propose
here three different choices for the histograms.

Dyadic histograms

Let us first give an example with dyadic partitions: the natural basis is then the Haar
basis: let us denote by I;x for j > 1 and 0 < k < 27 — 1 the interval

L1k k+1
Jik = 55’2] 9

and by ¢, for j > 1 and 0 < k < 29~! — 1 the functions

j—1
pik(z) = 2T (H{Ij,Zk} - H{Ij.2k+1})'
We define now A7 as the following set of indexes
N ={(j,k), 0S k<P -1},

and the collection A, as
A= {Aj’ 2j < Nn},

where we suppose that N, < 1'6%' Let us consider the following linear spaces for A7 € Ay,

AEAT

Gns ={§: Brpa, ﬂem"j}.

The set G,; is the linear space of the piecewise constant functions based on the partition
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(Ijk)o<k<2i—1 and has dimension D = 291, Since E (p;x(W)) = 0 for any (j, k) € A, we
have E (g(W)) = 0 for any g € G,;. By definition,

2i=1-1 2i-1_1

Zﬁx%\— Z Bikpik = Z ﬂsz ]I{IJ%} 0g7; 01}

AEN k=0

so that
“ Z ﬁ)\WA”oo < 2 Iﬁ'oo D1/2|ﬂ|oo,
AEA]
Assumption 1.2 is thus fulfilled with b = 1 and a = 1/2. The sets Sy, for m = (A7, B) are

now defined by

B
Sm = {g € GAJ" lﬂ'oo S ;@}7

and the estimators on each model by

fm = argminy,(g)-
9ESm
Assumption 1.3 is fulfilled with ¥ = 1 and » = 0, since there is only one model m =
(A9, B) with dimension 27! for a given B. Thus, we are allowed to take constant weights,
Ly =L > 1, and a penalty function of the form

?

(2(B+M) )2 Blog(B)Dlog(n)
n

pen,(m) =¢ (
717 Z?=1 11{T.- >7}

with ¢ > ¢. Our estimator is then defined by f = fi, with

2 = argmin {n(frm) + penn(m) } .
meMy,

Regular histograms

We consider now general regular histograms, that is to say, piecewise constant functions
built on partitions where all pieces have the same size. Let us denote by Ipy for D > 1
and 0 < k < D the interval

k k+1
Ipk=\v— 57—

. D+1'D+1
and by ¢p for D > 1 and 0 < k < D the functions

¢px(z) = Uz, 3 (2).
Let us denote by AP the set of indexes

AP = {(D,k),0 < k < D},



4 Chapitre 1

and by A, the collection

Ap={AP, |AP|-1=D < N,},

where Ny, < 27, where |A| denotes the cardinality of A. Remark that
D
1Y Bxealloo = 11Y_ Bk Wiz 1) lloo = 1BDloos
XeA k=0

so that Assumption 1.2 is fulfilled with & = 1 and a = 0. Let us now define by S,, the
following set for m = (A, B)

D D
Sm = {g =Y "Bxorx=)_Bok Ty, 8Dl <B, Y Bpx = 0} )

AEA k=0 k=0

" the last constraint Z,f’:(, Bpx = 0 being necessary to impose E (9(W)) = 0. The linear
subspace S, has dimension D. The estimator on the model m is defined by

.fm = argminyn(g).
9€Sm
Once again, Assumption 1.3 is fulfilled with T = 1 and r = 0, since there is only one regular
partition of [0, 1] with D pieces. Therefore, we can take constant weights Ly = L > 1 and
the penalty function pen,, can be defined by

]

2
X(B+M) ) Blog(B)D log(n)
n 2uim1 L{Ti>7)

pen,,(m) = ¢ (; n n

with ¢ > ¢. Our estimator is still defined by f = £, with

i = argmin { Yn(fm) + penn(m)} :
meM,,

Irregular histograms -

In this last example, we consider irregular histograms, that is to say, piecewise constant
functions built on partitions where pieces may have different sizes. Suppose that N, <
n/logn. For any sequence k = (ko,k1,-..,kp+1) of integers such that ko = 0 < k; <
-++ < kp4+1 = Ny, we define the intervals Iy ;. for 0 <i < D by

I =] ki &[
Bhi T Ny +1U Ny +1|
and the functions ¢y 4, for 0 <i < D by

(pl-‘lkt = lI{Il-e,ki} :
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The sets of indexes A¥ can now be written as
AF = {(k,k;), 0<i<D-1},
and the collection A, as
An={AF, |A| -1 =1k -2 < N,},
where |A| denotes the cardinality of A and |k| the length of the sequence k. We have
D
132 Bxealloo = 11 Y B, Wizg .3 loo = Bloo
AEA =0
Assumption 1.2 is fulfilled with 6 = 1 and a = 0. The sets S,, can therefore be defined as
D D
Sm = {g = Bn=2_ Bik Lz, ) 1Beloo S By D Brg (bir — ki) = 0} ,
XeA i=0 i=0

the constraint Zi.;o Br.x; (ki+1 — ki) = 0 assuring that E (9(W)) = 0 for any function g in
Sm. The linear subspace S,, has dimension D. We estimate the function f in the model
m in minimizing 4, over the set Sy,

Ffm = argminy,(g).
9ESm

Here, Assumption 1.4 is fulfilled, so that we need to take weights Ly equals to logn. The
penalty function is therefore defined by

e2B+M) )2 Blog(B)Dlog%(n)
n

pen,(m) = ¢ (

n 1,_]_ H{T >T}

with some ¢ > ¢, and our estimator is defined by

m= argmm {'7n(fm) + pen,( m)}

and f = fﬁ;
1.3.3 Rate of convergence for the penalized maximum partial likelihood
estimator

We consider here the framework of histogram estimation of the regression function f, like
presented in section 1.2.4.

Proposition 1.3.1. Suppose that we are in a reqular case, that is to say in the framework
of Assumption 1.3 with constant weights (Lp = L). Suppose that the regression function
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f is Holderian of order a, i.e. there ezist some positive number H and some real number
a in (0,1] such that, for any w1, wq in E =[0,1],

|f (w1) = fws)| < Hlws — wal%

and that || fllec < M.

Then, there exists some constant C"" depending on M and o such that

2
f 1 2¢
E (KU, D) L) < C"(M, 0 HE ( ogn)_+1

(0
+ =

n n

Note that we necessarily have M < H.
Proof. Let us first recall Lemma 1.5.4:
K(f,9) <2E(N(M) llg - fli% < 2llg - Fl%.
Now, defining for any linear subspace A the function fy by

Fa = argmin||g - flle,
. g€GA

Sm. Therefore, from the risk bound 1.3.1.3, we deduce

we have that ||fa]lc < M, and for any model m = (A, B) with B > M, f, is in the set

?

(KU Do) <©__at (k0. 70+ 0" -

m=(A\,B
B>M

LoD log(n)) + 'S
n

£2(B+M)

2
denoting by C"(B) the constant C” (W) Blog(B).

In that case, we can affirm that

2
K4, 0 < 203 - 112 < 255

For a given set A, it is clear that the infimum over all models m = (A, B) such that B > M
is reached for B = M, so that

x ) H? nim LDlog(n)) C'T
E(K(f,f)u{nﬂ[e])) chéfl (2W+C (M) - )+ ot

the infimum being reached for D proportional to (H?n/logn)'/(+1), Replacing D by
this expression in the previous inequality, we get the result. O
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‘1.4 Proof of the main theorem

Let us first introduce some new notations needed in the proof. We shall call 7}, and R,
the following empirical processes

, _ 1 eg( W) :
Tnl9) = ,Zl/; ( ) dN;(s), (1.4.1.1)
Rn(g) = —Z/ (S" g’s))-sz(s). (1.4.1.2)

Remark that we only replaced S, by the operator S in the deﬁnition of 7y, to define 7},
and that for any g € G,

"m(9) = 7n(9) + Rnl(9)- (1.4.1.3)

Note also that, with the previous notations, v, = P,(—log A(g)), and thus, K(f,g) =
& 1 (9) = M (£)]-

1.4.1 A fundamental inequality

By definition, K(f, f) = & ['y:l( F#) = 7.(£)| , where the expectation must be understood
as an operator, that is to say, it only apphes to the hazard contained in the empirical
process 7,,, not to the one contained in the fm

Let m = (A, B) be some model that we fix for the sequel. Let f, be some function in
Sm such that ||f|lcc < M. We can write :

K(f, fa) = € [Y(fa) = Valf)] + € Pralf) = 7a (D]

In the second term, we recognize K(f, f%). Introducing the empirical processes 7, we
can write *

K(f, fa) = K(f, £2) + F) = € Dalfi)] = alFa) + € [VaF)] +7alFm) = ValF):

Using the previous notations and the decomposition 1.4.1.3 of y,, we can write

K(f, f) = K(f, /3) + (B — ) (1og Ag:;)+7n<fﬁ,)-7n(f;)+Ru<f:n)-Rn<f,ﬁ).

Using Definitions 1.2 and 1.3,

Yol F) + DD (1) < Ya(fim) + Deny(m) < m(f7) + penn(m).
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From this inequality, we get

A(fr)
+ pen,,(m) — pen,, (1) + Ra(f) — Rn(fm)-

K(f,fa) = KU, £3) + (B —P) (1og A<fﬁ»>)

The proof consists now in the control of the terms (B, — P) (log %}éﬂ;%) and R,(f}) —

R ( fm) In order to control these terms, we establish in the next section some exponential
inequality.

1.4.2 A useful exponential inequality

Let us begin to give a theorem due to Birgé and Massart, that can be found in [12] (see
[13] for another version of this theorem and a proof). We cite it here in an independent
and identically distributed framework.

Theorem 1.4.1. Let F be some class of real valued and measurable functions on X.
Let P, be the empirical process Po(f) = 2 7 f(X;) and P be its ezpectation P(f) =
E(f(X)). Assume that there ezist some positive numbers o and b such that for any f € F
and all integers k > 2

E(I/(0F) < E o2 (1.4.1.4)

Assume furthermore that for any positive number n, there ezists some finite set B, of
brackets covering F such that, for any brackets (g1, g2] € By, and any integer k > 2,

o K o
E (|92 -af(X )) < 5n2b’° 2, (1.4.1.5)

Let eHM denote the minimal cardinality of such a covering. There ezists some absolute
constant K such that, for any measurable set A with P(A) > 0, and denoting by E* the
conditional ezpectation given A, we have

\ 2 1 2b 1
EA (?IEII.F)(PH - P)(f)) <E+7c ;log (m) + ; log <m) y

where
b+o

n

P o
=ﬁ/ H1/2(u)du+2
0

and Kk i3 some absolute constant.

Note that the hypotheses of this theorem are satisfied with 1.4.1.4 and 1.4.1.5 replaced
by

H(o),

Iflo < 3, E(f(X)?) <
lgz =gl < 36, E(l2—a1f?) < 72
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In the following, we use this theorem in order to bound supscr,, (Pn —P)(f) for various
classes of functions F,, depending on the model m = (A, B) and this, uniformly in m.

Proposition 1.4.1. Let F,, be some class of functions
Fm = {F J(w’u’d)/g €Sm,0<s< 7'}‘~

Let P, be some empirical process Pp(Fgs) = % w1 Fys(Wi, T, 6;) and P be the operator
ezpectation P(Fy ;) = E (Fys(W,T,0))). Assume that there exists some positive number
b depending on B such that for any g € Sy, and 0 < s < 7, ||Fysllc < b. Assume
furthermore that for any positive number 7, there exists some finite set T, of brackets
covering Fp, such that, for any brackets (G, G,] € Ty and any integer k > 2,

E(1G. - GiI*) < znzb" -2

Assume that the log of the minimal cardinality of such a covering H(n), called the entropy
number, is of the form H(n) < (D+c) (log(¥'/n)) ., for some constants c and b’ and where
(z)+ denotes the positive part of z. Let zp,,m € My, be positive real numbers and ¢, be
the function defined by

D+c | | v b+o 4
¢m(0',$)—h70' n ( logEn(T,a—)+ >+2—n—(D+C) (10g;)+
[2z  2bx
+7U ——+_7
n n

where k and ¢, are some absolute constants. Then, for any model m and any positive
number Tp;, we have '

(Pn - P)(F .s) 5¢m(c’0a fl'm) —-z
P =2 > < ™
(Ff}é%m % + P(FZ,) o3 ¢
IPn "PI(Fg .s) 5¢m(0'01$m) -
P su <) > < 2emem
(Fg,ael-)rm 0(2) + P(ng,a) 68

Proof. The proof consists of three steps. In the first one, we simply apply Birgé and
Massart’s Theorem 1.4.1 to some subset of Fyy,, in the second, we go from a supremum over
functions which variance is bounded to a supremum of renormalized empirical processes,
in the third step, we construct our exponential inequality.

First step

Let us begin with applying Birgé and Massart’s theorem 1.4.1 to the subset of all
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functions F in F, such that E (F?) < o2. Calculating the integral of the entropy, we find

T min(¥ o) v
/ HY2(u)du < / /(D +0)log du
0

+00
/ \/D+clog b(’:,a mmz(,l;’ a)d

< VD + cmin(¥, o) (‘llog /+°° ogv )

Denoting by ¢; the universal constant ¢; = 1°° ;"Pdv, we obtain that, for any positive

0-7
1
A sup  (Po—P)(Fps) | <o <a,1o _)
(Fg,,/P(FEJ)Sa2( n )( 913)> m gP(A)

where
(D+c¢) v b+o o )
m = _— 2 D log —
ém(0,z) = Ko m log ) +o |+ ( +c) ( log 7).
2z  2bz
+ 704/ —+ —.

n o n

Second step

Let 0p be some positive real number and for any integer j, o; = 27g9. We want now

to bound
P, - P)(F,,)
EA | su (Bn = P)(Fq,) .
(Fy,aG%m 0'3 + P(Fg2,8) )

The set Fp, can be decomposed in Fpp = By, U (u;‘;gc,-) , where
B, = {Fg,s/P(ng,s) < "2} and C; = {Fg,s/%z' < P(Fg2,s) < 0'12’+1}-
Trying to bound the supremumﬁ over Bg,, we obtain

P, — é 9,10
EA | sup (—g——ﬂiﬁl 5—151EA sup (Pn = P)(Fy) | < d gﬂ 5)
Fy,s€Bq 00+P(Fg,s) ) Fy,s€Bq 00

To do the same over the set C;, we remark that on this set, the denominator is bounded
lower by P (F;",a), and therefore by 012-. Then, the supremum over the set C; is smaller than
the supremum over the ball By, .

o ( s w) —EA ( sup (P - P)(Fg,s)) < P (0541, 108 P_(IZT)

Fg,aec] 0'0 +P( 0'2

Fy»s Eij+1 J
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Since the supremum over all F,, is attained at least on one of these sets and since these
bounds are positive, we can bound this supremum by the sum of the corresponding bounds.

g ( (P=P) Fg,)) - $m(o0,log piay) +§° $m(05+1, 108 Blay)

Sup 5 3 > .
Fys€Fm 09 + P(F}, s) o§ = a;

Note now that the function ¢,,(c)/o is non-increasing over R* so that, for any integer 3,

$m(0j+1,108 5izy)  $m(27*100,10g play)  9m(00,1g )

Oj+1 2+lg, ao

?

and therefore, X .
. - j+1 _
¢m(03+1,10g (A)) <2 ¢m(601 log P(A)).

Thus, we can bound the sum by

+2‘° $m(7+1,108 play) _ f 27+ ¢m(00,10g plz5)  #m (00,108 plzy) X 2
2

=0 ; T i (¥90)? - a5 =0 27’
and we obtain .
A [ quo Po=P)Fpa)) 5¢m (00, log 77;)
Fy,a G-p;‘-m o'g + P(Fg2,3) - 0(2) ‘
Note now that the class —F;, verifies the same hypotheses as F;,, so that
— — 5¢m (00, log =+
| sp B D)) g o (PoP(Fy)) im0 o8 i)
Fys€=Fm 90 + P(Fg,.s) Fy,s€Fm oy + P(Fg,s) 9%

Third step

From this inequality, we can build the following exponential inequality, using lemma
1.5.5. Thus, we can affirm that, for any m € M, and any positive z,,

(Pn -P)(Fg s) < 9%m(00,Tm) -z
P su — > < e7m,
(Fy,,el.)'Fm 0'8 + P(Fg,s) 0'3
(P = Bu)(Fy,s) - 5¢m(00;%m) -z
P| su = > < e'm,
(Fy,aeg‘-m 03 + P(ng,a) 03

Now, note that |P, — P| = max((P, — P),(P — Py)), so that

|Pr — P|(Fy,s) (Pn = P)(Fga) (P = Pn)(Fy,s)
S w2 <max| sup —s5———>-, SUp ——— |-
Fg,.;uel;‘m ag + P(Fg2,a) Fy.aeg'.m 03 + P(ng,a) Fg,aefm ‘73 + P(Fg2,s)
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Finally, we can write

sup >
Fy,s€Fm 0'0+P(F2 ) ag

SIP(max( sup (Bn = P)(Fys) sup (P = Pr)(Fy,s )) 25¢m(‘707$m))

Fgaefm 00+P(F§2,8) ’Fg,ae}.m 03+P(Fg2,8) 0'8

<p ( (Po = P)(Fys) , 5¢m(o0, xm))

P( |Po = PI(F, )>s¢m<ao,zm))

sup 2
Fy s€Fm 0'0+P(F2 ) 03

(P = Po)(Fys) -, 5¢m(00,2m) ) _ o —a
+P| su > < 2e7%m
(Fgae‘}m o+ P(F2,) o2

O

We turn out now to the proof of the main theorem.

1.4.3 Control of the term (P, —P) (log ﬁ—((f}f‘%)

The control of this term consists in fact in the control of (P, — P) (log %‘S‘f}), uniformly
in m’ = (A’,B’). We denote by D’ the dimension of A’. To realize this control, we
introduce the class of functions F p

Fim = {Fy(s’w) = log Z‘%(—g)—)-(s,'w),g € Sm’},

I
and we write
A(f (Pn —P)(F; ,) :
o (sied) - S (o)
m F

™m

(Pn —P)(Fy) ( 2 2
< = (01 + P(F
Foer y OF +1P’(F ) (ot +P ),
since fpy is in Spy.
Remark 1.6. For any function Fy € Fy py with g = Yy Baoa; [|Fglloo < 29— frlloo-
Indeed, we can write

£ [e9~Fmtin Wiry 4]

10 A9 e
Fo=log yipy =9~ fm ~ o8 = 0]

A(fy)
Bounding e9=/= up by ells=fmlle and down by e~ll9=Fmlle we find

£ [eg—f3.+f$= H{Tz.s)]

* < lo=Talles
£ [/ Wirys)] ’
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and the result follows. This bound will be used repeatedly in the sequel.

Now, for any F, and Fy2 functions of Finy, with g' = X ;.0 Bier and ¢ =
> aea Bioa, we can prove in the same manner that

IFgllo < 2llg = frlloos
I1Fyr = Fallo < 25D"185 = BRloos
P (Fg1 - Fg2) < 452D'2a|ﬂ,{ - 5§Igo

In order to obtain a Lo, covering of the class fl,m:, we need to cover the L-ball with'
radius B’/b(D’)* with Lo,-balls with radius 5/2b(D’)®. The Lo-Lo-entropy number of
the class Fj v is Hi(n) = D'(log 2%)4.. Thus, we can apply Proposition 1.4.1 with the
operators P, = P,, P =P, and the constants b = 2(B'+ M), ¢ =0, b = 2B’ and ¢ = ¢
where

m(0,2) = \/P—l lo ——2—3—’—+c
Lmi\%, ) = RN, gmin(2B’,a) !

! g ! !
+22(B +7.:\4)+0D,<10gg:i) 70 /2:+4(B +M)x‘

n

Let Zp,m' € My be positive real numbers such that 3 /g, €7 is finite and let 4
be Q1 = Upy Q1 (Znr), Where Q4 mmr(Zm) denotes the following event

(P —P)(Fy) | 5¢1,m (01, Zm)
Q1 m/ (xm ) {;:lp' 0,1 + IP(F;; 2 0‘% } .

Then P(Q) < ¥ ven, €75 . On Qf, we can aﬂirm that, for all m’,

(P, —P) (log j((-'; :nn))) < 5é1,m’ f:% 1, ) (of +P (10g2 ’:((f,';)))) . (1.4.1.6)

The quantity P (log2 ﬁi{’;&"%) plays the role of a variance term and can be link to the
Kullback-Leibler information in the following way.

(o) oo ) )

Now, note that || f — flloo < B'+ M and ||f — f& oo < 2M. Using lemma 1.5.1, we get

(l g A(}}Tn)) < 4eXEHMK(f, fru) + 46 MK (f, £7),
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and factorizing 4e2(B'+M) in 1.4.1.6,

A(fm’)) < 2062(3,+M)¢1,m’(0'1’$m’)

A(fr) of

(Pr —P) (IOg

e—2(B'+M) R . .
(——4——0%’ +K(f, f) + €MBOK(f, £7) | -

. mez(a’+M)¢ 01T
Now, we want to choose Z,y and o1 in such a way that 03 ! (L) is smaller

than some universal constant §; < 1, that will be choosen later. To do 50, we set T =
&+ Ly D' +2log(B') and

o? = CRAB M (B 1 ) (g \ J8(B) L Y ) ) |

for some positive constant C). So, it is possible to bound the qua.ntity
20e2(B'+M )?—‘ﬂ'—(fg’z—'"') by 51- where K; is some universal constant. Just choose C; = 01
to conclude.

Thus, on the set Q;, we have for any model m’

(Pn—P) (log j((’; )) ) 41‘;1 (B + 30) 1og(B) A2 IB) gy, £,

K}(B'+ M)¢

2M *
+0]_e K(f’fm)+ 401n

Using the fact that 2(B' + M)¢ < (B' + M)? + £2 and applying the previous inequality
for m' = i, we get :

(. —P) (1 Aé’;’";) LB+ Mg (L"‘D,‘fg‘"’ 5 ;nM>+oIK<f,fm)
| K¢

801n )

+6,2MK(f, fr) +

where 77 = (A, B) and D is the cardinality of A.

1.4.4 Control of the term R,(f%) — R.(fs)

Like previously, we will control the term Ro(f%) = Ry(fmw), uniformly in m' = (A', B').
Rewriting the term Ry (fy,) = Bnl f), we have

Rn(fm) - Rnfm')— Z/ ( ;nr:vs) log%fﬁ) dN;(s).
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We begin with linearizing the log, then we control the difference

Sn(fm: 3) _ Sn(fm’ys)
S(fm:8) S(fm’ys)

uniformly in m' € M, and in 0 < s < 7, applying Proposition 1.4.1 and finally, we

conclude applying this Proposition once again to another class of functions.

Linearisation

Let £ be some real number such that 0 < £ < 1 and let define the event Q[¢] by

Q[€]={ Zﬂ{ﬁ>f}-— (T>7) <€IP(T>T)}
=1
A classical result on the binomial law tells us that
P(Q[e]C) < 2¢~2n* T2 | (1.4.1.7)

On the set Qfe], 2 >0 L5 = (1 —€) P(T > 7) > 0. Using that for any positive real
numbers z and y,
(z-y)+ < |z -yl

) Ty

logz —logy <
and that, on the set Q[e], for any 0 < s < 7,

Sn -
S( m'y8) 2 € 282 Zﬂ{n>f}>0

z-l

Finally, on Q[¢], we can write that

(Ru(f2) = Ra(fm)) Ligpep)
Sn

e2B’ Sn
< e f (Frs8) = 2t 5)| ANi(s):
7 2ie1 lnizn) @l ; " "
Uniform control of the term l Fonry8) — s 22 (fr, s)‘

As previously, we will control

IE:

o Fr ) = 22 S )} ZA(fm' YW, 8) Ligize) ~ AL Wir8) Ly

uniformly in m/, but we also need a uniform control in s € [0, 7], in order to integ'rate this
difference with respect to the counting processes N;. Let us define the empirical process
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Qy, for any function A from G x [0, 7] by

1 n
Qn(h) = ;; Z h’(Wi7 Tz)v
=1
and let Q denote its expectation operator Q(h) = & [A(W,T)]. Let us consider the class
of functions

-7:2,771' = {Fg,f(w’ ’l)) = A(g)(w7 7‘) ]I{vZ'r} -A(f;:z)(w’ 7') H{er}79 €Sm,0<r< T}

Since E (A(g)(W,7) Lyr>r}) =1 for any deterministic function g in G and any 0 <r < 7,
we can write, using these notations, that for any model m' and any 0 < s <7,

Qn—Q)(F; , .

I( )(F ,) )| (dg N Q(Fﬁn,,,))
|(Qn — Q)?}; ,r)l

<2 oo (AreUE,)

Sn 2 Sn ; px = - z =
:_S—(fm’,S) - ?(fmws) - IQn Q|(Ffm'a-’) - 0'% + Q(ng

Let us now control the term

p 1@ Q)

Fy,refg'm/ 0'% + Q(Fg2,r) ’

applying Proposition 1.4.1.

Bounding the functions

For any function F, in F3 nv, we have

| Py (0, )] = |A(9) (w0, 7) Mgy —A(F) w0, 7) Wiy |

2B’ oM 9e2(B'+M)

[ e
SPpTsn T RPTD SPT3Y

So that || Fylloo < bo. :

Construction of the brackets

Given some function Fg,, some functions g; and g2 in S such that g1 < g < ¢
and some positive real number 1 and r2 such that 7, > r > r2 (and therefore I(,>,,} <
Iy>r} < Mgy>r,)), it is possible to bound Fy - lower and upper by

egl (w) ]I{'UZH,} ef:rll (w) H{UZTZ}
S(g2,72) S(fmsr1)

Gi(w,v) = < Fyr(w,v)

e92(w) | P _ efm(w) 1 (w>r1)
S(g1,m1) S(frmsr2)

= Gu(w,v).
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In order to apply Proposition 1.4.1, we have now to bound £ [|G, — G’1|2] . The difference
G, — G; can be decomposed as G, — Gy = A; + Ay + A3 + Ay + As + Ag where

e92(w) ]I{erz} e92(w) H{erl} e92(w) 11{,,2,1} e91(w) 11{0271}

Ay =

S(g1,7m1) S(g1,71) 2= S(gr) Sla,m)

Ag = e9i(w) Tiy>r) _ e91(w) Tiy>r) Ay = e91(w) Tiy>r) N e91(w) Tiy>r)
S(g1,71) S(ga,71) S(g2,71) S(g2,72)

Ay = efm(w) H{vzrz} _ efm(w) H{vZn} g = efm(w) Miy>r,} _ efm(w) H{vzn}
S(fmor1) S(fmrT1) S(fmor1) S(fms72)

In A; and As, "the difference between the two indicators can be rewritten as
Wiy>ra) — II{,,>,1} = W{;,<v<r}, Whereas in all other terms, O(y>r,) can be factorized.
Therefore,

E[|Gu—Gi?] =€ [|A1+ As?] + £ [|[A2 + As + As + Ag)?] .

Now, using the fact that

I
ZA ? < (Isup|Ai)? = Psup|Aiff < I} |4iP,

=1 =1

we have that
E[IGu — GiIIP] < 4E [|A1f? + | 45)%] + 16 € [J A2 + |As[® + |A4|* + |46[*] ,

and we only have to bound each of the terms £ [|4;[2].

£ = & |5 Tnerern | < (%) P < T <)
£l4aP] = ¢ || g ¢ (o2 ) lgz — g1l
E14sP] = € [|es Loy (3557 - s(gﬁ,,l))}l (5 e;f;) loz - gl
E[lAf] = € :eg WT>r). (S(gz,rl) S(gz,rz))” < ( 12;,1-) P(rs<T <m)
EllAs] = ¢ 30.{‘—,1;11{,@01} (7—“2‘—5)211» (re ST <)
EflAl’] = € :ef"‘ LT} (S(fm’rl) g(fm,,z))” < (]P(T>T)) P(re <T<m)
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Finally, adding all these terms, we can bound & [IG’u - Gz|2} b
, 28 \* 2B +M) \*
E[|Gu-Gif*] £ 32 PTST llg2 — g1lIZ, + 40 PTS P(r;<T<m)

e2(B’+M) v 9
<40 W (||gz—g1||oo+]P(7‘2$T<r1)).

Calculation of the entropy number

In order to obtain a bracketing covering of .the set 2, we need to cover, on one
hand, the Lo-ball with radius B'/b(D’)® with Lyo-balls with radius n/2b55(D’)%, where
bl = V40 (9]%((——};-;,‘5-)-) 2, and on the other hand, we need to cover the set of indicators of the
form I 1oop with Lo(P)-balls with radius n/2b}. The entropy number with bracketing
of such a set can be found in Van der Vaart and Wellner [59]. The bracketing entropy
number Hs corresponding to such a covering is given by

-—B:—u /3!
Hy(n) < (D’ log 22 ,_7) + log —27—) <(D'+2) (log 437’62) .
+
w,2 )/ .

20,5(D' )

Application of Proposition 1.4.1

0g2(B' +M)

We can now apply Proposition 1.4.1 with P, = Qp, P=Q,b=bx = W
b = 4B = 8VT0B' (£522)" and ¢ = go,m,

_[D+2 4B'Y,
¢‘2,m’ (0‘, iL') = KO ™ (\/log m )

13!
+2 b2+"(D'+2) (10g4Bb2> +704 2 —2’:””.
. _

n

Let Q2 be Qp = Uy Qo i/ (T ), Where Qg py (T ) denotes the following event

92,ml (:L'ml) = { sup I(Qn - Q) (Fg,r)l > 5¢2’m/ (0'2, xm,) } .

Fg,r e}-g,ml 0‘% + Q(Fg2,1‘) - 0-3

Then, P(Q2) <2 vepm, €. On QF, we can affirm that, for any m/ in M, and any
0<s<,

22 ) = ol fer)| < 22 E) (4 (2 ),

2

and in particular, this is true for m’ = = (A, B).
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Thus, on the same set Q5 , we have

2B'

(Bn(£) = Ba(fm)) Ligpep < I3 I

i=1 ]I{Tz >7}

(5¢2m’§0’22,97m’ ( + = Z/ Q f,,,/,s)dN )))

It remains to control, uniformly in m’, the terms 2 "%, [7 Q(}"';f-7 , ,JdNi(s), that we can
write ™

(Pn —P)(Q(F} ) +P(Q(F}

fm,’ 38

))-

Control of the term (P, —P) (Q(FfE )

We want to apply once again Proposition 1.4.1.

Let us consider the class of functions

Fam = {Gols) = £ [(AQ) (W, 5) = A£5) (W, 9)? Urs] 19 € S } -

For any functions Gg: and G2 of F3 v, we have

1Gyillo < ) 2 (14.18)
gtllo S IP(TZT) ,

using the same techniques as in Remark 6. -

G = Gytl = [¢ [(A(6®) - A) Tersey - (Al6") ~ AG2) Tz
< £ [|(Alh) + () — 2A(f2)) (A®) Lirza —A(g") Lyrss)) [

42(B'+M)
< PT>7) & [|A(¢®) Tyrys) —A(g") Wir>4)]]
so that
(2B M)\ 2 .
”ng - Ggllloo < 8 m ”g -9 ”oo

2(B'+10) | 2

Setting b3 = 8 (W) , we can deduce the following inequality from the previous one,
P((Gy — Gg1)?) < B3llg° — 9'I1%-

The entropy number of the set F3ny is then given by H3 (n) <D (log ﬂi) . . Thus, we
can apply Proposmon 14.1 with B, =P,, P=P,b=1b3,¢c=0,% = B'by and ¢ = ¢3 1w
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given by

~ By
bs.m (0,7) = Ko (\/ mm B’bay +Cl)

I
. bg+aD,(1 b3) o /2a:+2b3z
g + n n

Let 3 be Q3 = Umlﬂé,mr (@), where Qg (z,y) denotes the following event

(Pn — P)(Gg) > 5¢3 m’ (03, Tpy)
o3 +P(G2) ~ o? ’

Q3. (Trt) = { sup

Fam!

Then P(Q3) < Y pwem, € °™- On QF, we can affirm that, for all m/,

P (6y,) < 2ol (3ep (c3 ).

3

Conclusion

On QF NQf, we can write

* 7 25 5¢2,m’ (0'27 27171.’)
(Balf) = Ralfm)) Tgagep < gy N T g
5 ’ y /
(0'% + $3,m ((;7%3 Tm') (a‘% +P (G?;m,)) + P(Q(Fﬁm ,a))) .

We have now to retrieve the Kullback-Leibler informations from the variances terms. For
any deterministic function g in Sy, we have

Gy = [(AQ)(W5) = A(f) (W, 5))? Lirss)|
=& | (VAQW9) + VAT )
(VA7) - VAT 9) Tirsa)-

Therefore,
2(B'+M)
6y < o & (VAGW,3) - VATRW,3) s
2(B'+M) :
< ey (& [2 (VA3 - VAGA) Tirs

+2¢& [(\/A(f;;z)(W, s) — VA(H)(W, 3))2 H{TZS}})
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Thus, using 1.4.1.8 and bounding one Gy by its Leo-norm,

Y 3 |
P(6}) < (%) e[[[ (2¢](vA@TS) - VADTA) Tirs]

+2é I:(\/A(f;")(m S) - \/A(f)(VV, 3))2 H{TZ&}]) A(f)S(f, 8) H{Tz.s} ao(s)ds] .

2
Since & (\ﬁl(g)(W, 3) — VA(F)(W, s)) II{TZ,}] is deterministic, the first expectation
only applies to A(f) I(r>,), which expectation equals 1, so that

" 3
LHE=S)
(e [ (VAG,3) - VAGTW))" s S(5: ool
s26 [ [ (VAT - VATTT)’ Uirsa S(1,daofelds) ).

We recognize the Hellinger distance that we can bound by one half of the Kullback-Leibler
information (see Lemma 1.5.2)

2e2(B'+M)

3
2 *
P (Gy) < <——P TS T)) (K(f,9) + K (f> fm)) -
Since f is also in Spy, we can also write

7 3
P(c% )< (fp%?%) (B Jw) + K (5, 17))

In the same manner, it is easy to prove that

P (Q(Fy, ) < s (KU S + KU 1)
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so that we can write that, on QF N Q,

. 2B’ S65s. (09, T
(Rn(f;;;) —Rn(fm,)) Mo < 1 ne S2,m (02, Trmr)

7 21 ITi>7)

5¢3’m,(0.3’$m,) 9¢2(B'+M) 3 i .
(ag + SR (ag - (P(TZT—)) (K(f, F) + K (1, £2))

9¢2(B’'+M) . .
| +W (K(fafm') +K(fvfm)) .
Note that, on the set Q[¢],
1 < 1+¢
P(T27) " LY Linony
- 2(B +M)
Factorizing %, we get

\ a+m) |2 Bbg it (09, Ty
(Bn(fm) = Bn(fm)) Ligpey < 2(1 +¢) (1—en——) oL “@L%w—)

| n 2ei=1 T >7)

/ -1 ’ -1

2(1 + £)eXE+M) o2+ 5¢3m (03, Tm) [ 2(1 +€)eXB+M)
7 21 (1 >7) a3 s 2 Lnsn

28'+M) \ 3 . X
A+ | Bg ok ) (KU Fr) + K (5, £2) | + K (G ) + K (£ 520 )
7 2iet Izi>r) o

Now, we choose 02 in such a way that

, 2 .
2(B'+M) ) bo.m (02, Tt

=62<1
0'% 2 ’

10(1 +¢) (l

7 2ie1 ITi>7)

where 67 is some universal constant smaller than 1, to be choosen later. Recall that
Ty = €+ Lo D' + 2log(B'). Set

(2(B'+M) 8
m et Lz>r)

2(B'+M) D
£ o)) Brlog(p) a2 log™ )
n n 2ui=1 L{T>r) "

02 = C2(1+¢)? (
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) 2
So, it is possible to bound the quantity 10(1 + ¢)? (1 2(Z +1) ) ¢2@'(‘;”z’"')
TS 7

n &~vi=1 H{TiZT‘}

where K> is some universal constant. Just choose Co = %, and we have

(Ra(f) = Ba(fm)) Wigpepy < 62 Uigpepy
(K%’ ((1 + 6)62(3"*‘“)) 2 B'Lx D' log(n) + K? ((1 + 6)62(3'+M)> 3

263 \ 7 2t U>ny n 22 \ 13" Mpon ) n

+

v 2
5¢3,m (93, Tm') (2(1 +¢)eXB +M))
I Dz

a 2ie1 In>n)

bsz

63

C2

2AB'+M)\ 3 " 7
((2(1+€)e . ) o§+K(f’fm')+K(f,f;z))+K(f,fm’)+K(f’f;z))‘

Once again, set

, 4

9 o [ (14 &)eXB+M) ¢  B'log(B')Lx D' log(n)

o3 = C3 Tn = -+ .
n 2imt LTi>ry ) \7 n

563 m! (03:8m1) (2(L+€)e2(8'+M)

2 1 3
93 7 Zi=1 L7y 26

Like previously, it is possible to bound the quantity

03 < 1 to be choosen later, bounding it by %g, where K3 is some universal constant, and

choosing C3 = %. We obtain

(Ra(f7) = Ro(fm)) Mgy < 62 Mgy
( K ((1 +6)e2(3'+M))2 B'log(B')LyD'log(n) | KZ (1+¢)eXE+M) ¢

263 \ 7 Xici Iz>n) n 208 LY Moy 0
4o K3 (1+¢)eB'+M) B'log(B') Ly D' log(n) 4 K3 (L+6)e2B+M) ¢
803 & i1 mizn) n 863 2 301 Miz>ry 1

+K(f, fi) + K, £32)) + K (F, fo) + K (£, £2)) -

Using that

3 ’ 2
(L + £)eB +M)§ 2 ((1 +¢)eB +M)) e
2 i Mmeny ~ \ 3 Xim Iman)
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and gathering terms, we can affirm that, on the set Q5 N Qf,

(Ru(f2) = Ru(for)) Wiagepy < Uaagepy 02(1 + 03) K (f, Frwe) + 02(1 + 03) K (£, £1,)

+ ( N 02K2) (14 ¢)eXB'tM) 2 B'log(B")Ly D' log(n) +1 (5_2{ N 02K2) £2
402 1693 % E?:l ]I{n >7} n 402 1603

1.4.5 Conclusion of the proof

Let Q = U}_; Q. Recall that P(Q) < 4Y,,, e < w'Ze ¢, where &' is an absolute
constant. We can write that on the set QC,

K(f, fm) Wigpe)y < (1 +616*M +65(1 + 03)) K (£, fm)
+ (pen, (m) — pen, () Wigpey +(61 + 62(1 + 03) K (£, f) Wiy
. (K2 K3 92K2> ( e2(B+M) )2 (B + M)log BL;Dlog(n) + 1

4+ -2
461 469 1663 % Z?:l H{TiZT} n

~871+E+ 1663

+(K'~’ K2 92K§>§{

Let A = {(61,02,03) € R3,6; > 0,62 > 0,63 > 0,6, +05(1 +63) < 1}, and let consider the
function Z from A to R such that for any (0;,02,03) € A,

1 (ﬁ LK ozxg)
1—(01+62(1+63)) \46: 462 1665 )"

Z(917 927 93) =

The function Z is clearly continuous and bounded down by f —1 > 0. Let define by
¢ the infimum of this function on A. Since Z(61,62,63) tends to mﬁmty when (61,62,63)
tends to (1,0, 1), staying in A, we can affirm that, for any ¢ > ¢, there exists (61,62,63)
such that Z(6,,62,63) = ¢’. Recall that the penalty function is defined by

2B+M)  \* (B 4 M)log(B)L,.Dlog(n) + 1
Iyt nsn "

pen,,(m) = ¢ (

Choose now 61, 8 and 63 such that Z(61,82,65) = ¢. Writing 0 for 61 + 62(1 + 63), we
obtain

1+ 6:e*M + G2(1+ 63)

. . 1
K(f, fm) Uiqpey < ) K(f, fm) + mpenn(m) H{n[s]}

02K
801 MM 16, Ly 2K 1605 &°

1-6 n’
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Applying lemma 1.5.6, we obtain the risk bound announced in the theorem. Furthermore,

since on the set [¢]
1 1

- < ,
i Imeny ~ (=€) P(T27)

we also get the bound

2
1 (K} K3  6:K%\ [ (1+¢)eXB+M)
E (penn(m) liarep) < 15 (m T %, T 066, ) \L-9PT 37

(B + M)log(B) L, Dlog(n) + 1
m .

1.5 Technical lemmas

1.5.1 Proof of Lemma 1.2.1
Let us introduce some notations. For any deterministic function g of G, let A,(g) denote

the following expression:
‘ e9(w)

An(9)(s,w) = S, (9 s)'

With this notation, we can write:

E (1a(0) = (/) = (—— > [og (4 )<s,vIa))dN<))

Using the Claim 1.5.4.1, this also equals

(A (2

that we can rewrite

(s, W; )) ef W) 7,54 ao(s)ds>

E (—% > [ o8 (G267 401 WS 9) Uz ao<s)ds) . sy

Let us now comnsider the following expression:

1 [T (An
E(;; [ (82896, - 1) 4nl (6, )50(,) B ao(s)ds), (1519

that also equals

E /T lifln(g)(s,Wi)11{7",-2.«}—-1~z:z‘in(f)(s,Wi)11{112s} Sn(fy8)ao(s)ds | .
0 \"io _ni=1
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Note now that, for any function g,

1 13 o)

;;An( )(S,W) ]I{T,>.s) S ( ) H{nzs} =1

Therefore, expression 1.5.1.2 equals 0 and we can add it to expression 1.5.1.1. We obtain
then,

E(frn(g)—” ( Z/ (

where & denotes the function O(z) =€ -1-u.  Since thJS functxon is nonnegative,
E (7n(g) — 72(f)) also is nonnegative.

Furthermore, if E (Yn(9) — ¥n(f)) = 0, then for any 1 <i <,

/01- L] (log :::é% (s, W,)) S Iy7;>4) @0(s)ds =0

almost surely, forany 1 <i<nand 0<s< T,

o (1og L2 8s.)) =0

almost surely. Since ®(z) = 0 implies z = 0, that implies that for any 1 < ¢ < n and
0<s< 7, Ax(9)(s, W;) = An(f)(s, W;) almost surely. This can be rewritten

(s, W,)) e/ (") II{T> ) ao(s)ds)

n
IWi)—f(Ws) — -1/2 Z e?»v(.wf_)_f Wi A, (£) (s, W;)Yj(s)
i=1

almost surely. That means that e9(Wi)—f(Wi) is a constant almost surely, that is to say
g = f + cste almost surely. The condition E (¢(W)) = 0 implies g = f almost surely.

1.5.2 Properties of the Kullback-Leibler information

The next lemma, that provides a link between the variance term and the Kullback-Leibler
information, can be found in the framework of density estimation in Barron and Sheu [9]
and in Castellan [21].

Lemma 1.5.1. For any functions f and g in G and any deterministic function ¢ from
[0, 7] to R, we have

e—2llg—flloo | 2& : elllosﬁ%%(ﬂllco ) _‘é(_fl_)_
T (ot 1) < KU < = (o (35 +00) ).
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Proof. By definition,

K(f,9) = [/ IOgA £ >4 ao(s)ds].

Using the Claim 1.5.4.2, we find
T /A
¢ [ Ji (% ~1) A() Tirsy ao(s)ds] —0,

and thus, we can add this expression to the previous one. Denoting by ® and the function
defined by ®(z) = €* — 1 — z, for any z € R, we have

K(f,9)=¢ [/O.T o (log Ag))) A(f) Wiz ao(s)ds] .

Now, using a Taylor expansion, it is clear that for any z € R,

e_!z'

> 2,
d(z) > 5T

Recalling that () S(0.9)
g — g,s
g =9~ e g5y

so that logAg oo < 2||g — flloo, We can write
b

T e | - “oo
K(f,g)ze[ / _"’_‘;_"_(1 jg%) AN Tz ao(s)ds],

which gives the first inequality.

Now, we can also write

K(7,9) = [ [[ 808 50 + ) AUNS(1,5) Tirsay aoe)es]
A
v [ f (- 4D +.e)) ANS(,9) Trsy an(s)s].
0 A(f)
Using Claim 1.5.4.2, the second term also equals
T
[ [[ (1= 0 +200) ADS(F,5) Hers el
that is nonpositive. Using a Taylor expansion once again, we have that for any z € R,
||
e

€™ 2
d(z) < 7%
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from which the second inequality follows. O

In the same way that we introduced some quantity comparable to a Kullback-Leibler
information, we can define some Hellinger-like distance, which have the same link with the
Kullback-Leibler information as in the density framework. That is what we prove here.

Lemma 1.5.2. Let us define the Hellinger-like distance by

27,9 = 3¢ | [ (VAGEW) - VADE) 5,9 s oals)ds|

for any function g in G. Then, K(f,g) > 2H?(f, 9).

Proof. For any function g in G,

K(f7 g) - 2H2(f7g)

i 2

[ T
S C R R R pr—

From Claim 1.5.4.2, we have that

[ / A(f f18) Lir>n) ao(s)ds]
=& | [ 48(4,9) Tirsny an(o)ds| =2 V),

so that

K(f,9) - 2H%(f,0) = € [/°’z¢ (1og jff))) ADS(f,5) Lz ao(s)ds}-

Since the function @ is nonnegative on R, we get the result. O

We give now a link between the Kullback-Leibler information and the L, distance
between two functions, via the Lo, distance.

Lemma 1.5.3. For any functions f and g in G,

llg—flloo
K(f.0) € B (0 - HROVIN(D)

Proof. Apply the second inequality of Lemma 1.5.1 with

¢(s).= log gé?’: ';)) .
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We get
tog 29 1 (5) = g - £,
A(f)
~ so that
3”9 flloo
K(f,9) | [ - 524N, Ters anlo)as]
which is exactly the result. a

The next lemma will be useful while bounding the distance between the true function
f and any function in some model.

Lemma 1.5.4. For any functions f and g in &,
K(f,9) S2E(N(M) IIf — gl

Proof. Recall the definition of K(f, g)
f’ g) [[ IOg A(f) (f, 8) 1I{T>.s} O!o( )ds] .

Using Remark 6, we can bound log %%% by 2||f — gllo, SO that

K(f,9) <2f -9l & [[ A(£)S(f,8) Wir>s) ao(S)dS] =2[|f = gllo E(N(7)) .
In particular, when ||f — gllc > 1, we have_

K(f,9) <2|f = gl%E(N(7)). - (1.5.1.3)
On the other hand, using Lemma 1.5.3, we have

e“g;f“oc E ((g _ f)2(W)N(T)) < e”.‘l‘f”oo

K(f,9) < llg — FIZLEN().

In particular, when || f — g|lcc <1, we have

K(f,9) < 2llg - FILEWN(M) < 2llg - FIZE(N(r). (1.5.1.4)

Gathering inequalities 1.5.1.3 and 1.5.1.4, we get the result. : O

1.5.3 Other lemmas

Lemma 1.5.5. Let Z be some real valued integrable variable and v some increasing func-
tion on Rt such that, for any measurable set A with P(A) > 0, EA(Z) < zp(log(P—(lA—))).
Then, for any positive z, P(Z > ¢(z)) < e™*.
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Proof. Using Markov’s inequality,

E (2 Wz>y@p)
¥(z)

Applying the hypothesis with A = {Z > 9(z)}, we have that

P(Z > ¢(z)) <

E (Z Lizypa)) = E*(2)P(A),

so that ¥(z) < EA(Z) < y(log PTIZj)' Since the function ¢ is increasing, we get the
conclusion. O

Lemma 1.5.6. Let X,Y be two positive random variables. Assume that there exist
constants k) and kg such that for any positive £, P (X 2 Y + 51€?) < roe™¢, then
E(X) <E(Y) + 251 42.

Proof. By definition,

+00
P

+00
E(X) = (XZt)dt:// (x>t dtdP.
0 QJo -

Decomposing the indicator, we get

+00 +00
E(X) < /S; /(; U(y>yy didP + L /(; Uiy <«s<x) dtdP.

Setting t = Y + x;£2 and integrating, we found

+00 - +00
E(X)<E(Y)+ /s;/ Ui x>y 4ri62) 2616d6dP < E Y)+ / 2ﬁ1n2§e-€d§,
0 0.

. that enables us to conclude. , O

1.5.4 Claims

In this section, we present Claims that are used all along the chapter.

Claim 1.5.4.1. For any predictable function H with respect to the filtration generated by
the observation,

E (/01- H(s)st) =E (/{;T H(s)efW) Lir>s) ao(s)ds) .

Proof. The counting process N has predictable compensator

- T
N(t) = /0 efW) 7>, ao(s)ds,
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with respect to the filtration generated by the observations. That means that the process
M = N — N is a martingale with respect to the same filtration. Since the function His
predictable with respect to the same filtration, we have that the process fo s)dM(s)
also is a martingale. In particular, its expectation is 0, that enables us to conclude a

Claim 1.5.4.2. For any deterministic function h from [0,7] to R and any function g €
Ga,

( [ 46040 Wz 5, 900(e)ds) = & ( [ BAD) Uersay St75)a0(c0ds).

Proof. Since the only random terms are A(g) Ir>,} and interchanging the expectation
and the integral, we have that

( [ H040) 12 s<f,s)ao<s>ds) [ HOE (40 Trs) (7, 0)a0)ds

Now,
eg(W) H{T>s}
E (A(g)(37W) H{TZs}) =E (—S(g-,r = 1.

Recalling the definition of S(f,s),

( [ h(s)Alg) W4y S(£, 5)ao(s ds) / B(S)E (/™ WUirsy)) ao(s)ds.

Interchanging the integral and the expectation once again and introducing S(f,s), we
finally have

E ([ H0)A) s S0, ols) ) ( [ BOAD Tz 5. n(o)ds).
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Abstract

In this chapter, we propose a semiparametric shock model in order to model situa-
tions in demography where the biographies of a pair of individuals cannot be considered -
as independent. For that purpose, we construct two dependent counting processes rep-
resenting these biographies in such a way that, whenever either one of both counting
processes jumps, the hazard rate of the other one is instantaneously multiplied by
a constant. These constants are called shock parameters. Moreover, these counting
processes may be censored.

In such a context, assuming a Cox model, our aim is to estimate the shock parame-
ters and the Cox regression parameters, from a sample of independent and identically
distributed, possibly censored pairs. Maximum log partial likelihood estimators for the
shock constants and for the Cox regression parameters are proposed. Consistency and
asymptotic normality of these estimators are established. We illustrate our method
with simulations.

Keywords and phrases: Bivariate censored data, Bivariate survival analysis, Cox
model.

Résumé

Dans ce chapitre, nous proposons un modéle de chocs semi-paramétrique pour
modéliser des situations courantes en démographie, quand les biographies d’un couple
d’individus ne peuvent pas &tre considérées comme indépendantes. Pour cela, nous
construisons deux processus de comptage dépendants représentant ces biographies de
telle facon que, quand 'un des processus saute, le processus de comptage de 'autre est
instantanément multiplié par une constante. Ces constantes sont appelées constantes
de chocs. De plus, ces processus de comptage peuvent étre supposés censurés.

Dans ce contexte, supposant de plus in modeéle de Cox, notre but est d’estimer
les paramétres de chocs ainsi que les parametres de régression de Cox, & partir d’un
échantillon de couples éventuellement censurés. Nous proposons des estimateurs du
maximum de log-vraisemblance partielle pour les parameétres de chocs et pour les pa-
rameétres de régression de Cox. Nous établissons la consistance et la normalité asymp-
totique de nos estimateurs. Nous illustrons notre méthode par des simulations.

Mots clés: Analyse de survie bivariée, Données censurées bivariées, Modéle de Cox.
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2.1 Introduction

In demography studies, the Cox model (see Cox [25]) is often used in order to study
the individual biographies with respect to covariates, depending or not of the time (see
Kalbfleisch and Prentice [38]). This model cannot be used anymore when introducing
covariates which may be influenced by the individual in study himself. Consider for
instance the case of a man looking for a job: we cannot take as a covariate the process
indicating whether his wife has a job or not, since both processes are strongly linked to
each other. In such cases, we are led to consider multivariate models, where the involved
failure times are supposed not to be independent.

One famous class of multivariate survival models is composed of the so-called frailty
models (see for instance Vaupel et al.[60], Clayton and Cuzick [23], Hougaard [34], Oakes
(48], Nielsen et al.[47]). In such models, the individual hazard rates are supposed to be
proportional to a frailty variable that is common to all variables of a group and that is not
observed. Usually, this frailty variable is supposed to have a Gamma distribution, which
parameters are to be estimated.

Copula models are also used as bivariate survival models. They consist in assuming
that the joint distribution function can be written as a function of the two marginals
distribution functions. One particular copula model is Clayton’s shock model (see Clayton
[22], Cox and Oakes [26]). He considers a father and his son who are supposed to be
subject to some event at ages T and S. The dependency between both random variables
is supposed to be defined by the following relationship between the conditional hazard
Tates of the father A; and of the son Aq:

As(s| T =to) _ As(¢]S = s0) "
= =90, f £, 50, o
As(s|T>t)  Ap(t]| S > s0) - 9, for any positive s,¢,s0,%

In such a model, the joint distribution of (S,T) is necessarily of the form:
6a(s)b(t)
[L+ (6= D3 e+ [ b)

f(s,t) =

]2+a—i1

for some nonnegative functions a and b.

In this paper, we propose a bivariate survival model which corresponds to the following
situation: in a pair of individuals denoted by A and B, each one is likely to be subject to
an event at times X4 and Xp. The model is constructed in such a way that whenever
either one of both events happens, the hazard rate of the other one is instantaneously

-multiplied by a constant. That is the reason why it is called a shock model. A lot of
situations in demography studies can be modelled in this way (see Lelievre et al.[42]). Let
us begin with defining this model.

Let (X4, XB) be a pair of independent positive random variables with hazard rate a4
and o B- -

If X4 < Xp, we define X4 = X4 and Xp = X4 + Xp where X} is some positive



78 Chapitre 2

random variable, independent of Xp, with hazard rate e’22ap(X4 + s), where pao is
some real number (see Fig. 2.1).

aA(s) Xa =X;A

X5 Xz
e”%aB(XA-Fs)

=

Figure 2.1: Case X4 < Xp: Xp = X4+ X}

If Xg < Xa, we define Xgp = X and X4 = X3 + X!, where X/, is some positive
random variable, independent of X4, with hazard rate e’4°¢4(Xp + s), where ppy is
some real number real (see Fig. 2.2).

e/’"AaA(XE + )

X, X

(13(8) Xa =XB

Figure 2.2: Case Xp < X4: Xa = Xp + X/,

Random variables X4 and X5 can also be written as

—g’A = inf(X/bXB) + qu ]I{XB<XA} (212‘1)
Xp = inf(Xp,X4a)+ Xpx,<x5)-
Their joint distribution is given by:
- 0

s.t) = e’Bay(s)ap(t) Vs <t

f(s:) exp \.fd’ aatf; ok u{“Z’}aB(u)duJ ’ ’
0 (2.1.2.2)

f(s,t) = Acu(s)an(®) , VE < s.

0
exp [fo’ £ al{u2e) aa(u)du+tf; aBJ

One can see from the construction of the random variables and with help of Fig. 2.1
and 2.2 that random variable X 4 has hazard rate a4 so long it is smaller than Xp and
hazard rate e’4°a 4 whenever it is greater than Xp. In the same way, random variable Xz
has hazard rate ap so long it is smaller than X 4 and hazard rate e’P9ap whenever it is

greater than X4. In the following, reals p4,0 and pp o will be called the shock parameters
of the model.
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Another way to illustrate this situation is shown in Fig. 2.3. From a state 0 where none
of both events has occurred, we can go with hazard rate.as to a state A where only A’s
event has occurred or with hazard rate ap to a state B where only B’s event has occurred.
From these two states, we can go to a state AB where both events have occurred, and we
go there with hazard rate e’4%a, if we come from state B and with hazard rate e’2.2ap
if we come from state A. Such cases happen in medical studies, when having one disease
modifies the hazard rate for another disease (see Aalen et al.[3]).

0 2] ('9) A
ag(s) e“Bap(s)
B AB

efaqy(s)

Figure 2.3: A four states-model: state 0: no event has occurred, state A: only A’s event
has occurred, state B: only B’s event has occurred, state AB: both event have occurred.

In such a context, it may be interesting to include covariates. Let (Z4,ZB) be a
D-dimensional vector of such covariates. These vectors may be nonindependent. In par-
ticular, they can have common coordinates or be equal. We can assume a Cox model
and replace the hazard rates ay and ap by conditional hazard rates given (Z4,Zp)
oz, = eaA'OTZAaA,o and az, = eoB'°TZBaB,0, where 64,0 and g are D-dimensional
vectors called the Cox regression parameters.

Suppose now that the random variables X4 and Xp may be censored: we observe
the random variables in some deterministic time interval [0, 7] and there exist two right-
censoring times U4 and Up verifying the following assumption:

Assumption 2.1. (X 4, X B) and (Ua,Up) are conditionally independent given (Z4, Zp).
The distribution of (UA,UB) is such that:

P{Ua>1, Ug>7|(Z4,ZB)) > 0.

We allow, for instance, the case U4 = Up. Instead of observing ()? X B), we actually
only observe (Ta,Tp,04,08,2Z4,ZB), where

Ty = inf(X4,Us), Tp = inf(Xp,Us),

(2.1.2.3)
0a = ]I{X'ASUA} 0p = H{XBSUB}'

Note that the baseline hazard functions a4 and apg are supposed to be unknown.

~ Our model can be considered as a particular bivariate Cox model, and our aim
is now to estimate By = (0A,0,04,0,08,0,08,0)T (Where zT denotes the transpose of
the vector z), from a sample of independent and identically distributed variables
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(Ta,i,TB,04,i,0B,i, Za i, ZB,i)1<i<n, in the presence of the nuisance parameters a4,0 and
ap,, belonging to some functional space.

Let us introduce some notations needed to define our estimators. Let Nj;h =
A, B,1 < i < n denote the following counting processes:

NA,i(t) = 04, H{TA,iSt} (6B, H{Ts,i<TA,i) + H{TA,iSTB,i})’
(2.1.2.4)
NB,i(t) = 0B, H{TB,iSt} (.‘sA,i H{TA,i<TB,i} + H{TB,iSTA,i})’ for any ¢ > 0,
let Wy i(t),t > 0,h = A, B,1 <4 < n be the following covariates vectors:

1 1
Wau(t) = ( “Z"’: ‘“}) WBz() ( g*;f”) (2.1.2.5)
"

and let Y3 ;(t),t > 0,h = A,B,1 < i < n denote the following risk indicators:
Yai() = Uiy ;>0(08, Lizp <o) + Lirp 26

, (2.1.2.6)
YBi(Y) = Wrp,>0 (04 Uty <ty + Tizy i >1))-

In the seqﬁel, for any vector 8 = (pa,04,p8,08)T, we denote B4 and Bp the vectors
Ba = (pa,0a)T and fp = (pB,08)T. We define the log partial likelihood of our model as

ﬂ). h,:()
-T Y / log (gnh @ )> dNpi(s) (2.1.2.7)

h=A,B i=1

where Sy, 5, h = A, B denotes for any s such that 0 <s < 7:

-1
Sn,h(ﬂ7 3) =n"! Z eﬂz‘w"’i(a)yh,i(s) (2.1.2.8)

=1
Our estimator B, is then defined by

Bn = (Pan, éA,n, ﬁB,méB,n) = arg;nax In(pa,04,pB,6B). (2.1.2.9)

We prove consistency of the estimator B, We show that it is asymptotically normal with
rate of convergence n='/2 and that —n~1D?2l,(8,) is a consistent estimator of the inverse of
the asymptotic covariance matrix (where D?I,,(8) denotes the second derivative of function
I, at point §).

We derive the asymptotic properties of our estimators by applying Theorems VII.2.1
and VII.2.2 in Andersen et al.[5]. A complete presentation of the proofs is given by
Andersen et al.[5] (see also Appendix B).

Next section is devoted to the asymptotic properties of our estimators. In section 3,
we illustrate our purpose with some simulation study. Proofs are to be found in section 4.
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2.2 Large sample properties

2.2.1 Construction of the likelihood

We follow Andersen and Gill’s approach that is based on the martingale theory. We begin
with defining the counting processes that represent the model best, we calculate their
compensators with respect to the o-algebra generated by the observations, and finally,
we apply Jacod’s formula (see Jacod [35, 36], Andersen et al.[5]) in order to obtain the
likelihood of the model.

The basic counting processes

Before introducing the censoring, let us consider the basic counting processes Ny, for
h = A, B, that is to say, the counting processes that would be considered, if there had
been no censoring. These counting processes are defined by: Nj(t) = 1I (Fa<tyy Tor t > 0.
Let also define the functions @4 and &g by

~ - - T
aa(t) = PHolEp<Ratp<atlaolag, 1),

. ., T (2.2.2.1)
ép(t) = PO L%, <%p %<t} +05‘OZBaB’Q (¢), fort > 0.

Let define the risk indicator ¥, for h = A, B by ?h(t) =1 (Kt and the filtration (N, ¢t >
0) as the family of the o-algebras N; generated by {N4(u), Np(u),u < t,(Za,Z35)}.

Assumption 2.2. [] axo(s)ds < 00, h = A,B

Assumption 2.3. There ezists a neighbourhood ©4 x ©Op of (04,0,0B0) such that,
E (supg,co, |Z1[? exp(6] Z1)) < 00, h= 4, B,

where |Zj| denotes the Euclidean norm of the vector Zj,.

Proposition 2.2.1. Under Assumptions 2.2 and 2.3, the counting processes Ny, for h =
A, B have predictable compensators Ay, where Ap(t) = [ @n(s)Yn(s)ds for any positive t,
with respect to the filtration (N, t > 0).

Let denote by Mj, the difference Nj — A,. We just need to prove that the processes
M;, are Ni-martingales, which is done in 2.4.1.

The censored counting processes

In reality, the previous counting processes are not observed because of the presence of
the censoring. We now have to define new counting processes, that take account of the
censoring.

For that purpose, let us consider individual A. We expect some counting process of the
~ form 04 {1, >¢), like in the classical Cox model. So, let us consider the case when da=1.
Whenever A’s event occurs before B’s one, that is to say whenever T4 is smaller than T,
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Tr= X4

TB = Ug XB
b : =

Figure 2.4: Case T4 < T, 64 =1, 0 =0.

X 4 is necessarily smaller than Xp, so that A cannot have been influenced by B (see Fig.
2.4).
This situation is illustrated by the counting process N; defined by:

N1(t) = 04 I(1, <75 Ta<t} -

On the contrary, whenever A’s event occurs after B’s one, if B is individually censored
(68 = 0), A also have to be considered as censored because in this case, we do not observe
the time Xp when A’s hazard rate is modified by the constant e?4.0 (see Fig. 2.5).

Ta =X
+ =

P, EXB?

t 4 =
TB=UB

- Figure 2.5: Case Tp < Ta, 04 =1,6=0. "
That leads to the counting process Na:

N2 (t) = 0408 U(Tp<Ts,Ta<t) -

We can now define the comiting process N4 corresponding to individual A by Ny =
N1 + N which implies formula (2.1.2.4). In the same manner, we define

N3(t) = 6B i1y <1, To <t}
N4(t) = 6AJB H{TA<TB,TBSt}7

and N = N3 + Nj.
In order to calculate easily the compensator of these counting processes with respect
to the filtration generated by the observations, we can try to interpret N4 and Np as

integrals of predictable processes with respect to the previous basic counting processes Ny
and N B-
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For this purpose, let us recall the definition (2.1.2.4) of Nj:

Na(t) = 6a Wi, <ty (0B WiTs <10} + WiTu<T5))-

Recalling the definitions (2.1.2.3), we can write

Na(t) = H{XASUA,XASG(H{XBSUB,XBO?A}+]I{)-(AS)?B,5{ASUB})

t
= /0 Wu<va} (U2, <vp, 25 <u) T Luczp,ucvp))dNa(w),

since Ty, = X}, as soon as 0, = 1. In the same way, we have

t ~
Na(t) = A H{uSUB}(H{XASUA,XA<u} + H{HSXA,uSUA})dNB(u)'
Define now the censoring processes C4 and Cz by

CA(U) = H{USUA}(H{)?BSUB,XB<U.}+H{uS)-CB,uSUB})’ (2222)

CB(U) - H{USUB}(H{XASUA,XA<1L} + H{‘HSXA,uSUA})'

Integrating the censoring processes Cj with respect to the compensators Ay, we de-
fine the processes A(t) = fot Ch(u)dAp(u). Recalling the definitions of the A given in
Proposition 2.2.1, we obtain:

t
AA(t) = ‘/(; H{USUA}(H{)?BSUB,XB<H} + II{‘U.S)?B,U.SUB})

04,0 Lixpex,y,x +07 0 Za .
e {Xp<Xa.Xp<u} 4,0 ___‘OIA,O(U) H{XAZU} du

¢ v
= /(; (epA,0+0£,OZAJB H{T3<u} +60£,OZA H{TBZM}) H{TAZu} aA,o(u)du,

_ ¢ '
Ap(t) = /0 Caa X W7, <u) +e¥Bo%8 L1, >u}) Y Tp>u} @B 0(u)du.

After gathering terms, we can write the processes A, as

t
An(t) = / S DY (w)an o (w)du, (2.2.2.3)
0

with notations (2.1.2.5) and (2.1.2.6).

_ Finally, define the filtration F; as the filtration generated by one observation, namely
by {H{TASu}a H{TBSu}yu <t,04,0B, 24, ZB}
Proposition 2.2.2. Under Assumption 2.2, the counting processes Ny, for h = A, B have
predictable compensators Ay, with respect to the filtration (F;,t > 0).

Proof. Define first the filtrations U; as the filtration generated by {I(y, >u}, Dvp>u} ¥ <
t} and G; as the filtration generated by both N; and U;. The censoring processes Cp, are
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cag-lad and clearly Gi-adapted, so that they are G;-predictable.

Since the processes IV; and A; are independent with respect to the filtration /; and
since they are Gi-adapted, the N;-martingales M), are also Gs-martingales.

Since the censoring processes Cj, are bounded and Gy-predictable, we can affirm that
the processes Mp(t) = fg Ch(u)dMj,(u) are also Gi-martingales. Each o-algebra F; is
contained in the o-algebra G;, and it is clear from formulas (2.1.2.4) to (2.1.2.6) together
with (2.2.2.3) that these martingales are also F;-measurable. Thus, they also are F;-
martingales. a

The likelihood

We have now to write the likelihood of the modél thanks to Jacod’s formula (see Jacod
(35, 36], Andersen et al.[5]). Since the counting processes Np;, h = A,B,1 < i < n cannot
jump simultaneously, the likelihood is proportional to:

L) = [I TIII(eni(s)¥ni(s)2Nes® exp (— /0 " ah,,-<um,,-<u)du)

h=A,Bi=13s<t

=TTIT (A7aevast0) ™ (A¥2:%a,00)

1=1s<t
(@a0(s))2N44®) (ap o (s)) 2NB()

exp (—/;nSn,A(B,u)aA,o(u)du) exp (— /01- nSp, (B, u)aB,Q(u)du) ,

ANB,i(s)

where Sy, 4 and S, p have been defined by (2.1.2.8).

Maximizing in @40 and ap g for a fixed 8 = (pa,04,08,05)T, we finally find the log
partial likelihood defined in (2.1.2.7). o .
Remark 2.1. Note that in the case where the two individuals are subject to the same
kind of event (think of the case of two married people searching for a job), we may assume
that a0 = ap,0 and the maximizing of the likelihood leads to another form of the log
partial likelihood. In that case, just replace the sums S, 5, by Sp 4 + Sr,B-

2.2.2 The theorems

At that point, we are exactly in the framework described by Andersen and Gill [6] and by
Andersen et al.(Chapter VII of [5]). Therefore, we can apply Theorems VII.2.1 and VII.2.2
in order to establish our results. Recalling the definition (2.1.2.9) of our estimator, we begin
with announcing the consistency of our estimator. Consider the following assumption:

Assumption 2.4. Random variables Z4; and Zp; are not concentrated in a hyperplane.

These assumption is classical. Assumption 2.4 ensures the asymptotic existence of the
estimator.
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Theorem 2.2.1. Under Assumptions 2.1 to 2.4, the mazimal log partial likelihood By,
tends to the true parameter By, when n tends to infinity.

In the next theorem, the asymptotic behaviour of the estimator is established and an
estimator of the inverse of the asymptotic covariance matrix is proposed.

Let us introduce some notations. Let us denote by DF and D2F the vector of first
derivatives and the matrix of second derivatives of the function F with respect to 8.
Let Sp,h = A, B be defined by Sy(8,s) = E(Sni(s)), let Er,h = A, B be the vectors
Ej, = DS}y,/Sh, and let V,,h = A, B be the matrices V;, = D?8,,/S, — (E1)®?, where 222
denotes the vector product zzT. Finally, let =, be the matrix:

> [ Va6 )5n(Bn, hanol)s. (2224

h=A4,BY0

Theorem 2.2.2. Under Assumptions (2.1-2.4), the variable n'/2(8, — Bo) converges in
distribution to a Gaussian variable N (0,(Z,)1), and the matric n~ D%, (B,) tends in
probability to X

The proofs of these theorems were first established in Andersen and Gill [6], they can
also be found in Andersen et al.[5] (see also Appendix B). In the same paper, the authors
propose some simple conditions to be verified in the special case where the observations
are independent and identically distributed (Theorem 4.1 in [6]). Since we are in such a
case, we only verify the assumptions of this theorem in section 2.4.2.

2.3 A simulation study

We carry out a simulation study in order to illustrate the theoretical properties of our
estimator B, and to investigate its finite sample properties (see the routines in Appendix
C). As the behaviour of the Cox regression parameters estimators are now well-known, we
focus our attention on the shock parameters. Thus, we run our simulation experiments
without any covariates.

For different sample sizes (n = 30,50, 100), we simulate a sample of independent and
identically distributed variables (TA,,', TB,i,04,i,0B,i, 24,4, 2 B,i) 1<i<n of size n, following
the method indicated in the introduction: we begin with simulating a n-sample of inde-
pendent and identically distributed variables (X 4, XB,i)1<i<n such that each pair has the
law of two independent exponential random variables with parameter 1. That corresponds
to constant hazard rates a4 = ag = 1. Then, we simulate a n-sample of independent and

identically distributed variables (X, ;, Xp ;)1<i<n such that each pair has the law of two
independent exponential random variables with parameters e’4¢ and e’5:0. Here, both
pao and ppo equal 1. Random variables (X4, X5,i)1<i<n result from formula (2.1.2.1).
Right-censoring random variables (U4, Up,i)1<i<n are also generated as independent ex-
ponential random variables with parameter p taking successively the values 0.0001, 0.1,
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0.4 and 1. The approximate rate of censoring in each case is given in Tab. 2.1. The
duration of study £ is taken to be 10.

For each experiment, we calculate the estimators following remark 1 (remind that
as = ap), we calculate the estimator of the asymptotic covariance matrix and a 95%-
confidence interval. We run L = 500 replications of such an experiment.

Table 2.1: Approximate rate of censoring with respect to the parameter of the censoring
random variable p
W 0.0001 { 0.1 | 0.4 1

Approximate rate of censoring 0 0.06 | 0.21 | 0.42

For the different values of the sample size n and of the censoring parameter u, we
give the mean of the estimates over all replications, the approximate bias, the mean of
asymptotic standard deviation, the coverage probabilities of the 95%-confidence interval
calculated with the previous estimates. The results are given in Tab. 2.2.

Note that in all experiments, the bias is small. Not surprisingly, the asymptotic stan-
dard deviation decreases with the sample size for a given censoring parameter, and it
increases with the censoring parameter for a given sample size. The coverage probabilities
are closed to the one expected (0.025%, 0.950%, 0.025%).

To examine the performance of the estimators, we draw the empirical distribution
functions of the conveniently renormalized estimates and we compare them to the distri-
bution function of a standard Gaussian random variable. This is shown in Fig. 2.6 for a
sample size equal to 50 and a censoring parameter equal to 0.1. We note that even with
small sample sizes the distribution of the estimators are very closed to the asymptotic
distribution. -

2.4 Proofs

2.4.1 Proof of Proposition 2.2.1

The processes A;, are nondecreasing and N;-adapted, thus they are N;-predictable. It suf-
fices to prove that the processes M}, defined just after Proposition 2.2.1 are N;-martingales,
that is to say, for M, that for every s < ¢, E (M A(t) — Mp(s) | N, ) = 0. In fact, we have
to prove the five following points: for every u < s <t, v <s<t,

) E(I¥a)) < oo

) E ((MA 1) =~ Ma(s)) Uiz <p) =0
) E ((MA t) — MA(S)) H{X3<v}) 0
(

iv) E ( Alt )) M2, <u) H{XBSU}) =0



Modéle de chocs bivarié ' 87

Table 2.2: Small sample performance of the estimator for the shock parameters for various
values of the censoring parameter 4 and of the sample size n.

73 n Pa | Pa—pao 0a <IC e€eIC >IC
PB__ | PB—pPBO | OB
0.0001 | 30 | 0.9862 | -0.0138 | 0.3553 | 0.024 0.952 0.024
1.0019 | 0.0019 | 0.3550 { 0.026 0.950 0.024
50 | 1.0135 | 0.0135 | 0.2684 | 0.028 0.948 0.024
0.9885 | -0.0115 | 0.2688 | 0.028 0.0936 0.036
100 | 1.0012 0.0012 0.1864 | 0.030 0.950 0.020
0.9949 | -0.0051 | 0.1868 | 0.032 0.956 0.012
0.1 30 | 0.9651 | -0.0349 .| 0.3790 | 0.024 0.950 0.026
0.9879 | -0.0121 | 0.3809 | 0.028 0.950 0.022
50 | 0.9875 | -0.0125 | 0.2871 | 0.040 0.932 0.028
1.0094 0.0094 0.2876 | 0.026 0.950 0.024
100 | 0.9857 | -0.0143 | 0.1990 | 0.032 0.0940 0.028
0.9925 | -0.0075 | 0.1992 | 0.022 0.944 0.034
0.4 30 | 1.0155 [ 0.0155 | 0.4583 | 0.040 0.938 0.022
0.9785 | -0.0215 | 0.4588 | 0.030 0.944 0.026
50 | 0.9985 | -0.0015 | 0.3411 | 0.026 0.944 0.030
1.0094 0.0094 0.3405 | 0.038 0.944 0.018
100 | 0.9974 | -0.0026 | 0.2355 | 0.042 0.930 0.028
0.9961 | -0.0039 | 0.2360 | 0.030 0.930 0.040
1 30 | 0.9669 | -0.0331 | 1.5212 | 0.040 0.934 0.026
0.9826 | -0.0174 | 1.1174 | 0.044 0.940 0.016
50 | 1.0191 | 0.0191 | 0.4526 | 0.022 0.958 0.020
1.0349 | 0.0349 | 0.4531 | 0.034 0.954 0.012
100 | 1.0017 [ 0.0017 | 0.3019 | 0.032 0.948 0.020
0.9993 | -0.0007 | 0.3068 | 0.034 0.948 0.018

v) E (MA(t) - MA(s)) =0

First of all, note the equality of the following events appearing in the definition (2.2.2.1)
of the functions ag,h = A,B:

{XB< Xa,Xp<t} = {Xp<ZXaXp<t}
{Xa< Xp,Xa<t} = {XA<XB,XA<t}.

The direct implication is clear. For the reverse implication, just recall the definition
(2.1.2.1). If Xp < X4, then Xp My, <x,} < Xal{x,<x,), and since only one of both
indicators can equal 1, necessarily Xp < X4, and the conclusion follows.

Point i) is fulfilled with Assumption 2.2.

Points ii) and iv) result from the equalities (Ma(t) - Ma(s)) Iz, <, = 0 and (Ma(t)-

Ma(9)) Uiz, <oy Tizpcn) = O
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Figure 2.6: Empirical distribution functions of the estimators in comparison with the
standard Gaussian distribution function

To prove point iii), by definition of X4 and Xp, we have:

(MA(t) - MA(S)) L, <o) =
t .
i< Xp+ X, <t,Xp<v} ~ / e?2004(2) U(x 5+ X 4152, X 5 <0} 42-
8

The expectation of the first term is P (s < Xp + X/, <t,Xp < v) that we calculate con-
ditioning on X and (Z4, Zp):

IP(S<XB+X2$f,XBSv)=

t z '
E ( / e’40a () exp (— / e”“‘*°aA) dz H{x3<u}) .
s XB -
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For the expectation of the second term, we also condition on Xp and (Z4,Zp), and we
find: '

¢
E ( / e’4004(2) Ui x4 X 152, X 5 <0} dx) =
L

t T
E ( / e’49a (z) exp (— / e“’°°‘A) dz II{x3<v}) ,
s X -

so that E ((MA(t) - MA(S)) H{XBSV}) = (.
We handle in the same way for point v).

2.4.2 Verification of Conditions VII1.2.1 and VII.2.2 of Andersen et al.[5]

Since the observations (Ta,i,TB,,04,i,0B,,ZA,i, ZB,i)1<i<n are independent and identi-
cally distributed, we are typically in the framework given by Theorem 4.1 of [6] (see also
Example VII.2.7 of [5]). We only have to verify the following points:

i) Jo ano(s)ds, h = A, B are finite

ii) There exists a neighbourhood B of By such that for any h = A,B,
E (suPges,0<s<t Ya(8)| Wi (s)|? exp(B] Wi(s))) is finite

iii) For any h = A, B, P (Yx(s) = 1, for any 0 < s < 7) is positive
iv) The asymptotic covariance matrix X, is positive definite

Point i) is exactly Assumption 2.2.
For point ii), note that

Yi(8)|Wa(5)]? exp(BTWi(s)) < (1 + | Zn[?)e?n+oi2n,

and define B as R2 x©4 x ©p, where © has been defined in Assumption 2.3.

For point iii), note that in our definition (2.1.2.6), the functions Y} ; are nonincreasing
with respect to s, so that the event in the probability is the same as Y (7) = 1.

P(Ya(r)=1) = IP(XBSUB,X'B<T,XAZT,UAZT
+P(XAZT,UAZT,XBZ7'1UBZT
Z E(P(XAZT,UAZT7XBZT1UBZT‘(ZA’ZB)))‘

Thanks to Assumption 2.1, the conditional probability also equals

E (IP(UA >7,Up>7|(Z4,2ZB))P (X'A >7,Xp>7|(Za, ZB))) .
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The first conditional probability is positive from Assumption 2.1. For the second, we can
write that

P (XA >7,Xp>7|(2a, ZB)) =P (inf(X'A,X'B) >7| (ZA,ZB)) .
Since inf(X 4, Xp) = inf(X 4, Xp), this probability also equals

P(Xa>7Xp 27| (Za,25) = exp(~ ¥ / an(sds)),
. h=A,B

Which is positive from Assumption 2.2. The same arguments hold for Yz.
The last point is the object of the following lemma:

Lemma 2.4.1. Suppose that Assumption 2.4 is verified, then L, is positive definite.

Proof. Recall the expression of X, (2.2.2.4):

-y / (D2S1/ S — (DS/S1)%2)(Bo, 5)Sh(Bo, s)emo(s)ds,

h=A,B

of Sy, h=A,B Sy(8,3) =E (ef’?iWh(ﬂY,,(s)) and of their derivatives

DSa(f,s) = ( eﬁAWA(.s)YA S)WA(S)))’ (2.4.2.1)

DSp(B,s) = ( ﬂTWB(,)YB(S)WB(s)')) (2.4.2.2)

D?84(8,8) = ( eﬁTWA(a)YA S)WA(3)®2) g) (2.4.2.3)
" 0

D2SB(5,8) = (0 E(eﬂgwﬂ(’)YB(s)Wg(s)Qz))' (2.4.2.4)

Since all our hypotheses are formulated in term of the conditional distribution of the
random variables given the covariates, we need to express the matrix X, as the expectation
in some sense of the conditional expectation given the covariates of some random matrix.

For this purpose, we introduce some positive random variable R, with distribution
dp =771 Uy ds,

where ds denotes the Lebesgue measure, and H be some random variable in {4, B} with
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conditional distribution given R,
Saao,a
Saco,4 +SBao,B

_ B Spag,B
]p (H - B | R) - SAao,A + SBQO,B (ﬂO’R)'

P(H=A|R)

(,301 R) ’

Denoting by dII the law of the pair (R, H), we can write

2, = 7En ((Sac0,4 + Sao,) (o, R) M (fo, R))

where -

®2 '
MA=<%2§A_g%A) g), MB=<3 D—;ﬁ‘—z%ﬂ)m)'

Now, if F denotes the law of the pair (Z4,ZB), we remark that Si(Bo,s) =
Er (E (eﬂf,oWh(’)Yh(s) | (Za, ZB))). Denoting by dP, , the distribution

E (eﬂ{oWh(a)Yh(s) ‘ (ZA,ZB))
dF,
Sh(bo, 9)

dP;p, =
we have

2, = 7En [(Sa + SB)(Bo, R)
Ep, . [(Zh —Ep,, (Zn|R=35H= h’))®2 | R=sH= h]] ’

where

sy eninn)|

E (eﬂ 4,0%a (”)YA(S)I(ZA:ZB))

_ Za

\ 0 ,

/ 0

E(e"gﬂwﬂ ©Ya(s) iz, <pl(Za ’ZB))
2(FB0"2O¥a(0)(Za20))

\‘ Zp ),

Let ¢ = (z4,75) be a (2D + 2)-dimensional vector. Let us calculate z7 Z,a:

Z4

a;T)],.:z: = 7Eg ((SAao,A + SBO-’O,B)(ﬂOa R)
EP,,J, [mz’ (Zh - IEP.,’,‘ (Zh l R=s,H= h))®237h | R=s,H= h]) .
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Now,

E (eﬂfTwW"(“’)YA(S) | (ZA,ZB)) =
0% (ePA0 Lra<s Wy, (65 Ury <o) + Uirp2e)) | (24, 25))

> e?40ZAp(Ta > 5,T5 > 5| (Za, Z8))

the last probability being positive (see point iii) just before). Therefore, the measures
dP, 5, and dF are equivalent. Thus, the equation z7Z,z = 0 is equivalent to

of (2h—Ep,, (Zn|7=5,H=h))% 2, =0,
F-almost surely, II-almost surely, that is to say,
(2n—Ep,, (Zn|7=5,H= h))Tzh =0,
F-almost surely, Tl-almost surely. That implies that Z7 z), degenerates. Since
E (eﬂZ,OWA(s)YA(s) Ui7p<s) | (ZA,ZB)) =
e”‘*°+9§,°ZA]P (}?A >3,Us>s,X5<s,Xp<Us]| (ZA,ZB)) ,

which is positive, and since the distribution of (Z4,Zp) does not degenerate, the last
assertion implies that z; = 0 for h = A, B, which concludes the proof. a
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~Application de la méthode de
sélection de modéle au modele de
Cox!

1. Ce chapitre présente un travail en colla.bora.tiqn avec M.-L. Martin et G. Castellan.
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Dans le chapitre 1, nous proposons une méthode d’estimation de la fonction de régression
dans le modele de Cox par sélection de modele. Notre théoréme 1.3.1 donne une fonction de
pénalité pour laquelle nous sommes capables de prouver la borne de risque 1.3.1.3. Cette
fonction de pénalité est assez compliquée et est définie pour des espaces peu naturels:
I'introduction des bornes B, par exemple, semble peu naturelle et on aimerait pouvoir
estimer la fonction de régression f sur les espaces linéaires tout entiers et pas seulement
sur des boules Lo, notées Sy, dans le chapitre 1 (voir remarque 1.4).

Une étude de simulations a donc été commencée par M.-L. Martin, en collaboration
avec G. Castellan et moi-méme, pour tenter d’appliquer concrétement la méthode de
sélection de modele & I’estimation de la fonction de régression dans le modele de Cox.
I1 s’agit de voir si une pénalité proportionnelle au rapport de la dimension de 1’espace sur
la taille de I’échantillon permet de sélectionner un “bon” modele, le cas échéant, quelle
doit étre la constante de proportionalité et si cette constante dépend notamment de la
censure, comme le suggere notre théoréme 1.3.1.

Dans cette annexe, nous présentons les tout premiers résultats de notre étude de si-
mulation, qui est encore en cours.

Al Cadre et notations

Nous considérons ici des histogrammes réguliers, c’est-a-dire, des fonctions constantes
par morceaux, dont les morceaux ont tous la méme taille. La contrainte d’identifiabilité
1.1.1.1 sera ici remplacée par la suivante:

La fonction de régression f est supposée nulle sur un intervalle [0,¢] (dans toute la
~ suite, € = 0,02).

Nous notons donc cétte fois I D;k pour D>1et0<k<D I’intervalle défini par

ID,O = [0,6]
I = +u(1—s)s+£(1—s) sil<k<D
Dk = € ] .D ’ 9 D ? —_ -

et par ppi pour D > 1 et 0 < k < D les fonctions ¢pi(zr) = Uy, ,3(z). Nous no-
tons AP l’ensemble d’indices AP = {(D,k),0 < k < D}, et A, la collection A, =
{AP,|AP| -=1=D < N}, ou N,, < Toar» et |AP| est le cardinal de AP. En suivant
la remarque 1.4 du chapitre 1, nous considérons comme modeles les espaces linéaires en-
gendrés par les fonctions @p k. Les espaces sur lesquels on minimise, notés S, o, sont définis
par

D
Sao=4g= Y Br= Zﬂp,k Wip.3:P0=00,
AEAD k=0

la contrainte S = 0 étant la contrainte d’identifiabilité. La dimension de I’espace linéaire
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Sxp est bien D. L’estimateur sur le modéle AP est défini par

fAD = argmin7n(g)1
QGSAD
ol le constraste 7, a été défini par 1.2.1.1. Dans la suite, nous définirons la fonction de
pénalité par
D D
pen, (A ) = .u’;;,
pour différentes valeurs possibles de u. Notre estimateur est défini par f = f A» AVeC

P

& = argmin { 3 (fa5) + penn (AP)}
ADegA,,

A.2 Simulations

Cette étude de simulations (qui est encore en cours) a été réalisée dans les conditions
suivantes :

- La covariable W suit la loi uniforme sur I'intervalle [0,1].

- Le taux de risque de base o est constant et égal & 1.

— La variable aléatoire de censure U suit la loi exponentielle de parametre & €

{0.01,0.03,0.5,0.75,1,1.5}.

- Les tailles d’échantillon n peuvent prendre les valeurs 250, 500, 1000.

- Le temps de fin d’étude 7 est 10.
Nous considérons trois fonctions de régression possibles notées f1, f2 et f3 dont les graphes
sont visibles sur la figure A.1. o

Remarquons que les fonctions f; et fo définissent toutes les deux des histogrammes
réguliers & 4 morceaux sur l'intervalle [¢,1], elles appartiennent donc & ’espace Sps. En
revanche, la fonction f3,> si elle est bien constante par morceaﬁx, n’appartient & aucun
modele de la collection A,, puisque ses morceaux sur [¢,1] ne sont pas réguliers.

A.3 Premiers résultats

A.3.1 Modéles sélectionnés

Pour savoir si la méthode de sélection de modeéle fonctionne avec une pénalité propor-
tionelle & D/n, nous pouvons commencer par choisir une fonction de régression dans 'un
des modeles de la collection et voir si la méthode permet de retrouver ce modele. C’est
objet de ce paragraphe. ' ’

Nous cherchons donc 3 estimer les fonctions fi, f2 et f3 par des histogrammes réguliers
sur Uintervalle [¢,1], pour différents paramétres de censure &. Pour une taille d’échantillon
n = 250, une constante de pénalité 4 = 2 et pour L = 100 simulations, nous comptons
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Exemples de fonctions de regression

(] _
N —_— —_—
o - o -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
f1 f2
) P
o
° -

0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0
f3

F1G. A.1 - Graphes des fonctions de régression f1, fa et f3.

le nombre de modéles sélectionnés A, de dimension D. Les résultats sont donnés dans le
tableau A.1.

7 1& |3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
fil1]4 93 1 00 20 0 0 0 0 0
f»105/0 100 00 00 0 0 0 0 0 ©
//1]0 0 00002 1 5 34 57 1

TAB. A.1 — Nombre de modéles de dimension D sélectionnés sur 100 simulations

On remarque que, pour les fonctions f; et f2, une pénalité en 2D /n permet de choisir
-trés souvent le vrai modele (A%): 93 cas sur 100 pour f; avec un paramétre de censure
€0 = 1 (environ 20 % de censure) et 100 % pour fo avec un paramétre de censure & = 1
(environ 10 % de censure). La fonction f3 n’appartient & aucun modele de la collection: il
faut donc plus de morceaux pour 'estimer correctement (12 ou 13).
Cependant, regarder quel modele a été sélectionné permet de tester la méthode quand
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la vraie fonction de régression appartient & 'un des modeéles, mais est difficilement in-
terprétable quand la fonction de régression n’appartient & aucun modele de la collection.
Dans ce cas, la grandeur significative est le risque de 1’estimateur sélectionné, puisque la
méthode de sélection de modeéle prétend choisir un modéle dont le risque est de 1’ordre du
plus petit risque des estimateurs de la collection. Il s’agit donc de comparer le risque de
I’estimateur sélectionné au plus petit risque des estimateurs de la collection.

A.3.2 Rapport de risques

Dans ce paragraphe, nous cherchons & évaluer le rapport du risque de l’estimateur
sélectionné sur le plus petit risque des estimateurs de la collection:

E(K(1.5)
infaea, E (K(f,fA)) .

(A.3.A.1)

Pour cela, nous estimons la fonction f; pour un parametre de censure &, = 0.5, pour des
tailles d’échantillon n = 250, 500, 1000 et pour différentes constantes de pénalité u variant
de 1 3 4, par pas de 0.2. Pour chaque valeur de y, nous estimons le rapport A.3.A.1. Ici,
la fonction K (f,g) est calculée par une approximation de Riemann pour toute fonction de
régression f et toute fonction g appartenant & I'un des modéles, alors que les espérances, qui
portent ici sur ’estimateur f A au numérateur et sur les estimateurs fa au dénominateur,
sont estimées par simulation: le numérateur est estimé par la moyenne de 200 simulations
et le dénominateur par la moyenne de 1500 simulations. Les résultats sont visibles sur la
figure A.2.

On remarque que ce rapport des risques varie avec la constante de pénalité u: il
semble augmenter pour des petites et des gfémdes valeurs de u. Une constante de pénalité
u comprise entre 2.4 et 2.6 semble étre optimale, quelle que soit la taille de ’échantillon ».
Cependant, cette valeur n’est vraie que pour la fonction f; et le taux de censure & = 0.5.
Une étude de simulation compléte demanderait de calculer le rapport des risques A.3.A.1
pour un grand nombre de fonctions de régression f et pour un grand nombre de paramétres
de censure &p. Notre théoréme 1.3.1 suggere que la constante de pénalité “idéale” dépend
du paramétre de la censure &. Or, celui-ci n’étant pas connue, il faudrait trouver un moyen
de I'estimer et de voir comment il intervient dans la pénalité.

A.4 Comment trouver la “bonne” fonction de pénalité?

A4.1 C, de Mallow et heuristique

Nous présentons ici une heuristique proposée par Birgé et Massart, qui consiste &
tenter de trouver la bonne constante de pénalité & partir des données elles-méme. Cette
heuristique, batie & partir du cadre des processus linéaires gaussiens (voir Birgé et Massart
(11, 14]) est basée sur celle du C, de Mallow, que nous rappelons ici.
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rapport des fonctions de risque quand pen(m)=mu * D/n

w0
——— Q v
- =
— ——— Q
0 ©
= § 2
o | g
= © 3
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 10 15 20 25 30 35 40
fonction de regression mu
<
3 g
2 ™ 2 ®
g g
» o N
3 _ 3 -
= v-' € A
2 g =
Q [-%
8 8 o
o -
o .
10 15 20 - 25 30 35 40 2 4 6 8 10 12 14
mu mu

F1G. A.2 — Rapport des risques pour l’estimation de fi ‘

On se place dans le cadre d’un processus linéaire gaussien Y défini sur un sous-espace
linéaire S d’un espace de Hilbert H:

Y(&) = (s,t) +¢Z(2), t €S,

olt s € H est la moyenne du processus Y, €2 sa variance et Z un processus linéaire
isonormal indexé par S (voir Dudley [29] pour les définitions classiques). Ce cadre contient
notamment ceux de la régression linéaire gaussienne et du bruit blanc gaussien. On cherche
A estimer s & partir des observations Y, la quantité ¢ étant connue (typiquement, £ = 1/v/n
ol n est la quantité d’observations disponibles).

On considére maintenant une collection {Sy, }mem de sous-espaces linéaires de dimen-
sion finie de H, et on suppose que ces espaces linéaires S, sont engendrés par des fonctions
{¢js1 £ j < m} ou le systéme {p;,1 < j < m} est supposé orthonormal. On définit le
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contraste y pour tout ¢ € S par

7@ =t - 2Y (¥),

|.|| désigne la norme Lo. L’estimateur sur le modele Sy, de dimension Dy, est défini

ou
par

5, = argmin-y(t).

Dans ce cas, on peut toujours décomposer le risque quadratique de l'estimateur 3,, en
deux termes D
E (s = 8ml?) = lls - mll® + 6=,

ou s, est le projeté orthogonal de s sur le modele S, et 6 est un paramétre de variance
inconnu. Le modele idéal mg serait celui qui minimise le risque quadratique, mais celui-ci
est indisponible, car il dépend de s inconnu. Par I'inégalité de Pythagore, on peut encore
écrire: D <

E (Is = 3mll?) = lIs? = llsml® + 07'",

il suffit donc de minimiser —| s, + 0%&. L’heuristique du C, de Mallow consiste &
remplacer le terme [|s,,|[2 par son estimateur non biaisé |32 — 62=. Le bon critére
semble donc étre — (|3, + 20%&. Mais 8 est ici toujours inconnu, il faut donc I’estimer.

Supposons maintenant que s appartienne 3 un modele Sp de dimension raisonnable.
L’idée de Birgé et Massart consiste & dire que la quantité |3, est une fonction affine
de Dy, /n de pente 8 pour les modeles m > D. Il suffirait alors pour estimer 8, de tracer
la droite de la quantité ||3,,/| en fonction du ratio Dy,/n et d’estimer la pente de cette
droite sur les grandes dimensions. Si p est un estimateur de cette pente, la “bonne” pénalité
devrait étre D

peny (m) = 25—,

A.4.2 Application au modéle de Cox

Revenons maintenant au modeéle de Cox et tentons de lui appliquer cette heuristique
pour définir la “bonne” pénalité.

Pour pouvoir appliquer I’heuristique de Birgé et Massart, il faut dans un premier temps
vérifier que la quantité 4,(f,n) est bien une fonction affine de D/n. Dans cette nouvelle
étude de simulations, la fonction de régression est la suivante:

falz) = 0,5i0<z<¢
= 1l,sie<z<0.51
= 2,5i051<z<1

Avec cette fonction de régression, nous donnons dans le tableau A.2 les taux de censure
approximatifs, selon le paramétre de la censure.
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o

0.01

0.03

0.5

0.75

1

1.5

Taux de censure approximatif

0

0.03

0.1

0.15

0.2

0.25

TAB. A.2 — Tauz de censure approzimatif pour la fonction de régression fy et diverses
valeurs du paramétre de censure

La figure A.3 montre la quantité —v, (f,p) en fonction de D/n pour des valeurs de D
variant de 1 & 60 et pour deux valeurs du parameétre de censure & = 0.01 et &, = 1.

-8.45 -8.40
s
L[]

-8.45 -8.40

-8.50
.

L]
-8.50
L[]

L]

gamma(fchapo m)

gamma(fchapo m)
-8.55

-8.55

-8.60
8.60

-8.65
-8.65

20 30 40 60 0 40 50 60

D/n et xi=0.01 -

0 10 50 10 20 30

D/n et xi=1

FI1G. A.3 — —7,(fa0) en fonction de D/n pour & = 0.01 et & =1 |

Le fait que —yn( fap) soit affine en D/n est ici clairement vérifié, quelle que soit la
valeur de la censure & = 0.01 (pratiquement pas de censure) et & = 1 (environ 20% de
censure).

La figure A.4 permet de voir les variations de la pente p en fonction de la censure. Pour
cinq valeurs de la censure, on y voit la valeur de p, ainsi que des intervalles de confiance.
On remarque que la pente semble varier avec le paramétre de la censure &, ce qui semble
confirmer le fait que la constante de pénalité doive dépendre de la censure. :
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pente 1 en fonction de la censure

-0.6

0.8

-1.0

Fia. A4 - Valeur de p en fonction des valeurs du pammetre de la censure & €
{0.03,0.5,0.75,1,1.5}

Le critére —~a(fap) étant lindaire en D/n, on peut tenter d’appliquer I'heuristique
de Birgé et Massart. Pour cela, pour chacune des valeurs possibles de la censure, nous
estimons la pente de la droite —y,(fy0) en fonction de D/n par une simple méthode de
régression linéaire. Cette régression se fait sur des dimensions allant de 10 A 20, qui sont
déja de grandes dimensions, puisque la fonction f4 n’a que 2 morceaux sur I'intervalle [¢,1].
Puis nous sélectionnons notre estimateur dans la collection avec une pénalité égale &

.D
pen‘n(AD) = _2p;7

ou p est la pente estimée par régression linéaire. Cette étude est faite avec une taille
d’échantillon n = 500 et L = 50 simulations. Sur les 50 simulations, nous comptons le
nombre de fois ol le modele sélectionné est le bon, c’est-a-dire le modele de dimension 2.
Les résultats sont donnés dans le tableau A.3. '
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& 001]003]05]075] 115
Nb de A de dimension 2 | 43 | 40 | 38 | 38 |38 | 38

TAB. A.3 - Nombre de modéles sélectionnés A de dimension 2

La méthode semble fonctionner puisqu’elle permet de sélectionner le bon modéle dans
76 & 86 % des cas. On remarque de plus que les résultats semblent meilleurs quand la
censure est faible: le taux de réussite dans le choix du modéle diminue avec le parameétre
de la censure.

LA aussi, ’étude de simulations mettant en oeuvre I’heuristique de Birgé et Massart
n’a pour l’instant été faite que pour une seule fonction de régression f4, qui est de plus
trés simple. Une étude de simulations compléte demanderait de tester la méthode sur un
grand nombre de fonctions de régression, et toujours avec plusieurs valeurs de la censure. I1
pourrait étre alors intéressant de comparer la constante de pénalité donnée par ’heuristique
de Birgé et Massart avec la constante qui minimise le rapport des risques A.3.A.1.
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Dans cette annexe, nous donnons une preuve des théorémes du chapitre 2, & savoir la
consistance et la normalité asymptotique de 1’estimateur défini en 2.1.2.9. Cette preuve
s’inspire & la fois du cours de DEA de Bretagnolle [18] et de I’article original d’Andersen
et Gill [5]. Les notations sont les mémes que celles du chapitre 2.

B.1 Preuve du théoréeme 2.2.1

Proposition B.1.1. I, est une fonction concave de 5.

Preuve. Commencons par dériver les fonctions Sy 1, & = A,B par rapport & 8 = (84,88) =
(pa,04,08,0B). Les dérivées premiéres et secondes sont, pour tout 0 < s < 7:

n iy r eﬁiWA"(’)YA,i(S)WA,i(s))
2

DS’n,A (ﬁ,S) = ( 0

0
DSnp(Bs) = (n“l >t eﬂgWB,i(S)YB,i(S)WB,i(s)) ’

D*5pa(6,5) = (n'lle SAAY 448 WEH) 0>
” Y 0 0 ,

0 0
2 -
D“Sy,5(B,8) = (0 n 1Y, eﬂng,i(a)YB,i(s)W§3(3)> '

Définissons N, 5 pour h = A,B par Npp = Yoy Npi et Wy, pour h = A,B, et
1 < i < n les vecteurs de dimension 2D + 2 définis pour 0 < s < T par

Wails) = (WA(’;‘S)) Wai(s) = (WB"i(s)) -

En dérivant deux fois la fonction /,,, on obtient les dérivées premiére et seconde sui-
vantes :

n,or ™ DS, ,8) o
Dl,(B) = Y. (}: [) Wh,i(8)dNpi(s) — A #’éﬂs)—)dNnm(s))
h=A,B \i=1 ’ ’
™ [ D*Sup(B,3) _ [ DSun(B:8)\ % =
-D% = / mA —( R ) AN (s
0 = 2, ( 5B\ SunB9) wh(9)
On remarque que les matrices (-D—;:—?l,‘:h - (%1’—‘)@) , h = A,B ont une structure de

variance, elles sont donc semi-définies positives. En les intégrant par rapport & Ny 4, on
obtient la matrice —D?1,,(8) qui est aussi semi-définie positive, donc I, est une fonction
concave de 8. O

Calculons maintenant la limite de la fonetion n=1i,.
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Proposition B.1.2. Soitl la fonction définie par:

=3 E( /0 Tﬂ,TWh(s)eﬂ"ﬁTW"(’)Yh(s)ah,o(s)ds) - /0 " 10.54(8,5)Sh(Bos5)tn o (5)ds.

h=A,B

Alors, n=,,(B) tend presque sirement vers I(8) quand n tend vers linfini.
Preuve. Avec les notations précédentes, on peut écrire:

4 (g) = 215 [ W (dNws(o) — [ 1 (528 -1
n zn<ﬂ)—h§B< ; /0 B Whi(3)dNn,i(s) /0 m( Sh(,B,s)) ANy, 1(5)

— /T In (Sh(ﬂ,s)) ’n—ldﬁn,h(s)) .
0

D’apres la loi des grands nombres, le premier terme de cette somme tend vers
T T

Y E ( I Wh<s)th(s)> ,

h=A,B 0

quand n tend vers l'infini. D’aprés la définition 2.2.2.3 des compensateurs prévisibles A,
des processus Ny, cette limite est aussi égale &

.
) E( / ﬂ{Wh(s)eﬂwTWh‘sm(s)ah,o(s)ds).
h=A,B 0

Pour le second terme, rappelons que pour h = A,B, Sj, est strictement positive. On peut
donc utiliser le lemme B.3.1, qui implique

S'n.,h(ﬂ 73)
Sh(ﬂ ’3)

p-s.
n—o0

Vh = A,B, sup

s<7

In

Comme pour b = A,B et tout s < 7, 0 < n~'Nyx(s) < 1, on a aussi que, pour
h = A,B, [{In Sgh"g‘?&” n~1dN; »(s) tend presque sfirement vers 0 quand n tend vers
Pinfini. Pour le troisi¢me terme, la loi des grands nombres nous permet d’affirmer que
Jo In.Sk(B,5)n"1d Ny n(s) tend presque siirement vers son espérance

5 ( [ msi@aan()).

Les fonctions Sp, sont des fonctions déterministes, continues par rapport au temps s, si
bien que les processus fot In S, (B,8)(dNr(s) — dAr(s)) sont aussi des F;-martingales (voir
Andersen et al.[5]). En particulier, leurs espérances sont nulles et la limite précédente est
égale & E (Jy In.Sh(8,3)dAn(s)). On conclut en utilisant I’expression des compensateurs
Ap, et en remarquant que les fonctions In Sj, sont déterministes. I
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Pour terminer la preuve du théoréme, remarquons que la fonction / est concave comme
limite de fonctions concaves. En calculant ses dérivées premiére et seconde par rapport &
B, et en utilisant le fait que pour toute fonction prévisible F' du temps,

([ i) e[ o)

on obtient :
Z / DSk(Bo,8)ano(s)ds — OT %‘%Sh(ﬁo,s)ah,o(s)d&
h=A,B ’
@2\
—D2l 2 / (D Sh ,3’ (DSh (ﬂ, )) )Sh(ﬂ%s)ah,O(s)ds’
h=A,B

avec les notations 2.4.2.1. Notons que DI(Bg) = 0, si bien que la fonction ! est maximale
au point By. Grace a I'hypothése 2.4, nous prouvons dans le lemme 2.4.1 que les matrices

®2
%:vfh - (%”2:“-) ) (Bo,8), pour h = A,B sont définies positives. C’est pourquoi la matrice

—D?1(By) est aussi définie positive, et / est strictement concave en Sy, ol elle est maximale.
Pour conclure, on utilise le corollaire I1.2 (Appendix II) d’Andersen et Gill (voir [6]), qui
stipule que toute suite de variables aléatoires X,, qui maximisent une suite de fonctions
concaves F, tendant point par point en probabilité vers une fonction F’, tend en probabilité
vers le point z qui maximise la fonction limite F'.

B.2 Preuve du théoreme 2.2.2

La preuve de ce théoréme est basé sur un développement de Taylor au premier ordre
du vecteur dérivé de la fonction l,,. On écrit :

Din(Bn) = 0 = Din(8°) + D (B;)(Br — B°),

ol % appartient au segment [8°,5,], et on en déduit que:

o 2 *\\ —1
Vi - g7) = (-Zalfi)) " D),

Dl (8°

11 s’agit ensuite de prouver la normalité asymptotique du vecteur des scores () = ==

2 "
et la convergence en probabilité de la matrice Pi’;-}éﬂl.

Proposition B.2.1. Le vecteur des scores &, (7) converge en loi vers une variable aléatoire
gaussienne N (0, — D?(fy)).
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Preuve. Considérons le processus

£nlt) = -”‘-’Z [ (90469 - T ) st

h.-A B

et calculons son compensateur prévisible:

n~1/2 Z/ (Wh,z(S) S,, % (fo )) horiDY,, (s)ano(s)ds = 0.

h—-A B

Ce processus est donc une Fi-martingale. Nous allons montrer sa convergence en utilisant
le théoréme de la limite centrale pour des martingales di & Rebolledo (voir [52, 5]). Pour
cela, montrons d’abord la convergence de son processus de variation prévisible < &,(t) >

DSy p ®2 o7
< &n(t) >= -12 / (Wh,z -5, (Bos 3)) e Vi)Y, i(s)an,0(s)ds.

h=A,B i=1
En développant le carré, on peut écrire:

t D2S DS ®2
< gﬂ(t) >= Z / ( Sn,:,h - ( Sf:}:h) ) Sn,hah,o(S)dS.

h=A,B 0

En utilisant la convergence uniforme des fonctions Sy 4, DSy, 1 €t D%Sy , pour h = A,B,
on montre que le processus de variation prévisible < £,(¢) > tend en probabilité vers

t D2S DS 22
> ( A () ) S
h=A,B

Remarquons que pour ¢ = 7, cette matrice limite est —D?1(5,).

Vérifions maintenant les conditions de Lindeberg du théoréme de Rebolledo: il suffit
de prouver, pour chacune des coordonnées (), 1 < j < 2D + 2, que:

dsn h 2
- B0
¢t >= 1}: / Wh,i(s)) - ﬁ (ﬁo,s) 85,
h—AB =1 {n-lﬂ Wi ()0 =4 | >e)

eﬂ;{:owh,i(s)yh,i(s)ah’o (S)ds

tend vers 0 quand n tend vers 'infini, pour tout € > 0. En utilisant 1'inégalité suivante,
pour tous réels a,b:

(@ =) Wja-ti>e} < 40 Lijaise/ay +45° Wpioe/z) »
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on obtient :
(j) ) (t) ><

4 Z _IZ / Wh’(s)m) 172 () ey €0 Vi ) (s)ds

h=A,B
9Sn1 2
—_z.l_
+ ‘/(; < 3 p )) 9Su Sn’h(ﬂ()ys)ah,o (S)ds

-1/208U
{n lT,h|>€/2}

En utilisant une inégalité de type Chebychev, il découle que:

(J) ) (1) >< 4 -IZ/ Whi 8)(]) 2n "leﬂ%W""(’)Yh,i(s)ah,o(s)ds
=A,B

Sy 3
t -ﬂ;?
+ / ( ) 2 -1/2 ! “’1“(16073) C!h,o(s)ds,
0

3

et donc,

< €9)(t) >< 8n~Y2%! sup (|th )(J)l Z / &S

hyijss h=A,B 6(7)2 ho
dsn h
+8n72% Y / (dﬂ] ) Sn,n(Bos)cen,0(s)ds.
h=A,B

Chaque somme S, ; et ses dérivées tendent uhiformément_ vers leurs espérances (voir lemme
B.3.1), donc le second terme de la borne précédente tend vers 0 quand n tend vers linfini.
Pour le premier terme, remarquons que

sup ([Whi(s)?) = supmax(1,|Zlec)

3h,js8

Dans le lemme B.3.2, nous prmivons que

S#P(lzh,ﬂoo) = Op.s.(Inn),
52 :

ce qui permet d’affirmer que le premier terme tend aussi vers 0 quand n tend vers 'infini.
Finalement, le processus < & Y )(t) > tend presque sirement vers 0 quand n tend vers
I'infini. Les conditions du théoréme de la limite centrale pour des martingales d & Re-
bolledo sont donc remplies, et donc &,(7) = n~1/2Dl,,(f,) tend en loi vers une gaussienne

N (0, - D2(5p)) . O

11 reste maintenant & prouver la proposition suivante:
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Proposition B.2.2. Pour toute suite B, qui tend en probabilité vers By quand n tend vers
Uinfini, la matrice n~1D%1,(8;) tend vers la matrice D*I(By) quand n tend vers l'infini.

Preuyve. La preuve se passe en deux étapes:

La premiére étape est la convergence de n='D?I,(8o) vers D?1(By), ce qui est immédiat
en utilisant la convergence uniforme des fonctions Sy, et de ses dérivées vers S, et ses
dérivées (cf B.3.1). Clest pourquoi || 222l — p7(4,)
n tend vers I'infini.

‘ . tend en probabilité vers 0 quand
(e 9]

La seconde étape est la preuve du lemme suivant :

Lemme B.2.1.

limlimsup sup n~'||D%(B) — D%in(f)|, = 0.

€30 n—00 |f—foles<e

Preuve. Notons S'(g), DS'(g), D?S'(¢) les expressions suivantes:

S’(s) = max sup sup Ieﬂz'wh(") —_ eﬂh,OTWh(s)I
|B1—Bh,0lo<e 3

max sup sup |(eﬂ;{Wh(3) _ eﬂh,OTWh("))Wh (s)loo
h lﬁh‘ﬁh,0|°°<€ s

D2S'(€) = max sup Sup”(eﬂz‘wh(a) _.eﬂh,OTWh(a))Wh(s)®2”m
h Iﬂh—ﬂh,0|°°<€ s

DS'(¢)

1 est clair que E (S'(¢)), E(DS'(¢)) and E (D%5'(¢)) sont bornés par ¢(¢) = E (45(6)),.01‘1:

$(e) =max  sup  sup|efh Vh() o Wil)|(1 4 |Wi(s)loo + [Wi(9)|%)-
|Bh—Bh,0lco<e 8

Prouvons par convergence dominée que li_% p(e) =0.
€

Il est clair que Hn(:) ¢(e) = 0. Soit &g un réel strictement positif. Il existe un réel
e—>
strictement positif C,, tel que pour tout z > 0,

1+ 2+ 2% < Ceoe*. (B.2.B.1)

Soit £ un réel tel que 0 < € < g9. Pour tout B tel que |8 — fyloo < &, en utilisant un
développement de Taylor, on peut majorer |e% Wh(e) — 810" Wi(9)| par &| W), (s)|ooes! Wi (e,
En utilisant 1'inégalité B.2.B.1, nous obtenons:

$(e)

IN

max £|Wh(8)|ooes (oo eﬁn,oTWr..(s)CEo €0l W (8)loo

IN

Z £0|Wh(5)|ooe=0!W(0)loo e840 Wi(o) 0, g20lWia(s)loo
=A,B

En prenant I’espérance et en appliquant une inégalité de Holder, on obtient que, pour tous
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PetQtelsque}%+%=1:

]E( Z solwh(s)|°°e€o|W/.(-’)|ooeﬁh,oTWh(ﬂ)Csoeeoan(S)loo)
h=A,B

1 L
< Z E (EQCEO|Wh(s)|°°e2QE°|W"(S)|°°) °E (ePﬁ,{oW,,(s)) P
h=A,B

Comme ’ensemble © 4 x © g défini en 2.3 est un ensemble 7guvert il est toujours possible
de choisir P tel que pour h = A,Bet0<s< 7, E (ePﬂh,OW"(’) < oo, puis @ tel que

5+ % = 1. Ensuite, en choisissant &g tel que E (co|W(s)|ooe29e0!Wa()le) < 00 (voir
B.3.3), cette espérance est finie. Par convergence dominée, ¢(c) = E(¢(€)) tend vers 0
quand n tend vers I'infini.

Soit M, (8,s) défini par:

Mn(ﬂ’s) = hrgza{xB ma‘x(lsn,h(,@7s) - Sn,h(ﬂo,s)ly
IDSp.1(8,8) = DSn,(B0,5) 05| D2 S (B,8) — DS n(Bo,3)lloo)-

Par définition de S'(¢), DS'(¢), D2S'(¢), il est facile d’obtenir que

n
sup sup M,(8,5) < 2071 Si(e) + DSi(e) + DSi(e).
[B—Boloo<e 8<T _i=1

Par la loi des grands nombres, le terme majorant tend vers 2 E (S.(¢) + DSi(¢) + D?Si(e))
qui est lui-méme borné par 6¢(¢). Finalement,

limsup sup supMy,(B,s) < 7p(¢). (B.2.B.2)

N—=x0  |f-foloo<e 85T

Soit ¢ = hmjlnB igf Sh(Bo,8). Les hypotheéses 2.1 et 2.2 permettent d’affirmer que c est
=A,B s<T

strictement positﬁ'. Soit Q, 'événement {Vs < 7, h = A,B Sy 1(B0,8) > ¢/2}. En utilisant
la convergence uniforme des Sy, 5 vers les S, il est clair que P(£2,) tend vers 1 quand n
tend vers l'infini. Sur ’événement (2, il est maintenant possible, pour tout s < 7, de bor-
ner ||D2Spn/Snn(B,3) — D2Sn,h/Snp(Boss) ||, Por 2/c||D%Sn,n(B,3) — D?Sp(B0s9)) || oo
et donc par 2My(8,s)/c. En suivant la méme idée, nous obtenons

D - ®2 DS,-,, ®2
(—5%) (IB?S) - (T’;h) (ﬂ073)

o

<

x

4/ ||(DSn1)®%(8,5) = (DSn,1)(B09)|| oo
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En factorisant le membre de droite et en utilisant la définition de My, nous avons aussi,

®2 ®2
” DS"" ,6,8)—(%) Gos)|| <

Sn,h
4/62 |DSn,h(1873) - Dsn,h(ﬂ0’3)|°° (IDSn,h(ﬂ7s)|°° + !DS'n,h(IBO)s)'go)
< 4Mn(,693)/62(IDSn,h(,6’3)|°° + |DSn,h(ﬁ073)|oo)'

Comme DSy, 1(Bo,s) tend presque stirement vers DSx(50,3), | DSn 1(B0,5) |0 < 3/2|DSh(B0,5)]o0

pour n assez grand. Pour la méme raison, | DSy, 1(8,3)| < 3/2|DSx(8,5)|cc. Pour h = A,B,
pour tout 0 < s < 7 et G tel que |8 — By < €, nOUS avons:

sup |DSh(Bs)leo < 3 E (P HO[Wi(s) oo -
s<T h=A,B

En décomposant e Wi() en e(Br=81,0TWi(s)ehno™Wi(e) et en majorant (B — Bp0)T Wh(s)
par €|Wp(s)|co, nous pouvons conclure que

sup  sup|DSk(B,8)|eo < 0.
B:|8—Boloo <€ 8T

Fina.lement il existe une constante C telle que, pour tout 0 < s < t et B tel que |8—Bo|oo <

D?Spp [ DSpn ®2 D?Spph _ DSnh g2
“( - (T ) ) - (T2 - (G (e

< CMy(B,s).

’ 0

En intégrant par rapport & Ny 1,
| D% (8) — D2in(Bo)|| /m < C /; Mn(B,5)dN (s)/n < C'sup M (B9) N (7) [,
s—

avec N = Nan + Np,. Notons que N(7)/n < 2, si bien qu’en utilisant B.2.B.2

limsup sup sup [|(D%n(8,5) — D%n(Bo:8))/nl|,, < 14Ck(e),

R0 |f—foloo <€ ST

et ¢(¢) tend vers 0 quand n tend vers 'infini. O O

B.3 Lemmes techniques

Nous montrons ici des résultats trés classiques et bien connus, utilisés dans les preuves
précédentes.
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Lemme B.3.1.

max (hxg%g sup |5, (6:5) = Sn(B9)], max, sup |DSn,n(B58) = DSh(8,9)lo »

Jax, sup | D*Sn.p(8s8) — D2Sh(,373)”oo)

tend presque sirement vers 0 quand n tend vers linfini.

Preyve. - Prouvons par exemple que sup | S, a(8,3) — Sa(B,3)| tend vers 0 quand n tend
; ‘ : s<7t :
vers I'infini. Rappelons la définition 2.1.2.8 de Sy 4:

n
Sna(B,5) =01y fAWAiy, i(s),

=1

et des indicatrices de risque 2.1.2.6. En notant V¥, 1 < k < 3 les expressions suivantes:

1 _ A+0TZA,' A eTZ »i

Vi = AT ity <Ta iy T A WiTy <5}
2 0’1"2 .

Vi = A% ir, omy )
3 _ +6TZ 4 ; .

Vi = efATla%Aisp i Wity . <Tu i}

on peut décomposer Sp 4 en:

n

n n
Sn,a(B,8) =n~! Z V! Iz, > 4n7t Z V2 iz, > —n Z V27,54 -

=1 =1 =1

Chacun des V* est strictement positif, et leurs espérances sont finies. 10 suffit de prouver
que chacune de ces sommes tend vers son espérance uniformément sur [0,7]. Montrons-le
par exemple pour la premiére:

Définissons pour tout s < 7, Fin(s) =n"13 1, V! H{fAﬂ.Z,} . Pour tout s < 7, F14(3)

tend presque sirement vers F(s) = E (V! {7, >4))- Soit N un entier et ¢4, v des réels tels
que tx n = sup{s,F1(s) > E (V') £}. On a donc, pour tout s tel que tx+1,x < 8 < tpN:

Fi(te,n) = Fi(tesr,n) =0~ < Fi(s) < Fi(tir,n) = Fite,n) +77"
Comme F} 5, est une fonction décroissante de s, nous avons aussi:
Fin(tk,n) < Fin(s) < Fin(tes,n)-
En utilisant les deux inégalités, on trouve que:

Fin(tin) — Fi(tin) =1t £ Fia(s) = Fi(s) € Fin(tes1,n) — Filtersn) + 070
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si bien que,

_ _ -1
U Fin(s) = Fi(9)] < s 1Fun(in) = Filtna) + 7"

Soit € un réel strictement positif. Choisissons d’abord N tel que 1/N < £/2, puis n assez
grand pour que maxXo<k<n |F1,n(tk,~) — F1(tk,n)| < €/2, ce qui permet de conclure. Nous
procédons de la méme maniére avec les autres sommes. O

Lemme B.3.2. La suite (Inn) ™! sup;<;<y, |Ziloo est tendue.

Preyve. Soit A un réel strictement positif tel que E (e%l=) < oo et M un réel stricte-
ment positif. Commencons par majorer P (sup1<i<n |Zi|loo > M Inn). 1l est clair que cette
probabilité est plus petite que P (3| Zi|c > M Inn), qui peut étre bornée par la somme
des probabilités > 7 ; P(|Zi|c > M Inn). En utilisant une inégalité de type Chebychev,
cette somme est plus petite que > i, e~ AMlnn g (e*'zilw) et finalement,

E (eA|Z|oo)
. <=\ /)
P (1211,12" | Zi|oo > Mlnn) S V2

Pour M assez grand, AM — 1 est strictement positif, et

. . Z‘loo
limsu hm]P(su |—z——>M)=0
M—)oop"""°° 15i£n Inn ’

ce qui termine la preuve. O

Lemme B.3.3. Supposons qu’il eziste g9 > 0 tel que pour tout 8 tel que |0|cc < €0,
E (]ZIgoe"TZ) < 0. Alors, il eziste o > 0 tel que pour tout 0 < n < mo, E (|Z|%,"%l=) <
0. _

Preuve. Notons Z() les coordonnées de Z, nous avons
) 2 )
= j
|Zle0 = max Z7 < ]2_:1 |Z%77].
En utilisant une inégalité de Holder, nous avons

1

D D D

E (|Z|g°e’7 ) IZG)I) =FE H IZIgéDeﬂlZU)I < H]E <|Z|g°eDn|Z(j)|)
i=1 i=1

Chaque facteur du produit peut étre borné par max;<j<p E (|Z |§°eD"|ZU)') , si bien qu’on
peut affirmer que

E (12%em7=) < Zax E (1212272 + E (|121%6272%) .
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Soit 8 tel que |6]oo < €o. Alors, pour toute coordonnées 89 de 8, [§U)| = |-8U)| < o, donc
on a aussi E (]z;goe""”‘”) <ooetE (|z;g°e-0°’,2<”) < co. Finalement, E (|Z|2,¢"%l=)
est finie dés que 7 est plus petit que %. O
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Cette annexe présente les fichiers Matlab utilisés pour les simulations du chapitre 2.
Les noms de fichiers apparaissent en gras (fichier.m), alors que les commandes Matlab
apparaissent en type machine & écrire (y=function(x)).

C.1 Fichiers de simulation des variables aléatoires

Les simulations ont été réalisées dans les conditions suivantes:
— La taille de ’échantillon est n.

— Les variables X4 et Xp sont indépendantes et suivent des lois exponentielles de
méme parameétre .

— Les variables de censure U4 et Up sont indépendantes et suivent des lois exponen-
tielles de méme paramétre u.

— Les paramétres de chocs sont p = [09,0%].
— La durée d’étude est ¢.
— Le nombre de simulations est L.

Tous ces paramétres peuvent étre réglés par le fichier Parametres.m. Celui-ci demande
A l'utilisateur les valeurs citées ci-dessus dans ce méme ordre, et les stocke dans un fichier
parametres.mat que 1’on peut charger par la commande load parametres. Les noms
des parameétres sont n, lambda, mu, rho, t, L.

Pour une simulation, les variables aléatoires sont engendrées par le fichier Simula-
tion.m. C’est une fonction [T,Delta]=Simulation(n,lambda,mu,rho),ol n est la taille
de la population, lambda est le parameétre des variables X}, ;, mu est le paramétre des va-
riables de censure et rho est le vecteur [p%,0%]. Ce fichier donne en sortie un tableau T &
deux lignes et n colonnes contenant les variables [T4,;,T5,i] et un tableau Delta & deux
lignes et n colonnes contenant les variables [044,0p]. 11 affiche & ’écran

— D’espérance des Xj ;

— leur moyenne empirique

- leur écart-type théorique

- leur écart-type empirique

- des intervalles de confiance & 95%

- la méme chose pour les X} ;

— la méme chose pour les Xh,i

- la méme chose pour les Uy ;

- la moyenne et ’écart-type empiriques des 05,

- la moyenne et I’écart-type empiriques des T} ;.

Le fichier réellement utilisé dans les autres programmes est Simulation2.m. 11 fait la
méme chose que Simulation.m sans rien afficher. Il se déclare par [T,Deltal= Simulation2(n,lambda,mu,rh:
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C.2 Fichiers nécessaires a la construction de la vraisem-
blance

Le fichier calculant la vraisemblance, sa dérivée et sa dérivée seconde & partir des
données est Vraisemb.m. Il fait appel aux fichiers suivants: Compte.m, Sn.m, DSn.m,
Variance.m et indirectement Matrice.m.

Le fichier Compte.m est une fonction [Nprime, Nseconde]=Compte(T, Delta,t)
qui prend en argument le tableau T des dates [T4,;,TB,i], le tableau Delta des indicatrices
de censure [04,,05,;] et une date quelconque t. Il donne en retour deux tableaux Nprime
et Nseconde de méme taille que T. Nprime contient dans sa premiére ligne les valeurs
Na,i(t) et sur sa deuxiéme ligne les valeurs Ny;(t) (mémes notations que la partie 2.2.1).
Nseconde contient dans sa premiére ligne les valeurs Ny i(t) et sur sa deuxiéme ligne les
valeurs Ng ;(2).

Remarque C.1. On a choisi le méme parameétre A pour les deux dates X4 et Xp. On
fera donc l'estimation dans le cas ou I'on sait que les deux événements étudiés ont méme
risque de base (voir Remarque 1).

Le fichier Sn.m est une fonction s=Sn(T,Delta,t,rho) qui prend en argument le
tableau T des dates [T4,T,i], le tableau Delta des indicatrices de censure [04,;,0p,;], une
date quelconque t et un vecteur rho de dimension 2 [p4,0p]. Il donne en sortie la somme
Sy, intervenant dans la vraisemblance.

Le fichier DSn.m est une fonction D=DSn(T,Delta,t,rho) qui prend en argument le
tableau T des dates [T4 ;,T,], le tableau Delta des indicatrices de censure [04,,05,], une
date quelconque t et un vecteur rho de dimension 2: [p4,0]. Il donne en sortie le vecteur
D contenant les dérivées de la somme S, par rapport & pa et & pB.

- Le fichier Matrice.m est une fonction M=Matrice(T,Delta,t,rho) qui prend en ar-
gument les tableaux T et Delta de taille 2 X n, une date quelconque t et le vecteur de
dimension 2 rho. Il donne en sortie une matrice M qui est égale & (97;7—‘?“ - (%%ﬂ)z) (rho,t).
11 fait appel aux fichiers Sn.m et DSn.m.

Le fichier Variance.m est une fonction v=Variance(T,Delta,t,rho) qui prend en
argument les tableaux T et Delta de taille 2 X n, la date finale d’étude t et le vecteur de
dimension 2 rho. Il donne en sortie la matrice v égale & —D?l, (rho). Il fait appel aux
fichiers Compte.m et Matrice.m.

Le fichier Vraisemb.m est une fonction [v,grad,hess]=Vraisemb(rho,T,Delta,t)
qui prend en argument les tableaux T et Delta de taille 2 x n, la date finale d’étude t et
le vecteur de dimension 2 rho. Il donne en sortie la valeur v de la vraisemblance au point
rho, le vecteur grad, gradient de la vraisemblance en ce point et la matrice hessienne
hess des dérivées secondes de la vraisemblance au méme point. Le gradient et la matrice
hessienne sont nécessaires & Matlab pour maximiser la vraisemblance.
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C.3 Fichiers d’estimation des parameéetres

Le fichier Estim.m est une fonction Estim(T,Delta,t,rho) qui prend en argument
les tableaux T et Delta de taille 2 X n, la date finale d’étude t et le vecteur de dimension
2 rho. Il maximise la vraisemblance & partir de la valeur donnée par rho. Il affiche les
différents résultats suivant les options de maximisation choisies ainsi que le temps de
calcul. 1 fait appel au fichier Vraisemb.m.

Le fichier Estim2.m est une fonction [res,crit,I]=Estim2(T,Delta,t,rho) qui
prend en argument les tableaux T et Delta de taille 2 x n, la date finale d’étude t et le
vecteur de dimension 2 rho. Il calcule en sortie un vecteur d’estimateurs res qui contient
les estimateurs du maximum de vraisemblance (44,0B), un critére de maximisation qui
vaut 1 si 'algorithme de maximisation a convergé et O sinon, et une matrice I qui est la
matrice —D?,(p4,0B) qui estime la matrice asymptotique de variance-covariance.

Le fichier Prog-princ.m est le fichier de commandes principal. Il commence par char-
ger les parameétres stockés dans le fichier parametres.mat. 11 affiche les valeurs de ces
parameétres a I’écran. Il réalise L simulations en appelant le fichier Simulation2.m et pour
chaque simulation, il calcule un vecteur d’estimateurs en appelant le fichier Estim2.m.
11 stocke dans un fichier resultats.mat les grandeurs n, L, Rho qui est un tableau de
taille 2 x L contenant les estimateurs des L simulations, Critere qui est un tableau de
taille 2 x L contenant les critéres d’optimisation donnés par Estim2.m et Sigma qui est
un tableau de taille 3 x L contenant les écarts-types asymptotiques de g4 et pp et la
covariance de (4,08)-

C.4 Fichiers d’affichage graphique

Le fichier Repart.m est une fonction res=Repart (t,Rho,rho,Sigma) qui prend en
argument une date quelconque t, un tableau Rho de taille 2 X L contenant les estimateurs
pa et pp, le vecteur rho de dimension 2 contenant les vraies valeurs des parametres p91
et p% et le tableau Sigma de taille 3 x L contenant les écarts-types asymptotiques de g4
et pp et la covariance de (a,08). 1l calcule le vecteur res les valeurs des fonctions de
répartition empirique au point t des variables /GrA(n — PJ)-

Le fichier Gaussienne.m est une fonction Gaussienne (Rho,rho,Sigma) qui prend en
argument un tableau Rho de taille 2 X L contenant les estimateurs g4 et pp, le vecteur rho
de dimension 2 contenant les vraies valeurs des parametres pY et p% et le tableau Sigma
de taille 3 x L contenant les écarts-types asymptotiques de (44 et pp) et la covariance
de (p4,06B)- 11 donne en sortie les graphes de la fonction de répartition d’une Gaussienne
centrée réduite et des fonctions de répartition empirique des estimateurs p% et p%. 1 fait
appel au fichier Repart.m et nécessite la boite & outils stixbox.

C.5 Programmes

% Parametres.m
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%
% FONCTION : Ce programme permet d’enregistrer les parametres necessaires
% a la simulation des variables aleatoires dans le fichier

% parametres.mat. Les donnees sont demandees a l’ecran.

%

% APPEL DE FONCTIONS : aucune

%

% ENTREES : tout est demande a l’ecran

%

% SORTIE : fichier parametres.mat

%
%
% PROGRAMME
%

n=input(’Taille des echantillons:’);

lambda=input (’Risque de base:’);

mu=input (’Risque de la censure:’);

rho=input (’Parametres de dependance ([rhoi;rho2]):’);
t=input(’Date de fin d’’etude:’);

L=input (’Nombre des simulations:’);

save parametres n lambda mu rho t L;

% Simulation.m

% function [T,Delta]=Simulation(n,lambda,mu,rho);

%

% FONCTION : Ce programme permet de simuler les variables

% aleatoires T_{A,i}, T_{B,i}, delta_{A,i} et delta_{B,i} et de les
% stocker dans des tableaux T et Delta.

%

% APPEL DE FONCTIONS : aucune

%

% ENTREES : n : taille de la population

% lambda : parametre des lois exponentielles de depart
% mu : parametre des lois exponentielles de la censure
% rho : parametre de chocs a estimer

%
% SORTIE : T : tableau des dates T_{A,i}, T_{B,i}

%  delta : tableau des indicatrices de censure delta_{A,i} et
% delta_{B,i}

%
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% PROGRAMME
%

function [T,Deltal]=Simulation(n,lambda,mu,rho);

% Simulation des Xi
%

U=rand(2,n); % Variables uniformes independantes sur [0 1]
A=-log(U)/lambda; % Variables exp(lambda) independantes

% Verification

disp(’Esperance des Xi:’);

disp(1/lambda) ;

MA=mean(A,2); % Moyenne empirique des Xi
disp(’Moyenne empirique des Xi:’);
disp(MA);
disp(’Ecart-type theorique des Xi:’);
disp(1/lambda);

VA=std(A,0,2);

disp(’Ecart-type empirique des Xi:’);
disp(VA);

IA=[MA-2#VA/sqrt(n) MA+2*VA/sqrt(n)];
disp(’Intervalle a 95 pour cent:’);
disp(IA);

diSp( ’ ?) ;

B=A<flipud(A); % Tableau des Xil<Xi2 et Xi2<Xil

% Simulation des X’i
%

V=rand(2,n); % Variables uniformes independantes sur [0 1]
R=diag(exp(rho))*lambda;
C=-inv(R)*log(V); % Variables exp(e-rhol*lambda) et

| % exp(e“rho2*lambda) independantes

% Verification

CC=diag(inv(R));

disp(’Esperance des X’’i:’);

disp(CC);

MC=mean(C,2); % Moyenne empirique des X’i
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disp(’Moyenne empirique des X’’i:’);
disp(MC);

disp(’Ecart-type theorique des X’’i:?’);
disp(diag(inv(R)));

VC=std(C,0,2);

disp(’Ecart-type empirique des X’’i:’);
disp(VC) ;

IC=[MC-2*VC/sqrt(n) MC+2*VC/sqrt(n)];
disp(’Intervalle a 95 pour cent:’);
disp(IC);

disp(’

I=ones(2,n); % Tableau de 1
X=A.*B+(f1lipud (A)+C) .*(I-B);

% Tableau des Xil*1{Xii1<Xi2}+(Xi2+X’i2)*1{Xi1>=Xi2}

% Xi2#*1{Xi2<Xi1}+(Xi1+X’i1)*1{Xi2>=Xi1}

% Verification

CX=[(1/lambda+exp(-rho(1)))/2; (1/lambda+exp(-rho(2)))/2];

disp(’Esperance des Xi-tilde:’);

disp(CX);

MX=mean(X,2); % Moyenne empirique des X"i
disp(’Moyenne empirique des X-tilde:’);
disp(MX) ;

ECX=[sqrt (1/1lambda~2+3*exp(-2*rho(1)))/2 ;

sqrt (1/lambda~2+3*exp(-2#rho(2)))/2];

disp(’Ecart-type theorique des Xi-tilde:’);

disp(ECX) ;

VX=std(X,0,2);

disp(’Ecart-type empirique des Xi-tilde:’);

disp(VC);

IX=[MX-2%VX/sqrt(n) MX+2*VX/sqrt(n)];

disp(’Intervalle a 95 pour cent:’);

disp(IX);

disp(’

% Simulation de la censure

W=rand(2,n); % Variables uniformes independantes sur [0 1]

=-log(W)/mu; % Variables exp(mu) independantes

% Verification

)

)

Annexe C
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disp(’Esperance des Ci:’);

disp(1/mu);

ME=mean(E,2); % Moyenne empirique des Ci
disp(’Moyenne empirique des Ci:’);
disp(ME);
disp(’Ecart-type theorique des Ci:’);
disp(1/mu) ;

VE=std(E,0,2);

disp(’Ecart-type empirique des Ci:’);

disp(VE);

IE=[ME-2+VE/sqrt (n) ME+2*VE/sqrt(n)];
disp(’Intervalle a 95 pour cent:’);

disp(IE);

disp(’ );

% Definition des variables Ti et delta-i

Delta=(X<=E); % Tableau des 1{Xii<=Uii}
disp(’Moyenne des Delta-i:’);
disp(mean(Delta,2));
disp(’Ecart-type empirique des Delta-i:’);
disp(std(Delta,0,2));
disp(’ );

T=(X-E) .*Delta+E; % Tableau des inf(X"i,Ui)
disp(’Moyenne des Ti:’);
disp(mean(T,2));
disp(’Ecart-type empirique des T-i:’);
disp(std(T,0,2));

% Simulation2.m

% function [T,Deltal=Simulation2(n,lambda,mu,rho);

v .

% FONCTION : Ce programme permet de simuler les variables

% aleatoires T_{A,i}, T_{B,i}, delta_{A,i} et delta_{B,i} et de les
% stocker dans des tableaux T et Delta.

%

% APPEL DE FONCTIONS : aucune

%

% ENTREES : n : taille de la population

% lambda : parametre des lois exponentielles de depart
% mu : parametre des lois exponentielles de la censure
% tho : parametre de chocs a estimer
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%

% SORTIE : T : tableau des dates T_{A,i}, T_{B,i}

% delta : tableau des indicatrices de censure delta_{A,i} et
% delta_{B,i}

%

% PROGRAMME

%
function [T,Delta]=Simulation2(n,lambda,mu,rho);

% Simulation des Xi

U=rand(2,n); % Variables uniformes independantes sur [0 1]
A=-log(U)/lambda; % Variables exp(lambda) independantes

B=A<flipud(A); % Tableau des Xii<Xi2 et Xi2<Xil
% Simulation des Xi-tilde
V=rand(2,n); % Variables uniformes independantes sur [0 1]
R=diag(exp(rho))*lambda;
C=-inv(R)*log(V); % Variables exp(e~rhoi*lambda) et
% exp(e“rho2*lambda) independantes
I=ones(2,n); % Tableau de 1
X=A.*B+(f1ipud(A)+C) .*(I-B);
% Tableau des Xil*1{Xi1<Xi2}+(Xi2+X’i2)#*1{Xi1>=Xi2}
% Xi2*1{Xi2<Xi1}+(Xi1+X’i1)*1{Xi2>=Xi1}

% Simulation de la censure

W=rand(2,n); % Variables uniformes independantes sur [0 1]
E=-log(W)/mu; % Variables exp(mu) independantes

% Definition des variables Ti et delta-i
Delta=X<=E; % Tableau des 1{Xil<=Uii1}

T=(X-E) .*Delta+E; % Tableau des inf(X~i,Ui)

% Compte.m
% function [Nprime, Nseconde]l=Compte(T, Delta,t);
%
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% FONCTION : Ce programme permet de calculer les processus de comptages
% N_1, N_2, N_3, et N_4 a la date t a partir des donnees contenues dans
% les tableaux T et Delta.

%

% APPEL DE FONCTION : aucune

%

% ENTREES : T : tableau des dates T_{A,i}, T_{B,i}

% delta : tableau des indicatrices de censure delta_{A,i} et
% delta_{B,i}
% t : date a laquelle on calcule les processus de comptage

% SORTIE : Nprime : tableau d’indicatrices contenant les N_{2,i} sur la
% premiere ligne et les N_{4,i} sur la deuxieme ligne

% Nseconde : tableau d’indicatrices contenant les N_{1,i} sur la
% premiere ligne et les N_{3,i} sur la deuxieme ligne

%

% PROGRAMME

%
function [Nprime, Nseconde]=Compte(T, Delta,t);

[m,n]l=size(T); % taille du tableau T

A=Delta.*flipud(Delta); % tableau des dil*di2
B=T<=flipud(T); % tableau des 1{Ti1<=Ti2} et 1{Ti2<=Tii1}
I=ones(m,n); % tableau de 1

C=T<=(t*I); % tableau des 1{Ti<t}

Nprime=A.*(I-B).*C; % N’1(t)=dil*di2+*1{Ti1>Ti2}*1{Til<=t}
% N22(t)=di2*dil*1{Ti2>Ti1}*1{Ti2<t}
Nseconde=Delta.*B.*C; % N’’1(t)=dil*1{Ti1<=Ti2}*1{Til<=t}
% N?22(t)=di2*1{Ti2<=Ti1}*1{Ti2<=t}

% Sn.m

% function s=Sn(T,Delta,t,rho);

%

% FONCTION : Cette fonction permet de calculer la somme S_n(rho,t) a
% partir des donnees T et Delta et en fonction de la date t et des
% parametres rho.

%

% APPEL DE FONCTIONS : vide

% ENTREE : T : tableau des dates T_{A,i} et T_{B,i}
% Delta : tableau des indicatrices Delta_{A,i} et Dleta_{B,i}
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% t : date finale
% rho : parametres de chocs
%

% SORTIE : s : valeur de S_n(rho,t)
%
% PROGRAMME
%
function s=Sn(T,Delta,t,rho);

[m,n]=size(T); % Taille du tableau T

I=ones(size(Delta)); % Matrice de 1

A=T>=(t*I); % Matrice des indicatrices Ti>=t

R=diag(exp(rho)); % Matrice diagonale (exp(rho2),exp(rhol))
B=R*flipud((Delta.*(I-A)))+flipud(A); % Matrice des

% exp(rho)*Delta-i*1{Ti<t}+1{Ti>=t}

C=B.*A; % Matrice des Bil*1{Ti2>=t} et Bi2*1{Til>=t}
s=sum(sum(C))/n; % Somme de tous les termes de C divisee par n

% DSn.m

% function D=DSn(T,Delta,t,rho);

%

% FONCTION : Cette fonction permet de calculer le vecteur-derive de la
% somme S_n(rho,t) par rapport a rho_A et rho_B a partir des donnees T
% et Delta, en fonction de la date t et des parametres rho.

" o

% APPEL DE FONCTIONS : vide

%

% ENTREE : T : tableau des dates T_{A,i} et T_{B,i}

% Delta : tableau des indicatrices Delta_{A,i} et Dleta_{B,i}
% t : date finale
% rho : parametres de chocs

%

% SORTIE : D : vecteur des derivees de S_n(rho,t) par rapport a rho_A
% et rho_B.

%
%
% PROGRAMME
%
function D=DSn(T,Delta,t,rho);

[m,n]=size(T); % Taille du tableau T
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I=ones(size(Delta)); % Matrice de 1

A=T>=(t*I); % Matrice des indicatrices Ti>=t
R=diag(exp(rho)); % Matrice diagonale (exp(rho2),exp(rhol))
B=R*flipud((Delta.*(I-4))). % Matrice des

% exp(rhol)*Delta-i2*1{Ti2<t}*1{Tii>=t}

D=sum(B,2)/n;

% Variance.m

% function v=Variance(T,Delta,t,rho);

%

% FONCTION : Cette fonction permet de calculer la matrice

% -D"21n(rho_A,rho_B) a partir des donnees T et Delta, avec la date
% finale t et au point rho.

%

% APPEL DE FONCTION : Compte.m, Matrice.m

%

% ENTREE : T : tableau des dates T_{A,i} et T_{B,i}

% Delta : tableau des indicatrices Delta_{A,i} et Delta_{B i}
% t : date finale
% rho : parametres de chocs

%
% SORTIE : v : matrice des derivees secondes de la vraisemblance
%
% PROGRAMME
%

function v=Variance(T,Delta,t,rho);

[m,n]=size(T); % taille de T

[Nprime,Nseconde]=Compte (T,Delta,t); % Tableau des N’ et N’’
B=Nprime+Nseconde; % Tableau des N’+N’’

% Calcul de la somme des D2Sn/Sn-(DSn/Sn)2 aux points Til et Ti2
% divisee par n

M=[0 0;0 0];

for j=i:n
M=M+Matrice(T,Delta,T(1,j),rho)*B(1,j);
M=M+Matrice(T,Delta,T(2,j),rho)*B(2,j);
end;

v=M/n;



132 Annexe C

% Matrice.m

% function M=Matrice(T,Delta,t,rho);

%

% FONCTION : Cette fonction permet de calculer la matrice

% D~2Sn/Sn-(DSn/Sn) "2 au point rho et a la date t a partir des donnees.
%

% APPEL DE FONCTIONS : Sn.m, DSn.m

%

% ENTREE : T : tableau des dates T_{A,i} et T_{B,i}

% Delta : tableau des indicatrices Delta_{A,i} et Dleta_{B,i}
% t : date finale

% rho : parametres de chocs

%

% SORTIE : M : matrice D"2Sn/Sn-(DSn/Sn)"2 au point rho et a la date t
%
% PROGRAMME
h
function M=Matrice(T,Delta,t,rho);

[m,n]=size(T); % taille de T

D=DSn(T,Delta,t,rho);
s=Sn(T,Delta,t,rho);

% Si Sn=0 cette matrice est egale a zero car

% alors les processus contre lesquels on l’integre sont nuls
if s==

M=[0 0;0 0];

else

M=diag(D)/s-(D/s)*(D’/s);

end;

% Vraisemb.m

% function [v,grad,hess]=Vraisemb(rho,T,Delta,t);

13 _

% FONCTION : Cette fonction permet de calculer 1l’opposee de la valeur de
% la fonction de vraisemblance, sa derivee premiere et sa derivee seconde
A au point rho a la date finale t a partir des donnees de T et Delta.

%

% APPEL DE FONCTIONS : Compte.m, Sn.m, DSn.m, Variance.m,

%

2
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% ENTREE : rho : valeur du point ou 1l’on calcule la vraisemblance.
% T : tableau des dates

% Delta : tableau des indicatrices

% t : date finale d’etude

%

% SORTIE : v : valeur de la vraisemblance au point rho

% grad : vecteur des derivees premieres au point rho
% hess : matrice des derivees secondes au point rho
%

% PROGRAMME

%
function [v,grad,hess]=Vraisemb(rho,T,Delta,t);

[m,n]l=size(T); % taille de T
% Calcul des Sn(Til), Sn(Ti2), DSn(Til) et DSn(Ti2)

for j=1:n  tableau des Sn(Til) et Sn(Ti2)
S(1,3j)=Sn(T,Delta,T(1,j),rho);
S(2,3j)=Sn(T,Delta,T(2,j),rho);
V1=DSn(T,Delta,T(1,j),rho);
V2=DSn(T,Delta,T(2,j),rho);
Ds1(1,3j)=Vi(1);

DS1(2,3§)=V1(2);

DS2(1,3j)=V2(1);

DS2(2,3)=V2(2);

end;

[Nprime,Nseconde]=Compte (T,Delta,t); % Calcul des N’(t) et N’’(t)
R=diag(rho); % Matrice diagonale de rhol et rho2

A=R+Nprime; % Matrice des rhoil*N’1(t) et
% rho2=N’’2(t)

B=Nprime+Nseconde; % Matrice des N2 +N?
O=zeros(size(S));

C=A-1log(S+(S==0)).*B; % Matrice des rho1*N’1-log(Sn(T1))*N1 et des
% rho2*N’2-log(Sn(T2))*N2

% Si Sn(Ti1)=0 alors N’(Til) et N’’(Til) sont nuls aussi, donc avec la

133
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% convention 0*1log(0)=0, il n’y a pas de probleme. On peut donc remplacer
% tous les coeffs nuls de la matrice par des 1. D’ou le (S==0). '

v=-sum(sum(C))/n; % Opposee de la somme des termes de C divisee par n
% Calcul du gradient

E1=DS1./([1 0;1 0]*(S+(S==0))).*([1 0;1 0]*B);

E2=DS2./([0 1;0 1]1*(S+(S==0))).*([0 1;0 1]1B);

G=Nprime-E1-E2; % Matrice des N’-DSn/Sn*(N’+N’’)

grad=-sum(G,2)/n; % Opposee de la somme ligne

% par ligne de G

% Calcul du hessien

hess=Variance(T,Delta,t,rho);

% Estim.m .

% function Estim(T,Delta,t,rho);

%

% FONCTION : Cette fonction permet de calculer l’estimateur du maximum de
% vraisemblance a partir des domnees T et Delta, de la date finale t et
% du parametres rho de depart. Le programme compare les estimateurs

% suivant differentes options de maximisatiom.

%

% APPEL DE FONCTIONS : Vraisemb.m

%

% ENTREE : T : tableau des dates T_{A,i} et T_{B,i}

% Delta : tableau des indicatrices Delta_{A,i} et Dleta_{B,i}
% t : date finale

% rho : vraies valeurs des parametres de chocs, servent a

% initialiser le programme de maximisation.

%

% SORTIE : aucune
%
% PROGRAMME
%
function Estim(T,Delta,t,rho);

[m,n]=size(T); % Taille du tableau T

options=optimset([],’GradObj’,’off’, ’Hessian’,’off’, ’Diagnostics’,’on’);
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% Options d’optimisation
disp(’Options choisies: GradObj=off, Hessian=off, Diagnostics=on’);

debut=clock; % Heure de debut de calcul
resi=fminunc(’Vraisemb’,rho,options,T,Delta,t);
% Maximisation de la vraisemblance

% a partir de la vraie valeur du parametre
disp(resl);

disp(’Temps de calcul:’);
disp(fix(etime(clock,debut)));

disp(’ );

options=optimset([],’GradObj’,’on’,’Hessian’,’off’, ’Diagnostics’,’on’);
% Options d’optimisation
disp(’Options choisies: GradObj=on, Hessian=off, Diagnostics=on’);

debut=clock; % Heure de debut de calcul
res2=fminunc(’Vraisemb’,rho,options,T,Delta,t);
disp(res2);

disp(’Temps de calcul:’);
disp(fix(etime(clock,debut)));

disp(’ : o :) ;

options=optimset([],’Grad0Obj’,’on’, ’Hessian’,’on’, ’Diagnostics’,’on’);
% Options d’optimisation
disp(’Options choisies: GradObj=on, Hessian=on, Diagnostics=on’);

debut=clock; % Heure de debut de calcul
res3=fminunc (’Vraisemb’,rho,options,T,Delta,t);
disp(res3);

disp(’Temps de calcul:’);
disp(fix(etime(clock,debut)));

% Estim2.m

% function [res,crit,I]=Estim2(T,Delta,t,rho);

%

% FONCTION : Cette fonction permet de calculer l’estimateur du max de

% vraisemblanée, donne un critere de convergence et un estimateur de la
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%
h
%
h
%
h
h
4
h
)
%
%
%

matrice asymptotique.
APPEL DE FONCTIONS : Vraisemb.m, Variance.m,

ENTREE : T : tableau des dates
Delta : tableau des indicatrices
t : date finale d’etude
rho : vraies valeurs des parametres rho_A et rho_B servant a
initialiser la maximisation.

SORTIE : res: vecteur des estimateurs rho_A_chap et rho_B_chap
crit : critere d’optimisation de la convergence (=1 si 0K)
I : matrice de variance-covariance asymptotique -D~21ln(rho_chap)

%
h
h

PROGRAMME

function [res,crit,I]=Estim2(T,Delta,t,rho);

[m,n]=size(T); % Taille du tableau T

options=optimset ([],’Grad0Obj’,’on’, ’Hessian’,’on’, ’Display’,’off’);

% Options d’’optimisation

[res,eval,crit]=fminunc(’Vraisemb’,rho,options,T,Delta,t);

% Maximisation de la vraisemblance a
% partir de la vraie valeur du parametre

I=Variance(T,Delta,t,res); % Matrice de la variance limite de

h

sqrt(n) (rho_chapeau-rho_0)

%
h
)
h
)
h
[/
h
)/
%
%
h

Programme principal: Prog_princ

FONCTION : Fichier pour plusieurs simulations gardant en memoire les
estimateurs des rho, le critere de convergence et la matrice de
variance covariance de la loi limite de

racine(n) (rho_chap-rho_0) . Calcule la moyenne de ces estimateurs et la
somme des criteres convergents.

APPEL DE FONCTION : Simulation2.m, Estim2.m

ENTREE : parametres.mat contenant les variables n, lambda, mu, rho, t ,
L (nombre de simulations).
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%

% SORTIE : resultats.mat gardant en memoire les variables n, L, Rho,

% Critere, Sigma. Rho contient les L vecteurs-estimateurs, Critere les L
% criteres de convergence, Sigma les L vecteurs contenant 1l’ecart-type de
% A, 1’ecart-type de B et la covariance de A et B.

%
% PROGRAMME
%
clear;

load parametres;
disp(’n=’);
disp(n);
disp(’lambda=’);
disp(lambda) ;
disp(’mu=’);
disp(mu);
disp(’rho=");
disp(rho);
disp(’t=?);
disp(t);
disp(’L=’);
disp(L);

debut=fix(clock); % Heure de debut de calcul
disp(’Date et heure de debut:’); T

disp(debut) ;

for 1=1:L % pour chaque simulation
[T,Deltal]=Simulation2(n,lambda,mu,rho); % Simulation des variables
[res,crit,I]=Estim2(T,Delta,t,rho); % Estimation de rhol rho2

% critere de convergence "
% variance et covariance

Rho(1,1)=res(1); % Stockage de rhol dans le tableau Rhol
Rho(2,1)=res(2); % Stockage de rho2 dans le tableau Rho2
Critere(l)=crit; % Stockage du critere

M=inv(I);

Sigma(1,1)=sqrt(M(1,1)/n); % Stockage du terme de ecart-type pour rhol
Sigma(2,1)=sqrt(M(2,2)/n); % Stockage du terme de ecart-type pour rho2
Sigma(3,1)=M(1,2)/n; % Stockage du terme de covariance

end;
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save resultats n L Rho Critere Sigma; ’ Sauvegarde des donnees dans

% resultats

r=sum(Rho,2) /L; % Moyennes des rhol et rho2
disp(’Moyenne des rho_chapeau:’);

disp(r);

‘c=sum(Critere); % Nombre de criteres convergents
disp(’Nombre de criteres convergents:’);

disp(c); '

b=(r-rho) ./rho;
disp(’Biais relatif estime:’);
disp(b);

v=std(Rho,0,2);
disp(’Ecart-type empirique:’);
disp(v);

S=[1 0 0;0 1 0]*Sigma;

s=sum(S,2)/L;

disp(’Ecart-type asymptotique estime:’);
disp(s);

disp(’Biais relatif des ecarts-type:’);
disp((v-s)./v); o

O=ones(size (Rho));

D=diag(rho);

Inf=(D*0<Rho-S*1.96) ;
IC=(D*0>=Rho-S*1.96) . * (D*0<=Rho+S*1.96) ;
Sup=(D*0>Rho+S*1.96) ; ’

disp(’Nombre de cas en dessous de 1’°IC:’);
disp(sum(Inf,2));

disp(’Nombre de cas dans 1’’IC:’);
disp(sum(IC,2));

disp(’Nombre de cas au dessus de 1’°IC:’);
disp(sum(Sup,2));

% Gaussienne(Rho,rho);
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fin=fix(clock); % Heure de fin de calcul
disp(’Date et heure de fin:’);
disp(fin);

h
h

%
h
h
h
%
h
)
%
h
h
h

Repart.m
function res=Repart(t,Rho,rho,Sigma);

FONCTION : Ce programme permet de calculer la fonction de repartition
des rho_A_chap et rho_B_chap au point t.

APPEL DE FONCTIONS : aucune

ENTREES : t : point de la fonction de repartition
Rho : tableau des estimateurs
rho : vraies valeurs des parametres de chocs
Sigma : matrice des variance-covariance

SORTIE : res : valeur de la fonction de repartition au point t

PROGRAMME

function res=Repart(t,Rho,rho,Sigma);

[m,L]=size(Rho); % donne la taille de Rho

I=ones(m,L); % matrice de 1
R=diag(rho) ;
A=(Rho-R*I)./([1 0 0;0 1 0]*Sigma);

B=A<=(t.*I); % matrice des indicatrices

)

(rho_chapeau-rho_0)/se(rho_chapeau)

res=sum(B,2)/L; % fonctions de repartitions empiriques

%
h
h
h
h
h
/
h
%

Gaussienne.m
function Gaussienne(Rho,rho,Sigma);

FONCTION : Ce programme permet de tracer la fonction de repartition
d’une gaussienne N(0,1) et les deux fonctions de repartition empiriques

des estimateurs rho_A_chap et rho_B_chap sur le meme graphique.

APPEL DE FONCTIONS : Repart.m, stixbox
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% ENTREES : Rho : tableau des estimateurs

% rho : vraies valeurs des parametres de chocs a estimer
o Sigma : tableau des variance-covariance

%

% SORTIE : un graphique. Ce programme ne peut pas etre lancer en nohup.
%
% PROGRAMME
%
function Gaussienne(Rho,rho,Sigma);

addpath /home/letue/stixbox;
[m,L]=size(Rho); % donne la taille de Rho
I=ones(m,L); % matrice de 1

borne_inf=-5;

borne_sup=5;

X=(0:1000) * (borne_sup-borne_inf)/1000+borne_inf;
for i=1:1001
Y=Repart (X(i) ,Rho,rho,Sigma) ;
Y1(1)=Y(1);

Y2(1)=Y(2);

Z(i)=pnorm(X(i));

end;

[E1,H1]=stairs(X,¥1);
[E2,H2]=stairs(X,Y2);
plot(El,H1,’b’,E2,H2,’g’,X,Z,’r’);
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