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Résumé : Cette étude s’inscrit dans le do-
maine de l’optimisation de performances
de simulations numériques distribuées à
grande échelle à base de maillages. Dans
ce domaine, nous nous intéressons au bon
équilibre de charge entre les unités de calcul
sur lesquelles la simulation s’exécute. Pour
équilibrer la charge d’une simulation à base
de maillage, il faut généralement prendre
en compte de la quantité de calcul néces-
saire pour chaque maille, ainsi que la quan-
tité de données qui doivent être transférées
entre les unités de calcul. Les outils commu-
nément utilisés pour résoudre ce problème
le solvent d’une manière, qui n’est pas forcé-
ment optimale pour une simulation donné,
car ils s’appliquent à de nombreux cas autres
que l’équilibrage de charge et le partition-
nement de maillage. Notre étude consiste
à concevoir et implémenter un nouvel ou-
til de partitionnement dédié aux maillages
et à l’équilibrage de charge. Après une ex-
plication approfondie du contexte de l’étude,
des problèmes de partitionnement ainsi que

de l’état de l’art des algorithmes de parti-
tionnement, nous montrons l’intérêt de chaî-
ner des algorithmes pour optimiser de diffé-
rentes façon une partition de maillage. En-
suite, nous étoffons cette méthode de chaî-
nage en deux points : d’abord, en étendant
l’algorithme de partitionnement de nombres
VNBest pour l’équilibrage de charge où les
unités de calcul sont hétérogènes, puis en
spécialisant l’algorithme de partitionnement
géométrique RCB, pour améliorer ses per-
formances sur lesmaillages cartésiens. Nous
décrivons en détails le processus de concep-
tion de notre outil de partitionnement, qui
fonctionne exclusivement enmémoire parta-
gée. Nous montrons notre outil peut obtenir
des partitions avec un meilleur équilibre de
charge que deux outils de partitionnement
en mémoire partagée existants, Scotch et
Metis. Cependant, nous ne minimisons pas
aussi bien les transferts de données entre
unités de calcul. Nous présentons les carac-
téristiques de performance des algorithmes
implémentés en multithread.



Title: Mesh partitioning for load balancing multiphysics simulations
Keywords: parallelism, mesh, load balancing, multi-physics, graphs

Abstract: This study aims to improve
the performance of large-scale, distributed,
mesh-based simulations. More specifically,
we take an interest in improving the balance
between the load on each computation unit
on which the simulations execute. Load bal-
ancing mesh-based simulations generally in-
volve both the load of eachmesh cell and the
data transfers between computation units.
State-of-the-art tools most commonly solve
this problem in one way, which is not al-
ways themost optimal for a given simulation,
because their scope is broader than that of
mesh partitioning and load-balancing. Our
study aims to fill this gap and implement a
new partitioning tool dedicated to meshes
and load-balancing. After an in-depth pre-
sentation of the context and issues related
to balancing the load of distributed, mesh-
based simulations, as well as the definition
of common mesh-partitioning-related prob-

lems and associated, state-of-the-art algo-
rithms to solve each of these problems, we
present a new method to partition meshes,
which involves carefully chaining algorithms
to optimise given mesh partition metrics.
We then develop this method in two ways:
first, we expand the number partitioning al-
gorithm called VNBest so that it can bal-
ance load against target weights. Second,
we adapt the geometric algorithm called RCB
for cartesian meshes, to improve its perfor-
mance on such meshes. We implement the
algorithm chaining method and its exten-
sions in a new partitioning tool and describe
its design thoroughly. We show our tool can
compute partitions with better load-balance
than state-of-the-art tools Scotch and Metis.
However, the edgecut is not as optimised as
in state-of-the-art. We present the scaling of
our parallel implementation of partitioning
algorithms.
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Introduction

Prévoir la météo à partir des résultats de milliers de stations, modé-
liser des hélices d’éoliennes pour maximiser leur quantité d’énergie pro-
duite, étudier des phénomènes particulaires et quantiques, connaître les
conséquences d’un choc automobile à haute vitesse sur le conducteur
pour différents types de carrosserie. Toutes ces exemples nécessitent de
nombreuses expérimentations « réelles » ou « virtuelles » pour apporter
des éléments de réponses. Par virtuel, nous entendons l’utilisation d’un
modèle qui peut être physique, mathématique et/ou informatique. En
pratique, la modélisation de phénomènes physiques tels que ceux pré-
cédemment cités est réalisée en cinq temps, illustrés sur la Figure 1 :

1. Tout d’abord des modèles physiques sont définis pour décrire le
problème à étudier. Dans de nombreux cas, les problèmes rencon-
trés considèrent plusieurs questions physiques simultanément et
les problèmes ditsmulti-physiques sont complexes àmodéliser pré-
cisément. Unemodélisation usuelle à ce niveau est de disposer d’un
modèle consistant en un ou plusieurs systèmes d’équations aux dé-
rivées partielles.

2. Une fois le problème physique modélisé, il est discrétisé et appro-
ché à l’aide de méthodes numériques pour obtenir un modèle dis-
cret qui puisse être résolu à l’aide d’un ordinateur. Cette étape peut
être vu comme le passage d’un monde continu (le monde réel) à un
monde discret permettant des calculs efficaces sur un ordinateur.
Cette discrétisation se fait à la fois en temps et en espace généra-
lement. À titre d’exemple, considérons la déformation d’une carros-
serie de voiture lors d’un impact. Cette déformation se fait de ma-
nière continue au cours du temps, mais nous modélisons mathé-
matiquement l’écoulement du temps en considérant que le temps
« avance » par pas de temps discrets. Demême, pour modéliser ma-
thématiquement la déformation de la carrosserie, nous découpons
celle-ci en un ensemble de petits morceaux qui servent de support
aux calculs mathématiques. Ces petits morceaux sont communé-
ment nommés des mailles, et leur ensemble forme un maillage.
Il existe de nombreux types de maillage (par exemple structurés,
non-structurés, cartésiens) formés de plusieurs types demailles (par
exemple des triangles, quadrilatères en 2D et tétraèdres, hexaèdres,
prismes, pyramides en 3D). Le type demaillage utilisé dépend, entre
autres, desméthodes numériques utilisées (éléments finis, volumes
finis, différences finies).
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Figure 1 – D’un modèle physique à l’analyse de résultats de simulation.
Nous commençons par définir le modèle géométriquement, puis nous
le discrétisons à l’aide d’un maillage et nous ajoutons les informations
physico-numériques nécessaires au code de simulation. Après l’exécution
du code, nous pouvons alors visualiser et analyser les valeurs portées par
le maillage.

3. L’information nécessaire pour représenter les conditions initiales du
problème est ajoutée sur le maillage. Par exemple, des conditions
aux bords du maillage, ou des valeurs initiales d’une grandeur en
chaque maille.

4. Une fois le modèle discret défini, nous pouvons envisager des ex-
périmentations « virtuelles », autrement appelées simulations nu-
mériques, codes de calcul, ou codes de simulation, qui sont exé-
cutées sur matériel informatique. Selon le problème étudié, la dis-
crétisation en temps et en espace nécessitent des capacités de cal-
cul très importantes pour obtenir un résultat en un temps raison-
nable. Si la notion de « raisonnable » est très dépendante du do-
maine d’application, nous considérons dans notre contexte la simu-
lation de phénomènes physiques complexes qui peuvent nécessiter
plusieurs heures, voire plusieurs jours de calculs sur des supercal-
culateurs.

5. Une fois la simulation terminée, les résultats peuvent être analysés.

Les machines d’aujourd’hui mélangent différents niveaux de parallé-
lisme – distribution des données entre nœuds de calculs ne partageant
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pas de mémoire, puis partage de la mémoire entre unités de calcul d’un
même nœud et cohabitation avec des unités accélératrices massivement
vectorielles (GPU aujourd’hui). Il est nécessaire de tenir compte de la dis-
tribution des données, ce qui est l’objet de cette thèse. L’un des objectifs
de la distribution des données est de rendre la simulation plus rapide à
exécuter, mais aussi tout simplement possible. Ainsi, lorsque la taille des
données de simulation dépasse la capacité mémoire d’une machine, ou
afin de diminuer le temps d’exécution, nous répartissons les calculs et les
données sur plusieurs machines. C’est ce que nous entendons par « équi-
librage de charge ».

Nous considérons dans ce travail des simulations utilisant la notion
de maillage pour discrétiser l’espace d’étude (notre carrosserie de voiture
par exemple). L’équilibrage de charge de telles simulations consiste à par-
titionner le maillage, ainsi que les données associées à chaque maille –
un scalaire modélisant une température ou une pression, un vecteur mo-
délisant un déplacement – et distribuer les parties sur les unités de calcul,
en prenant en compte la charge de calcul et la quantité de données as-
sociées à chaque maille, de façon à minimiser les temps d’attente et les
transferts réseau, qui influent sur le temps total d’exécution de la simula-
tion.

De nombreux outils de partitionnement existent aujourd’hui [1]–[7].
La plupart de ces outils fonctionnent sur des graphes ou hypergraphes
arbitraires, qu’ils soient issus de maillages, réseaux d’énergie ou relations
sociales. Pour des simulations reposant sur des maillages, l’utilisation de
tels outils nécessite de représenter lemaillage par un graphe approprié au
traitement qui nous intéresse. Par exemple, supposons une simulation en
dimension 2 utilisant un maillage triangulaire tel que celui de la Figure 2a,
et que cette simulation calcule une valeur scalaire Vi en chaque triangle
i, et pour ce calcul, elle a besoin d’accéder à la valeur Vj de tout triangle
j voisin par une arête au triangle i. Dans ce cas de figure, on modélisera
le maillage de la Figure 2a par le graphe (S,A) de la Figure 2b où chaque
sommet s de S modélise un triangle du maillage et chaque arête a de A

entre deux nœud du graphe modélise le fait que les mailles correspon-
dant aux sommets extrémités de l’arête a sont voisins par une arête dans
le maillage initial. Si le calcul de la valeur Vi à la maille i avait nécessité les
valeurs des mailles partageant un sommet avec la maille i, nous aurions
modélisé le problème par un graphe différent, en l’occurrence celui de la
Figure 2c.

Les outils reposant sur des modèles de graphe ou d’hypergraphe mi-
nimisent les coûts de communication sous une contrainte d’équilibre. En
d’autres termes, ilsminimisent le nombre d’arêtes coupées dans le graphe
tout en faisant en sorte que le travail réalisé sur les sommets de chaque
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(a) (b) (c)

Figure 2 – Modélisation d’un maillage triangulaire (a) à l’aide de deux
graphes (b) et (c), où les sommets sont représentés par un cercle. Sur la
figure (b), les arêtes relient deux sommets qui représentent des mailles
partageant une arête du maillage. Sur la figure (c), les arêtes relient deux
sommets qui représentent des mailles partageant un nœud.

partie soit « équitable ». Dans un cadre général, les arêtes et sommets du
graphe sont pondérés : le poids sur un sommet modélise la charge de
travail associé à ce sommet ; le poids sur une arête modélise le coût de la
communication des données entre les sommets extrémités.

Il existe d’autres manières de partitionner un maillage. Par exemple, il
est aussi possible d’utiliser sa géométrie [8]–[11]. Dans le cas du partition-
nement de graphe et d’hypergraphes, seule la structure, i.e. la topologie,
du maillage est utilisée. Dans le cas des partitionneurs géométriques, le
parti pris est inverse : la topologie du maillage n’est pas prise en compte,
seule la géométrie est considérée. Par exemple le maillage de la Figure 2a
peut être partitionné géométriquement en 2 parties en considérant les
barycentres des mailles selon l’axe X ou Y (voir la Figure 3).

Le partitionnement géométrique a comme avantage de mieux ex-
ploiter le matériel informatique pour donner des partitions en moins de
temps que le partitionnement de graphe ou hypergraphe.

Une autre manière de partitionner le maillage est de considérer uni-
quement des points associés aux mailles. Ce problème correspond alors
au partitionnement de nombres, problème qui permet d’obtenir des par-
titions au déséquilibre de charge minimal, indépendamment de la topo-
logie du maillage. Enfin, de nouvelles méthodes [12] prenant en compte
la quantité mémoire induite par chaque partie ont été développées, pour
s’assurer que chaque unité de calcul peut travailler sur sa partie avec sa
capacité mémoire.

Lors du partitionnement de maillages, bien qu’il soit possible d’appli-
quer chacune de ces méthodes, les outils de partitionnement existants
ne s’intéressent qu’à l’un de ces aspects du partitionnement. L’objectif de

10



x

y

(a)

x

y

(b)

Figure 3 – Exemples de bi-partitionnement en 2D. Le barycentre des
mailles (représenté par une croix) est projeté sur l’axe des abscisses en
(a), ou des ordonnées en (b), puis une valeur pivot est recherchée. Cette
valeur pivot, représenté par une droite rouge, doit séparer l’ensemble des
barycentres en deux parties de cardinal le plus proche l’un de l’autre. Ainsi,
sur les deux images, les deux parties du maillage ont dix et neuf mailles
respectivement.

cette thèse est de répondre à ce manque d’outil de partitionnement dé-
dié aux maillages et à l’équilibrage de charge de simulations numériques
grande échelle, prenant en compte à la fois de la géométrie et de la to-
pologie du maillage. Dans cette optique, nous avons réalisé deux choix
majeurs qui ont piloté le travail de thèse :

1. Tout d’abord, nous considérons le problème de partitionnement de
maillage comme un problème nécessitant de tenir compte à la fois
la topologie et la géométrie du maillage. Pour cela, nous proposons
de partitionner un maillage de manière itérative et incrémentale en
proposant un chaînage d’algorithmes de partitionnement. Le pre-
mier algorithme appliqué partitionne le maillage, les suivants opti-
misent le partitionnement.

2. Ensuite, dans l’optique d’obtenir une implémentation efficace, sûre
et propice à une parallélisation en mémoire partagée, nous avons
fait le choix du langage de programmation Rust [13].

Structure du manuscrit et contributions principales
Afin de présenter les réalisations de ce travail de thèse, le manuscrit

est structuré de la manière suivante. Le Chapitre 1 fournit des éléments
de contexte pour la compréhension de notre travail. Il présente en parti-
culier le modèle d’exécution de simulation numérique utilisé pendant la
thèse, des notions minimales de maillage, et des métriques d’intérêt lors
de l’exécution sur supercalculateurs.

Les Chapitres 2 et 3 présentent l’état de l’art des problèmes et algo-
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rithmes de partitionnement. Les différentes approches de partitionne-
ment qui ont été utilisées pendant cette thèse sont décrites, ainsi que
les algorithmes qui leur sont associés. L’ensemble des problèmes et algo-
rithmes sont ainsi présentés de manière unifiée.

Les Chapitres 4 à 6 constituent différentes contributions de notre tra-
vail. Tout d’abord, nous présentons au Chapitre 4, notre méthode de par-
titionnement de maillage par chaînage d’algorithmes. Sachant qu’il existe
déjà des algorithmes de partitionnement de nombres, géométrique et to-
pologiques qui créent ou optimisent des partitions, nous montrons com-
ment les assembler et les appliquer ensemble. Pour cela, nous étudions
l’évolution de différentesmétriques des partitions lors de l’application des
algorithmes. Cetteméthode est la base de notre outil de partitionnement,
et les travaux présentés aux Chapitres 5 et 6 participent à l’étoffer.

L’objet du Chapitre 5 a été de permettre d’appliquer la méthode de
chaînage d’algorithmes lorsque chaque partie ne doit pas forcément avoir
autant de charge que les autres. On considère ici le cas de figure où les
unités de calcul n’ont pas les mêmes capacités de calcul. Pour cela, nous
étendons l’algorithme VNBest [14], un algorithme de partitionnement de
nombres, afin qu’il prenne en compte un poids cible pour chaque partie.
Ensuite, nous continuons d’étendre l’algorithme pour qu’il puisse être ap-
pliqué sur un nombre arbitraire de parties.

Dans le Chapitre 6, nous considérons le cas particulier du partitionne-
ment de maillage cartésien. Partitionner un maillage cartésien demande
dans certains cas que les parties soient elles aussi cartésiennes. Des mé-
thodes issues de l’état de l’art consistent à « ajuster » des partitions issues
de partitionneurs de graphe de façon à rendre les parties cartésiennes, ce
qui ne permet pas toujours de garder un bon équilibre, ni un taux faible
de coûts de communications. Au contraire, des algorithmes géométriques
comme RCB – Recursive Coordinate Bisection – donnent par définition des
parties cartésiennes. Dans ce chapitre, nous cherchons à spécialiser l’im-
plémentation de RCB pour les maillages cartésiens, afin d’améliorer ses
performances – notamment, diminuer le temps et la quantité mémoire
requis à son exécution. Nous comparons ensuite la version de l’état de
l’art et la version cartésienne de RCB sur des maillages cartésiens de dif-
férentes tailles.

Enfin les Chapitres 7 et 8 abordent le développement du partitionneur
Coupe, logiciel conçu et développé durant cette thèse. Ce logiciel permet
de chaîner ces algorithmes programmatiquement à l’aide d’une interface
de programmation modulaire, ce qui nous permet de choisir les objectifs
d’optimisation du partitionnement. Pour valider nos algorithmes et l’ap-
port du chaînage proposé dans Coupe, nous proposons un cadriciel d’ex-
périmentation permettant de facilement tester des chaînes d’algorithmes
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sur des maillages et des distributions de charge de calcul et de taille de
données donnés. Cet outil nous a permis de mener, entre autres, les ex-
périmentations dont les résultats sont présentés au Chapitre 8.

Communications scientifiques
Les travaux présentés aux Chapitres 4 et 7 ont fait l’objet de deux pu-

blications :

1. La première intitulée « Coupe : A Modular, Multi-threaded Mesh Parti-
tioning Platform. » [15] a été acceptée et présenté à un workshop de
la conférence Europar 2022.

2. La seconde intitulée «Coupe : Amesh partitioning platform. » [16] a été
accepté et présentée à la conférence International Meshing Round-
table, enmars 2023 à Amsterdam. La sélection se fait sur soumission
de l’article, et acceptation par trois rapporteurs. L’article est publié
dans les proceedings de la conférence.

Ces travaux ont aussi été présenté à la conférence SIAM Conference
Science and Engineering en février 2023 à Amsterdam, ainsi qu’à la journée
des doctorants du CEA en 2023. Ils ont aussi fait l’objet d’un poster à la
journée des doctorants du CEA en 2022.

Finalement, des logiciels développés pendant cette thèse ont été dé-
veloppé à code ouvert, sur Github :

• Coupe 1, l’outil de partitionnement conçu pendant cette thèse ;
• Des bindings 2 3 en Rust pour les outils de partitionnement existants
Scotch [3] et Metis [1], qui ont permis l’intégration de ces deux outils
de partitionnement dans le cadriciel d’expérimentation développé
au Chapitre 7.

1. https://github.com/LIHPC-Computational-Geometry/coupe
2. https://github.com/LIHPC-Computational-Geometry/scotch-rs
3. https://github.com/LIHPC-Computational-Geometry/metis-rs
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Notations algorithmiques

La Table 1 recense les notations algorithmiques utilisées dans ce do-
cument.

Table 1 – Notations algorithmiques

Notation Signification

∅ Le tableau vide.
|S| La taille du tableau S.
S[i] Le i-ème élément du tableau S. Les tableaux sont

indicés à partir de zéro.
[0, n. . ., 0] Le tableau de taille n ne contenant que des zéros.

[f(i) | 0 ≤ i < |S|] [f(0), f(1), . . . , f(|S| − 1)]

La Table 2 décrit la liste des fonctions utilisées. Ces fonctions peuvent
modifier leurs arguments. Par conséquent, il est préférable de les consi-
dérer comme des procédures.

Table 2 – Fonctions, triées par ordre alphabétique

Nom Description

append(S, s) Ajoute s à la fin du tableau S.
argmin(S) Donne un indice i tel que S[i] est le minimum de

S.
insertSorted(S, s) Ajoute s au tableau trié S, de sorte que S reste

trié.
pop(S) Pour un tableau S de taille non nulle, retire et

donne le dernier élément de S.
random(S) Donne un élément aléatoire du tableau S.

sort(S) Trie le tableau S sur place par ordre croissant. Les
tuples sont triés par ordre lexicographique.
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Première partie

Problèmes, modèles et état
de l’art
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1 - Origines du partitionnement demaillage

Préalablement à la présentation de nos contributions, nous allons
introduire le contexte et des définitions associés à notre travail. Tout
d’abord, la Section 1.1 présente les problèmes soulevés lors de l’exécu-
tion de simulations numériques sur machines distribuées. Ensuite, la
Section 1.2 (page 22) spécifie ces problèmes pour le cas des simulations
reposant sur l’utilisation de maillages. Enfin, la Section 1.3 (page 29)
présente les logiciels utilisés pour répondre à ces problèmes.

1.1 . Problématiques des codes de calcul sur machines dis-
tribuées

Un des intérêts du calcul haute performance est d’obtenir le résultat
de calculs en le moins de temps (ou le moins d’énergie) possible. Pour
atteindre cet objectif, outre acheter un grand nombre d’ordinateurs ou
processeurs (ci-après appelés « unités de calcul »), il est aussi nécessaire
de bien les utiliser.

Cette tâche est déjà difficile sur machine séquentielle – avec une seule
unité de calcul – où de nombreux aspects de l’exécution doivent être pris
en compte lors du développement d’un code pour maximiser la vitesse
de calcul : pipelining, localité des données, prédiction de branche. Sur ma-
chine parallèle – avec plusieurs unités de calcul – deux coûts viennent s’y
ajouter :

• les coûts de synchronisation, qui apparaissent lorsque une unité
attend le travail d’une autre pour continuer, par exemple lors de
contention de verrous, ou de collectives MPI bloquantes ;

• les coûts de communication, qui apparaissent lorsque deux unités
doivent échanger des données, par exemple lors d’invalidations de
cache, ou de transferts réseau.

Nous considérons dans ce travail lesmachines parallèles commeétant
àmémoire distribuée, àmémoire partagée, ou bien les deux à la fois. Dans
le cas desmachines àmémoire distribuée, chaque unité de calcul dispose
d’une mémoire propre, qui n’est pas accessible par les autres unités de
calcul. Le développeur de code doit faire explicitement transférer l’infor-
mation d’une unité de calcul vers une autre si besoin (voir Figure 1.1b).
Pour une machine à mémoire partagée, les unités de calcul partagent la
mémoire (voir Figure 1.1a). Elles peuvent donc écrire et lire des données
en mémoire de façon concurrente. Contrairement au parallélisme enmé-
moire distribuée, l’information est transmise implicitement entre les uni-
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UC₁ UC₂ UCₙ

Mémoire

. . .

(a) Architecture à mémoire parta-
gée, où les unités de calcul par-
tagent la mémoire.

UC₁

Mém₁

UC₂

Mém₂

UCₙ

Mémₙ

. . .

. . .

(b) Architecture à mémoire distri-
buée, où les unités de calcul doivent
échanger explicitement l’informa-
tion de mémoire en mémoire.

UC₁

Mémoire₁

. . . . . .

. . .

UC|G₁| UC₁

Mémoire₂

. . . UC|G₂| UC₁

Mémoireₙ

. . . UC|Gₙ|

(c) Architecture à mémoire hiérarchique, où les unités de calcul
forment des groupes. Une unité de calcul partage la mémoire avec
les unités de son groupe, mais doit explicitement transférer l’informa-
tion vers les autres unités.

Figure 1.1 – Les différents types de machines parallèles qui nous inté-
ressent. Les unités de calcul sont représentées par l’indication « UC ».

tés de calcul. Dans le cas des machines mixtes, à mémoire à la fois dis-
tribuée et partagée, nous avons usuellement une décomposition hiérar-
chique où n unités de calcul sont réparties en une famille (Gi)0≤i<p de p

familles d’unités de calcul telles que (voir Figure 1.1c) :

1. Le nombre total d’unités de calcul est n, c’est-à-dire
∑

0≤i<p |Gi| = n ;
2. Les unités de calcul d’une famille Gi partagent la mémoire entre

elles ;
3. Les familles d’unités fonctionnent en mémoire distribuée. La ma-

nière de communiquer explicitement entre familles peut se faire de
plusieurs façons. Par exemple, une unité de calcul peut être dédiée
aux communications.

Parmi les codes qu’il est possible d’exécuter sur ces machines paral-
lèles, nous nous intéressons particulièrement aux codes de calcul adop-
tant le modèle de Bulk Synchronous Parallel [17]. Dans ce modèle, les uni-
tés de calcul travaillent de manière synchronisée, par itérations. À la fin
de chaque itération, une barrière de synchronisation empêche une unité
de calcul de commencer l’itération suivante avant que les autres ne soient
prêtes. Pendant une itération, les unités de calcul peuvent calculer et com-
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t1

t1

t1

t2

t2
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t2
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cpu0

cpu1

cpu2

cpu3
t
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sync sync

Figure 1.2 – Exemple d’exécution d’un code qui adopte le modèle BSP, sur
une machine parallèle à quatre unités de calcul. Le cycle de calcul (t1, t2),
communication (com) et synchronisation (sync) se répète jusqu’à la fin du
code de simulation.

muniquer avec les autres. Par exemple, la Figure 1.2 illustre une exécution
en BSP avec deux itérations où les unités effectuent du calcul (t1 et t2), et
des communications (com).

Dans l’optique de mesurer et contrôler le temps de simulation res-
senti par l’utilisateur, une métrique intéressante est l’efficacité. Par effica-
cité, nous entendons, pour un entier k donné, le rapport entre le meilleur
temps séquentiel, et k fois le temps théorique sur k unités de calcul. Idéa-
lement, une simulation s’exécute k fois plus rapidement sur k unités de
calcul, et son efficacité vaut 1. Sinon, son efficacité est inférieure à 1. Défi-
nissons maintenant formellement cette notion :

Définition 1.1 (Efficacité). Étant donné une simulation numérique S, consi-
dérons t : N∗ −→ R+ l’application donnant, pour un nombre d’unités de calcul,
le meilleur temps d’exécution de S sur une machine à tant d’unités de calcul.
L’efficacité de S est l’application η : N∗ −→ R+ telle que :

η(k) =
t(1)

k · t(k)

Dans le cas des simulations adoptant le modèle BSP, où chaque itéra-
tion se termine par une synchronisation, l’efficacité dépend de l’équilibre
de la charge de calcul, car elle dépend du temps passé par l’unité de calcul
la plus lente. Dans le pire des cas, la charge n’est pas du tout équilibrée
et une seule unité fait tout le travail, le temps de calcul est alors égal au
temps séquentiel et l’efficacité est inférieure à 1/k. Dans le meilleur des
cas, toutes les unités ont une charge de travail équitable par rapport à
leurs capacités de calcul, finissent en même temps, et l’efficacité vaut 1.
Nous nous intéressons donc au déséquilibre de charge, que nous définis-
sons dans la Définition 1.2.

Définition 1.2 (Déséquilibre de charge d’une simulation numérique sous
modèle BSP). Soit une simulation numérique S ayant adopté le modèle BSP.
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Cette simulation s’exécute sur k unités de calcul. Soit (ti)0≤i<k le temps passé
par chaque unité pendant une phase de calcul. Le déséquilibre de charge de
S est :

max
0≤i<k

ti
T/k

− 1,

où T =
∑

0≤i<k ti.

Le déséquilibre est compris entre 0, quand chaque unité prend T/k de
temps à calculer, et k − 1, quand une seule unité fait tout le travail. Pour
minimiser le temps de calcul de simulations numériques adoptant le BSP,
il faut alors :

• distribuer équitablement le travail à effectuer sur l’ensemble des
unités de calcul : une exécution du code sur k unités de calcul doit
idéalement prendre k foismoins de temps qu’une exécution surma-
chine séquentielle ;

• lorsque les données de simulation sont de trop grande taille, les dis-
tribuer de façon à minimiser les communications nécessaires entre
unités de calcul lors de l’exécution.

Les coûts de communications sont mieux définis par la section sui-
vante pour les simulations qui nous intéressent : les simulations à base
de maillages.

1.2 . Discrétisation de l’espace par un maillage

De nombreuses simulations numériques étudient des phénomènes
physiques qui nécessitent de discrétiser un espace géométriqueΩ. Enmé-
canique des fluides par exemple, on modélise l’écoulement d’un liquide
dans un réseau de tuyaux, ou l’écoulement de l’air le long d’un fuselage
d’avion. Dans de tels cas, les équations physiques utilisées sont modéli-
sées mathématiquement par des méthodes nécessitant de découper l’es-
pace géométrique Ω en un ensemble d’éléments simples, appelésmailles,
qui servent de support aux calculsmathématiques. Nous allons introduire
dans cette section la notion de maillage, comme un ensemble de mailles
qui discrétise Ω.

Un maillage, dans le cadre de cette thèse, consiste donc en un
ensemble d’éléments géométriques, appelés mailles, qui recouvrent
Ω, comme définit dans la Définition 1.3. Pour le lecteur intéressé, des
définitions plus précises des concepts mathématiques sont présentées
dans [18].

Définition 1.3 (Maillage et maille). SoitΩ ⊂ R3 un ensemble borné et fermé.
Alors,M⊂ P

(
R3

)
est un maillage de Ω si :
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(a) (b)

Figure 1.3 – Exemple de discrétisation d’un turbocompresseur. La figure (a)
montre le modèle 3D du turbocompresseur. La figure (b) en montre une
décomposition enmaillage. Lesmailles sont des tétraèdres délimitées par
des arêtes bleues. Maillage issu du jeu de données Hex Me If You Can [19]


∪

m∈M
m = Ω; (1.1)

∀m,m′ ∈M, m 6= m′ =⇒ m̊ ∩ m̊′ = ∅. (1.2)

Les éléments m deM sont appelés mailles. m dénote l’adhérence de la
maille m, et m̊ l’intérieur de la maille m. Pour un ensemble X , P(X) dénote
l’ensemble des parties de X .

La condition 1.1 assure que l’ensemble des mailles m recouvrent géo-
métriquement Ω en entier, tandis que la condition 1.2 indique que deux
mailles deM ne peuvent pas être superposées et ce en aucun point de Ω.
À titre d’exemple, la Figure 1.3amontre un turbocompresseurmodélisé en
3D, et la Figure 1.3b montre une décomposition de celui-ci en maillage, où
toutes les mailles 3D sont des tétraèdres. Il est aussi courant de travailler
sur des maillages très simples comme des grilles 2D. En 2D, les mailles
sont généralement des triangles ou des quadrilatères. En 3D, ce sont des
tétraèdres ou des hexaèdres. Par ailleurs, de manière usuelle, nous uti-
liserons les termes faces, arêtes et sommets pour caractériser les élé-
ments de dimensions inférieures participant à décrire le bord desmailles,
comme illustré sur la Figure 1.4.

Nous considérons des codes de simulations numériques qui effec-
tuent des calculs pour chaque maille. Généralement, calculer une quan-
tité physique oumathématique en unemaille nécessite des données pré-
sentes dans ses mailles « voisines ». L’ensemble des mailles dont les don-
nées sont nécessaires au calcul associé à m est appelé le voisinage de m.
La notion mathématique de voisinage est définie dans la Définition 1.4.
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(a) Une maille
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(d) Les faces de
la maille (a).

Figure 1.4 – Différentes composantes des mailles d’un maillage.

Définition 1.4 (Relation de voisinage). SoitM unmaillage, alorsN :M−→
P(M) est une relation de voisinage surM si

∀m1,m2 ∈M,m2 ∈ N (m1) =⇒ m1 ∈ N (m2).

N (m) est le voisinage de m, et ses éléments sont les voisines de m.

Cette définition très abstraite mérite d’être illustrée. En pratique, le
voisinage d’une maille m est composé de mailles « géométriquement
proches », voire adjacentes (dont l’adhérence partage arête ou sommet
en 2D, voir la Figure 1.4), et dépend des schémas numériques utilisés
par le code de simulation. Par exemple, pour calculer le gradient d’une
quantité scalaire (comme la température), un code 2D peut nécessiter un
voisinage par arête, un voisinage par sommet, ou encore un voisinage
par sommet à une distance topologique de deux. La Figure 1.5 illustre ces
trois cas de figure pour une maille triangulaire.

Pour exécuter une simulation numérique à base de maillages sur une
machine parallèle, il faut distribuer la charge de travail et les données as-
sociées à chaquemaille sur les différentes unités de calcul. Pour cela, une
partition du maillage est créée, c’est l’objet de la définition qui suit :

Définition 1.5 (Partition d’un maillage). SoientM un maillage, k un entier
naturel supérieur ou égal à deux, et Π = (Pi)0≤i<k une famille de parties de
M. Alors Π est une partition deM si ses éléments sont deux à deux disjoints,
et leur union est le maillageM :

{
∀P, P ′ ∈ Π, P 6= P ′ =⇒ P ∩ P ′ = ∅;∪

P∈Π P =M.

Chaque maille est alors associée à une unité de calcul. Un exemple
est montré sur la Figure 1.6, où le maillage de turbocompresseur de la
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(a) Relation de voisi-
nage par arêtes à dis-
tance topologique de
un.

(b) Relation de voisi-
nage par sommet à dis-
tance topologique de
un.

(c) Relation de voisi-
nage par sommet à dis-
tance topologique de
deux.

Figure 1.5 – Trois cas de relations de voisinage pour un triangle en 2D. Les
mailles voisines du triangle rouge, pour différentes relations de voisinage,
sont en bleu.

Figure 1.6 – Partitionnement du maillage de turbocompresseur en quatre
parties. Chaque couleur représente une partie.

Figure 1.3b (page 23) est découpé en quatre parties, représentées par
des couleurs différentes. Les communications s’effectuent alors pour les
mailles à la frontière des parties, notion définie dans la Définition 1.6.

Définition 1.6 (Frontière d’une partie, maille fantôme). Soient M un
maillage, N une relation de voisinage surM, Π une partition deM, et une
partie P ∈ Π. Alors, la frontière interne de P est l’ensemble des mailles de P

ayant des voisines hors de P :

InnerBound(P ) = {m ∈ P | N (m)\P 6= ∅} .

La frontière externe de P est l’ensemble des mailles hors de P ayant des
voisines dans P :
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OuterBound(P ) = {m ∈M\P | N (m) ∩ P 6= ∅} .

Si les mailles de OuterBound(P ) sont dupliquées sur l’unité de calcul as-
sociée à P , ces doublons sont appelés mailles fantômes.

Pour bien comprendre l’intérêt des frontières internes et externes, il
faut se rappeler que pour calculer une quantité en une maille m, il est
le plus souvent nécessaire de connaitre les valeurs de cette quantité
dans des mailles voisines de m, la notion de voisinage variant selon les
calculs effectués. Dans le cas où m et ses voisines sont dans une même
partie P , il n’y a pas de problème de cohérence de données. Dans le
cas contraire, les mailles de InnerBound(P ) contiennent des données
qui doivent être transmises de P aux autres unités de calcul afin que
ces dernières puissent calculer la prochaine itération de la simulation.
De manière symétrique, les mailles de OuterBound(P ) contiennent des
données dont P a besoin pour calculer la prochaine itération.

Pour illustrer le concept de maille fantôme, sur la Figure 1.7a, un
maillage 2D est partitionné en quatre parties. Les Figures 1.7b et 1.7c
montrent en transparent les mailles fantômes présentes sur chaque
partie, pour une relation de voisinage par arête et par sommet respecti-
vement. Lorsqu’une simulation utilise des mailles fantômes, le nombre
de mailles associées à chaque unité de calcul augmente. Par conséquent,
il faut s’assurer que chaque unité dispose d’assez de mémoire pour y
stocker les données associées aux mailles de la partie ainsi que celles
des mailles fantômes.

Une fois les mailles réparties sur les différentes unités de calcul,
ces dernières effectuent les traitements associés aux mailles qu’elles
possèdent. Nous considérons que le traitement de chaquemaille requiert
une certaine charge de calcul, et que cette charge ne dépend pas de
l’ordre de traitement. Alors la charge de calcul requise pour traiter une
partie du maillage est la somme des charges de calcul des mailles de
cette partie. Nous pouvons ainsi spécifier le déséquilibre de charge
(précédemment défini par la Définition 1.2, page 21) pour les simulations
à base de maillages :

Définition 1.7 (Charge de calcul d’une partie, déséquilibre de charge d’une
partition). SoientM un maillage, Π = (Pi)0≤i<k une partition deM, et une
application w : M −→ R+ associant une charge de calcul à chaque maille
de M. Les charges de calcul (ci)0≤i<k respectivement associées aux parties
Pi ∈ Π sont la somme des charges de calcul des mailles de la partie :

∀0 ≤ i < k, ci =
∑
m∈Pi

w(m)
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(a) Cas sans maille fantôme. Les unités de calcul ne stockent que les données
associées aux mailles de leur partie.

(b) Même partitionnement que (a), mais avec des mailles fantômes, pour une
relation de voisinage par arête.

(c) Même partitionnement que (a), mais avec des mailles fantômes, pour une
relation de voisinage par sommet.

Figure 1.7 – Partitionnement d’un maillage 2D en quatre parties, sans (a),
et avec (b,c) des mailles fantômes. Les mailles fantômes sont représen-
tées avec des couleurs effacées. Remarquons que dans chaque figure, le
nombre demailles associées aux unités de calcul est plus grand que dans
la figure précédente.
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Figure 1.8 – Exécution d’une simulation numérique sur une vs quatre uni-
tés de calcul, avec le maillage de turbocompresseur.

La charge de calcul totale C est la somme de la charge de calcul de toutes
les mailles :

C =
∑
m∈M

w(m)

Le déséquilibre de charge de la partition Π est :

Imb(Π) = max
P∈Π

ci
C/k

− 1

Par exemple, considérons l’exécution d’une simulation numérique sur
le maillage de turbocompresseur, représentée sur la Figure 1.8. Sur ma-
chine séquentielle en haut, la simulation traite les mailles de chaque par-
tie successivement, à chaque itération (t1, t2, …). Sur machine parallèle,
il faut d’abord partitionner le maillage et distribuer les parties à chaque
unité de calcul (part). Ensuite, les unités de calcul traitent leur partie en
parallèle pour la première itération (t1), avant de communiquer le résultat
du traitement pour les mailles de leur frontière interne (com). Après une
barrière de synchronisation, la deuxième itération peut commencer. Sur
la figure, c’est la partie cpu2 (en rose) qui prend le plus de temps de calcul.
Les autres unités passent du temps à l’arrêt (en blanc, en attendant d’être
synchronisées).

Diminuer le déséquilibre de charge de la partition permet de diminuer
les temps d’arrêt, et ainsi diminuer le temps global de la simulation. Si-
multanément, diminuer la taille de la frontière des parties réduit le temps
passé dans les phases de communication. Pour l’utilisateur d’un code pa-
rallèle de simulation, le but du partitionnement est de diminuer le temps
global de la simulation en minimisant le déséquilibre et les communica-
tions. Il est aussi possible que la partition est une influence sur la qualité
des résultats obtenus par la simulation, ou alors le nombre d’itérations
requises pour obtenir ces résultats. Des définitions plus formelles sont
données dans le chapitre suivant.
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Sur la Figure 1.8, les charges de calcul restent constantes au fil des ité-
rations. Il est aussi possible que les charges et le déséquilibre évoluent.
Alors, les codes de calcul repartitionnent le maillage, par exemple pério-
diquement, ou lorsque le déséquilibre est jugé trop important.

Maintenant que nous avons présenté les problématiques soulevées
lors de l’exécution, sur machines parallèles, de simulations BSP nécessi-
tant des maillages, nous allons nous intéresser à l’outil de partitionne-
ment. Plus particulièrement, la section suivante présente les logiciels uti-
lisés pour développer ces outils.

1.3 . Logiciels pour le calcul haute performance

Le partitionnement de maillage peut être effectué à la volée, au début
de l’exécution d’une simulation, voire plusieurs fois pendant l’exécution.
Pour l’utilisateur de la simulation, le temps écoulé lors du partitionnement
fait partie du temps d’exécution de la simulation et, il est par conséquent
favorable de faire en sorte que ce temps écoulé soit le plus court possible.
Nous nous intéressons donc ici aux logiciels pour le calcul haute perfor-
mance, et la façon dont ils peuvent servir pour le partitionnement.

Les outils de partitionnement existants fonctionnent pour la plupart
en mémoire distribuée et nous pouvons considérer deux scénarios :

• En début de simulation, le maillage et les données associées sont
partitionnées et distribuées sur les différentes unités de calcul. Ce
partitionnement initial peut être réalisé de manière séquentielle,
concurrente en mémoire partagée, ou concurrente en mémoire
distribuée selon la localité initiale des données 1 ;

• En cours de simulation, on peut constater que le déséquilibre de
charge s’amplifie et envisager alors une étape de repartitionnement
avec l’objectif de diminuer ce déséquilibre.

Les partitionneurs enmémoire distribuée tels que ParMetis [20] et PT-
Scotch [21] ont l’avantage de pouvoir être exécutés sur les mêmes unités
de calcul que l’application et, par conséquent, peuvent directement tra-
vailler sur le maillage dans la mémoire locale des machines. Ceci est inté-
ressant quand le maillage ou les charges de calcul changent au cours de
la simulation (par exemple lors du raffinement automatique de maillage).
Les partitionneurs en mémoire partagée peuvent être utilisés en regrou-
pant les données nécessaires sur une des plages mémoire.

Le calcul sur machine distribuée s’appuie généralement sur le stan-
dard MPI [22]. MPI est une interface de programmation (API), pour les
langages de programmation C et Fortran, permettant à plusieurs « pro-

1. Par exemple, une des unités de calcul peut lire un fichier de maillage, ou
bien plusieurs unités peuvent générer le maillage en parallèle.
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cessus MPI » de se transmettre et de recevoir des messages. Il en existe
plusieurs implémentations, dont OpenMPI [23] et MPICH [24], deux im-
plémentations généralistes, ainsi que MPC [25], développée au CEA en
collaboration avec Paratools. L’intérêt de MPI par rapport à l’API réseau
du système d’exploitation est double :

1. MPI est portable et permet d’automatiquement tirer parti d’autres
couches réseaux qu’Ethernet, comme Infiniband ou BXI, et ainsi at-
teindre des débits plus élevés et des temps de latence plus faibles
[26] ;

2. MPI est plus facile d’utilisation, et offre plus de fonctionnalités.

Cependant, MPI seul ne permet pas de pleinement utiliser des ma-
chines hiérarchiques (vues sur la Figure 1.1c, page 20), où de nombreuses
unités de calcul partagent chaque mémoire. En effet, bien qu’il soit pos-
sible d’exécuter un processus MPI par unité de calcul, le transfert de mes-
sages engendre une duplication de données en mémoire qui n’est pas
négligeable [25]. Ce problème s’aggrave lors de l’utilisation de mailles fan-
tômes. Il faut alors des logiciels explicitement conçus pour la mémoire
partagée. Nous citons notamment :

• L’API pthreads [27], pour le langage de programmation C, permet de
créer et de gérer des processus légers, ou fils d’exécution, qui par-
tagent le même espace mémoire. Elle offre aussi des primitives de
synchronisation, comme des verrous et des mécanismes de notifi-
cation, qui permettent aux fils d’exécution de se coordonner plus ra-
pidement qu’avec des messages MPI. Nous pouvons noter que l’API
pthreads est utilisée par PT-Scotch [21].

• OpenMP [28], pour le C, le C++ et le Fortran, abstrait les fils d’exé-
cution et permet de paralléliser automatiquement des traitements
sur des tableaux, d’exécuter des tâches de manière asynchrone et
de décharger du travail vers des accélérateurs comme les GPU.

Par ailleurs, il existe aussi d’autres logiciels permettant de construire
des codes parallèles. Par exemple, Kokkos [29], pour le langage C++, per-
met d’abstraire le matériel sous-jacent, afin de décrire du parallélisme à la
fois en mémoire partagée et en mémoire distribuée. À l’instar d’OpenMP,
la bibliothèque Kokkos permet de transférer une partie du calcul sur GPU.
Elle est utilisée par Zoltan 2, le partitionneur de la boite à outils Trilinos [2],
pour l’implémentation d’algorithmes géométriques hautement efficaces.

Finalement, il existe d’autres paradigmes de programmation haute
performance. Le langage Rust [13] est un langage de programmation bas
niveau, qui offre un accès au matériel similaire à celui du C et du C++,
tout en évitant diverses classes de bogues mémoires, dont les erreurs de
segmentation et les accès concurrents. Pour ce faire, le langage impose
des règles à la compilation sur la durée de vie des objets en mémoire et
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leur nombre de références. Pour le parallélisme, Rust offre des primitives
de synchronisation et de partage de données, similaires à celles de l’API
pthreads, dans sa bibliothèque standard. Il existe aussi dans l’écosystème
des bibliothèques supplémentaires :

• Crossbeam [30], qui expose des files MPMC (Multi-Producteur, Multi-
Consommateur) et des structures de données pour le vol de travail ;

• Rayon [31], qui offre une interface de parallélisme automatique à
base d’itérateurs. Elle permet d’écrire du code sous le paradigme du
parallélisme de données.

Conclusion
Nous avons vu dans ce chapitre que le partitionnement de maillages

permet d’équilibrer la charge de simulations numériques destinées à être
exécutées sur machines à mémoire distribuée. Le partitionnement doit
prendre en compte à la fois la charge de calcul et la quantité de données
associées à chaque maille, de façon à diminuer le temps d’exécution total
de la simulation. Le partitionnement doit aussi être le plus rapide possible
et, pour cela les outils sont développés à l’aide de logiciels haute perfor-
mance. Dans le chapitre suivant, nous allons traiter de la façon dont les
maillages sont partitionnés.

31



32



2 - Quatre problèmes de partitionnement
de maillage

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit des éléments
de contexte relatifs à la simulation numérique et au besoin d’outils
de partitionnement de maillage. Le partitionnement de maillage se
doit de trouver une partition qui minimise le temps d’exécution de la
simulation, en minimisant le déséquilibre et les communications. En
pratique, la façon dont ce problème est posé dépend des caractéristiques
de la simulation. C’est pourquoi dans ce chapitre, nous présentons le
problème de partitionnement de maillages, puis quatre de ses variantes :
le partitionnement de nombres, le partitionnement géométrique, le
partitionnement topologique et le partitionnement sous contrainte
mémoire.

Commençons par définir le problème de partitionnement demaillage.
Celui-ci consiste à trouver une partition dumaillage qui équilibre la charge
de calcul associée aux parties tout en minimisant le coût associé à la par-
tition. Une formulation de ce problème est donnée dans la Définition 2.1 :

Définition 2.1 (k-partitionnement de maillage). Étant donné un maillage
M et une application w :M−→ R+ associant une charge de calcul à chaque
maille deM, le problème du k-partitionnement de maillage consiste à trouver
une famille Π = (Pi)0≤i<k de sous-ensembles deM qui satisfait :

• Contrainte de partition : Π est une partition deM, telle que définie
dans la Définition 1.5 (page 24) ;

• Objectif d’équilibre : le déséquilibre (cf. Définition 1.7, page 26) de Π

est minimal ;
• Objectif de moindre sur-coût : un coût (par exemple, celui lié aux
temps de communication) induit par la partition Π deM est minimal.

Le sur-coût représente unemétrique d’intérêt tel que le temps de com-
munication, ou le temps passé à accéder à des ressources de calcul par-
tagées.

Ce problème est très générique, d’abord parce que les maillages sont
des entités complexes, riches en information et pouvant être approchés
sous différents angles, mais aussi parce que chaque simulation possède
des besoins différents, de part son utilisation des ressources matérielles
de calcul, son paradigme de programmation et les structures de données
utilisées.

D’autre part, outre le fait que le problème est NP-difficile [32], [33], il
impose d’optimiser pour deux objectifs, qui peuvent être contradictoires :
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par exemple, la partition où toutes les mailles sont dans une partie a un
déséquilibremaximal,mais n’engendre aucune communication. De l’autre
côté, minimiser le déséquilibre peut augmenter le sur-coût. En pratique,
les algorithmes existants utilisés pour le partitionnement résolvent le pro-
blème où l’un des objectifs est reformulé sous forme de contrainte [8], [9],
[34]–[37]. Parmi ces problèmes, nous en présentons quatre, que nous al-
lons définir dans les sections suivantes.

2.1 . Partitionnement de nombres

Une façon simplifiée d’aborder le problème général de partitionne-
ment de maillage est de ne pas prendre en compte l’objectif de moindre
sur-coût. Il s’agit de répartir les charges de telle sorte que l’unité de cal-
cul ayant le plus de travail fasse attendre les autres le moins possible. Ce
problème est décrit dans la Définition 2.2.

Définition 2.2 (k-partitionnement de nombres). Étant donné un maillage
M et une application w :M−→ R+ associant une charge de calcul à chaque
maille deM, le problème du k-partitionnement de nombres consiste à trouver
une famille Π = (Pi)0≤i<k de sous-ensembles deM qui satisfait :

• Contrainte de partition : Π est une partition deM, telle que définie
dans la Définition 1.5 (page 24) ;

• Objectif demoindre temps : la charge de calcul la plus élevée de celle
des ensembles Pi, définie commemax0≤i<k

∑
m∈Pi

w(m), est minimale.

La Figure 2.1 montre deux exemples de partitionnement de nombres.
Les deux configurations disposent dumême ensemble de nombres. Dans
la première configuration, la deuxième et la troisième partie sont les plus
chargées avec une somme de poids égale à huit. Dans la seconde configu-
ration, le poids de chacune des parties est égal à sept. La seconde confi-
guration a donc un poids de partie maximal plus faible, ce qui en pratique
conduit à des temps d’exécution plus faibles. La seconde configuration est
donc de meilleure qualité pour ce problème.

Notons que l’objectif de moindre temps ne concerne que la partie la
plus chargée, car c’est celle-ci qui ralentit l’exécution dans le modèle de
Bulk Synchronous Parallel donné en Section 1.1 (page 19).

Lors de la résolution de ce problème, aucune contrainte sur le sur-coût
de la partition n’est pris en compte. Ainsi, rien n’empêche unemaille et ses
voisines d’être dans des parties différentes. En pratique, cela conduit à des
coûts de communication arbitrairement élevés et, si le code de simulation
duplique les mailles à la frontière des parties (mailles dites fantômes, cf. la
Définition 1.6, page 25), des coûts mémoire arbitrairement élevés. Dans
ce cas, pour atténuer l’impact du coût des communication sur le temps
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Figure 2.1 – Deux exemples de partitions, (P1, P2, P3) et (P ′
1, P

′
2, P

′
3), d’un

maillage où la charge des mailles sont les {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Dans la première
partition, P2 et P3 ont une charge de calcul de 8, alors les unités de calcul
associées feront attendre celle qui traite P1. La deuxième partition a une
charge de calcul maximale de 7, et peut être donc traitée plus rapidement
que la première.

d’exécution de la simulation, il est possible de recouvrir le calcul par des
communications [38], c’est-à-dire initier les transferts de données au plus
tôt, parfois même pendant le temps de calcul, de façon à limiter le temps
passé à communiquer après la phase de calcul.

2.2 . Partitionnement géométrique

Contrairement au partitionnement de nombres qui ne prend ni en
compte la topologie, ni la géométrie du maillage, l’idée du partition-
nement géométrique est de découper le domaine géométrique Ω que
le maillage modélise, afin d’obtenir des parties aux frontières moins
grandes. De cette façon, le sur-coût d’une partition peut être plus faible
qu’une partition obtenue en résolvant le problème de partitionnement
de nombres. Cependant, bien qu’il soit possible de parfaitement parti-
tionner un domaine continu rien qu’avec des lignes droites [39], [40],
cela n’est pas prouvé pour un domaine discret comme un maillage.
C’est pourquoi les méthodes géométriques travaillent typiquement sous
une contrainte d’équilibre. Nous donnons maintenant une définition du
k-partitionnement de maillages sous contrainte d’équilibre :

Définition 2.3 (k-partitionnement de maillage sous contrainte d’équi-
libre). Soient un maillageM, une application w : M −→ R+ associant une
charge de calcul à chaque maille deM, une tolérance ε ∈ [0; k − 1] sur le
déséquilibre, le problème du k-partitionnement sous contrainte d’équilibre
consiste à trouver une famille Π = (Pi)0≤i<k de sous-ensembles de M qui
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satisfait :
• Contrainte de partition : Π est une partition deM, telle que définie
dans la Définition 1.5 (page 24) ;

• Contrainte d’équilibre : pour toute partie Pi ∈ Π, la charge de calcul
de la partie est inférieure à 1 + ε fois la moyenne :

max
0≤i<k

∑
m∈Pi

w(m) ≤ (1 + ε) ·
∑
m∈M

w(m)/k.

Notons que la Définition 2.3 ne repose sur aucune notion géomé-
trique. Cependant, bien que cela ne soit pas requis, le problème est
souvent résolu en utilisant des méthodes géométriques.

Un exemple de partition obtenue par une approche géométrique est
illustrée à la Figure 2.2, où un maillage 2D composé de triangles et qua-
drilatères se trouve en arrière-plan. Nous appliquons ici un algorithme
dit par bissection récursive de coordonnées (RCB) [8]. Pour cela, chaque
maille est modélisée par son barycentre, représenté par un plus (+) violet,
puis le nuage de points est découpé récursivement selon les axes. RCB
découpe de telle sorte à ce que les sommes des charges des mailles de
chaque côté d’une découpe soient suffisamment proches l’une de l’autre
– ici, 1 + 0.05 fois la moitié de la charge totale. Une découpe est d’abord
faite selon les abscisses en x = 6,2, puis selon les ordonnées en y = 4,6 et
y = 6,1. Nous obtenons alors quatre parties identifiées par des couleurs
différentes.

Remarquons que le nombre de mailles par partie n’est pas le même
entre chaque partie. Dans cet exemple, les mailles en bas à gauche du
maillage ont une charge de calcul plus élevée que les autres.

2.3 . Partitionnement topologique

Les problèmesdesDéfinitions 2.2 et 2.3 traitent de l’équilibre de charge
du codede calcul etminimisent ou contraignent de déséquilibre de charge
de calcul (cf. Définition 1.7, page 26). Ils ne traitent pas des coûts de com-
munication, c’est-à-dire qu’ils ne cherchent pas à minimiser la quantité
de données aux frontières OuterBound et InnerBound (cf. Définition 1.6,
page 25).

En pratique, tenir compte des cos de communication revient à utili-
ser une relation de voisinage (cf. Définition 1.4, page 23) significative pour
le code de calcul, et à modéliser les coûts de communication par des
« poids » associés aux transferts de données entre voisins. Ceci se traduit
le plus souvent par l’utilisation d’une structure de graphe [1], [41] ou d’hy-
pergraphe [42], où les sommets du graphe correspondent aux mailles du
maillage à partitionner, et les arêtes ou hyperarêtes à la relation de voi-
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Figure 2.2 – Nuage de points, issu d’un maillage 2D, partitionné par bis-
sections récursives de coordonnées (RCB). Le nuage de points formé du
barycentre des mailles, représentés par des plus (+) violets, est découpé
d’abord selon l’axe des abscisses, puis selon l’axe des ordonnées. La pre-
mière découpe est faite selon l’axe des abscisses à x = 6.2, afin d’avoir
des charges similaires à gauche et à droite. Ensuite, les deux bouts sont
découpés de lamême façon selon l’axe des ordonnées à y = 4.6 et y = 6.1.

sinage. Un exemple classique utilisé par les outils de partitionnements
existants [41] est le graphe dual, défini par la Définition 2.4.

Définition 2.4 (Graphe dual d’unmaillage). SoientM un maillage etN une
relation de voisinage surM. Le graphe dual deM selon la relation de voisi-
nage N est le couple (V,E) tel que :

{
V =M
E = {{m,m′} | m,m′ ∈M;m ∈ N (m′)}

Un exemple de graphe dual est donné sur la Figure 2.3. La somme du
poids des arêtes coupées (représentées en pointillés sur la figure) est ap-
pelé la coupe, et est utilisée pour estimer le volume des communications
associées à la partition. Plus formellement, nous pouvons considérer la
Définition 2.5.

Définition 2.5 (Coupe). Soient un graphe (V,E) et une partition Π de V , où
nous notons Π(v) la partie dans laquelle est v ∈ V , définissons cut(E,Π),
l’ensemble des arêtes de E ayant des sommets dans deux parties différentes
de Π :

cut(E,Π) =
{
{v, v′} ∈ E | Π(v) 6= Π(v′)

}
.
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Figure 2.3 – Graphe associé à un maillage 2D pour une relation de voisi-
nage par arête (cf. Définition 1.4), partitionné en quatre parties. Les arêtes
coupées sont représentées en pointillés gras et relient deux sommets de
parties différentes.

Soit une application w : E −→ R+, donnant un poids à chaque arête de E,
alors la coupe de Π désigne la somme des poids des arêtes de cut(E,Π) :

coupe(E,Π) =
∑

e∈cut(E,Π)

w(e).

Certains partitionneurs [2], [7], [43], [44] utilisent un hypergraphe pour
représenter la relation de voisinage, comme définit dans la Définition 2.6.
L’hypergraphe représente plus fidèlement la relation de voisinage, et per-
met donc de mieux modéliser les communications [42].

Définition 2.6 (Hypergraphe dual d’un maillage). SoientM un maillage et
N une relation de voisinage surM. L’hypergraphe dual deM selon la relation
de voisinage N est le couple (V,H) tel que :

{
V =M,

H = {N (m) ∪ {m} | m ∈M} .

Une méthode classiquement utilisée pour minimiser le volume des
communications lors de l’utilisation du modèle d’hypergraphe est appelé
la λ− 1 cut [42] (« lambda cut »), définie dans la Définition 2.7.

Définition 2.7 (λ − 1 cut). Soient un hypergraphe (V,H), une application
w : H −→ R+, donnant la quantité de données de chaque hyperarête de H ,
une partition Π de V , où nous notons Π(v) la partie dans laquelle est v ∈ V ,
nous définissons λ : H −→ N∗ comme étant le nombre de parties de Π qui
intersectent chaque hyperarête :
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λ(h) = |{Π(v) | v ∈ h}| .

La λ− 1 cut (dite « lambda cut ») est définie comme telle :

lambdacut(H,Π) =
∑
h∈H

(λ(h)− 1) · w(h).

L’expression λ(h) − 1 représente le nombre de fois que les données
associées à l’hyperarête h doivent être échangées entre unités de calcul
ou dupliquées en mémoire. La λ − 1 cut représente la quantité totale de
données échangées (ou dupliquées).

Une fois la représentation choisie (graphe ou hypergraphe), il est pos-
sible de définir un problème de partitionnement topologique à l’aide de
la Définition 2.8.

Définition 2.8 (k-partitionnement topologique). Soient unmaillageM, une
application w : M −→ R+ associant une charge de calcul à chaque maille
de M, une tolérance ε ∈ [0; k − 1] sur le déséquilibre, le problème du k-
partitionnement topologique consiste à trouver une famille Π = (Pi)0≤i<k de
sous-ensembles deM qui satisfait :

• Contrainte de partition : Π est une partition deM, telle que définie
dans la Définition 1.5 (page 24) ;

• Contrainte d’équilibre : pour toute partie Pi ∈ Π, la charge de calcul
de la partie est inférieure à 1 + ε fois la moyenne :

max
0≤i<k

∑
m∈Pi

w(m) ≤ (1 + ε) ·
∑
m∈M

w(m)

k
;

• Objectif de moindre sur-coût : la représentation des communica-
tions (coupe ou λ− 1 cut) est minimale.

Ce problème n’a de limite que le choix de la représentation sous-
jacente (graphe, hypergraphe) et du modèle de communication (coupe,
λ − 1 cut). Les graphes et même les hypergraphes sont des visions
simplifiées des échanges entre les unités de calcul. Les applications se
reposent généralement sur des sémantiques plus complexesmélangeant
les communications point-à-point, globales, pseudo-globales, unidirec-
tionnelles, parfois recouvertes par du calcul [45]. Il est plus difficile de
modéliser toutes ces subtilités, et à notre connaissance les outils actuels
de partitionnement ne les prennent pas en compte.

2.4 . Partitionnement sous contrainte mémoire
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Même si de nombreux outil ne résolvent que le problème présenté en
Définition 2.8 [3]–[7], certaines problématiques restent inexplorées. C’est
le cas par exemple du contrôle direct de la consommation mémoire in-
duite par la partition. Cettemétrique est importante, car dépasser la capa-
citémémoire d’une unité empêche souvent le code de calcul de s’exécuter.
Ce problème s’intensifie quand le code duplique les mailles à la frontière
(cf. la Définition 1.6) pour éviter certains échanges de données, ce qui aug-
mente la capacité mémoire requise pour leur exécution. Ce coût peut être
modélisé par la définition suivante :

Définition 2.9 (k-partitionnement sous contrainte mémoire). Soient un
maillage M, une application w : M −→ R+ associant une charge de cal-
cul à chaque maille deM, une application µ : M −→ R+ donnant la taille
mémoire requise par chaque maille, une famille (Mi)0≤i<k de capacités mé-
moire, le problème du k-partitionnement sous contrainte mémoire consiste à
trouver une famille Π = (Pi)0≤i<k de sous-ensembles deM qui satisfait :

• Contrainte de partition : Π est une partition deM, telle que définie
dans la Définition 1.5 (page 24) ;

• Objectif d’équilibre : la charge de calcul la plus élevée de celle des
ensembles Pi, définie comme max0≤i<k

∑
m∈Pi

w(m), est minimale ;
• Contraintemémoire : l’occupationmémoire desmailles et desmailles
fantômes associées à chaque ensemble Pi est plus faible que Mi :

max
0≤i<k

∑
m∈Pi∪OuterBound(Pi)

µ(m) < Mi.

Ce problème a été étudié dans [46] où le maillageM et la relation de
voisinage N sont modélisés par un graphe biparti pondéré B = (C,D,E),
oùC est l’ensemble des traitements à effectuer,D =M est l’ensemble des
mailles, et E est l’ensemble des dépendances de données pour chaque
calcul. L’ensemble E est {{c,m} | c ∈ C;m ∈ M} tel que le traitement c
dépend des données de m. La Figure 2.4 montre un exemple de maillage
et le graphe biparti associé, dans le cas d’un traitement sur les mailles
(C =M) et où les mailles partageant une arête sont voisines.

2.5 . Autres intérêts au partitionnement

Les sections précédentes présentent quatre variantes du problème de
partitionnement de maillage. En pratique, elles ne suffisent pas à couvrir
toutes les métriques d’intérêt pour une simulation physique.

Par exemple, les quatre problèmes précédents supposent que la parti-
tion ne modifie que le temps d’exécution de l’application. Cependant, elle
peut aussi influencer la valeur des résultats lors des méthodes de décom-
position de domaine [47], ou le nombre d’itérations avant convergence
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Figure 2.4 – Exemple de représentation d’unmaillage 2D en graphe biparti,
pour un traitement sur lesmailles et des dépendances de données sur les
arêtes.

des solveurs linéaires [48]. Il faut alors optimiser ou contraindre d’autres
propriétés, telles que le rapport d’aspect des parties [49], [50].

Par ailleurs, les problèmes énoncés précédemment traitent du parti-
tionnement initial, au début de l’exécution de l’application. Il est aussi pos-
sible de les étendre au re-partitionnement pour l’équilibrage dynamique
de charge [51], [52]. Lorsque la charge des mailles change au cours de
l’exécution d’une simulation, il est possible, de modifier la partition pour
re-équilibrer la charge. Il faut alors en plus minimiser la quantité de don-
nées à transférer entre les machines pour distribuer la nouvelle partition.

Enfin, ces problèmes considèrent un équilibrage de charge ou les par-
ties doivent être à charge égale. Lorsque les unités de calcul sont de dif-
férent types, par exemple, des CPU et des GPU, est aussi possible de les
définir avec des poids cibles pour chaque partie.
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3 - Algorithmes pour le partitionnement de
maillage

Le chapitre précédent présentait plusieurs définitions du problème
de partitionnement de maillages. Nous nous intéressons maintenant à
des algorithmes classiquement utilisés pour résoudre chacun de ces pro-
blèmes.

3.1 . Algorithmes pour le partitionnement de nombres

Le problème de partitionnement de nombres tel que défini à la Défi-
nition 2.2 est un problème NP-difficile [32], [33]. En pratique, seules des
heuristiques sont utilisées pour le résoudre. Nous présentons dans cette
section deux heuristiques : l’heuristique gloutonne [34] et l’heuristique de
Karmarkar et Karp [35].

Commençons par l’heuristique gloutonne, décrite dans l’algorithme 1
(voir si besoin les notations à la page 15). Cette heuristique place les poids
un à un, du plus lourd au moins lourd, dans la partie la moins chargée.
Elle a été développée par Horowitz et Sahni [34].

Algorithme 1 Algorithme glouton, partitionnant l'ensemble de
nombre S en k parties
1 : function Glouton(S, k)
2 : Π← [0, |S|. . ., 0]
3 : Σ← [0, k. . ., 0]
4 : S ′ ← [(S[i], i) | 0 ≤ i < |S|]
5 : sort(S ′)
6 : while S ′ 6= ∅ do
7 : (s, i)← pop(S ′)
8 : p← argmin(Σ)
9 : Π[i]← p
10 : Σ[p]← Σ[p] + s
11 : end while
12 : return Π
13 : end function

L’algorithme 1 effectue une visite de S dans l’ordre décroissant selon
les poids. Cette visite peut se faire à l’aide d’un tableau trié (ce qui est le
cas ci-dessus), ou d’un tas. Dans les deux cas, nous sauvegardons l’indice
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de chaque poids sous forme de couple (poids, indice) dans S′ de façon à
pouvoir créer la partition Π, où Π[i] est le numéro de la partie du poids
i. L’algorithme suit le poids de chaque partie à l’aide du tableau Σ, où Σ[i]

est le poids de la ième partie au cours de l’exécution. Enfin, la bouclewhile
itère sur S′ et assigne chaque poids à la partie la moins chargée, puis met
à jour le tableau Σ des poids de parties.

Pour un nombre de poids n largement supérieur à k, la complexité de
l’algorithme glouton est bornée par celle du tri, O(n · logn).

Les résultats de l’algorithme glouton ne sont pas forcément des so-
lutions : prenons par exemple S = [4, 3, 4, 6, 3] et k = 2. L’algorithme ef-
fectue les opérations notées dans la Table 3.1 pour conduire à la parti-
tion [[6, 3], [4, 4, 3]] (déséquilibre 11/10 − 1 = 0,1), alors que la partition
[[6, 4], [4, 3, 3]] a un déséquilibre nul.

Table 3.1 – Exemple d’exécution de l’algorithme glouton. De haut en
bas, les poids de S sont successivement déplacés dans la partie la
plus légère (P0 ou P1). Le poids des parties est noté dans les deux
dernières colonnes.

S, trié P0 P1 Σ[0] Σ[1]

[6, 4, 4, 3, 3] [ ] [ ] 0 0
[4, 4, 3, 3] [6] [ ] 6 0
[4, 3, 3] [6] [4] 6 4
[3, 3] [6] [4, 4] 6 8
[3] [6, 3] [4, 4] 9 8
[ ] [6, 3] [4, 4, 3] 9 11

Karmarkar et Karp [35] proposent une autre approche pour le parti-
tionnement de nombres. Au lieu de placer le poids le plus lourd dans la
partie la plus légère, il s’agit de placer les deux poids les plus lourds dans
deux parties différentes. Une version sans retour arrière, ou backtracking,
pour un partitionnement en deux parties est décrite dans l’algorithme 2
(voir si besoin les notations à la page 15).

L’idée de l’algorithme de Karmarkar et Karp est que l’action de placer
les deux plus grands poids de S dans deux parties différentes est équi-
valente à celle de placer leur différence dans une des deux parties. Il est
donc possible de transformer le tableau S vers un nouveau tableau qui a
un élément demoins, mais qui donne lemême déséquilibre. À la sortie de
la boucle while, S n’a plus qu’un seul élément : le déséquilibre de charge
de la partition trouvée par l’algorithme.

La version de l’algorithme sans backtracking ne donne pas la partition.
Pour l’obtenir, il faut garder l’historique des couples de poids placés dans
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deux parties différentes, et effectuer une phase de backtracking. L’algo-
rithme 3 décrit la version de l’algorithme avec backtracking. Dans cette
nouvelle version, l’indice de chaque poids est sauvegardé dans S′ de façon
à identifier le poids après le tri à la ligne 4. La première bouclewhile (lignes
5 à 10), similaire à celle de l’algorithme sans backtracking, sauvegarde l’in-
dice des deux plus grands poids dans une nouvelle pileX , et réinsère leur
différence avec l’indice d’un des deux poids (ici, i1). Pour initialiser le back-
tracking, le dernier élément de S′ est mis dans une des deux parties (ici,
la partie n°0) à la ligne 13. Ensuite, la deuxième boucle while (lignes 14 à 17)
dépile les couples deX , et place les poids dans deux parties différentes. À
la ligne 16, l’algorithme assigne àΠ[i2] la valeur 1−Π[i1] et non le contraire
(Π[i1]← 1−Π[i2]), car nous avons choisi i1 pour représenter la différence
des deux plus grands poids à la ligne 8, alors Π[i1] est initialisé et Π[i2] ne
l’est pas.

Algorithme 2Heuristique de Karmarkar et Karp pour le cas du par-
titionnement en 2 parties, version sans backtracking
1 : function KarmarkarKarp(S)
2 : sort(S)
3 : while |S| ≥ 2 do
4 : s1 ← pop(S)
5 : s2 ← pop(S)
6 : insertSorted(S, s1 − s2)
7 : end while
8 : imbalance← pop(S)
9 : return imbalance
10 : end function

La complexité de cet algorithme, avec ou sans backtracking, est aussi
bornée par celle du tri et par le traitement de la première boucle while, et
est de O(n · logn).

Les résultats donnés par cet algorithme sont sensiblement meilleurs
que ceux donnés par l’heuristique gloutonne [35]. Par exemple, le cas pré-
cédent S = [4, 3, 4, 6, 3] et k = 2 donne bien la partition à déséquilibre
nul. Les opérations effectuées dans ce cas sont notées dans la Table 3.2.
Toutefois, cet algorithme est aussi une heuristique. Par exemple, pour
S = [10, 10, 6, 6, 6] et k = 2, l’algorithme donne la partition [[10, 6, 6], [10, 6]]

au déséquilibre de 22/19− 1 = 0,16, alors que la partition [[10, 10], [6, 6, 6]]

a un déséquilibre de 20/19− 1 = 0,05.
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Algorithme 3Heuristique de Karmarkar et Karp pour le cas du par-
titionnement en 2 parties, version avec backtracking
1 : function KarmarkarKarp(S)
2 : X ← ∅
3 : S ′ ← [(S[i], i) | 0 ≤ i < |S|]
4 : sort(S ′)
5 : while |S ′| ≥ 2 do
6 : (s1, i1)← pop(S ′)
7 : (s2, i2)← pop(S ′)
8 : insertSorted(S ′, (s1 − s2, i1))
9 : append(X, (i1, i2))
10 : end while
11 : Π← ∅
12 : (imbalance, i)← pop(S ′)
13 : Π[i]← 0
14 : while X 6= ∅ do ▷ Backtracking
15 : (i1, i2)← pop(X)
16 : Π[i2]← 1− Π[i1]
17 : end while
18 : return Π
19 : end function

Table 3.2 – Exemple d’exécution de l’algorithme de Karmarkar
et Karp avec backtracking. Les poids de S sont notés avec leur
indice d’apparition dans le tableau original : [4, 3, 4, 6, 3] donne
[(4, 0), (3, 1), (4, 2), (6, 3), (3, 4)], qui est ensuite trié.

S′, trié X Π P0 P1

[(6, 3), (4, 0), (4, 2), (3, 1), (3, 4)] [ ] [_, _, _, _, _] [ ] [ ]
[(4, 2), (3, 1), (3, 4), (2, 3)] [(3, 0)] [_, _, _, _, _] [ ] [ ]
[(3, 4), (2, 3), (1, 2)] [(3, 0), (2, 1)] [_, _, _, _, _] [ ] [ ]
[(1, 4), (1, 2)] [(3, 0), (2, 1), (4, 3)] [_, _, _, _, _] [ ] [ ]
[(0, 4)] [(3, 0), (2, 1), (4, 3), (4, 2)] [_, _, _, _, 0] [3] [ ]
[(0, 4)] [(3, 0), (2, 1), (4, 3)] [_, _, 1, _, 0] [3] [4]
[(0, 4)] [(3, 0), (2, 1)] [_, _, 1, 1, 0] [3] [4, 6]
[(0, 4)] [(3, 0)] [_, 0, 1, 1, 0] [3, 3] [4, 6]
[(0, 4)] [ ] [0, 0, 1, 1, 0] [3, 3, 4] [4, 6]

Korf [33], [53] approfondit l’heuristique gloutonne, ainsi que l’heuris-
tique de Karmarkar et Karp en proposant des versions « complètes », qui
retournent une solution optimale. L’avantage des algorithmes de Korf
est qu’ils peuvent arrêter de s’exécuter à tout moment et retourner la
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meilleure solution jusque-là trouvée (par exemple, après un temps fixé,
ou lors de la validation d’une contrainte d’équilibre de charge).

3.2 . Algorithmes pour le partitionnement géométrique

Les algorithmes de partitionnement géométriques travaillent sur des
ensembles de points, possiblement pondérés. L’idée est de produire une
partition non seulement à l’aide de la charge de calcul associée auxmailles
– via la pondération –mais aussi à l’aide des coordonnées desmailles, afin
de limiter indirectement la taille de la frontière des parties.

Notons d’abord la classe d’algorithmes à base de bissection. Ces algo-
rithmes projettent les points sur un espace 1D – par exemple un axe, ou
une courbe – puis résolvent le problème de médiane pondérée. Ce pro-
blème consiste à trouver un point pivot x tel que la somme des poids des
points plus petits que x soit la plus proche de celle des points plus grands
que x. C’est une généralisation de la médiane, où les poids sont tous uni-
taires. Un exemple d’algorithme de recherche de médiane pondérée est
donné par l’algorithme 4. La fonction « MédianePondérée » donne, pour
une familleX de points, une familleW de poids associés et une tolérance
ε, un point xp qui sépare X en deux parties tel que le déséquilibre des
deux parties soit inférieur à ε.

Algorithme 4 Recherche dichotomique de la médiane pondérée
1 : functionMédianePondérée(X , W , ε)
2 : wtotal ←

∑
w∈W w

3 : wε_min ← wtotal/2 · (1− ε)
4 : wε_max ← wtotal/2 · (1 + ε)
5 : xmin ← min(X)
6 : xmax ← max(X)
7 : while X ∩ [xmin; xmax] 6= ∅ do
8 : x← (xmin + xmax)/2
9 : wx_bas ←

∑
i|Xi<x Wi

10 : if wx_bas < wε_min then
11 : xmin ← x
12 : else if wx_bas > wε_max then
13 : xmax ← x
14 : else
15 : return x
16 : end if
17 : end while
18 : fail « pas de solution »
19 : end function
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L’algorithme 4 fonctionne comme une recherche dichotomique sur
X. Le domaine de recherche de la médiane pondérée est initialisé
à [xmin;xmax] et, tant qu’il existe des points de X dans ce domaine,
l’algorithme teste si le milieu sépare les points en deux ensembles dont la
différence de poids est tolérable. Sinon, la taille du domaine de recherche
est divisée par deux. Les éléments de X et de W n’étant pas triés, il faut
visiter l’ensemble de ces deux tableaux à chaque itération. La complexité
de l’algorithme est alors O(n · logn). Il est aussi possible de trouver
la médiane pondérée en triant X et W , puis en parcourant la somme
cumulée des poids jusqu’à atteindre un point pivot satisfaisant.

Plusieurs algorithmes sont dérivés de l’algorithme 4. Nous pouvons
citer la bissection récursive de coordonnées [8] (communément appelé
RCB pour Recursive Coordinate Bisection), qui applique récursivement la
recherche de médiane selon les différents axes, de façon à obtenir des
parties dont le ratio d’aspect est proche de 1. Cet algorithme a été l’objet
de plusieurs variantes, dont RIB (Recursive Inertia Bisection [54]), qui effec-
tue un changement de base préliminaire de façon à aligner les axes x, y, z
avec les axes d’inertie du maillage. Une autre variante plus récente est
MultiJagged [9], qui se permet de découper le maillage en trois parties ou
plus à chaque itération, pour mieux équilibrer le poids des parties.

Une autre approche dérivée de la médiane pondérée consiste à réali-
ser des bissections selon des courbes couvrantes [55], [56]. Ces courbes
associent des points sur un segment [0; pn] ⊂ N vers [0; p]n. L’exemple le
plus simple de courbe couvrante est la courbe en Z [57] montrée en Fi-
gure 3.1a. Les indices de la courbe sont construits en alternant les chiffres
binaires des coordonnées x et y. Certaines courbes couvrantes, comme
celles deHilbert [58],montrée en Figure 3.1b, garantissent quedeuxpoints
voisins sur la courbe sont voisins dans l’espace nD, ce qui permet d’obte-
nir des parties connexes [59]. Les algorithmes de partitionnement dérivés
de courbes couvrantes appliquent l’algorithme de médiane pondérée sur
la courbe [60], [61]. Il est aussi possible d’appliquer une variante de cet
algorithme qui partitionne la courbe d’un coup, sans besoin de récursion
[9].

Les algorithmes à base de médiane pondérée sont hautement paral-
lèles. Ils permettent ainsi de donner des résultats rapidement. Cependant,
la qualité des résultats dépend fortement du fait que les points pivots pos-
sibles pour la médiane pondérée ne sont pas les points aux poids les plus
élevés. Dans ces cas pathologiques, la condition à la ligne 7 de l’algorithme
4 peut être fausse, et l’algorithme ne trouve alors pas de solution.

D’autres algorithmes de partitionnement géométrique existent, no-
tamment une adaptation des k-moyennes [62]. Cet algorithme consiste à
faire grandir des boules à partir du centre des parties, de façon à obtenir
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(a) La courbe en Z d’ordre 3 (b) Les courbes de Hilbert d’ordre 1
(en rouge), 2 (en bleu) et 3 (en noir)

Figure 3.1 – Courbes couvrantes, utilisées pour partitionner des points se-
lon un seul axe, sans besoin de récursion.

des parties connexes et au ratio d’aspect proche de 1. Contrairement aux
précédents, c’est un algorithme de raffinement : il lui faut une partition en
entrée afin de calculer le centre des parties.

3.3 . Algorithmes pour le partitionnement topologique

Pour le partitionnement topologique, il existe des algorithmes de re-
cherche locale. Ces algorithmes visitent l’espace des solutions (les par-
titions respectant une tolérance de déséquilibre ε, voir le problème de
partitionnement topologique en Définition 2.8) de proche en proche, en
faisant diminuer les coûts de communication à chaque déplacement. Ce
sont des algorithmes de raffinement, et non de partitionnement initial. Ils
nécessitent donc une partition, possiblement aléatoire, en entrée.

Deux exemples de tels algorithmes sont celui de Kernighan et Lin (KL)
[36] et celui de Fiduccia etMattheyses (FM) [37]. Pour une solution donnée
(une partition qui satisfait la contrainte d’équilibre), les deux algorithmes
effectuent des passes, dans lesquelles ils changent les sommets de par-
tie. Une passe s’arrête quand tous les sommets ont été déplacés, alors la
partition ayant la plus faible coupe (Définition 2.5) lors de la passe est re-
tenue pour la passe suivante. Les algorithmes s’arrêtent quand une passe
ne diminue pas la coupe.

KL et FM diffèrent par la façon dont ils visitent l’espace de solutions.
KL échange les sommets deux à deux, de telle sorte à ne pas changer le
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nombre de sommets des parties. Cela permet, lorsque les sommets ont
tous le même poids, de garder le déséquilibre initial lors de l’optimisation
de la coupe. Pour cela, KL parcours l’ensemble des pairs de sommets pou-
vant être échangés et la complexité d’une passe est de O(n2 · logn), où n

est le nombre de sommets du graphe.
L’un des buts de FM est d’êtremoins complexe que KL. Pour cela, l’algo-

rithme change les sommets de partie un à un et maintient deux index : le
premier répertorie les sommets qui donnent lemeilleur gain sur la coupe,
et le deuxième stocke le gain de chaque sommet. Cela permet de trou-
ver le meilleur mouvement en O(g · d), où g est le poids de l’arête la plus
lourde et d le degrémaximal du graphe. Lamise à jour des index se fait en
O(d). Pour des arêtes à poids égaux, une passe de FM a une complexité
de O(n · d).

Un exemple des deux algorithmes est illustré dans la Figure 3.2.
Un graphe est partitionné en deux parties bleue et rouge. La coupe du
graphe, représentée par des arêtes en pointillés, contient cinq arêtes.
Chacun des deux algorithmes effectue un mouvement. FM déplace un
sommet bleu vers la partie rouge : la coupe perd deux arêtes et en gagne
une. KL échange les parties de deux sommets : la coupe perd trois arêtes
et en gagne deux.

Les deux algorithmes paraissent pouvoir donner lesmêmes solutions.
Cependant, Barat [14] montre qu’ils visitent des parties distinctes de l’es-
pace des solutions.

3.4 . Algorithme pour le partitionnement sous contrainte
mémoire

Morais et al. [12], [46], [63], [64] ont développé un algorithme glouton
pour le partitionnement sous contrainte mémoire en utilisant le modèle
à base de graphe biparti. Pour cela, ils définissent deux applications :

• ω : M −→ R+, qui représente la quantité de données associée à
chaque maille ;

• D : {0, . . . , k − 1} −→ P(M), qui donne l’ensemble des mailles dont
les données sont requises par chaque unité de calcul :

D(i) = {d ∈M | {c, d} ∈ E; c ∈ Pi}.

L’idée de l’algorithme est d’associer chaque traitement c ∈ C à l’une
des unités de calcul. L’ordre de parcours de C est défini par un tri en deux
étapes :

1. trier les traitements par ordre décroissant des données requises ;
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(a) FM : partition avant le
mouvement

(b) FM : partition après le
mouvement

(c) KL : partition avant lemou-
vement

(d) KL : partition après le
mouvement

Figure 3.2 – Optimisation d’une bi-partition par Kernighan-Lin et Fiduccia-
Mattheyses.

2. trier chaque ensemble de traitements ayant la même quantité de
données requises par ordre décroissant selon la quantité de don-
nées partagées avec des traitements déjà triés.

L’unité de calcul associée à c est alors sélectionnée de la façon sui-
vante :

1. l’algorithme sélectionne les unités de calcul pouvant garder en mé-
moire les données nécessaires au traitement de c :

Mi ≥
∑

d∈N(c)∪D(i)

ω(d);

2. parmi ces unités de calcul, l’algorithme choisit celle dont la taille to-
tale des données requises supplémentaires pour le traitement de c

est minimale :

minimiser
∑

d∈N(c)\D(i)

ω(d);

3. enfin, parmi les unités de calcul restantes, l’algorithme choisit aléa-
toirement une des unités de calcul qui ont le plus demémoire libre :
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maximiser Mi −
∑

d∈D(i)

ω(d);

L’algorithme complet est décrit dans l’Algorithme 5.

Algorithme 5 Algorithme glouton pour le partitionnement de
maillage sous contrainte mémoire
1 : function GloutonMem(B, M )
2 : Π← [0, |S|. . ., 0]
3 : SortedC ← SortCV ertices(B)
4 : for all c ∈ SortedC do
5 : M0 ←

{
0 ≤ i < |M | |Mi ≥

∑
d∈N(c)∪D(i) ω(d)

}
6 : M1 ←

{
argmini∈M0

∑
d∈N(c)\D(i) ω(d)

}
7 : M2 ←

{
argmaxi∈M1 Mi −

∑
d∈D(i) ω(d)

}
8 : Π[c]← random(M2)
9 : end for
10 : return Π
11 : end function

Conclusion
Nous avons vu dans le Chapitre 1 que les simulations physiques à

grande échelle sont exécutées sur des machines à mémoire distribuée et
disposant de nombreuses unités de calcul. Cette architecture matérielle
impose aux simulations de répartir les données et les calculs sur les
unités de calcul. Cette répartition influence le temps d’exécution de la
simulation de deux manières : le déséquilibre de charge entre les unités
de calcul, et le taux de communication requis.

Dans le Chapitre 2, nous avons vu que répartir les données et calculs
de manière optimale est un problème qui, pour les simulations à base
de maillage, se traduit par le problème de k-partitionnement de maillage
(Définition 2.1). De ce problème découlent plusieurs approches, chacune
ayant ses avantages et inconvénients.

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit des algorithmes exis-
tants pour plusieurs de ces approches au partitionnement de maillage.
Certains algorithmes créent une partition alors que d’autres optimisent
une partition donnée.

Dans le reste de ce manuscrit, nous allons utiliser les algorithmes dé-
crits pendant cette section pour permettre aux utilisateurs d’outils de par-
titionnement de choisir précisément comment optimiser leurs partitions.
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Deuxième partie

Chaînes d’algorithmes de
partitionnement de maillage
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4 - Mise en place d’une méthode de parti-
tionnement de maillage multi-objectif
par chaînes d’algorithmes

Nous cherchons à proposer un nouvel outil de partitionnement de
maillages, problème défini par la Définition 2.1 (page 33), de façon à mini-
miser le temps d’exécution d’une simulation. Comme dit précédemment,
ce problème de partitionnement est souvent impossible à résoudre, et
l’utilisateur doit donc reformuler le problème pour le rendre plus simple.

De nombreux codes de simulation utilisent des outils de partitionne-
ment de graphe. De tels outils calculent le graphe dual du maillage pour
une relation de voisinage donnée, et minimisent la coupe du graphe sous
une contrainte d’équilibre donnée par l’utilisateur. En pratique, bien que
les partitions produites par ces outils ont une coupe très faible, elles ne
respectent pas toujours la contrainte d’équilibre [14]. Dans certains cas,
le non respect de cette contrainte peut mener à un temps d’attente, dû
aux synchronisations, qui est supérieur aux gains en temps associés à la
réduction de la coupe.

Les outils de partitionnement existants ne prennent pas en compte
certaines attentes d’un utilisateur de code de calcul. Premièrement, ils ne
considèrent pas directement la notion de maille fantôme. Bien que la mi-
nimisation de la coupe agit indirectement sur les charges mémoires as-
sociées aux mailles fantômes, la coupe même est une métrique globale
et peut conduire à des charges mémoires très hétérogènes sur les unités
de calcul. Ainsi, il est possible qu’une simulation ne puisse pas s’exécu-
ter correctement, pour cause de dépassement mémoire. Deuxièmement,
ces outils de partitionnement ne prennent pas en compte la capacité mé-
moire des unités de calcul. Ainsi, la consommation mémoire d’une unité
de calcul peut excéder sa capacité mémoire, que le code de calcul utilise
des mailles fantômes ou non.

Ensuite, le partitionnement de graphe n’est pas la seule façon de par-
titionner un maillage : certains algorithmes de partitionnement géomé-
trique sont connus pour mieux passer à l’échelle [8], [9], [62] et ainsi don-
ner des partitions plus rapidement que les outils de partitionnement de
graphe lors de l’exécution sur un grand nombre d’unité de calcul. Ce gain
en temps de restitution peut avoir un impact non négligeable sur le temps
d’exécution du code de simulation.

Enfin, un utilisateur peut aussi vouloir des parties ayant une certaine
forme. Dans ce cas, un algorithme de partitionnement géométrique peut

55



être utilisé.
Un utilisateur d’outil de partitionnement peut donc attendre de celui-ci

qu’il permette d’obtenir une partition :
• où les parties sont à charge égale,
• le plus rapidement possible,
• où les parties ont une certaine forme,
• ayant un coût de communications minimal,
• qui permet de distribuer les données de la simulation sans dépasser
la capacité mémoire des unités de calcul.

Respecter ces cinq propriétés est difficile. Néanmoins, comme nous
l’avons vu dans le Chapitre 3, il existe des algorithmes permettant de res-
pecter chacune de ces cinq propriétés. En fonction des attentes de l’utili-
sateur, il devrait être possible de trouver un compromis sur plus d’une de
ces propriétés.

Pour trouver des compromis au plus grand nombre de cas d’utilisation
du partitionnement demaillages, nous nous intéressons au chaînage d’al-
gorithmes de partitionnement.

Par exemple, prenons le maillage 3D présenté en Figure 4.1, où les
poids varient entre 0 et 1 000. Le poids associé à une maille est déterminé
par l’abscisse de son barycentre. Maintenant, partitionnons ce maillage
sur huit unités de calcul. Pour cela, il est possible d’utiliser un algorithme
géométrique tel qu’une bissection récursive en Figure 4.2. La partition ob-
tenue a un déséquilibre de 0.030, une coupe de 8.70× 106 et une λ− 1 cut
de 6.47× 106.

Nous pouvons optimiser cette partition afin de diminuer le dés-
équilibre de charge et la coupe. Par exemple, nous pouvons chercher
à diminuer le déséquilibre en appliquant un algorithme d’optimisation
locale tel que VNBest [14]. VNBest est un algorithme de partitionnement
de nombres qui optimise une partition existante. Il déplace les mailles
de partie en partie afin de diminuer le poids le plus possible à chaque
déplacement. La figure Figure 4.3 illustre la partition obtenue après
optimisation de la partition présentée en Figure 4.2. La nouvelle partition
a un déséquilibre de 1.9 × 10−6 (précédemment 0.030), une coupe de
10.8 × 106 (précédemment 8.70 × 106) et une λ − 1 cut de 8.07 × 106

(précédemment 8.70 × 106). Remarquons que les parties ne sont plus
connexes. En effet, VNBest change les mailles de partie en partie sans
prendre en compte de relation de voisinage, tant que le changement
de partie diminue le déséquilibre de charge. Remarquons aussi que les
poids déplacés se concentrent autour de la zone où les poids sont les
plus élevés. Nous supposons que cela est dû au fait que VNBest est un
algorithme glouton, qui change les mailles de parties de telle sorte à
diminuer le plus possible le déséquilibre. Le futur Chapitre 5 détaillera
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Figure 4.1 – Un maillage 3D composé de 232 698 mailles. La couleur des
mailles représente leur poids – la charge de calcul qui leur est associée.
Le poids de chaque maille dépend exclusivement de l’abscisse de son ba-
rycentre, et évolue linéairement de 0 à 1 000, de droite à gauche.

Figure 4.2 – Unmaillage 3D partitionné en 8 parties suivant une bissection
récursive. Chaque couleur représente une partie. Sur la figure, seules cinq
des parties sont visibles.
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Figure 4.3 – Un maillage 3D partitionné en 8 parties suivant d’abord une
bissection récursive, puis une passe d’optimisation de l’équilibre par VN-
Best. Durant la seconde passe, les mailles sont changées de parties pour
diminuer le déséquilibre le plus possible à chaque mouvement, sans
prendre en compte la topologie du maillage. Chaque couleur représente
une partie.

les raisons précises du choix des mailles par VNBest.
Enfin, nous pouvons optimiser la partition afin de diminuer la coupe,

sous une contrainte d’équilibre. Ici, nous appliquons Arcswap avec une to-
lérance sur le déséquilibre de valeur 0.01. Nous obtenons ainsi le résultat
visible sur la Figure 4.4. Arcswap est un algorithme d’optimisation locale
pour le partitionnement topologique développé pendant cette thèse. Si-
milaire à celui de Fiduccia et Mattheyses (FM) [37], il déplace les mailles de
partie en partie pour faire diminuer la coupe, tant que ces déplacements
n’augmentent pas le déséquilibre de la partition au-dessus de la tolérance
donnée. Contrairement à FM, Arcswap ne cherche pas le déplacement qui
fait diminuer le plus possible la coupe. Une telle partition a un déséqui-
libre de 0.008, une coupe de 7.7 × 106 et une λ − 1 cut de 7.1 × 106. Cette
partition a non seulement unmeilleur déséquilibre que celle obtenue par
RCB seul, elle a aussi unemeilleure coupe. Elle a cependant unmoins bon
déséquilibre que la partition obtenue par RCB suivi de VNBest.

Chaîner des algorithmes de partitionnement permet ainsi à l’utili-
sateur de l’outil de partitionnement de donner priorité aux métriques
qui l’intéresse. L’idée de chaîner des algorithmes était déjà présente
dans Scotch [3], qui permet de spécifier en grand détail la façon dont se
déroule le partitionnement ainsi que les algorithmes utilisés. Cependant,
le problème de partitionnement résolu est le même à chaque maillon de
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Figure 4.4 – Un maillage 3D partitionné en 8 parties suivant d’abord une
bissection récursive, puis une passe d’optimisation de l’équilibre par VN-
Best, puis une passe d’optimisation des communications par Arcswap.
Arcswap change les mailles de partie de façon à faire diminuer la coupe.
Chaque couleur représente une partie.

la chaîne : Scotch résout le problème de partitionnement topologique.
Pour le partitionnement de maillage, il est intéressant de changer le

modèle utilisé à chaque maillon de la chaîne. Par exemple, commencer
par générer une partition rapidement avec un algorithme géométrique,
puis appliquer une optimisation sur les nombres pour améliorer l’équi-
libre de charge, avant de finir par une optimisation topologique pour mi-
nimiser la coupe, comme vu précédemment. Un tel procédé devrait per-
mettre d’obtenir une partition dont la forme est bonne grâce à la décom-
position géométrique, mais aussi bien équilibrée et avec un volume de
communications bas grâce aux étapes de raffinement.

Pour illustrer ce phénomène avec plus d’algorithmes, prenons le
maillage 2D présenté sur la Figure 4.5, et composé de 19 312 triangles,
où le poids des mailles est généré de la même façon que l’exemple
précédent – croissant selon l’axe des abscisses. Maintenant, appliquons
différents algorithmes de partitionnement de nombres, géométrique et
topologique, de façon à obtenir des bi-partitions, c’est-à-dire des parti-
tions à deux parties. Les algorithmes sont chacun appliqués plusieurs
fois (seize), car certains ne sont pas déterministes.

Les algorithmes utilisés sont l’heuristique de partitionnement de
nombres de Karmarkar et Karp [35], vu à la page 43, les algorithmes
géométriques RCB [8] et les courbes couvrantes de Hilbert [58] (d’ordre
12), vus à la page 47, ainsi que l’algorithme de partitionnement de nombre
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Figure 4.5 – Maillage 2D triangulaire composé de 19 312 éléments. La cou-
leur représente le poids – la charge de calcul – associée à chaque maille.

VNBest [14], et l’algorithme de partitionnement topologique Arcswap
(avec une tolérance sur le déséquilibre de 0.01).

Plaçons ensuite la coupe et le déséquilibre de chaque partition sur
un graphe en Figure 4.6. Sur ce graphe, chaque point représente une des
seize partitions obtenues pour chaque chaîne d’algorithmes. Les échelles
utilisées sont logarithmiques. Nous remarquons d’abord des grands
écarts de coupe et de déséquilibre entre les partitions données par les
différents algorithmes, et qu’il n’y a pas de solution meilleure que les
autres. Typiquement, Karmarkar-Karp (représenté sous forme de triangle
bleu vers le bas) donne des partitions avec le meilleur déséquilibre
mais au détriment de la coupe. Au contraire, le chaînage Arcswap sur
RCB (représenté sous forme de carré vide) – c’est-à-dire l’application de
RCB puis d’Arcswap – permet d’obtenir les partitions ayant la meilleure
coupe, mais au prix d’un déséquilibre élevé. Un bon compromis pour ce
maillage serait le chaînage VNBest sur RCB (carré plein), mais donne une
coupe plus élevée que les autres chaînes avec RCB. Notons que certains
algorithmes, comme Arcswap, ne donnent pas toujours les mêmes
résultats. Cela est principalement dû au non-déterminisme induit par le
parallélisme de l’algorithme.

Il faut remarquer ensuite que Arcswap et VNBest, deux algorithmes
optimisant les partitions enminimisant respectivement la coupe et le dés-
équilibre, déplacent légèrement les points sur le graphe. Par exemple, les
partitions, une fois optimisées par Arcswap, apparaissent plus à gauche
sur le graphe. De façon similaire, les partitions obtenues par VNBest
apparaissent plus en bas du graphe. Ces deux algorithmes permettent
ainsi d’ajuster la coupe et le déséquilibre d’une partition préalablement
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Figure 4.6 – Coupe et déséquilibre de partitions obtenues par différents al-
gorithmes. Le déséquilibre est donné en pourcentages. La coupe est don-
née en unités arbitraires (même unité que celle des poids des mailles). Le
déséquilibre de la partition obtenue par Karmarkar-Karp vaut 0, et a été
élevé à 10−10% pour cette visualisation sur échelle logarithmique.
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obtenue. C’est l’idée de notre nouvelle méthode de partitionnement de
maillage : créer une partition de zéro, ou partir d’une solution existante,
et utiliser différents problèmes et modèles de partitionnement pour
ajuster la partition en fonction des intérêts de l’utilisateur.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons mis en place une nouvelle méthode de

partitionnement demaillage, impliquant de chaîner plusieurs algorithmes
choisis de façon à optimiser le déséquilibre ou la coupe d’une partition de
maillage. Or, commeévoqué dans la Section 2.5 (page 40), il existe d’autres
intérêts au partitionnement de maillage, que nous allons couvrir dans les
chapitres suivants :

• Certaines simulations sont exécutées sur desmachines où les unités
de calcul ne sont pas homogènes : certaines unités peuvent calculer
plus rapidement que d’autres. Lors de l’équilibrage de charge, il faut
alors allouer plus de charge sur certaines parties. Dans le Chapitre 5,
nous allons étendre l’algorithme d’optimisation pour le partitionne-
ment de nombres, de façon à équilibrer la charge en fonction de
poids cibles attribués à chaque partie ;

• Certaines simulations fonctionnent exclusivement à l’aide de
maillages dits « cartésiens » – c.à.d. des grilles, 2D ou 3D – à des
fins de performance. Ces simulations supposent généralement
que l’outil de partitionnement donne des parties qui sont aussi
des grilles. Dans le Chapitre 6, nous allons spécialiser l’algorithme
de bissection récursive RCB pour les maillages cartésiens, afin de
traiter de plus grands maillages plus rapidement ;
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5 - Extension de VNBest pour le partitionne-
ment à cibles de charge

Lors du partitionnement d’un maillage, il peut s’avérer intéressant
d’allouer plus de charge de calcul à certaines parties qu’à d’autres.
Par exemple, lorsque les unités de calcul ne calculent pas à la même
vitesse. Ce chapitre se focalise sur le développement d’une solution à ce
problème, dans le cadre du chaînage d’algorithmes vu dans le chapitre
précédent. Pour cela, nous étendons l’algorithme d’optimisation pour le
partitionnement de nombres, VNBest [14], pour prendre en compte un
poids cible pour chaque partie.

D’abord, la Section 5.1 définit formellement le problème de partition-
nement de nombre à cibles de charge et introduit VNBest. Ensuite, dans la
Section 5.2 (page 65), nous étendons l’algorithme pour prendre en compte
un poids cible par partie, dans le cas du partitionnement en deux parties.
Enfin, dans la Section 5.3 (page 70), nous étendons l’algorithme pour un
nombre arbitraire de parties.

5.1 . VNBest et le problème de partitionnement de nombres
à cibles de charge

Une définition du partitionnement de nombres a déjà été donnée
dans le Chapitre 2. Cependant, et comme annoncé dans la Section 2.5, il
existe une définition plus générale du problème, où les parties ont cha-
cune un poids cible. Par exemple, on peut vouloir chercher à équilibrer
la charge de mailles dans deux parties de telle façon qu’un tiers de la
charge totale soit allouée à la première partie et deux tiers à l’autre. Nous
appelons ce nouveau problème le « problème de partitionnement de
nombres à cibles ». Avant de le définir formellement, définissons d’abord,
dans la Définition 5.1, le déséquilibre d’une partition selon des cibles.

Définition 5.1 (Déséquilibre de charge d’une partie et d’une partition se-
lon des cibles). Soient unmaillageM, une partitionΠ = (Pi)0≤i<k deM, une
application w : M −→ R+ associant une charge de calcul à chaque maille
deM, et T = (ti)0≤i<k une famille de réels positifs dont la somme égale la
somme des charges de toutes les mailles, c’est-à-dire :

k−1∑
i=0

ti =
∑
m∈M

w(m),

Alors le déséquilibre d’une partie Pi ∈ Π est défini comme :
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Im(Pi, ti) =
∑
m∈Pi

w(m)− ti.

Le déséquilibre de la partition Π est défini comme :

Imb(Π, T ) =
k−1
max
i=0

Imb(Pi, ti).

Nous pouvons ainsi définir le problème de partitionnement de
nombres à cibles dans la Définition 5.2.

Définition 5.2 (Problème de partitionnement de nombres à cibles). Soient
un maillage M, une application w : M −→ R+ associant une charge de
calcul à chaque maille deM, et T = (ti)0≤i<k une famille de réels positifs
dont la somme égale la somme des charges de toutes les mailles. Le problème
de partitionnement de nombres à cibles consiste à trouver une partition Π de
M qui minimise le déséquilibre Imb(Π, T ).

Ce problème est une généralisation du partitionnement de nombres
pour des cibles ti qui ne sont pas forcément égales. En effet, minimiser
le déséquilibre Imb(Π, T ) revient, dans le cas où les cibles sont égales, à
minimiser la charge de la partie la plus chargée.

Pour résoudre ce problème dans le cadre du chaînage d’algorithmes
introduit dans le chapitre précédent, deux algorithmes nous intéressent :
VNFirst [14] et VNBest [14]. Ces deux algorithmes s’inspirent de laméthode
de « hill-climbing » présentée par Korf [33], et consistent à déplacer les
mailles, une à une, d’une partie à l’autre, afin de faire diminuer le déséqui-
libre. D’un côté, VNBest choisit les mailles à déplacer de façon à diminuer
le déséquilibre le plus possible à chaque déplacement. De l’autre, VNFirst
déplace n’importe quellemaille tant que cela fait diminuer le déséquilibre.
Les deux algorithmes s’arrêtent quand plus aucun déplacement ne dimi-
nue le déséquilibre. En guise d’illustration, le principe de VNBest est dé-
taillé dans l’Algorithme 6. L’hypothétique fonction Move donne, pour une
partition Π, une maille m et l’indice p d’une partie, la partition qui résulte
du déplacement dem dans la pième partie de Π.
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Algorithme 6 Squelette de VNBest
1 : procedure VNBest(M, Π, k)
2 : M ← {(m, p) ∈ M × [0; k − 1] | Imb(Move(Π,m, p), T ) <

Imb(Π, T )}
3 : whileM 6= ∅ do
4 : (mbest, p)← argmin(m,p)∈M Imb(Move(Π,m, p), T )
5 : Π←Move(Π,mbest, p)
6 : M ← {(m, p) ∈ M × [0; k − 1] | Imb(Move(Π,m, p), T ) <

Imb(Π, T )}
7 : end while
8 : end procedure

Dans le cas de VNFirst, seule la ligne 4 de l’algorithme 6 change pour ne
pas prendre leminimum,mais un élément arbitraire deM . De cette façon,
M peut être construit en parallèle et plusieurs déplacements peuvent être
trouvés à la fois.

VNBest et VNFirst ont différents avantages dans le cadre du chaînage
d’algorithmes. VNBest, qui est une heuristique gloutonne, laisse supposer
que le nombre de déplacements effectués est presqueminimal, ce qui est
intéressant quand chacun de ces déplacements ne prend en compte ni la
topologie ni la géométrie du maillage, et donc peut augmenter les coûts
de communication. De l’autre côté, VNFirst n’est pas glouton, et est plus
facilement parallélisable, ce qui permet de traiter de plus grandsmaillages
plus rapidement.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons exclusivement à VNBest. Pour
VNBest, le recherche de mbest est la difficulté principale de la conception
de l’algorithme. Une version naïve de cette recherche calculerait le dés-
équilibre de toutes les partitions qu’il est possible d’obtenir avec le dé-
placement d’une des mailles, puis prendrait le minimum. Chaque itéra-
tion aurait alors une complexité de O(|M| · k). Barat [14] montre qu’il est
possible, dans le cas du bi-partitionnement, d’effectuer la recherche du
meilleurmouvement enO(log |M|). Nous allonsmontrer qu’il est possible
d’arriver au même résultat lorsque les parties ont des poids cibles, puis
nous allons étendre la méthode de recherche au k-partitionnement.

5.2 . Recherche des meilleurs déplacements dans le cas du
bi-partitionnement

VNBest, comme dit précédemment, déplace les mailles une à une de
façon à baisser le déséquilibre le plus possible à chaque fois et cela tant
que c’est possible. Dans la version originale, la recherche de la maille à
déplacer repose sur la définition d’un gain en équilibre de charge pour
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chaque maille. Nous allons faire de même, mais en utilisant la définition
de déséquilibre selon des poids cibles par partie. Définissons d’abord le
déplacement d’une maille dans la Définition 5.3.

Définition 5.3 (Déplacement d’une maille). Pour un maillageM, nous no-
tons P2(M) l’ensemble des bi-partitions deM. Définissons alors le déplace-
ment des mailles d’un maillage par l’application Move :

Move : P2(M)×M −→ P2(M)

((P1, P2),m) 7−→

{
(P1 \ {m}, P2 ∪ {m}), si m ∈ P1;

(P1 ∪ {m}, P2 \ {m}), sinon.

L’application Move donne, pour une bi-partition d’un maillage et une
maille m de ce même maillage, une nouvelle partition où la maille m est
dans l’autre partie. Nous appelons cela un « déplacement ». De cette dé-
finition du déplacement, nous pouvons définir le gain en équilibre d’un
déplacement dans la Définition 5.4, comme la différence de déséquilibre
entre la partition initiale et la partition finale.

Définition 5.4 (Gain d’un déplacement). Soient un maillage M, une
bi-partition Π = (P0, P1) de M, et T = (t0, t1) un couple de réels positifs
dont la somme est égale à la somme des charges de toutes les mailles. Nous
définissons alors le gain des déplacements comme l’application Gain :

Gain : P2(M)×M −→ R
(Π,m) 7−→ Imb(Π, T )− Imb(Move(Π,m), T ).

Le gain du déplacement d’une maille est positif quand déplacer cette
maille dans l’autre partie diminue le déséquilibre. Il est négatif sinon. Nous
cherchons à obtenir le maximum de la fonction Gain. Pour cela, au lieu
de calculer naïvement le déséquilibre des deux parties, il est possible d’ex-
ploiter la formule du déséquilibre pour obtenir une formule plus explicite
du gain, en fonction de la charge d’une maille m et du déséquilibre de la
partition Π.

Avant de pouvoir obtenir une formule explicite du gain, nous mon-
trons une propriété sur le déséquilibre de charge selon des cibles :

Proposition 1 (Symétrie du déséquilibre). Soient un maillageM, une bi-
partition Π = (P0, P1) deM, et T = (t0, t1) un couple de réels positifs dont la
somme égale à la somme des charges de toutes les mailles. Alors, le déséqui-
libre des parties de Π sont des opposés :

Imb(P0, t0) + Imb(P1, t1) = 0.
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Nous pouvons ainsi écrire :

Imb(Π, T ) = |Imb(P0, t0)| = |Imb(P1, t1)|.

Démonstration.

Imb(P0, t0) + Imb(P1, t1) =
∑
m∈P0

w(m)− t0 +
∑
m∈P1

w(m)− t1, par la déf. 5.1

=
∑
m∈M

w(m)− (t0 + t1)

= 0.

Par la Définition 5.1,

Imb(Π, T ) = max(Imb(P0, t0), Imb(P1, t1)) = |Imb(P0, t0)| = |Imb(P1, t1)|.

Une façon de voir la proposition 1 est la suivante : la charge qu’il
manque à l’une des parties est la charge qu’il y a en trop dans l’autre
partie. Cette propriété est vraie pour n’importe quelles cibles de charge,
tant que ces cibles ont une somme égale à toutes les charges.

Nous explicitons maintenant dans la proposition 2 la valeur du dés-
équilibre après un déplacement, en utilisant la propriété précédente. Afin
de faciliter la compréhension de cette proposition et de la preuve asso-
ciée, nous introduisons la Figure 5.1 qui détaille visuellement les diffé-
rents cas à séparer lors du calcul du gain. La Figure 5.1a correspond au
premier cas de la formule du gain, c’est-à-dire qu’un déplacement de la
partie souschargée vers la partie surchargée fait toujours augmenter le
déséquilibre. Le deuxième cas est représenté sur la Figure 5.1b : le gain ap-
porté par le déplacement d’une charge plus petite que le déséquilibre est
égal à cette charge. On gagne aussi à déplacer des charges plus grandes
que le déséquilibre (Figure 5.1c), mais le gain alors diminue avec la valeur
de la charge, jusqu’à atteindre des valeurs négatives pour les charges su-
périeures au double du déséquilibre (Figure 5.1d). Les différents cas sont
aussi récapitulés dans le tableau de variation 5.1.

Proposition 2 (Formule explicite du gain). Soient un maillageM, une bi-
partition Π = (P0, P1) deM, une application w : M −→ R+ associant une
charge de calcul à chaque maille deM, T = (t0, t1) un couple de réels positifs
dont la somme égale à la somme des charges de toutes les mailles, etm ∈ P0.
Alors,

67



s

t0

Imb(Π)

t1

Π

0π 1π

s
Imb(Π')

Π'

0π' 1π'
(a) La charge s est dans la partie
souschargée. Le déséquilibre aug-
mente.

s
t0

Imb(Π)

t1

Π

0π 1π

s

Imb(Π')

Π'

0π' 1π'
(b) La charge s est plus petite que
le déséquilibre. Le déséquilibre di-
minue.

st0

Imb(Π)

t1

Π

0π 1π

s

Imb(Π')

Π'

0π' 1π'
(c) La charge s est plus grande que
le déséquilibre. Le déséquilibre di-
minue.

s
t0

Imb(Π)

t1

Π

0π 1π

s
Imb(Π')

Π'

0π' 1π'
(d) La charge s est plus grande que
le double du déséquilibre. Le dés-
équilibre augmente.

Figure 5.1 – Différents cas de déplacement de poids et leur impact sur le
déséquilibre.

Gain(Π,m) =


−w(m) si Imb(P0, t0) ≤ 0,

w(m) si Imb(P0, t0) ≥ 0 et w(m) ≤ Imb(Π, T ),

2 · Imb(Π, T )− w(m) si Imb(P0, t0) ≥ 0 et w(m) ≥ Imb(Π, T ).
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w(m)

Gain(Π,m)

Gain(Π,m)

0 Imb(Π, T ) 2 · Imb(Π, T ) +∞

w(m) 2 · Imb(Π, T )− w(m)

00

Imb(Π, T )Imb(Π, T )

0

Table 5.1 – Tableau de variation du gain en fonction de la charge de la
maille déplacée, pour une partition donnée et pour un déplacement de-
puis la partie la plus surchargée.

Démonstration. Notons que l'expression est bien définie malgré les che-
vauchements dûs aux inégalités larges :

• Si Imb(P0, t0) = 0 alors, par la proposition 1, Imb(Π, T ) = 0. Ainsi, la
charge w(m) dem étant positive, le premier et le troisième cas de la
formule sont identiques. D'autre part, le deuxième cas n'est possible
que si w(m) est nul.

• Si Imb(P0, t0) ≥ 0 et w(m) = Imb(Π, T ), le deuxième et le troisième
cas donnent la même valeur Imb(Π, T ).

Quand à la preuve de la formulemême du gain, nous utilisons d'abord
la Définition 5.4 du gain :

Gain(Π,m) = Imb(Π, T )− Imb(Move(Π,m), T )

= |Imb(P0, t0)| − |Imb(P0, t0)− w(m)|, par la proposition 1.

Si Imb(P0, t0) ≤ 0, alors commew(m) est positif, Imb(P0, t0)−w(m) ≤ 0,
et Gain(Π,m) = −Imb(P0, t0) + Imb(P0, t0)− w(m) = −w(m).

Sinon, par la proposition 1, nous avons Imb(P0, t0) = Imb(Π, T ). Nous
distinguons alors deux autres cas :

• Soit w(m) ≤ Imb(Π, T ), et dans ce cas

Gain(Π,m) = Imb(P0, t0)− (Imb(P0, t0)− w(m)) = w(m).

• Soit w(m) ≥ Imb(Π, T ), et alors

Gain(Π,m) = Imb(P0, t0)+(Imb(P0, t0)−w(m)) = 2·Imb(P0, t0)−w(m).

La formule explicite du gain nous permet de remarquer deux choses.
Premièrement, le gain est alors seulement positif pour les mailles ayant
une charge plus petite que le double du déséquilibre de la partition ;
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deuxièmement, le meilleur déplacement est celui de la charge la plus
proche du déséquilibre, dans la partie surchargée. Maintenant que nous
savons quelle maille déplacer, décrivons la version de VNBest pour
résoudre le problème du partitionnement de nombres à cibles de charge,
dans le cas du bi-partitionnement.

Algorithme 7 Version détaillée de VNBest, dans le cas du partition-
nement en deux parties, et ou les parties ont des cibles de charge
1 : procedure VNBest(M, Π = (P0, P1), T = (t0, t1), w)
2 : loop
3 : Psouschargée, Psurchargée ← Π
4 : m← SearchClosest(Psurchargée, Imb(Π, T ), w)
5 : if 2 · Imb(Π, T ) ≤ w(m) then
6 : break ▷ Aucun déplacement ne baisse le

déséquilibre
7 : end if
8 : Π←Move(Π,m)
9 : end loop
10 : end procedure

L’Algorithme 7 déplace les mailles de la partie la plus chargée vers
la partie la moins chargée, tant que des mailles de la partie surchargée
ont une charge plus petite que le double du déséquilibre. La fonction
SearchClosest donne, pour un ensemble non vide de mailles X , un
nombre c et une application w associant des charges aux mailles, l’élé-
ment de X ayant la charge la plus proche de c. À l’aide d’une recherche
dichotomique, SearchClosest peut être exécutée en O(log |X|) opéra-
tions. L’algorithme s’arrête lorsque le double du déséquilibre est plus
petit que la charge minimum de la partie surchargée.

5.3 . Généralisation de la recherche au k-partitionnement

VNBest, ainsi que son extension réalisée dans la section précédente,
se limite au partitionnement en deux parties (bi-partitionnement). En pra-
tique, le nombre de parties peut être arbitrairement grand. Dans cette
section, nous proposons une généralisation de la méthode de recherche
vue dans la section précédente au k-partitionnement.

L’idée pour la généralisation de VNBest au k-partitionnement est de ne
déplacer les mailles que depuis la partie la plus surchargée – celle dont le
déséquilibre est le plus élevé – vers la partie la plus souschargée – celle
dont le déséquilibre est le plus faible. De cette façon, de nombreux dépla-
cements n’ont pas besoin d’être considérés, et cela nous permet aussi de
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Figure 5.2 – Déplacement d’un poids de la partie la plus surchargée (π0)
vers la partie la plus souschargée (π1). Après le déplacement, π′

0 est sou-
schargée, π′

1 est parfaitement chargée, et π′
2 est surchargée. Le déséqui-

libre de Π′ vaut donc le déséquilibre de la partie π′
2.

déplacer des mailles aux charges plus grandes avant de rendre la partie
souschargée la plus surchargée.

La méthode de recherche du meilleur déplacement que nous avons
mis en place dans la section précédente repose sur le calcul du gain de
chaque maille. Le calcul de ce gain repose sur la proposition 1 (page 66),
qui avance que, lorsqu’il n’y a que deux parties, le déséquilibre de ces deux
parties sont des nombres opposés. Lorsqu’il y a au moins trois parties, la
somme des déséquilibres est toujours nulle mais, comme montré sur la
Figure 5.2, il est possible qu’une troisième partie puisse devenir la partie
la plus surchargée après un déplacement. La formule du gain donnée en
proposition 2 n’est doit alors prendre en compte cette troisième partie.

Nous pouvons adapter la définition du déplacement d’unemaille, ainsi
que la définition du gain de ce déplacement, préalablement dans la Défi-
nition 5.3 et la Définition 5.4, à k parties. Dans notre cas, les déplacements
se font exclusivement de la partie la plus surchargée vers la partie la plus
souschargée. Proposons maintenant une formule explicite du gain pour
le k-partitionnement.

Proposition 3 (Formule explicite du gain, cas du k-partitionnement).
Soient un maillageM, une partition Π = (Pi)0≤i<k deM, une application
w : M −→ R+ associant une charge de calcul à chaque maille de M, et
T = (ti)0≤i<k une famille de réels positifs dont la somme égale à la somme
des charges de toutes les mailles. Notons Pa la partie la plus surchargée, Px la
deuxième partie la plus surchargée, et Pb la partie la plus souschargée. Alors,
pour tout m ∈ Pa, le gain en équilibre du déplacement de m de la partie Pa

vers la partie Pb est :
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Gain(Π,m) =


w(m) si w(m) ≤ σ−,
Imb(Pa, ta)− Imb(Px, tx) si σ− < w(m) < σ+,

Imb(Pa, ta)− Imb(Pb, tb)− w(m) si σ+ ≤ w(m).

où 
σ0 = Imb(Pa,ta)−Imb(Pb,tb)

2 ,

σ− = min(σ0, Imb(Pa, ta)− Imb(Px, tx)),

σ+ = max(σ0, Imb(Px, tx)− Imb(Pb, tb)).

Démonstration. Nous appliquons d'abord la définition du gain (cf. Défini-
tion 5.4), puis la définition du déséquilibre (cf. Définition 5.1).

Gain(Π,m) = Imb(Π, T )− Imb(Move(Π,m), T )

= Imb(Pa, ta)−
max (Imb(Pa, ta)− w(m), Imb(Pb, tb) + w(m), Imb(Px, tx))

Nous obtenons une formule avec un maximum. Ce maximum
concerne l'ensemble des parties de Move(Π,m). Cependant, il est pos-
sible de ne considérer que les parties sujettes au déplacement, ainsi que
la partie Px, car toutes les autres ont en tout cas un déséquilibre plus
faible que celui de Px. Pour le calcul du gain, nous distinguons alors trois
cas :

1. Ou bien Imb(Pa, ta)− w(m) est le maximum, alors nous avons :

Gain(Π,m) = w(m).

Ce cas est vrai si et seulement si :{
Imb(Pb, tb) + w(m) ≤ Imb(Pa, ta)− w(m),

Imb(Px, tx) ≤ Imb(Pa, ta)− w(m).

Ce qui est équivalent à dire que :{
w(m) ≤ Imb(Pa,ta)−Imb(Pb,tb)

2 ,

w(m) ≤ Imb(Pa, ta)− Imb(Px, tx).

2. Ou bien Imb(Pb, tb) + w(m) est le maximum, alors nous avons :

Gain(Π,m) = Imb(Pa, ta)− Imb(Pb, tb)− w(m).
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Ce cas est vrai si et seulement si :{
Imb(Pa, ta)− w(m) ≤ Imb(Pb, tb) + w(m),

Imb(Px, tx) ≤ Imb(Pb, tb) + w(m).

Ce qui est équivalent à dire que :{
w(m) ≥ Imb(Pa,ta)−Imb(Pb,tb)

2 ,

w(m) ≥ Imb(Px, tx)− Imb(Pb, tb).

3. Ou bien Imb(Px, tx) est le maximum, alors nous avons :

Gain(Π,m) = Imb(Pa, ta)− Imb(Px, tx).

Ce cas est vrai si et seulement si :{
Imb(Pa, ta)− w(m) ≤ Imb(Px, tx),

Imb(Pb, tb) + w(m) ≤ Imb(Px, tx).

Ce qui est équivalent à dire que :

Imb(Pa, ta)− Imb(Px, tx) ≤ w(m) ≤ Imb(Px, tx)− Imb(Pb, tb).

Reprenons les notations σ0, σ− et σ+. D'après les trois points que nous
venons d'énumérer, nous avons la formule de gain qui est la suivante :

Gain(Π,m) =


w(m) si w(m) ≤ σ−,
Imb(Pa, ta)− Imb(Px, tx) si (∗),
Imb(Pa, ta)− Imb(Pb, tb)− w(m) si σ+ ≤ w(m).

(∗) Imb(Pa, ta)− Imb(Px, tx) ≤ w(m) ≤ Imb(Px, tx)− Imb(Pb, tb)

Nousmontronsmaintenant que la condition (∗) est équivalente à σ− ≤
w(m) ≤ σ+. Pour cela nous montrons :

Imb(Pa, ta)− Imb(Px, tx) ≤ Imb(Px, tx)− Imb(Pb, tb)

⇐⇒ σ− = Imb(Pa, ta)− Imb(Px, tx)

⇐⇒ σ+ = Imb(Px, tx)− Imb(Pb, tb).
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Le gain du déplacement d’une maille en fonction de la charge de cette
maille peut avoir l’une des deux allures montrées dans les tableaux de
variations 5.2 et 5.3. Le tableau de variation 5.2 décrit le cas où σ− =

Imb(Pa, ta) − Imb(Px, tx) < Imb(Px, tx) − Imb(Pb, tb) = σ+, c’est-à-dire
qu’une partie autre que celles du déplacement devient la plus surchar-
gée, alors le gain reste constant entre σ− et σ+. Le tableau de variation
5.3 décrit le cas contraire, où aucune autre partie peut devenir la plus sur-
chargée.

w(m)

Gain(Π,m)

Gain(Π,m)

0 σ− σ+ 2 · σ0 +∞

w(m) h f(w(m))

00

hh hh

0

Table 5.2 – Tableau de variation du gain en fonction de la charge de
la maille déplacée, pour une partition donnée et pour un déplace-
ment depuis la partie la plus surchargée vers la partie la plus sou-
schargée, cas du k-partitionnement, cas où une autre partie peut
devenir la plus surchargée. Notons h = Imb(Pa, ta) − Imb(Px, tx) et
f(x) = Imb(Pa, ta)− Imb(Pb, tb)− x.

w(m)

Gain(Π,m)

Gain(Π,m)

0 σ0 2 · σ0 +∞

w(m) f(w(m))

00

σ0σ0

0

Table 5.3 – Tableau de variation du gain en fonction de la charge de la
maille déplacée, pour une partition donnée et pour un déplacement de-
puis la partie la plus surchargée vers la partie la plus souschargée, cas
du k-partitionnement, cas où il n'y a pas d'autre partie pouvant devenir la
plus surchargée. Notons f(x) = Imb(Pa, ta)− Imb(Pb, tb)− x.

Comme nous avons toujours σ−+σ+

2 = σ0, le meilleur déplacement est
celui de la charge la plus proche de σ0. Nous détaillons donc notre exten-
sion de VNBest pour le k-partitionnement dans l’Algorithme 8.
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Algorithme 8 Version détaillée de VNBest, dans le cas du k-
partitionnement, et ou les parties ont des cibles de charge
1 : procedure VNBest(M, Π = (Pi)0≤i<k, T = (ti)0≤i<k, w)
2 : loop
3 : Psouschargée, Psurchargée ← Π

4 : σ0 ←
Imb(Psouschargée,tsouschargée)−Imb(Psurchargée,tsurchargée)

2

5 : m← SearchClosest(Psurchargée, σ0, w)
6 : if 2 · σ0 ≤ w(m) then
7 : break ▷ Aucun déplacement ne baisse le

déséquilibre
8 : end if
9 : Π←Move(Π,m)
10 : end loop
11 : end procedure

L’algorithme8est similaire à celui pour le bi-partitionnement (page 70).
La seule différence est que la maille choisie est celle dont la charge est la
plus proche de σ0. Cet algorithme est une généralisation du précédent, car
dans le cas du bi-partitionnement σ0 vaut le déséquilibre de la partition.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons défini le problème de partitionnement

de nombres à cibles de charges, qui intervient quand l’ensemble des
unités de calcul sur lequel il faut répartir la charge de calcul n’est pas
homogène. Pour résoudre ce problème dans le cadre du chaînage
d’algorithmes, nous avons étendu l’algorithme de bi-partitionnement de
nombres VNBest de façon à prendre en compte les cibles de charge.
Notamment, il a fallu modifier la méthode de recherche des meilleurs
déplacements. Ensuite, nous avons généralisé cette méthode pour que
VNBest puisse être appliqué sur des partitions ayant plus de deux parties.

Afin d’étoffer la méthode de chaînage d’algorithmes que nous avons
défini dans le chapitre précédent, nous allons, dans le chapitre suivant,
nous intéresser au partitionnement de maillages cartésiens.
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6 - Développement d’uneméthode de parti-
tionnement de maillages cartésiens

Dans une perspective de performances, les simulations physiques
peuvent se tourner vers des maillages plus simples, dits « structurés »,
qui offrent des propriétés supplémentaires par rapport aux maillages
généraux, dits « non-structurés ». Parmi les maillages structurés, nous
pouvons citer les maillages cartésiens, qui sont des grilles régulières (voir
Figure 6.1a) dont la taille des mailles peut toutefois varier. Les propriétés
de tels maillages peuvent permettre par exemple de diminuer la quantité
de données à stocker et traiter, et de diminuer les accès mémoire. Cette
section considère les maillages cartésiens, leurs propriétés, et la façon
dont le partitionnement peut en tirer parti, d’abord dans le cadre d’un
algorithme de partitionnement géométrique bien connu : la bissection
récursive de coordonnées, puis avec un nouvel algorithme de réduction
de sur-coûts.

Comme indiqué précédemment, les maillages cartésiens sont dans
notre cas des simples grilles, 2D ou 3D, comme montré sur la Figure 6.1.
Travailler sur ces structures offre deux avantages notables par rapport
aux maillages non structurés :

1. D’abord, le voisinage de chaquemaille est connu à l’avance, sans be-
soin de le stocker en mémoire. Typiquement, pour une grille 2D, si
les mailles de la grille sont numérotées par des indices (i, j), 0 ≤
i < n, 0 ≤ j < p, alors les mailles voisines sont les mailles {(i +
di, j + dj) | di ∈ {−1, 1}, dj ∈ {−1, 1}}. Lorsque les mailles sont
numérotées lignes par lignes, par exemple, l’indice des mailles voi-
sines sont ceux indiqués par la Figure 6.1a. Par conséquent, les ac-
cès mémoire peuvent être contigus et prévisibles. Par contre, pour
un maillage non structuré, accéder aux voisines d’une maille de-
mande une recherche dans un index (par exemple unematrice d’ad-
jacence), comme montré sur la Figure 6.1b. Les accès mémoire sont
alors moins prévisibles.

2. Deuxièmement, il est possible de libérer de l’espace mémoire en ne
stockant pas les coordonnées des sommets demailles, et d’utiliser à
la place leur indice. En effet, la taille des mailles d’une grille et leurs
coordonnées n’ont que peu d’importance pour le partitionnement,
car leur indice (i, j) donne suffisamment d’information sur la rela-
tion de voisinage dumaillage. Le poids associé à chaquemaille peut
dépendre de sa taille, mais ces poids sont stockés de toute manière.

Certaines simulations physiques travaillant sur maillage cartésien
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rés depuis un index à part.

Figure 6.1 – Exemples d’accès aux voisines d’une maille pour le cas struc-
turé et non-structuré.

et s’exécutant sur machine distribuée tirent partie des avantages
précédemment cités. Pour cela, chaque unité de calcul travaille sur
un sous-ensemble cartésien du maillage. Cependant, cela pose une
contrainte supplémentaire au partitionnement et, certains problèmes
de partitionnement sont alors plus adaptés que d’autres. Le partition-
nement topologique (Définition 2.8), par exemple, ne prend pas en
compte une telle contrainte et, le code de simulation doit alors « ajuster »
la partition à volée de façon à obtenir des parties cartésiennes. Par
contre, les bissections géométriques sont plus adaptées. Par exemple, la
bissection récursive de coordonnées (RCB) [8] découpe le maillage avec
des lignes droites parallèles aux axes et obtient donc des parties toujours
cartésiennes.

Les implémentations typiques de RCB s’appliquent à tout maillage,
structuré ounon [9]. Dans ce chapitre, nous allons spécialiser RCBpour les
maillages cartésiens, afin de profiter des améliorations de performances
précédemment citées.
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6.1 . Définition du problème de partitionnement de
maillages cartésien

Avant de présenter deux algorithmes dédiés au partitionnement de
maillage cartésien, cette sectiondéfinit formellement lemaillage cartésien
et le problème de partitionnement de tels maillages. Les définitions sont
pour desmaillages 3D,mais il est possible de les restreindre auxmaillages
2D.

Définition 6.1 (Maillage cartésien, grille). Soit S = (s0, s1, s2) ∈ N∗3. Alors
la grille 3D G de taille S est l’ensemble des points de N3 dont les composantes
sont une à une plus petites que celles de S :

G =
{
(c0, c1, c2) ∈ N3 | ∀i, 0 ≤ ci < si

}
.

Nous appelons les éléments de G mailles.

Définition 6.2 (Sous-grille). Soient G une grille 3D de taille S, ainsi que deux
points A = (a0, a1, a2), B = (b0, b1, b2) ∈ N3. Alors la sous-grille γ de G com-
prise entreA etB est l’ensemble des éléments de G dont les composantes sont
une à une comprises entre celles de A et celles de B :

γ = {(c0, c1, c2) ∈ G | ∀i, ai ≤ ci < bi} .

Alors le problème de partitionnement demaillage, précédemment dé-
fini en Définition 2.1 (page 33), est spécialisé dans la Définition 6.3, où une
contrainte sur les parties est ajoutée.

Définition 6.3 (k-partitionnement de maillage cartésien). Étant donné
une grille G, une application w : M −→ R+ donnant la charge de calcul
de chaque maille, le problème du k-partitionnement de maillage cartésien
consiste à trouver une famille Π = (Pi)0≤i<k de sous-ensembles de G qui
satisfait :

• Partition : Π est une partition de G ;
• Objectif d’équilibre : la charge de calcul de chaque ensemble Pi, défi-
nie comme

∑
m∈Pi

w(m), est la plus proche possible de celle des autres
ensembles ;

• Objectif de moindre surcoût : le coût (par exemple communication)
induit par la décomposition Π de G est minimal,

• Contrainte cartésienne : chaque partie Pi deΠ est une sous-grille de G.
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6.2 . Spécialisation de RCB pour les maillages cartésiens

Le partitionnement de maillages cartésien doit satisfaire une
contrainte supplémentaire par rapport au problème de partitionne-
ment défini dans le Chapitre 2 : toutes les parties doivent aussi être
cartésiennes.

Il se trouve que la bissection récursive de coordonnées (RCB) répond
déjà à ce problème : elle peut travailler sur l’ensemble G, où découper
récursivement selon les axes revient à créer deux nouvelles sous-grilles à
chaque itération. Nous obtenons alors toujours des parties cartésiennes.

Toutefois, la version traditionnelle de RCB, définie en Algorithme 9,
fait beaucoup d’opérations redondantes quand le maillage à partitionner
est une grille. Le but de cette section est de mettre en valeur ces redon-
dances, et de montrer qu’il est possible de spécialiser l’algorithme pour
tirer parti de la structure de grille, afin de diminuer le nombre d’opéra-
tions et la quantité mémoire requis par son exécution.

En guise de comparaison, nous décrivons dans l’Algorithme 9 une ité-
ration de RCB pour les maillages non structurés. Étant donné un tableau
de points X sur un axe, leur poids W , la somme de ces poids wtotal, et la
tolérance sur le déséquilibre ε, la fonction « RcbIter » fait deux choses :

• Trouver une valeur x tel que le poids des éléments de X plus petits
que x est la moitié de wtotal, plus ou moins ε · wtotal ;

• Réordonner X et W de telle sorte que les éléments plus petits que
x soient stockés avant les autres en mémoire, de façon à pouvoir
exécuter les itérations suivantes de RCB.

La première étape consiste à obtenir, grâce à ε et wtotal, les bornes
min et max du poids des deux parties. Nous réalisons ensuite une re-
cherche dichotomique, tant qu’il y a des éléments de X dans l’intervalle
de recherche [xmin;xmax]. Pour chaque valeur testée x, nous regardons si
le poids des éléments plus petits que x (le poids de la partie de gauche)
est compris entre les bornes de poids de parties wε_min et wε_max. Si oui,
nous utilisons la fonction « TriPartiel » pour réordonner les poids dans X
et nous retournons les nouveaux tableaux. Si l’intervalle de recherche n’a
plus d’élément de X , alors il n’y a pas de découpage qui satisfait la tolé-
rance ε.

La valeur de retour de « RcbIter » permet de démarrer directement
l’itération suivante de RCB. En effet, une fois les tableauxX etW réordon-
nés, leurs éléments peuvent être utilisés comme données d’entrée pour
les deux prochains appels à « RcbIter ». La valeur de wmoitie est utilisée
pour calculer le prochain wtotal.

Dans le cas du partitionnement de maillage cartésien, il est possible
de réduire le nombre d’opérations sur trois points :
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Algorithme 9 Itération de RCB, version pour les maillages non
structurés
1 : function RcbIter(X , W , wtotal, ε)
2 : wε_min ← wtotal/2 · (1− ε)
3 : wε_max ← wtotal/2 · (1 + ε)
4 : xmin ← min(X)
5 : xmax ← max(X)
6 : while X ∩ [xmin; xmax] 6= ∅ do
7 : x← (xmin + xmax)/2
8 : wmoitie ←

∑
i|X[i]<x W [i]

9 : if wmoitie < wε_min then
10 : xmin ← x
11 : else if wmoitie > wε_max then
12 : xmax ← x
13 : else
14 : X ′,W ′ ← TriPartiel(X,W, x)
15 : return X ′,W ′, x, wmoitie

16 : end if
17 : end while
18 : X ′,W ′ ← TriPartiel(X,W, xmin)
19 : return X ′,W ′, xmin, wmoitie

20 : end function

1. La taille de X et W ;
2. La somme wmoitie des poids des éléments plus petits que x ;
3. Le tri partiel des tableaux X et W .

Pour le premier point, la recherche dichotomique se fait sur un seul
axe. Pour un maillage cartésien, cela signifie que la recherche se conduit
colonne par colonne, ou ligne par ligne, selon l’axe de recherche. Il est
alors possible d’effectuer cette recherche non pas sur l’ensemble des
poids, mais sur un tableau de poids de plus petite taille qui ne contient
que la somme des poids par colonne, ligne, ou aile respectivement.

Pour le deuxième point, nous supposons que la grille est numérotée
ligne par ligne. Alors, le tableau W contenant les sommes des charges
de calcul des mailles étant à la même coordonnée sur l’axe, est trié selon
l’axe. Ainsi, les éléments à sommer sont contigus dansW , et il est possible
d’effectuer la somme sans visiter tout W .

Pour le troisième point, une itération de RCB sur grille n’a pas besoin
de réordonner le tableau de poids avant de le retourner, car nous sup-
posons que les données d’entrée sont déjà triées. Ce changement ne di-
minue pas la complexité, mais permet d’augmenter les performances en
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parallèle, car le tri partiel n’est pas trivialement parallélisable, car les accès
mémoire ne sont ni contigus ni localisés (car les éléments à réordonner
ne le sont pas non plus).

D’autre part, la condition d’arrêt de l’algorithme X ∩ [xmin;xmax] 6= ∅
peut être changée en la proposition équivalente xmin < xmax. Ainsi, il n’y
a plus besoin de suivre l’évolution de l’ensemble X ∩ [xmin;xmax].

Algorithme 10 Itération de RCB, version cartésienne
1 : function RcbIter(W , wtotal, ε)
2 : wε_min ← wtotal/2 · (1− ε)
3 : wε_max ← wtotal/2 · (1 + ε)
4 : xmin ← 0 ▷ Bornes de X en O(1).
5 : xmax ← |W |
6 : wmin ← 0
7 : while xmin < xmax do ▷ Condition d'arrêt plus simple.
8 : x← b(xmin + xmax)/2c
9 : wmoitie ← wmin +

∑x
i=xmin

W [i] ▷ O(|X|/2iter) éléments
sommés.

10 : if wmoitie < wε_min then
11 : xmin ← x
12 : wmin ← wmoitie

13 : else if wmoitie > wε_max then
14 : xmax ← x
15 : else
16 : return x,wmoitie ▷ Pas de réordonnement.
17 : end if
18 : end while
19 : return xmin, wmin ▷ Pas de réordonnement.
20 : end function

6.3 . Résultats et analyse

Nous avons aussi effectué des mesures de performance comparant
les deux versions de RCB. Les résultats sont présentés sur la Table 6.1.
L’idée est de mesurer la taille du plus gros maillage qu’il est possible de
partitionner à l’aide de chacune des versions, puis de mesurer le temps et
la quantité mémoire requise pour le partitionnement d’un tel maillage.

Nous prenons trois grilles 2D de 600, 40 000 et 120 000 mailles de côté
respectivement. La première grille a donc 360 000mailles, la deuxième en
a 1.6 × 109, et la troisième en a 14 × 109. La charge de chaque maille m

est fixée à x + y, où (x, y) est l’indice de la maille m. Choisir une distribu-
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tion de charges qui n’est pas uniforme est important pour l’expérience, car
notre implémentation de RCB effectue une recherche dichotomique, et le
nombre d’itérations de cette recherche dépend de la charge des mailles.

Sur ces deux grilles, nous exécutons chaque version de RCB trois fois :
la première fois pour partitionner en deux parties (un seul niveau de ré-
cursion de RCB), la deuxième en quatre parties (deux niveaux de récur-
sion), et la troisième fois en 4096 parties (douze niveaux de récursion).

L’exécution de RCB se fait sur une machine « AMD Milan » à deux pro-
cesseurs, 128 threads au total, et une capacité mémoire de 250Go. Cer-
tains tests ont fait déborder la capacité mémoire, et les résultats sont no-
tés avec un tiret. Les mesures de temps d’exécution sont faites avec la
bibliothèque de benchmarking Criterion [65]. Les mesures de mémoire
sont la métrique «Maximum resident set size » de l’outil « GNU Time ».

Table 6.1 – Résultats d’expérience pour comparer le temps d’exécu-
tion (avant-dernière colonne) et la quantité mémoire requise (der-
nière colonne) des deux versions de RCB sous plusieurs cas. Nous
faisons varier le nombre de parties entre 2 et 4096 (deuxième co-
lonne) et la taille du maillage cartésien (troisième colonne).

Version de RCB Parties Taille de la grille Temps Mémoire

Traditionnel 2 600× 600 19ms 27Mo
Cartésien 2 600× 600 3.6ms 15Mo
Traditionnel 4 600× 600 24ms 27Mo
Cartésien 4 600× 600 4.2ms 16Mo
Traditionnel 4096 600× 600 38ms 28Mo
Cartésien 4096 600× 600 72ms 17Mo
Traditionnel 2 40 000× 40 000 4.4 s 75Go
Cartésien 2 40 000× 40 000 0.42 s 25Go
Traditionnel 4 40 000× 40 000 7.2 s 75Go
Cartésien 4 40 000× 40 000 1.3 s 25Go
Traditionnel 4096 40 000× 40 000 30 s 75Go
Cartésien 4096 40 000× 40 000 6.9 s 25Go
Traditionnel 2 120 000× 120 000 — —
Cartésien 2 120 000× 120 000 3.2 s 0.22 To
Traditionnel 4 120 000× 120 000 — —
Cartésien 4 120 000× 120 000 13 s 0.22 To
Traditionnel 4096 120 000× 120 000 — —
Cartésien 4096 120 000× 120 000 59 s 0.22 To

À partir des résultats de la Table 6.1, nous remarquons d’abord que le
nombre de parties – le niveau de récursion de RCB – a très peu d’influence
sur l’occupation mémoire des deux versions. En effet, les deux versions
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sont implémentées de façon à éviter les allocations mémoire, c’est-à-dire
que les niveaux de récursion réutilisent les zones mémoires qui stockent
les tableaux de charges et de points des niveaux précédents. Pour la ver-
sion cartésienne effectue par ailleurs l’allocation du tableau des sommes
de charges par axe de découpe, mais ce tableau est de plus petite taille
au fil des niveaux, ce qui annule l’influence du nombre de niveaux de ré-
cursion sur l’occupation mémoire de l’algorithme.

La vitesse d’exécution de la version cartésienne est généralement en-
viron cinq fois plus rapide que celle de la version traditionnelle. Les cas
particuliers sont le cas du partitionnement en 4096 parties sur la grille de
600×600, où la version traditionnelle est deux fois plus rapide, et le cas du
bi-partitionnement sur la grille de 40 000×40 000, où la version cartésienne
est dix fois plus rapide.

Il est sûrement possible d’améliorer le temps d’exécution duRCB carté-
sien. En particulier, aux premiers niveaux de récursion, quand la partie du
maillage à découper en deux est encore grande, la plupart du temps est
passé dans les accès mémoire. Actuellement, la version cartésienne com-
mence la première découpe selon l’axe des ordonnées pour les grilles nu-
mérotées ligne par ligne, et l’axe des abscisses pour les grilles numérotées
colonne par colonne. De cette manière, le calcul des sommes des poids
suivant l’axe effectue des accès mémoires prévisibles par le matériel in-
formatique, et donc est plus rapide d’exécution. Cependant, nos grilles de
test sont carrées, et la deuxième itération doit alors effectuer des sommes
de même taille, mais suivant l’axe opposé. Dans ce cas, le matériel infor-
matique ne prévoit pas correctement les accès mémoire de notre implé-
mentation, et ce niveau de récursion prend plus de temps que nécessaire.
En utilisant une meilleure disposition des charges de calcul en mémoire,
par exemple sous forme de tuiles, il devrait être possible d’améliorer le
temps total de RCB cartésien.

Conclusion
Dans cette section nous avons spécialisé une implémentation de la Re-

cursive Coordinate Bisection (RCB) pour les maillages cartésiens, afin de la
rendre plus rapide à exécuter, et de diminuer la capacitémémoire requise
pour l’exécuter. Lors de nos expériences, la version cartésienne de RCB est
en moyenne cinq fois plus rapide que la version traditionnelle, et utilise
deux à trois fois moins d’espace mémoire. Nous pensons que la version
cartésienne peut être encore plus rapide en changeant l’agencement des
charges de calcul en mémoire.

Dans les trois derniers chapitres, nous avons proposé une nouvelle
méthode pour partitionner des maillages à base de chaînage d’algo-
rithmes, afin de pouvoir optimiser différentes métriques, comme la
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coupe ou le déséquilibre de charge. Nous avons étoffé cette méthode à
l’aide d’une extension de VNBest qui prend en charge des poids cibles
par partie, afin d’équilibrer la charge pour des machines où les unités
de calcul sont hétérogènes. Nous avons ensuite spécialisé RCB pour les
maillages cartésiens pour accélérer l’étape de partitionnement dans le
cas où une simulation utilise des maillages cartésiens.

Dans le chapitre suivant, nous allons proposer un nouvel outil de par-
titionnement, qui implémente les idées présentées dans les trois derniers
chapitres.
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Troisième partie

Développement de Coupe
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7 - Conception d’un nouvel outil de parti-
tionnement modulaire, robuste et dédié
aux maillages

Dans la partie précédente, nous avons proposé une nouvelleméthode
de partitionnement de maillages, à base de chaînage d’algorithmes. Nous
avons aussi développé des extensions à deux algorithmes existants : VN-
Best et RCB. Pour que ces développements soient utilisables par un grand
nombre de codes de calculs existants, il faut les implémenter dans un outil
de partitionnement.

Bien qu’il serait possible d’implémenter cette composition d’algo-
rithmes et métriques dans un outil existant – rappelons que Scotch
permet déjà de chaîner des algorithmes arbitrairement choisis par
l’utilisateur – il peut être difficile d’adapter leur fonctionnement à de
nouvelles métriques, comme la prise de l’occupationmémoire des parties
et des mailles fantômes [12]. C’est pourquoi nous nous concentrons sur
la création d’un nouvel outil de partitionnement de maillages, que nous
appelons « Coupe », permettant de chaîner des algorithmes résolvant
différents problèmes de partitionnement.

Dans ce chapitre, nous allons spécifier les choix technologiques qui
ont été fait pour développer Coupe. D’abord, dans la Section 7.1, nous al-
lons sélectionner une pile logicielle pour développer Coupe. Ensuite, dans
la Section 7.2 (page 93), nous allons permettre l’intégration de Coupe dans
des codes de calcul existants. Enfin, dans la Section 7.3 (page 99), nous
allons créer une boite à outils pour facilement mesurer la qualité des ré-
sultats et le temps d’exécution de différentes chaînes d’algorithmes, sous
différentes conditions.

7.1 . Sélection d’une pile logicielle haute performance et ro-
buste pour le développement de Coupe

Quand un code de calcul partitionne le maillage au début de son exé-
cution, ou repartitionne le maillage pendant son exécution, il est préfé-
rable que l’outil de partitionnement partitionne le plus rapidement pos-
sible, et ait une efficacité proche de un (cf. Définition 1.1, page 21). Dans un
modèle de programmation BSP, encore très utilisé en pratique, l’étape de
partitionnement peut être bloquante.

Un autre critère pour le choix de la pile logicielle est qu’elle doit nous
permettre de construire un outil versatile. En effet, chaque simulation nu-
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mérique travaille avec des structures de données qui lui sont adaptées.
L’outil de partitionnement doit pouvoir travailler à partir de ces structures
de données, ou dumoins faciliter la conversion, sans demander de format
précis.

Enfin, notre outil de partitionnement doit être robuste, afin d’éviter
que l’outil se comporte demanière surprenante lors de cas pathologiques
ou entrées invalides. Dans notre cas, où les algorithmes implémentés ré-
solvent des problèmes de partitionnement différents (cf. Chapitre 2, page
33), et où les algorithmes sont chaînés, la robustesse est une probléma-
tique encore plus importante. Différents types de structures de données
sont utilisées. Il ne faut pas que cela engendre des bogues.

Nous choisissons donc de développer notre outil en Rust, qui nous
permet d’assurer de ne pas corrompre la mémoire, ou déclencher des er-
reurs de segmentation, ce qui pose problème notamment lorsque l’outil
de partitionnement s’exécute sur les mêmes unités de calcul que la simu-
lation.

Rust nous permet d’être versatiles grâce à la programmation géné-
rique. Une fonction en Rust peut être définie pour une famille de types
(Ti). Par exemple, le Listing 7.1 décrit une fonction part_loads qui calcule
le déséquilibre d’une famille de charges de calcul. Cette fonction est dé-
finie pour un ensemble de couples (W, I) de types. Ainsi, il est possible
d’implémenter une fonction une fois, et pouvoir l’appliquer pour unemul-
titude de types, ici par exemple u32 pourW et HashMap<u32, u32> pour I.

Pour effectuer des opérations sur un ensemble de types, il est souvent
nécessaire de restreindre cet ensemble à celui des types qui héritent d’une
interface, de façon à garantir qu’il est possible d’en passer des valeurs à
certaines fonctions. En Rust, ces interfaces sont appelées traits. La biblio-
thèque standard en définit pour les opérations numériques Add, Mul, etc.,
ainsi qu’une interface Iterator, permettant de traverser n’importe quel
type de collection de données. La fonction part_loads n’est donc valide
que pour les types Iqui héritent de Iterator<Item = (W, PartId)>. Nous
pouvons ainsi implémenter les algorithmes de partitionnement pour un
grand nombre de types de données.

Dans le Listing 7.1, le type I, doit implémenter l’interface (le trait)
Iterator, c’est-à-dire qu’il doit exister une implémentation de chaque
fonction définie dans l’interface Iterator. Les interfaces en Rust peuvent
aussi spécifier des paramètres : ici, le paramètre Item indique que weights
permet d’itérer sur des couples (W,PartId), avec W étant un autre type
générique possédant l’opérateur d’addition-affection (+=, défini par le trait
AddAssign) ainsi qu’une valeur par défaut (définie par le trait Default).
Ainsi, nous pouvons appeler fold sur notre itérateur weights. fold
applique la fonction passée en deuxième argument successivement sur
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l’accumulateur initialisé par HashMap::new() et les élément de weights, et
retourne la valeur finale de l’accumulateur.

Listing 7.1 Programmation générique en Rust.

1 type PartId = u32;
2

3 fn part_loads<W, I>(weights: I) -> HashMap<PartId, W>
4 where
5 // `I` est une collection de tuples.
6 I: Iterator<Item = (W, PartId)>,
7 // `W` est additionnable sur place et a un élément nul.
8 W: AddAssign + Default,
9 {
10 // `Iterator` donne accès à `I::fold()`.
11 weights.fold(HashMap::new(), |hmap, (w, id)| {
12 // `Default` donne accès à `W::default()`.
13 let pload = *hmap.entry(id).or_insert(W::default());
14 // `AddAssign` donne accès à l'opérateur `+=`.
15 *pload += w;
16 hmap
17 })
18 }

La programmation générique en Rust a plusieurs avantages par rap-
port aux templates C++. D’abord, spécifier les restrictions sur les types
(Add, Iterator, …) est obligatoire. L’utilisateur obtient ainsi de meilleurs
messages d’erreur lors de l’utilisation de bibliothèques externes. L’équi-
valent C++ (concepts et constraints) n’existe que depuis la version C++20
du langage, et leur utilisation n’est pas obligatoire.

Aussi, elles permettent de contraindre un type à être thread-safe. Il
existe deux définitions de thread-safe en Rust :

• Send : les objets de types qui implémentent ce trait peuvent être lus
et écrits par plusieurs threads, mais seulement un en même temps.

• Sync : un type T est Sync si et seulement si les références partagées
&T vers ce type sont Send, c’est-à-dire, plusieurs threads peuvent lire
les objets de ce type en même temps.
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Listing 7.2 Algorithme de partitionnement implémenté demanière
générique

1 // Trait qui définie une relation de voisinage.
2 trait Topology {
3 // neighbors retourne l'indices des voisines
4 // de la `i`ème maille.
5 fn neighbors(&self, i: u32) -> impl Iterator<Item=u32>;
6 }
7

8 // Structure de grille.
9 struct Grid { size: (u32,u32,u32) }
10

11 impl Topology for Grid {
12 fn neighbors(&self, i: u32) -> impl Iterator<Item=u32> {
13 // Ici se trouve l'implémentation de
14 // `neighbors` pour la structure de grille.
15 }
16 }
17

18 fn fiduccia_mattheyses<T>(partition: &mut [PartId],
19 adjacency: T)
20 where
21 T: Topology,
22 {
23 // `Topology` donne accès à `T::neighbors()`.
24 for m in adjacency.neighbors(0) {
25 // Itération sur les voisines de la première maille.
26 }
27 // ...
28 }
29

30 // Application sur une grille de taille 3 par 3.
31 let mut partition = [0; 9];
32 let grid = Grid { size: (2,2,2) };
33 fiduccia_mattheyses(partition, grid);

La plupart des types sont Send et Sync, car leurs objets ne peuvent être
modifiés que par une référence exclusive, mais certains types ne le sont
pas, et ces traits permettent de s’assurer qu’ils ne sont pas utilisés comme
arguments de fonctions parallèles. Ces traits sont par exemple beaucoup
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utilisés dans la bibliothèque de parallélisation automatique Rayon [31],
que Coupe utilise pour implémenter des algorithmes parallèles.

Il est aussi possible de définir ses propres traits. Comme illustré par
le Listing 7.2, où le trait Topology représente une relation de voisinage.
Ce trait est implémenté sur la structure de données de grille Grid, ce qui
permet d’utiliser Grid dans la fonction suivante, fiduccia_mattheyses.

Par ailleurs, même si Rust permet d’éviter de nombreux bogues
mémoire, il ne garanti rien sur la validité de l’implémentation des algo-
rithmes. Pour cela, nous utilisons Proptest [66], une bibliothèque de tests
probabilistes. Cette bibliothèque génère des cas de tests automatique-
ment pour de nombreux types de données, et ainsi permet de tester les
implémentations des algorithmes sans à écrire chaque cas test à la main.
À la rencontre d’un mauvais résultat, ou d’un crash, Proptest réduit les
entrées pathologiques vers un cas minimal pour faciliter la correction du
bogue.

Nous pouvons donc, implémenter avec confiance les algorithmespour
les différents problèmes de partitionnement de maillage. Le langage per-
met à l’outil de facilement accepter des entrées sous plusieurs formes,
grâce aux traits, et ainsi permet d’être versatile. Cependant, du code écrit
en Rust n’est pas trivialement utilisable depuis les autres langages, et donc
depuis les codes de calcul existants. Dans la prochaine section, nous al-
lons développer une interface entre Coupe et les codes de calcul.

7.2 . Intégration de Coupe dans les codes de calculs

Les codes de calcul existants se reposent généralement sur des logi-
ciels de simulation écrits dans des langages de programmation comme le
C, le C++ ou le Fortran. Ces codes ne peuvent donc pas directement uti-
liser Coupe, qui écrit en Rust, car de nombreux aspects de Rust ne sont
ni stables entre les versions du compilateur, ni spécifiés : l’encodage des
noms de fonctions dans les binaires exécutables, la convention d’appel,
l’agencement des membres des structures, etc.

Afin de permettre l’utilisation de Coupe par des logiciels écrits dans
d’autres langages de programmation, nous exposons une interface C,
dont les noms de fonction ne sont pas transformés, dont la convention
d’appel est la même que celle du compilateur C de l’utilisateur, dont
l’agencement des membres des structures suit celui du standard C, etc.
Cette interface permet ainsi à Coupe d’être accessible depuis le C, mais
aussi depuis de nombreux autres langages qui supportent ce standard,
comme le C++ (avec extern "C"), Python (avec ctypes), Go (avec Cgo) et
Java (avec Java Native Interface).

Il existe plusieurs façons de concevoir cette interface C. La première,
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et la plus simple pour les utilisateurs, est de dupliquer l’interface d’un
outil de partitionnement existant. C’est ce que nous avons fait avec
Metis, qui expose peu de fonctions. Par exemple, Metis expose la
fonction METIS_PartGraphKway, qui, étant donné un certain nombre de
paramètres, partitionne un graphe en plusieurs parties. Nous pouvons
exposer la même fonction, avec les mêmes arguments, mais en utilisant
les algorithmes implémentés dans Coupe. De cette façon, les codes de
calcul peuvent fonctionner avec Coupe sans aucune modification de
leur part. Cependant, cette interface ne leur permet pas de chaîner des
algorithmes.

La deuxième façon de procéder est de concevoir une interface mo-
dulaire, qui permet aux codes de calcul de chaîner les algorithmes qu’ils
souhaitent. Pour cela, l’interface C de Coupe expose chaque algorithme
sous forme de fonction qui met à jour une partition. Le Listing 7.3 montre
l’exemple de la bissection récursive de coordonnées (RCB) [8] :

Listing 7.3 Structure générale des signatures de fonctions pour ap-
peler les algorithmes.

1 enum coupe_err { COUPE_OK, COUPE_OUT_OF_MEMORY, /* .. */ };
2 typedef size_t coupe_id; // entier positif
3 enum coupe_err
4 coupe_rcb(coupe_id *partition,
5 /* arguments pour RCB... */);

Ce morceau de signature de fonction est commun aux outils de
partitionnement : partition pointe vers un tableau d’indices sur lequel
est écrit le résultat du partitionnement. Ce tableau est de taille égale
au nombre de mailles, et le k-ième élément est l’indice de la partie à
laquelle la k-ième maille appartient. Par exemple, pour un maillage à 5
mailles numérotées de 0 à 4 (inclus), la partition {{0, 2}, {1, 4}, {3}} est
encodée comme [0,1,0,2,1]. Cela permet d’éviter de gérer des tableaux
multidimensionnels, qui peuvent prendre plus de place mémoire.

Les paramètres qui suivent sont ceux nécessaires à l’exécution de RCB.
Ces paramètres peuvent représenter unmaillage,mais RCB travaille avant
tout sur un ensemble de points pondérés. Bien qu’il serait possible d’ac-
cepter directement des maillages pour chaque algorithme, cela pose plu-
sieurs problèmes :

• La conversion dumaillage vers les données spécifiquement utilisées
par l’algorithme, bien qu’en O(n) dans le cas géométrique et suffi-
samment parallélisable, elle induit des coûts de calcul et demémoire
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non négligeables. Il convient de ne pas les répéter, que ce soit lors
d’un repartitionnement ou simplement par l’utilisation de plusieurs
algorithmes du même type dans une chaîne d’algorithmes ;

• Il existe de nombreuses représentations demaillages, certains étant
non-structurés, d’autres étant de simples grilles. Accepter tout type
de maillages en entrée pour chaque type d’algorithme augmente la
surface de l’interface et les coûts de maintenance ;

• Les logiciels de simulation demaillage offrent déjà des structures de
données de maillages ainsi que des fonctionnalités associées (en-
trée/sortie, raffinement, …). Répéter ces fonctionnalités ferait dou-
blon non seulement dans le code de simulation même, mais aussi
de part des connaissances à avoir sur les différentes API pour main-
tenir l’intégration de Coupe dans les logiciels de simulation.

C’est pourquoi les fonctions qui exécutent chaque algorithme ac-
ceptent en entrée les types de données directement utilisés par ces
algorithmes : des nuages de points pondérés pour les algorithmes
géométriques, des graphes et hypergraphes pour les algorithmes topolo-
giques, des ensembles de poids pour les algorithmes de partitionnement
de nombres.

On obtient donc une signature de cette forme :

Listing 7.4 Ajout des arguments référent les structures de données
d'entrée pour RCB.

1 enum coupe_err { COUPE_ERR_OK, COUPE_ERR_ALLOC, /* .. */ };
2 typedef size_t coupe_id; // entier positif
3 enum coupe_err
4 coupe_rcb(coupe_id *partition,
5 void *points, void *weights);

Il faut maintenant préciser le type des paramètres points et weights.
Même si la fonction n’accepte pas des maillages, plusieurs types de don-
nées sont possibles :

• La façon dont ces points et poids sont stockés. Ils peuvent être pla-
cés dans un tableau dense, éparse, ou dans des structures de don-
nées plus complexes comme des octrees, souvent utilisées lors du
raffinement de maillage [67], [68] ;

• Les éléments mêmes peuvent être ou bien des entiers, ou bien des
flottants.

Notons que Scotch [3] et Metis [1] n’acceptent que des tableaux
denses, et les types de données sont restreints à des entiers de 32 ou 64
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bits, selon la façon dont ils ont été compilés. Les charges de calcul doivent
être encodées sur des entiers de 31 ou 63 bits. Les données doivent
être stockées dans des tableaux. Un utilisateur ayant des données
incompatibles doit alors les convertir. Typiquement, cela se fait par une
normalisation des valeurs d’entrée en agrandissant ou en réduisant
l’échelle de [minW w;maxW w] à [1;U ], avec un U grand, mais pas trop
pour éviter les « integer overflows » lors du partitionnement. Ceci demande
non seulement de l’attention supplémentaire de la part du développeur
du code de calcul, mais aussi une étape en plus qui prend du temps de
calcul et de la place en mémoire. Zoltan [2], dans sa première version,
fonctionne exclusivement à l’aide de callbacks pour supporter différentes
structures de données. Cette approche rend les cas simples, comme
l’utilisation de tableaux, plus verbeux.

Ce problème de manque de généricité en C est aussi présent dans
d’autres API comme celle de MPI [22]. Un grand nombre de fonctions MPI
permet d’envoyer et de recevoir des tableaux de différents types (tableaux
d’entiers, tableaux de booléens, …). MPI permet de spécifier en grand dé-
tail les éléments du tableau à considérer (stride, displacement). Les fonc-
tions d’envoi et de réception acceptent donc un argument supplémentaire
MPI_Datatype datatype, qui contient le type des données, ainsi que des
constantes comme MPI_INT et MPI_DOUBLE pour prédéfinir les cas les plus
simples.

Pour Coupe, nous choisissons d’exposer un type opaque coupe_data,
qui représente les données de différentes façons :

Listing 7.5Définition des constructeurs pour les structures de don-
nées d'entrée de Coupe.

1 typedef struct {} coupe_data;
2 typedef
3 enum { COUPE_INT, COUPE_DOUBLE, /* ... */ } coupe_type;
4

5 coupe_data *coupe_data_array(
6 size_t n, coupe_type type, const void *data);
7 coupe_data *coupe_data_callback(
8 const void *data_structure,
9 size_t n,
10 coupe_type type,
11 const void *(*get_element)(const void *, size_t));
12 coupe_data *coupe_data_constant(
13 size_t n, coupe_type type, const void *data);
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Nous pouvons ainsi créer un coupe_data à partir :

• d’un tableau de taille size_t n pointé par void *data ;
• d’un callback get_element qui va chercher l’élément pour un indice
donné dans la structure de données void *data_structure ;

• d’une constante, par exemple dans le cas où les points ne sont pas
pondérés.

Chacune de ces fonctions accepte un type de données (COUPE_INT,
COUPE_DOUBLE, …) représentant le type des éléments, permettant à Coupe
d’interpréter les valeurs pointées par les const void *.

La signature finale des fonctions d’algorithmes, après y avoir ajouté les
options spécifiques à RCB, notamment le nombre d’itérations niter et la
tolérance de déséquilibre tolerance, est de la forme suivante :

Listing 7.6 Définition complète de la signature de fonction de RCB.

1 enum coupe_err { COUPE_ERR_OK, COUPE_ERR_ALLOC, /* .. */ };
2 typedef size_t coupe_id; // entier positif
3 typedef struct {} coupe_data; // défini plus haut
4 enum coupe_err
5 coupe_rcb(coupe_id *partition,
6 coupe_data *points, coupe_data *weights,
7 size_t niter, double tolerance);

De la même manière, les structures de graphes sont encodées par un
type opaque coupe_adjncy qu’il est possible de construire de différentes
manières.

Un exemple complet d’utilisation de l’interface C de Coupe est donné
dans le Listing 7.7. Dans cet exemple, l’utilisateur définit un ensemble de 4
points (lignes 8 à 11) ainsi qu’un graphe associé (lignes 19 à 23), puis appelle
l’algorithme de partitionnement géométrique RCB (lignes 27 à 31) suivit de
l’algorithme de partitionnement topologique Fiduccia-Mattheyses (lignes
34 à 36). Fiduccia-Mattheyses accepte plus d’arguments pour paramétrer
plusieurs aspects de l’algorithme, qui ont été omis dans ce listing.
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Listing 7.7 Exemple d'utilisation de l'interface C de coupe

1 #include <coupe.h>
2

3 int main(void) {
4 // L'association maille -> partie
5 coupe_id partition[4];
6

7 // Le barycentre des mailles
8 double center_array[4][2] = {{0.0,0.0}, {1.0,0.0},
9 {1.0,1.0}, {0.0,1.0}};
10 coupe_data *centers =
11 coupe_data_array(4, COUPE_DOUBLE, center_array);
12

13 // Le poids des mailles est constant et égal à 1
14 int one = 1;
15 coupe_data *weights =
16 coupe_data_constant(4, COUPE_INT, &one);
17

18 // La matrice d'adjacence au format CSR
19 size_t xadj[5] = {0, 2, 4, 6, 8};
20 size_t adjncy[8] = {1, 3, 0, 2, 1, 3, 0, 2};
21 int64_t edge_weights[8] = {1, 2, 1, 2, 2, 3, 2, 3};
22 coupe_adjncy *adjacency = coupe_adjncy_csr(
23 4, xadj, adjncy, COUPE_INT64, edge_weights);
24

25 // Partitionnement géométrique à l'aide de RCB
26 // On partitionne en 2 parties
27 size_t iter = 1;
28 double tolerance = 0.05;
29 enum coupe_err err = coupe_rcb(
30 partition, 2, centers, weights, iter, tolerance);
31 assert(err == COUPE_ERR_OK);
32

33 // Raffinement à l'aide de FM
34 err = coupe_fiduccia_mattheyses(
35 partition, adjacency, weights, /* ... */);
36 assert(err == COUPE_ERR_OK);
37

38 coupe_data_free(points);
39 coupe_data_free(weights);
40 return 0;
41 }
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Le graphe est encodé sous forme de matrice d’adjacence au format
CSR, ou Compressed Sparse Row [69]. CSR est un format pour représenter
les matrices creuses, qui contiennent beaucoup de zéros. Seules les
valeurs non nulles y sont représentées, dans edge_weights. La valeur
edge_weight[j] est à la colonne adjncy[j], et à la ligne i tel que j est com-
pris entre xadj[i] et xadj[i+1]. Autrement dit, xadj[i] contient l’indice
de départ dans adjncy de chaque ligne, et adjncy[xadj[i]..xadj[i+1]]
donne les colonnes qui ont des valeurs non nulles, stockées dans
edge_weights[xadj[i]..xadj[i+1]].

L’encodage CSR dans le Listing 7.7 (lignes 19 à 21) représente donc la
matrice d’adjacence suivante :

0 1 0 2
1 0 2 0
0 2 0 3
2 0 3 0


En conclusion, Coupe expose deux interfaces C, afin d’être utilisé par

les codes de calculs, qui sont écrits dans divers langages de programma-
tion. L’une de ces interfaces est une copie de celle deMetis. Cette interface
a l’avantage de ne requérir aucune modification du code de calcul, mais
ne permet pas de chaîner différents algorithmes. L’autre interface est ex-
clusive à Coupe, et permet le chaînage d’algorithmes.

Pour le développement même des algorithmes de partitionnement,
ces interfaces sont trop bas niveau pour être pratiques. C’est pourquoi,
dans la section suivante, nous développons en plus un ensemble d’outils
en ligne de commande, afin de facilement expérimenter sur les chaînes
d’algorithmes.

7.3 . Développement d’une boite à outils d’expérimentation
sur les chaînes d’algorithmes

En parallèle du développement de Coupe, nous avons développé une
suite d’outils en ligne de commande. Ces outils se branchent à l’interface
Rust de Coupe et exposent à leur tour une interface en ligne de com-
mande, plus simple, pour expérimenter avec les différents algorithmes
développés dans Coupe.

Ces outils couvrent plusieurs cas d’utilisation, mais nous servent no-
tamment pour le développement de nouveaux algorithmes de partition-
nement de maillage. Ils permettent notamment de calculer différentes
métriques sur les partitions obtenues par le chaînage de plusieurs al-
gorithmes. Ils permettent aussi de mesurer la vitesse d’exécution d’une
chaîne. Par ailleurs, les données d’entrée peuvent être changées, notam-
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ment les charges de calcul associées aux mailles et les différents para-
mètres d’entrée de chaque algorithme.

Présentons d’abord la commande «mesh-part », qui fait tourner une
chaîne d’algorithme sur unmaillage et donne la partition résultat en sortie
standard. Son utilisation est la suivante :

Listing 7.8 Exemple d'utilisation de mesh-part

1 mesh-part --mesh MESH.mesh --weight WEIGHT_FILE \
2 --algorithm ALGO1 --algorithm ALGO2 ... \
3 >PART_FILE

Les paramètres ALGO1 et ALGO2, etc. sont à remplacer par des noms
d’algorithmes tel rcb,3 pour « Recursive Coordinate Bisection, 3 itéra-
tions ». Le fichier de poids WEIGHT_FILE contient la charge associée à
chaque maille. Il est important de tester les chaînes d’algorithmes avec
différentes distributions de charge de calcul. La distribution de charge
influence, par exemple, le nombre d’opérations effectuées par RCB lors
de la recherche du point pivot. La commande à utiliser pour générer des
fichiers de charges de calcul est « weight-gen », qui est invoqué de cette
manière :

Listing 7.9 Exemple d'utilisation de weight-gen

1 weight-gen --distribution DISTRIBUTION \
2 <MESH.vtk \
3 >WEIGHT_FILE

Cette commande prend en entrée un maillage, ainsi qu’une distribu-
tion de charges de calcul, et donne en sortie un fichier qui stocke les
charges de calcul associées à chaque maille. Un exemple de distribution
de charge, que nous avons utilisé dans le Chapitre 4 à la page 57, est une
distribution dite linéaire, où les charges varient linéairement entre deux
valeurs données selon un axe donné. Il est aussi possible de générer des
distributions où les charges sont constantes, et d’autres où les charges
forment un pic d’une certaine taille en un certain point.

Avec weight-gen et mesh-part, nous pouvons ainsi appliquer des
chaînes d’algorithmes sur de nombreux maillages, et ce en changeant de
nombreux paramètres. Pour en analyser les résultats, nous développons
la commande « part-info » qui, pour une partition et un fichier de charges
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donnés, donne le déséquilibre de charge, la coupe et la λ − 1 cut de la
partition.

Par ailleurs, pour mesurer la vitesse d’exécution des algorithmes de
partitionnement, nous développons la commande « part-bench », qui
fonctionne de manière similaire à mesh-part, mais qui mesure le temps
d’exécution au lieu de retourner la partition. Cette commande s’appuie
sur « Criterion.rs » [65], une bibliothèque de benchmarking. En parallèle,
deux commandes « mesh-refine » et « mesh-dup » permettent de créer
des maillages arbitrairement grands, pour reproduire les conditions
trouvées dans les codes de calcul à grande échelle. La première subdivise
les mailles, alors que la seconde duplique le maillage.

D’autres commandes ont aussi été développées pour visualiser les
partitions et les distributions de poids. Les illustrations de maillage dans
ce document ont été créées en partie à l’aide de ces commandes.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons élaboré l’architecture et les choix tech-

niques de notre nouvel outil de partitionnement dédié au partitionne-
ment demaillages et à l’équilibrage de charge de simulations numériques.
Cet outil est écrit en Rust, de façon à garantir l’absence de bogues de cor-
ruptionmémoire. Comme le Rust n’est pas facilement utilisable depuis les
autres langages, nous avons exposé deux interfaces en C : l’une duplique
les fonctionnalités de Metis pour être utilisé sans modification de la part
du code de calcul, l’autre est plus modulaire et permet de chaîner les dif-
férents algorithmes. Afin d’expérimenter, en tant que développeur d’outil
de partitionnement, sur les différents algorithmes, nous avons développé
une suite d’outil en ligne de commande.

Le chapitre suivant présente, à l’aide de la suite d’outils d’expérimenta-
tion, une analyse du chaînage d’algorithmes tel qu’implémenté par Coupe,
et compare les résultats avec Scotch [3] et Metis [1].
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8 - Analyse critique et expérimentations

Dans ce chapitre, nous cherchons à mesurer la qualité des résultats
donnés par les algorithmes implémentés dans coupe, ainsi que leur vi-
tesse d’exécution.

Pour la comparaison à l’état de l’art, nous choisissons de se comparer
à Metis et Scotch. Ces deux partitionneurs sont les versions en mémoire
partagée de ParMetis et PT-Scotch respectivement. Nous les avons choisis
pour les raisons suivantes :

• Ils fonctionnent exclusivement en mémoire partagée, comme
coupe ;

• ParMetis et PT-Scotch ont été éprouvés par l’industrie ;
• Ils sont écrits en C, donc sont facilement utilisables depuis Rust.
Nous intégrons donc ces deux partitionneurs à mesh-part afin qu’ils

soient chainables avec les autres algorithmes.

8.1 . Mesures de qualité du partitionnement

Dans cette section, nous nous concentrons sur les tests de qualité
des partitions obtenues par les différents algorithmes, ainsi que Metis
et Scotch. Comme vu dans le Chapitre 2, il y a plusieurs objectifs optimi-
sables, selon le contexte du partitionnement. De ce fait, il y a différentes
façons de mesurer la qualité d’une partition. Nous nous intéressons au
déséquilibre et à la coupe.

Les algorithmes et outils de partitionnement qui font partie des tests
sont les suivants :

• Scotch avec les paramètres par défaut et une tolérance sur le dés-
équilibre de charge de 1%,

• Metis, dont les deux procédures “kway” (METIS_PartGraphKway) et
“bissection recursive” (METIS_PartGraphRecursive), avec la même
tolérance de déséquilibre de charge de 1%.

• La courbe de Hilbert d’ordre 12,
• RCB (Recursive Coordinate Bisection),
• Karmarkar-Karp,
• Le partitionnement de nombres glouton.
Les mesures sont faites sur les algorithmes ci-dessus, seuls, ainsi que

suivis de VNBest puis Arcswap.
Les mesures sont réalisées sur plusieurs maillages :
• engine-2.5-270k.meshb : maillage 3D de la surface d’un moteur à
combustion, composé de 269 640 triangles,
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• heart-2.5-287k.meshb : maillage 3D de la surface d’un cœur
humain, composé de 287 080 triangles,

• hole-2-197k.meshb : maillage 2D avec un trou, composé de 196 608
triangles et quadrilatères,

• i08u_m8-3-2500k.meshb : maillage 3D d’une hélice à trois ailes, com-
posé de 2 499 668 tétraèdres,

Les expériences sont conduites avec les distributions de poids sui-
vantes :

• constant,1 : tous les poids sont égaux à 1,
• linear,x,0,1 : les poids sont fonction affine de l’abscisse du centre
de la maille, et varient de 0 à 1.

• spike,1,0,0 : les poids forment un pic de taille 1 à l’origine.

8.1.1 . Pré-traitement des poids pour Metis et Scotch
Metis et Scotch n’acceptent que des poids entiers (int ou long) stric-

tement positifs. Or dans notre cas, les poids sont des nombres flottants
(double) qui varient entre 0 et 1. Il est alors nécessaire de les ajuster, de
façon à les rendre acceptables par ces partitionneurs.

Pour cela, nous transformons les poids x de leur plage initiale
[min;max] vers la plage [1;M ], où M est choisi de telle sorte que
la somme des poids entiers soit représentable par un entier. Plus
précisément, nous appliquons la fonction affine f suivante :

f(w) =
(w −min) ·M +max− w

max−min
.

Nous remarquons bien que f(min) = 1 et f(max) = M .
La valeur de M est choisie de telle sorte que

∑
w f(w) = INTMAX, où

INTMAX est l’élément le plus grand représentable par le type d’entier ac-
cepté par Metis ou Scotch. Nous obtenons donc :

M =
(max−min) · INTMAX−

∑
w(max− w)∑

w(w −min)
.

Dans le cas où les poids sont tous égaux (min = max, le cas de la
distribution constant,1), nous ne donnons pas de poids à Scotch et Metis,
qui assument donc que les sommets du graphe ont des poids égaux.

Pour éviter les integer overflows, toutes les opérations de prétraitement
se font avec des nombres flottants. Les données sont converties en entier
à la fin seulement. Il faut alors calculer la somme des poidsw à l’aide d’une
somme compensée [70] pour ne pas accumuler d’erreurs lors des opéra-
tions avec max, min et INTMAX.

8.1.2 . Commandes et résultats
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Les expériences sont effectuées à l’aide des outils en ligne de com-
mande conçus dans la Section 7.3. Prenons par exemple le maillage
heart-2.5-287k.meshb et la distribution de poids linéaire. Nous générons
d’abord cette distribution de poids pour lemaillage à l’aide de weight-gen.
Pour cela, la commande à entrer est la suivante :

Listing 8.1 Commande pour générer les poids de chaque maille
pour un des maillages et l'une des distributions de poids de
l'expérience

weight-gen --distribution linear,x,0,1 \
heart-2.5-287k.meshb \
weights.dat

La commande du Listing 8.1 crée un fichier weights.dat, qui contient
la charge de chaque maille du maillage heart-2.5-287k.meshb, selon la
distribution linear,x,0,1.

Ensuite, nous exécutons une des chaînes d’algorithmes sur ce
maillage et cette distribution de poids. La commande suivante parti-
tionne le maillage heart-2.5-287k.meshb à l’aide d’une courbe de Hilbert
d’ordre 16 en 256 parties, puis optimise son équilibre de charge à l’aide
de VNBest, et enfin optimise la coupe à l’aide d’Arcswap, sous une
tolérance de déséquilibre de 1%. La partition résultant de cette chaîne
d’algorithmes est sauvegardée dans un fichier heart-hva.part :

Listing 8.2 Commande pour partitionner un maillage selon les
poids générés par la commande précédente

mesh-part --mesh heart-2.5-287k.meshb \
--weights weights.dat \
--algorithm hilbert,256,16 \
--algorithm vn-best \
--algorithm arcswap,0.01 \
heart-hva.part

Nous avons limité le temps d’exécution de mesh-part à trente
secondes, afin de pouvoir tester un grand nombre de paramètres.

Pour mesurer l’équilibre de charge de la partition stockée dans le fi-
chier heart-hva.part, nous utilisons la commande part-info. Cette com-
mande mesure le déséquilibre de charge et la coupe d’une partition don-
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née, pour des poids donnés. La commande que nous entrons est la sui-
vante :

Listing 8.3 Commande pour analyser la partition produite par la
commande précédente

part-info --mesh heart-2.5-287k.meshb \
--weights weights.dat \
--part heart-hva.part

Les résultats des expériences réalisées sont disponibles sur les
Figures 8.1 à 8.3, sous forme de graphes où l’abscisse représente la coupe
(en unités arbitraires) et les ordonnées le déséquilibre de charge (en
pourcentages). Chaque point représente un résultat obtenu par une
chaîne d’algorithme.

Nous remarquons d’abord, comme vu dans le Chapitre 4 (page 55) que
l’application VNBest et Arcswap déplace les points vers le bas et vers la
gauche respectivement.

Ensuite, nous remarquons que l’heuristique gloutonne pour le par-
titionnement de nombre, ainsi que l’heuristique de Karmarkar et Karp
trouvent souvent une partition avec un déséquilibre nul (affiché comme
valant 0.0001 pour l’échelle logarithmique). Nous pensons que le grand
nombre de mailles est ce qui permet à l’heuristique gloutonne de donner
des solutions au déséquilibre minimal.

Dans la plupart des cas, les meilleures coupes sont obtenues à l’aide
deMetisKway et Scotch. L’application de VNBest après ces deux outils per-
met de trouver le meilleur compromis entre déséquilibre et coupe. L’ap-
plication d’Arcswap ne permet pas de trouver de meilleure partition par
rapport à Scotch et Metis seuls, sûrement parce qu’Arcswap ne visite pas
suffisamment l’espace des solutions. Ce problème est visible aussi sur les
solutions données par Glouton et KarmarkarKarp suivis de Arcswap : Arcs-
wap tombe trop facilement dans un minimum local où plus aucun dépla-
cement ne peut faire diminuer la coupe. Metis et Scotch utilisent aussi des
algorithmes d’optimisation locale, comme FM (cf. Section 3.3), mais leur
contexte d’application est différent. Ces deux outils de partitionnement
utilisent principalement la méthode dite de «multi-niveaux » [1], [71], [72],
qui guide les algorithmes d’optimisation locale. Dans le multi-niveau, les
algorithmes d’optimisation locale sont appliqués sur des versions gros-
sières du graphe d’entrée. Alors, un mouvement fait par l’algorithme peut
équivaloir de nombreux mouvements sur le graphe d’origine. Nous pen-
sons que cela donne à l’algorithme une vision plus globale de l’espace des
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solutions, et donc qu’ils tombent plus difficilement dans des minimum lo-
caux.

Parmi les algorithmes géométriques, RCB est celui qui donne les
meilleures coupes, et dans un des cas (celui de la Figure 8.3b) une coupe
meilleure que Scotch. Notons que dans ce cas, et ce pour l’ensemble des
tests sur i08u_m8-3-2500k, Metis n’a pas su retourner de solution dans
les trente secondes imparties.
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(d) 256 parties, distribution linéaire

Glouton
Glouton → Arcswap
Hilbert
Hilbert → VNBest
Hilbert → VNBest → Arcswap
Karmarkar-Karp
Karmarkar-Karp → Arcswap
MetisKway
MetisKway → VNBest
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MetisRecursive → VNBest
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RCB
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Scotch
Scotch → VNBest
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(e) Légende

Figure 8.1 – Résultats d’expérience de qualité de partitionnement avec le maillage heart-2.5-287k. Les
échelles utilisées sont logarithmiques. Les déséquilibres nuls ont été rehaussés à 0.0001% pour l’affichage
avec échelle logarithmique.
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Figure 8.2 – Résultats d’expérience de qualité de partitionnement avec le maillage hole-2-197k. Les échelles
utilisées sont logarithmiques. Les déséquilibres nuls ont été rehaussés à 0.0001% pour l’affichage avec
échelle logarithmique.
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(d) 1024 parties, distribution linéaire
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Figure 8.3 – Résultats d’expérience de qualité de partitionnement avec le maillage i08u_m8-3-2500k. Les
échelles utilisées sont logarithmiques. Les déséquilibres nuls ont été rehaussés à 0.0001% pour l’affichage
avec échelle logarithmique.
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(a) Maillage avant la duplica-
tion.

(b) Maillage dupliqué huit
fois.

Figure 8.4 – Exemple de duplication du maillage. Le maillage
engine-2.5-270k.meshb est dupliqué huit fois.

8.2 . Mesures de performance du partitionnement

Dans cette section, nous nous intéressons aux caractéristiques de per-
formance des algorithmes implémentés dans Coupe. D’autres résultats de
performance, spécifiques aux maillages cartésiens, ont été donnés dans
le Chapitre 6. Ici, nousmesurons le temps d’exécution de certaines chaînes
d’algorithmes, en fonction du nombre de threads et de la taille dumaillage
d’entrée. En effet, l’implémentation de certains algorithmes dans Coupe
est parallèle, notamment RCB [8], les courbes deHilbert [58], ainsi qu’Arcs-
wap, une variante parallèle et non gloutonne de l’heuristique de Fiduccia
et Mattheyses [37].

Pour un nombre de threads T donné, lemaillage d’entrée est dupliqué
T fois puis partitionné par la chaîne d’algorithmes. En utilisant les mêmes
maillages, et distributions de poids que ceux de la Section 8.1, nous me-
surons ici le temps d’exécution de la chaîne d’algorithme.

La façon dont le maillage est dupliqué est illustrée par la Figure 8.4. La
duplication se fait de sorte à conserver les propriétés topologiques locales
dumaillage, comme le nombre de voisins de chaquemaille, ou le nombre
d’arêtes incidentes aux nœuds. Aucune topologie ne relie les doublons du
maillage.

Pour effectuer les expériences, nous utilisons les commandes
mesh-dup, qui duplique un maillage donné, et part-bench, qui mesure le
temps d’exécution d’une chaîne d’algorithmes. Un exemple est montré
sur le Listing 8.4 :
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Listing 8.4 Lignes de commande pour mesurer le temps
d'exécution d'une chaîne d'algorithmes dans le cadre de
l'expérience

mesh-dup --times 100
<heart-2.5-287k.meshb
>heart-2.5-29m.meshb

part-bench --mesh heart-2.5-29m.meshb \
--weights weights.dat \
--algorithm hilbert,256,16 \
--algorithm arcswap

Le Listing 8.4 montre les commandes pour dupliquer cent fois le
maillage heart-2.5-287k.meshb, puis exécuter une courbe de Hilbert puis
Arcswap sur le maillage dupliqué.

Les résultats sont présents sur les Figures 8.5 et 8.6, sous forme de
graphe où l’abscisse représente le nombre de threads utilisés pour exécu-
ter les chaînes d’algorithmes, et les ordonnées représente l’efficacité de la
chaîne d’algorithmes.
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Figure 8.5 – Résultats d’expérience de performance avec le maillage engine-2.5-270k.
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Figure 8.6 – Résultats d’expérience de performance avec le maillage heart-2.5-287k.
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Nous remarquons qu’Arcswap introduit beaucoup de bruit dans les
mesures. Parfois même, tellement de bruit que l’efficacité peut être su-
périeure à 1. Nous pensons que cela est dû au fait que, en fonction du
nombre de fois où le maillage est dupliqué, RCB ou la courbe de Hilbert
peut donner des partitions au déséquilibre trop élevé, et donc qu’Arcswap
ne fait aucunmouvement. Alors, son temps d’exécution est plus court que
pendant l’exécution sur un seul thread, où Arcswap a dû faire des mou-
vements. Aussi, nous pensons que la façon dont le maillage est dupliqué
influe sur le nombre de mouvements même d’Arcswap. En effet, comme
les doublons ne sont pas connectés entre eux, ils peuvent être placés dans
des parties séparées sans aucun coût sur les communications. Cela influe
sur les mouvements d’Arcswap car les mailles au bord des doublons ont
donc peu d’intérêt à être déplacées dans une partie différentes de l’inté-
rieur du doublon.

Enfin, l’efficacité de l’ensemble des chaînes tend rapidement vers zéro.
Nous pensons que cela est dû au placement des données enmémoire. La
bibliothèque que Coupe utilise pour implémenter les algorithmes paral-
lèles, Rayon [31], n’offre pas de fonctionnalités pour placer précisément
les données en mémoire, et n’ordonnance pas automatiquement les cal-
culs sur les threads les plus proches des données. Sur une machine où
la mémoire dispose d’un certain nombre de caches, il est préférable que
chaque thread calcule en fonction de données qui lui sont physiquement
proches, car les temps de latence mémoire sont beaucoup plus élevés
que l’horloge du processeur. Pour palier à ce problème, une approche
classique est une implémentation hiérarchique du parallélisme [73], où
les threads sont regroupés avec ceux qui partagent un même niveau de
cache. Cependant, cela augmenterait grandement la complexité du code
de Coupe.
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9 - Conclusion et perspectives

Cette thèse porte sur l’optimisation du temps d’exécution de codes de
calcul utilisant desmaillages et fonctionnant sur desmachines àmémoire
distribuée. Dans le Chapitre 1, nous avons décrit les codes de calcul qui
nous intéressent. Ces codes fonctionnent par itérations, où à chaque ité-
ration il faut effectuer des calculs pour chaque maille. Lorsque ces calculs
sont exécutés sur machines distribués, où de nombreuses unités de cal-
cul ne partagent pas forcément la même mémoire, il faut répartir équi-
tablement les calculs à effectuer tout en faisant en sorte de minimiser le
nombre de transferts entre unités de calcul. Quand la simulation travaille
sur un maillage, nous pouvons modéliser ce problème comme le parti-
tionnement de maillage. Dans le Chapitre 2, nous avons décrit mathéma-
tiquement ce problème, ainsi que quatre sous-problèmes qui sont résolus
en pratique lors du partitionnement demaillage. Dans le Chapitre 3, nous
avons présenté des algorithmes communément utilisés pour résoudre
chacun de ces quatre problèmes. Certains créent une partition de zéro,
d’autres optimisent une partition existante.

En utilisant ces algorithmes nous avons, dans le Chapitre 4, montré
l’intérêt de chaîner ces algorithmes, pour permettre à un code de cal-
cul d’optimiser selon les métriques de son choix. Afin de compléter les
problèmes de partitionnement solvables par le chaînage d’algorithmes
nous avons, dans le Chapitre 5, étendu l’algorithme de partitionnement
de nombre « VNBest ». Nous l’avons étendu de deux façon : la première
est par la prise en charge de poids cible pour chaque partie, afin d’équili-
brer la charge pour des codes de calcul où les unités sont hétérogènes. La
deuxième est par l’extension au partitionnement en un nombre de par-
ties arbitraire. Dans le Chapitre 6, nous avons spécifié l’implémentation
de l’algorithme pour le partitionnement géométrique « RCB » à un type
de maillages particulier, les maillages cartésiens. Les propriétés de ces
maillages permettent à RCB de trouver des partitions en moins d’opéra-
tions, et en utilisant moins de mémoire.

Dans le Chapitre 7, nous avons conçu un nouvel outil de partitionne-
ment de maillages, appelé « Coupe », qui s’appuie sur le chaînage d’algo-
rithmes. Nous avons décrit toutes les problématiques liées à la concep-
tion de cet outil : notamment, l’attention à la robustesse et les formats
de données d’entrée, et la conception d’interfaces pour l’utilisation par les
codes de calcul. Nous avons agrémenté l’outil d’une suite de commandes
permettant de facilement expérimenter sur les chaînes d’algorithmes.

Dans le Chapitre 8, nous avons utilisé cette suite de commandes
pour mener des expérimentations sur les algorithmes implémentés dans
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Coupe. Nous avons mesuré la qualité des partitions obtenues, par le
déséquilibre de charge et la coupe, et nous avons mesuré les perfor-
mances de certains algorithmes. Pour les expériences de qualité, nous
nous sommes comparés aux versions séquentielles de Scotch et Metis.
Les résultats ont montré que les algorithmes implémentés dans Coupe et
les différentes chaînes testées ne permettent pas d’obtenir une meilleure
coupe que celles obtenues par Scotch et Metis. Cependant, nous pouvons
obtenir de meilleurs déséquilibres de charges à l’aide de VNBest – la
plupart du temps, nuls. Pour les résultats de performance, nous n’avons
pas de comparaison avec les outils existants, qui fonctionnent pour la
plupart en mémoire distribué.

Plusieurs pistes d’exploration sont possibles pour étendre ce travail.

Bissections géométriques sur GPU Afin d’améliorer les perfor-
mances de RCB, des courbes de Hilbert et autres bissections géomé-
triques, l’utilisation de processeurs graphiques (GPU), par rapport à celle
des processeurs généralistes (CPU) parait avantageuse. Ces bissections,
comme vu dans la Section 3.2 et le Chapitre 6, effectuent principalement
des sommes, possiblement cumulées, d’une grande quantité de nombres.
Ce type de calcul est typiquement plus avantageux à faire sur GPU [74]
pour deux raisons : premièrement, ces algorithmes sont exprimables de
façon très parallèles – avec peu d’opérations séquentielles – et les GPU
ont un nombre de threads très supérieur aux CPU. Deuxièmement, ce
type de calcul opère sur un grand nombre de données mémoire, et les
GPU ont généralement une meilleure bande passante mémoire que les
CPU. Dans le cas où les données nécessaire à la bissection géométrique
sont déjà présentes sur GPU, il est possible de gagner beaucoup de
temps.

Meilleure optimisation de la coupe Comme les expériences l’ont
montré dans le Chapitre 8, l’application directe d’un algorithme d’optimi-
sation locale typé Fiduccia-Mattheyses et Kernighan-Lin ne permet pas de
suffisamment optimiser la coupe, car l’algorithme tombe trop rapidement
dans unminimum local. Les outils existants résolvent ce problème en uti-
lisant la méthode de «multi-niveaux » [1], [71], [72]. Il devrait être possible
d’implémenter cette méthode, ou du moins une partie, lors du chaînage
d’algorithme, de façon à mieux optimiser la coupe, et peut être d’autres
métriques d’intérêt. Une autre solution pour mieux optimiser la coupe
serait de concevoir des algorithmes ayant plus de recul sur l’espace des
solutions que les algorithmes d’optimisation locale, afin de passer outre
les minima locaux.
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Implémentation et accès mémoire Notre implémentation des al-
gorithmes de partitionnement, Coupe, est écrite dans le langage de pro-
grammation Rust, et le parallélisme est implémenté en grande partie à
l’aide de la bibliothèque de parallélisation automatique «Rayon». Contrai-
rement aux logiciels haute performance classiques comme Kokkos [29],
Rayon propose peu de fonctionnalités pour minimiser les transferts de
données en mémoire. Nous en avons vu les conséquences dans les expé-
riences de performance au Chapitre 8. Comme les algorithmes de parti-
tionnement de maillage ont des performances limitées par la bande pas-
sante mémoire, il est important que l’implémentation fasse attention à
limiter les accès superflus. Pour résoudre ce problème, il faut une ap-
proche au parallélisme plus fine que ce qui est implémenté actuellement.
Pour l’instant, le parallélisme dans Coupe est plat : les opérations paral-
lèles sont exécutées sur l’ensemble des threads matériel. Cela pose pro-
blème car les temps d’accès à lamémoire dépendent de la localisation des
données, sur le matériel, et du thread qui souhaite y accéder. Pour faire
en sorte que les temps d’accès soient plus rapides, il faut placer explici-
tement les données en mémoire, et spécifier les threads qui exécutent
chaque opération. Une approche classique pour ce faire est d’organiser
le parallélisme sous forme de hiérarchie [73], où les opérations paral-
lèles qui accèdent aux mêmes données sont exécutées par des threads
qui sont « proches » en termes d’accès mémoire (par exemple, partagent
un niveau de cache). Par ailleurs, cette approche est grandement utilisée
pour exécuter du code sur GPU, qui fonctionne sous forme hiérarchique.
Cependant, cela est difficile à implémenter, et augmente considérable-
ment la complexité de l’implémentation.

Partitionnement avec de l’intelligence artificielle Plusieurs rai-
sons poussent à utiliser les méthodes d’intelligence artificielle (IA) pour le
partitionnement. La première est que, pour certaines simulations numé-
riques, le partitionnement est une opération qui n’influence pas la valeur
des résultats du calcul. Il est alors possible d’utiliser des méthodes plus
approximatives, mais qui donnent des résultats plus rapidement. Cesmé-
thodes pourraient reposer sur une base de données de simulations, qui
répertorie les caractéristiques d’exécution en fonction de la partition et
des charges du maillage. La seconde raison d’utiliser des méthodes est
le développement récent des puces électroniques spécialisées pour l’ap-
prentissage et l’exécution de réseaux de neurones. Ces puces sont plus
efficaces en énergie, notamment grâce à l’utilisation de nombres flottants
à faible précision. Enfin, si le partitionnement est un problème dont les al-
gorithmes sont classiquement limités par la bande passante ou la latence
mémoire, comme nous l’avons vu dans les expériences des Chapitres 6
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et 8, utiliser l’IA peut être une façon de le transformer en problème limité
par la puissance de calcul. Ceci est avantageux, car la puissance de calcul
des puces électroniques a augmenté plus rapidement que la latence et la
bande passante mémoire ces dernières années [75].
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