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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❋✐rst✱ ■ ✇✐s❤ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ t❤❡ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❍❡♥r✐ ❇❡❝q✉❡r❡❧ ♦❢ ❈❊❆ ▲■❙❚
❢♦r ❣r❛♥t✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱
✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ s♣✐r✐t✱ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞❜r❡❛❦✐♥❣ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣✉rs✉✐ts t❤r✐✈❡✳
■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ❞❡❡♣❡st ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r✱ ❨✈❡s ▼é♥❡s✲
❣✉❡♥✱ ❛♥❞ ♠② t❤❡s✐s ❞✐r❡❝tr❡ss✱ ▼❛r✐❡✲❈❤r✐st✐♥❡ ❢♦r t❤❡✐r ♣❛t✐❡♥❝❡✱ ❦✐♥❞♥❡ss✱ ❝♦♥st❛♥t ❣✉✐❞❛♥❝❡✱
❝❧❡❛r ❡①♣❡rt✐s❡✱ ❛♥❞ st❡❛❞② s✉♣♣♦rt t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ t♦ ♠② r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❝♦♠❡ t♦ ❢r✉✐t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞✐st✐♥❝t r♦❧❡s ❜♦t❤ ♦❢ ②♦✉ ♣❧❛②❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡s❡
t❤r❡❡ ②❡❛rs✳ ■ ❛♠ ♣r♦❢♦✉♥❞❧② t❤❛♥❦❢✉❧ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❜♦t❤ ♦❢ ②♦✉ ❛s ♠② ❜♦ss❡s✱ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ②♦✉r
♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡ s❤❛r❡❞ ❧❛✉❣❤✲
t❡r✱ t❤❡ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧❛❜✱ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r✐❡s ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s✱ ■✬❧❧ ❢♦r❡✈❡r
❜❡ ✐♥❞❡❜t❡❞ ❢♦r ②♦✉r s✉♣♣♦rt✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣❤❛s❡s ♦❢ ♠② t❤❡s✐s✳
❉❡❡♣ ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ P❤✐❧✐♣♣❡ ❏♦♥♥❛r❞ ❛♥❞ ❉❛♥✐❡❧ ❈❤❛t❡✐❣♥❡r ❢♦r t❤❡✐r r♦❧❡ ❛s
r❡♣♦rt❡rs✳ ❚❤❡✐r ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♥ r❡✜♥✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■✬♠ ❛❧s♦
❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡ ❇r❛❝❦①✱ ❆♥♥❡ ▲❛❢♦ss❡✱ ❇✉r❦❤❛r❞ ❇❡❝❦❤♦✛✱ ❛♥❞ ❋r❛♥❝❦ ❉❡❧♠♦tt❡ t♦ ❜❡
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❥✉r② ❛♥❞ ❞❡❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡✐r t✐♠❡ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ♠② ✇♦r❦✳
❆ s♣❡❝✐❛❧ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t ❣♦❡s ♦✉t t♦ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ◆♦❧♦t ❢r♦♠ ❈❊❆ ▲❊❚■ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s❛♠♣❧❡s
❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✇♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❡①♣❡rt✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❖▲❊■▲ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦
P❛s❝❛❧ ▼❡r❝❡r❡ ❛♥❞ P❛✉❧♦ ❉❛ ❙✐❧✈❛ ❢r♦♠ t❤❡ ▼❡tr♦❧♦❣② ❜❡❛♠❧✐♥❡ ♦❢ ❙❖▲❊■▲ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❢♦r
t❤❡✐r s✉♣♣♦rt✳
■♠♠❡♥s❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ▲◆❍❇ ▼❛r❦ ❑❡❧❧❡tt ❢♦r ❤✐s ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❤✐s
❤❡❧♣ ✐♥ r❡✈✐s✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❡✲t✉♥✐♥❣ ♠② ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳
▼② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡ ❛♥❞ ❢r✐❡♥❞✱ ❱✐❝t♦r ❍❡r♥❛♥❞❡③✱ ❞❡s❡r✈❡s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♠❡♥t✐♦♥ ❢♦r ❤✐s ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✐st❛♥❝❡ ✐♥ ♠② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦✳ ❆❧s♦ ❛ ❜✐❣ t❤❛♥❦ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡
❇❡♥♦✐t ❙❛❜♦t ❢♦r ❢♦r ❤✐s ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ❛ss✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✸❉ ❞r❛✇✐♥❣ ❛♥❞ ❤✐s ❡①♣❡rt✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❙♦❧✐❞❲♦r❦s s♦❢t✇❛r❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♠② ✇♦r❦✳
■ ❡①t❡♥❞ ♠② ❤❡❛rt❢❡❧t t❤❛♥❦s t♦ ❛❧❧ ♠② ❢r✐❡♥❞s ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛❜✱ ✇✐t❤ ✇❤♦♠ ■✬✈❡
s❤❛r❡❞ ❝♦✉♥t❧❡ss ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❢r✐❡♥❞s❤✐♣✳ ❋r♦♠ s❤❛r❡❞ ❧❛✉❣❤t❡r t♦ ❝♦✛❡❡ ❜r❡❛❦s ❛♥❞ ❧✉♥❝❤
❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ t❤♦s❡ s❡❡♠✐♥❣❧② s♠❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢t❡♥ ♦✛❡r❡❞ t❤❡ ♠♦st ❝❤❡r✐s❤❡❞ ❜r❡❛❦s ✐♥ ♠②
❞❛②s✳ ❚❤❡ ♠♦♠❡♥ts ✇❡ s♣❡♥t t♦❣❡t❤❡r ❞✉r✐♥❣ t❤♦s❡ ❝r✉❝✐❛❧ t✐♠❡s ✇❡r❡ r❡❢r❡s❤✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡②
❦❡♣t ♠❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❡♥❡r❣✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♠② t❤❡s✐s✳
▲❛st❧②✱ ✐t ✐s ♦❢ ✉t♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❞❡❡♣❡st ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞s ♠② ❢❛♠✐❧②✱ ✇❤♦ ✇❡r❡
s♦✉r❝❡s ♦❢ s✉♣♣♦rt ❛♥❞ r❡s✐❧✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦✈❡✱ ❧✐♠✐t❧❡ss s✉♣♣♦rt✱ ❛♥❞ ✉♥✇❛✈❡r✐♥❣
❜❡❧✐❡❢ ✐♥ ♠② ❛❜✐❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ s❡r✈❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ♠②
P❤❉ st✉❞✐❡s✳

✶



❘és✉♠é ét❡♥❞✉

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❣rès t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❝r♦✐ss❛♥t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣ér❛t✐❢ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠❛tér✐❛✉①
q✉✐ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ré♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♠❛✐s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡s♣❡❝t✉❡✉① ❞❡
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❤♦t♦✈♦❧t❛ïq✉❡s✱ ❞❡s ❜❛tt❡r✐❡s✱ ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s
♠é♠♦✐r❡s s♦♥t ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❝❧és✳ ❈❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s s✬❛♣♣✉✐❡♥t ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①
♥❛♥♦str✉❝t✉rés ❡t s✉r ❞❡s ✜❧♠s ♠✐♥❝❡s✳ P♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡s ✜❧♠s ♠✐♥❝❡s✱ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❡t ♥♦♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ré✢❡❝t✐✈✐té ❞❡s r❛②♦♥s
❳ s♦✉s ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❛s❛♥t❡✱ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳

✷✳ ❖❜❥❡❝t✐❢

▲❡ ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❡t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡
❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ●■❳❘❋ ✭❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❳ s♦✉s ■♥❝✐❞❡♥❝❡ ❘❛s❛♥t❡✮ ❡t ❳❘❘ ✭❘é✢❡❝✲
t♦♠étr✐❡ ❞❡ ❘❛②♦♥s ❳✮ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ♠✐♥❝❡s✱ ❡t
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡✉r str✉❝t✉r❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠❜✐♥é❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❛t♦♠✐q✉❡✱ ❞✬♦ù ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡r ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡✉rs ✐♥✲
❝❡rt✐t✉❞❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❛t♦♠✐q✉❡s✱ ❧✬❛♥❣❧❡ s♦❧✐❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ✉♥
❛✉tr❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❡t ❞✬❛✣♥❡r
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠❜✐♥é❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ♣♦✉r ❧❡s ✜❧♠s ♠✐♥❝❡s ❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ●❡❙❜❚❡ ✭●❙❚✮ ❡t ❞❡ t❛♥t❛❧❡ ✭❚❛✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬✉♥ r❡❝✉✐t s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
●❙❚✳

✸✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❆♥❛❧②t✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ●■❳❘❋ ❡t ❞❡ ❧❛ ❳❘❘ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ♠✐♥❝❡s✳ ▲❛ ●■❳❘❋ ❡st s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t r❡♥s❡✐❣♥❡ s✉r ❧❛ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡t ❧❛ ❳❘❘ ❡st s❡♥s✐❜❧❡ à ❧❛ ❞❡♥s✐té é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té✱ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❡t ❧❛ r✉❣♦s✐té ❞❡s ✜❧♠s✳

✷



✹✳ ■♥str✉♠❡♥ts ❡t ▼ét❤♦❞❡s

✹✳✶✳ ▲✐❣♥❡ ❞❡ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊

▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s à ❙❖▲❊■▲✱ s♦✉r❝❡ ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❳ ♣❛r ❡✛❡t s②♥❝❤r♦tr♦♥✳
P❛r♠✐ s❡s ✷✾ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧✉♠✐èr❡✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ▼étr♦❧♦❣✐❡✱ s✐t✉é❡ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ ❛✐♠❛♥t ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱
❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❈❡tt❡ ❧✐❣♥❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ❛✈❡❝
✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ✽ ♠r❛❞ ♣♦✉r ❛❧✐♠❡♥t❡r ✷ ❜r❛♥❝❤❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❡t s✬ét❡♥❞ s✉r
✉♥❡ ❣❛♠♠❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡ ✹✺ ❡❱ à ✹✵ ❦❡❱✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❧❛
❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ r❛②♦♥s ❳ ❞✉rs ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡✳ ❈❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❞❡ ✶✱✼
♠r❛❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t ❡t ✵✱✶✺✸ ♠r❛❞ ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ ❡st éq✉✐♣é❡ ❞❡ ❢❡♥t❡s ❞❡ ❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥✱
❞✬✉♥ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t❡✉r à ❞♦✉❜❧❡ ❝r✐st❛❧ ❙✐ ✭✶✶✶✮ ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ♣❤♦t♦♥s ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡s ❞❡
❤❛✉t❡ é♥❡r❣✐❡ ✭❡♥tr❡ ✸ ❦❡❱ ❡t ✸✵ ❦❡❱✮ ❡t ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❢❡♥t❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ♣♦✉r ❛❥✉st❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉
❢❛✐s❝❡❛✉✳

✹✳✷✳ ▲❡ ●♦♥✐♦♠ètr❡ ❈❆❙❚❖❘

▲✬✐♥str✉♠❡♥t ❈❆❙❚❖❘ ✭❈❤❛♠❜r❡ ❞✬❆♥❛❧②s❡ ❙♣❡❝tr♦♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ♦✉✴❡t ❡♥ ❘é✢❡①✐♦♥✮
❡st ✉♥ ❣♦♥✐♦♠ètr❡ ❞é❞✐é✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❝♦♠❜✐♥é❡s ❞❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✮✳
❈❡ ❣♦♥✐♦♠ètr❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r ❡t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳
❙❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥ ét❛❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs
❡t ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♣ré❝✐s ❞❡s ♠♦t❡✉rs s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ♠❡s✉r❡s✳

✹✳✸✳ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥t

▲❛ ♠♦✐♥❞r❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ❞❡s ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❝r✉❝✐❛❧
❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ♠♦t❡✉rs r♦t❛t✐♦♥♥❡❧s ❡t
❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ s♦✉s✲❡st✐♠é❡ ❡t t♦✉t❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♣ré❝✐s
❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ✐♥❝✐❞❡♥t✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ str✐❝t❡✳

✺✳ P❛r❛♠ètr❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ♠❛ss✐q✉❡ ❡t
❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❤♦t♦é❧❡❝tr✐q✉❡✱ s♦♥t très ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘✳
❉❡s é❧é♠❡♥ts ❝❧és ❝♦♠♠❡ ❋❡ ❡t ❨ ♦♥t été ét✉❞✐és ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡✉rs r❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ✢✉♦r❡s✲
❝❡♥❝❡✱ ❧❡✉rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ♠❛ss✐q✉❡s✱ ❡t ❧❡✉rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❤♦t♦é❧❡❝✲
tr✐q✉❡✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ♠❛ss✐q✉❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ s✉❜✐❡ ♣❛r
❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t tr❛✈❡rs❛♥t ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❇❡❡r✲▲❛♠❜❡rt✳ ❈❡tt❡
♠❡s✉r❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ ❞❡rr✐èr❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❤♦t♦é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❛ été ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ♠❛ss✐q✉❡✱ ❡♥
❢❛✐s❛♥t ❞❡s ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r ❞❡s é♥❡r❣✐❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❛✉① s❡✉✐❧s ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✿ ❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❤♦t♦é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥
♠❛ss✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡①tr❛♣♦❧é❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ r❡♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❣râ❝❡
à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❤❡r♠❛♥ ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧❛ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ à ✹✺➦ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r à
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ●♦♥✐♦♠ètr❡ ❈❆❙❚❖❘ à ✼ ❛①❡s✳ ✭❛✮ ❈r♦q✉✐s ✸❉ ❞❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r✱ ✭❜✮ ✈✉❡ ✐♥tér✐❡✉r❡ ❛✈❡❝
❧❡ ❙❉❉ ❡t ❧❡ ♣♦rt❡✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ✭❝✮ ♣❤♦t♦ ❞❡ ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❈❆❙❚❖❘✳

❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✭s✐❧✐❝♦♥ ❞r✐❢t ❞❡t❡❝t♦r✱ ❙❉❉✮✳ ▲❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥✲
t❛✉① ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞❡s ré♣ét✐t✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s é♥❡r❣✐❡s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

✻✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ✜❧♠ ♠✐♥❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❧❡ ♠✐❡✉① ❛✉① ❞♦♥♥é❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ ❳❘❘ ❡t ●■❳❘❋✳ ❉❛♥s ❧❛ ●■❳❘❋✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r
❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❛✉① ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ✭é♣❛✐ss❡✉r✱ ❞❡♥s✐té✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ r✉❣♦s✐té✮
s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❛❥✉stés ♣♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❳❘❘ s✉✐t ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♠❛✐s s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ré✢❡❝t✐✈✐té✳ ▲✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤✲
♦❞❡s ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ♥❛♥♦♠étr✐q✉❡s✱ ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
❛♠❜✐❣✉s ❞✉s à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❧♦rs ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡
❣❧♦❜❛❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣♦✉r ré✉ss✐r ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❙❛♥s ❝❡❧❛✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥♦♥ ré❛❧✐st❡s
♦✉ ✐♥❝♦rr❡❝ts✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❈❖▲❊●❘❆▼ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
❳ ✭❳❘❋✮✳ ■❧ ♣r♦♣♦s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ❞❡ ♣✐❝s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
ét✉❞❡✱ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❳❘❋ ❡st ré❛❧✐sé ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳ P❛r
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❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ■▼❉ ✭■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ▼✉❧t✐✲❧❛②❡r ❉❡s✐❣♥✮ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré✢❡❝t✐✈✐té✳ ■❧ ❛✐❞❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ✜❧♠s ♠✐♥❝❡s à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré✢❡❝t✐✈✐té ❞❡ r❛②♦♥s ❳✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ét✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧✲
✐sé✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❞✉ ●■❳❘❋ ❡t ❞✉ ❳❘❘ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❊▲■❳■❘✱
❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ ▲◆❍❇✳ ❈❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❳❘❘ ❡t ❞❡ ❧❛ ●■❳❘❋ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡①✲
♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❧és q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❧❡
♣❧✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛❥✉st❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❣é♥éré❡s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❣é♦♠étr✐q✉❡s t❡❧s q✉❡
❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ✐♥❝✐❞❡♥t s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❧✬❛♥❣❧❡ s♦❧✐❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❊▲■❳■❘ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❳❘❘ ❡t ❞❡ ❧❛ ●■❳❘❋✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ré❛❧✐sé❡ ❣râ❝❡ à ■▼❉ ❜❛sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❳❘❘✳ ❊♥ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❡t ❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t
❝❡s é❧é♠❡♥ts✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❳❘❘ ❡t ❞❡ ❧❛ ●■❳❘❋ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
♣ré❝✐s ❡t ❡①❛❝t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳

✼✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

▲✬❛♥❣❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡♥tr❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❙❉❉ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ ●■❳❘❋
q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ❙♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❛❝t ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❞♦♥t
❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♣ré❝✐s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠♣r❡✐♥t❡ ❡t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❣é♦♠étr✐q✉❡s
❞✉ s♣❡❝tr♦♠ètr❡ ❙❉❉✳ ▲✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡♥ ❳❘❘ ♦✉ ●■❳❘❋ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ét❛♣❡s ✐tér❛t✐✈❡s ♣♦✉r
s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❡t q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❛❧✐❣♥é
❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉✳ ▲✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛♥❣❧❡ s♦❧✐❞❡ ❡st t♦✉t ❛✉ss✐ ❝r✉❝✐❛❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ✐♥✢✉❡♥❝é❡
♣❛r ❞✐✈❡rs ♣❛r❛♠ètr❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢❡♥t❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉✱ ❧✬❛♥❣❧❡
❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦❧❧✐♠❛t❡✉r ❞✉ ❙❉❉ ❡t ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥ts ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r ❝❡tt❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡st ❡♠♣❧♦②é❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡s ❛♥❣❧❡s s♦❧✐❞❡s ❡st
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ✭❡♥tr❡ ✵✱✹ ✪ ❡t ✵✱✽ ✪✮✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r
❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r ♠❡s✉ré❡s ♣❛r r❛❞✐♦❣r❛♣❤✐❡✳
▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❳❘❘✲●■❳❘❋ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉✐ r❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉
❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❯♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛ été ❡①♣❧♦ré❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ✓ ❇♦♦tstr❛♣ ✔ à ♣♦✐❞s ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é
st❛t✐st✐q✉❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❡①✲
tr❛✐r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s st❛t✐st✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s é❝❛rts✲t②♣❡s ♦✉ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❙❛ ❜❛s❡
r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♣♦✉r r❡❝ré❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧és
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❥❡✉ ✉♥✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛r r❡✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❛ été ❛❞♦♣✲
té❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❳❘❘ ❡t ●■❳❘❋ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❝♦♠♠❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût ♥♦r♠❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛
❳❘❘ ❡t ❧❛ ●■❳❘❋ ♦♥t été ❢♦r♠✉❧é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣♦✐❞s ❛♣♣❧✐q✉és à ❝❤❛q✉❡ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡✳
❆♣rès ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ré♣été❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❇♦♦tstr❛♣ ✔✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r
❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❈❡❧❛
♣❡r♠❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛❥✉sté✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ❝❡tt❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥♥♦✈❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❇♦♦tstr❛♣ ✔ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st

✺



♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s❛♥s ré♣ét❡r
❧❡s ♠❡s✉r❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♦✛r❡ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té✳

✽✳ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♠❡s✉rés

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♥♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡s✉ré ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ♠✐♥❝❡s ❞❡ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ♠✐♥❝❡s ❞❡ ●❙❚ ✿ ❝❡rt❛✐♥❡s r✐❝❤❡s ❡♥ ●❡✱ ❞✬❛✉tr❡s
❡♥ ❚❡✱ ❡t ❡♥✜♥ ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t r✐❝❤❡s ❡♥ ❙❜✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ str✉❝t✉r❡✱ ❞❡✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♦♥t été
é❧❛❜♦rés✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❝♦♥s❡r✈é ❞❛♥s s♦♥ ét❛t ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❛ été s♦✉♠✐s à ✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝✉✐t✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❝❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ❞❡ ✈♦✐r s✐ ❧❛ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛♣rès ❧❡ r❡❝✉✐t✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡
❡st ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ♠✐♥❝❡s à ❜❛s❡ ❞❡ t❛♥t❛❧❡ ❚❛✷❖✺✳ ❈❡s ❝♦✉❝❤❡s ♦♥t été s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t
❞♦♣é❡s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts✱ t❡❧s q✉❡ ❧✬♦①②❞❡ ❞❡ ❢❡r ❋❡✷❖✸ ❡t ❧✬♦①②❞❡ ❞✬②ttr✐✉♠ ❨✷❖✸✳ ▲❡
❜✉t ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♣❛♥ts ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ●■❳❘❋✲❳❘❘✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❡st✐♠é❡s ♣❛r ❧❡ ❢❛❜r✐❝❛♥t✱ ❛✜♥ ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥
✉t✐❧✐sés✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❛ été é❧❛❜♦ré ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
♣✉❧✈ér✐s❛t✐♦♥ ❝❛t❤♦❞✐q✉❡✳ ▲❡ ❜✉t ✉❧t✐♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ t♦✉s ❝❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡st ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r
♥♦tr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✈❛r✐és ❞❡ ❝❡s ✜❧♠s ♠✐♥❝❡s ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s str✉❝t✉r❡❧s✳

✾✳ ❘és✉❧t❛ts

✾✳✶✳ ●❙❚ r✐❝❤❡ ❡♥ ❚❡

▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t s✐♠✉❧é❡s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts
❳❘❘ ♦✉ ●■❳❘❋✱ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❝♦r❞❛♥❝❡ ✈❛❧✐❞❡ ❧❛
✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥é❡ ●■❳❘❋✲
❳❘❘✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❢❛❜r✐❝❛♥t✱ ❞❡
❧é❣èr❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♦♥t été ♦❜s❡r✈é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ♠❡s✉ré❡s ét❛✐❡♥t
❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♠✐♥❛❧❡s✱ s✉❣❣ér❛♥t q✉❡❧q✉❡s ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❧♦rs ❞✉
❞é♣ôt ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝r✉❝✐❛❧❡✳ ❉❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été
❡♥✈✐s❛❣é❡s ✿ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✓ ❇♦♦tstr❛♣ ✔ s❡✉❧❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ✓ ❇♦♦tstr❛♣ ✔ ❛✈❡❝ ❧❡s
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❡t ❞✬❛♥❣❧❡ s♦❧✐❞❡✳ ❙✐ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❛ ❛✉❣♠❡♥té ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t r❡stés ❞❛♥s
❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬ét✉❞❡ ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱
t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❧✐é❡s ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ♠❛ss✐q✉❡ ♦✉ à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳
❈❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉rr❛✐❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ♠ér✐t❡♥t ❞♦♥❝ ❞✬êtr❡
❡①♣❧♦rés ❞❛♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧✬ét✉❞❡ ❛ ♠♦♥tré ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ●■❳❘❋✲❳❘❘ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ●❙❚ r✐❝❤❡s ❡♥ ❚❡✳ ■❧
❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✬✐♥❝❧✉r❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s
rés✉❧t❛ts✳

✻



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ■♥t❡♥s✐té ❳❘❘ ♠❡s✉ré❡ à ✽ ❦❡❱ ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ♥♦✐r❡s
❡t r♦✉❣❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ré✢❡❝t✐✈✐té ♠❡s✉ré❡ ❡t ❛❥✉sté❡ ✭❛✮ ❡t ❧❛ ●■❳❘❋ ❞❡
●❡✲Kα ✭❜❧❡✉✮✱ ❙❜✲ Lα ✭♦r❛♥❣❡✮ ❡t ❚❡✲ Lα ✭✈❡rt✮ ♠❡s✉ré❡ à ✶✶✱✺ ❦❡❱ ✭❞r♦✐t❡✮✳

✾✳✷✳ ●❙❚ r✐❝❤❡ ❡♥ ❙❜

▲❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ●❙❚ r✐❝❤❡s ❡♥ ❙❜ s❡ ♣rés❡♥t❡♥t s♦✉s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ✿ t❡❧ q✉❡ ❞é♣♦sé ❡t ❛♣rès
r❡❝✉✐t✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝✉✐t✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❛✉✛❡r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ à ✸✵✵➦❈✱ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛♠♦r♣❤❡ à ❧✬ét❛t ❝r✐st❛❧❧✐♥✱ ❡♥tr❛î♥❛♥t ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❛❧❡s✳ ▲❡s
♠❡s✉r❡s ♣❛r ❳❘❘ ❡t ●■❳❘❋ ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❝❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❛❥✉sté ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ t❡❧ q✉❡ ❞é♣♦sé s✬❛❝❝♦r❞❡ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸ ✭❛✮✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ r❡❝✉✐t✱ ♠❛❧❣ré ✉♥ ❛❝❝♦r❞ ❡♥ t❡r♠❡s
❞✬✐♥t❡♥s✐té ré✢é❝❤✐❡ ❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❢r❛♥❣❡s ❞❡ ❑✐❡ss✐❣✱ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s s♦♥t
♦❜s❡r✈é❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✸ ✭❜✮✮✳ ❈❡s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❞✉❡s à ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s
❞❡♥s✐tés ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❛♣rès r❡❝✉✐t ♦✉ à ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞❛♥s ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❧❡s ❡rr❡✉rs
❞❡ ♠❡s✉r❡✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ●■❳❘❋ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s
tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ❛♣rès r❡❝✉✐t✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❞❡♥s✐té ♦✉ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
❞❡ ●❙❚ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ str✉❝t✉r❛❧❡ ré✈è❧❡ q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ t❡❧ q✉❡ ❞é♣♦sé ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❢❛❜r✐❝❛♥t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛♣rès r❡❝✉✐t✱ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♥♦t❛❜❧❡s s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s✳ ▲❛
❝♦✉❝❤❡ ❞❡ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❡♥ ❙✐ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ ❞❡✉①✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❡❝✉✐t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ●❙❚ s❡ ❞✐✈✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉①✱ ♠♦♥tr❛♥t ✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛♠♦r♣❤❡ à ❧✬ét❛t ❝r✐st❛❧❧✐♥✳ ▲❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧✬é♣❛✐ss❡✉r✱
❧❛ ❞❡♥s✐té ❡t ❧❛ r✉❣♦s✐té s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ❞é♠♦♥tr❛♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠❜✐♥é❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❧♠s ♠✐♥❝❡s✳

P♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ t❡❧ q✉❡ ❞é♣♦sé✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹✱✸✪ ♣♦✉r
❧✬é♣❛✐ss❡✉r✱ ✺✱✸✪ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡t ✺✪ ♣♦✉r ❧❛ r✉❣♦s✐té ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✉❝❤❡❀ ❡t ✹✱✸✪
♣♦✉r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r✱ ✸✱✼✪ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❡t ✺✱✼✪ ♣♦✉r ❧❛ r✉❣♦s✐té ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦✉❝❤❡✳ P♦✉r
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ r❡❝✉✐t ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s r❡❧❛t✐✈❡s s♦♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✺✱✼✪ ♣♦✉r ❧✬é♣❛✐ss❡✉r✱ ✺✱✻✪ ♣♦✉r ❧❛
❞❡♥s✐té ❡t ✺✪ ♣♦✉r ❧❛ r✉❣♦s✐té ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✉❝❤❡✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs
✈❛r✐❡♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠❛✐s r❡st❡♥t ♣r♦❝❤❡s✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① é❝❤❛♥✲
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆♥❛❧②s❡ ❳❘❘ ❞✉ ●❙❚ r✐❝❤❡ ❡♥ ❙❜ ✿ ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❜❛❧❛②❛❣❡s ❡t ❛❥✉st❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s t❡❧s q✉❡ ❞é♣♦sés ❡t r❡❝✉✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ♣❧❡✐♥s
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❧é❣èr❡♠❡♥t tr❛♥s✲
♣❛r❡♥t❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❛❥✉st❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❡t ✭❝✮ ❇❛❧❛②❛❣❡s ●■❳❘❋ ❡t ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ●❡✲ Kα✱ ❙❜✲ Lα ❡t ❚❡✲ Lα r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s t❡❧s q✉❡ ❞é♣♦sés ❡t r❡❝✉✐ts✳

t✐❧❧♦♥s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ r❡❝✉✐t✳

✾✳✸✳ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❚❛✷❖✺ ❞♦♣és ❛✈❡❝ ❋❡✷❖✸ ♦✉ ❨✷❖✸

P♦✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞♦♣é ❛✉ ❢❡r✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té ♠❡s✉ré❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t étr♦✐t❡✲
♠❡♥t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❢❛❜r✐❝❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♣❛❣❡ ❛ ♠♦♥tré ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳
❯♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬♦①②❞❡ ❞❡ s✐❧✐❝✐✉♠ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ✐❞❡♥t✐✜é❡✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t ✉♥❡ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ♦①②❞❛t✐♦♥ ❞✉ s✉❜str❛t ♦✉ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞♦♣é ❛✈❡❝
❋❡✷❖✸ ❛ ♠♦♥tré ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ✸✷✱✶✭✶✼✮ ♥♠✱ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ✼✱✾✽✭✹✷✮ ❣✴❝♠✸ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ✵✱✸✷ ✪✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❜r✐❝❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ét❛✐t
❞❡ ✵✱✶ ✪✳ ▲✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡s ♠❡s✉r❡s ét❛✐t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ✺ ✪✱ ✺✱✸ ✪ ❡t
✺✱✸ ✪✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞♦♣é à ❧✬♦①②❞❡ ❞✬②ttr✐✉♠✱ ♠❛❧❣ré ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥
é♣❛✐ss❡✉r✱ ✐❧ ❛ été ♦❜s❡r✈é ✉♥ é❝❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♣❛❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❜r✐❝❛♥t✳ ❈❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣rés❡♥t❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✜♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬♦①②❞❡ ❞❡
s✐❧✐❝✐✉♠✳ ▲❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧é❡s ❣râ❝❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❇♦♦tstr❛♣ ✔
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♣rés❡♥té❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞♦♣é ❛✈❡❝ ❨✷❖✸ ❛ ré✈é❧é ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ✷✼✱✻✭✷✶✮ ♥♠✱
✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ✼✱✸✵✭✹✾✮ ❣✴❝♠✸ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♣❛❣❡ ❞❡ ✵✱✾✺ ✪✱ ❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧❛
❝✐❜❧❡ ❞✉ ❢❛❜r✐❝❛♥t ❞❡ ✻✱✵ ✪✳ ▲❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ét❛✐❡♥t ❞❡
✼✱✻ ✪✱ ✻✱✼ ✪ ❡t ✼✱✷ ✪ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❢❛❜r✐❝❛♥t ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡Ta2O5 ❞♦♣é❡ ❛✈❡❝ Fe2O3 ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♥❝❡rt✐✲
t✉❞❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❊♣❛✐ss❡✉r

✭♥♠✮

❉❡♥s✐té

✭g/cm3✮

❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡

❞♦♣❛♥t ✭%✮
❘✉❣♦s✐té ✭♥♠✮

❉♦♥♥é❡s

❢❛❜r✐❝❛♥t
Ta2O5✴Fe2O3 32 8.18 0.1 ✲

●■❳❘❋✲❳❘❘ Ta2O5.03Fe0.018 32.1(17) 7.98(42) 0.32 1.14(6)

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❢❛❜r✐❝❛♥t ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ Ta2O5 ❞♦♣é❡ ❛✈❡❝ Y2O3 ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♥✲
❝❡rt✐t✉❞❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❊♣❛✐ss❡✉r

✭♥♠✮

❉❡♥s✐té

✭g/cm3✮

❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡

❞♦♣❛♥t ✭%✮

❘✉❣♦s✐té ✭♥♠✮

❉♦♥♥é❡s

❢❛❜r✐❝❛♥t
Ta2O5✴Y2O3 28 8.18 6 ✲

●■❳❘❋✲❳❘❘ Ta2O5.09Y0.06 27.6(21) 7.30(49) 0.95 0.69(5)

❊♥ rés✉♠é✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ●■❳❘❋✲❳❘❘ ♦♥t ♣r♦✉✈é ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐✲
s❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ♠❡tt❛♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s é❝❛rts ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✉
❢❛❜r✐❝❛♥t✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦✉❧✐❣♥❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡
♣♦✉r ❧❡s ✜❧♠s ♠✐♥❝❡s✳

✶✵✳ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s♣❡❝tr♦♠ètr❡ à ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ✭❲❉❙✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭❳❘❋✮
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥tr❡♣r✐s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♣❡❝tr♦♠ètr❡ à ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ✭❲❉❙✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ✈♦♥ ❍❛♠♦s s✐♠♣❧✐✜é❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❞❡
ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡✉r ❞❡ ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✺✮✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ s♦♥ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❣♦♥✐♦♠ètr❡ ❈❆❙❚❖❘✳ ▲❡ ♣r♦t♦✲
t②♣❡ ❞✉ ❲❉❙ ❛ été s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r êtr❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ à ❧✬❛✐r ❧✐❜r❡
s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❞✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❙❖▲❊■▲✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s é❧é✲
♠❡♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✿ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ r❛②♦♥s ❳✱ ✉♥ ❝r✐st❛❧ ❞✐s♣❡rs✐❢ ❡t ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r s❡♥s✐❜❧❡ ❡♥
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ✈♦♥ ❍❛♠♦s ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❝❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝r✐st❛❧
♣❧❛t✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝r✐st❛✉① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ✈❛r✐❡r ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡s ❞ét❡❝té❡s ♣♦✉r
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✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞✬❛♥❣❧❡s ❞❡ ❇r❛❣❣ ❞♦♥♥és✳ ▲❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❛ été t❡sté s✉r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♠ét❛❧❧✐q✉❡s
♣✉rs✳ ❈♦♠♣❛ré ❛✉ s♣❡❝tr♦♠ètr❡ à ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❧❡ ❲❉❙ ♦✛r❡ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡
♥❡tt❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❝❡ ❲❉❙✱ ✐❧ ❛ été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ sé♣❛r❡r ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r
❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❑α✶ ❡t ❑α✷ ❞✉ ❝✉✐✈r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❊❉❙ ✭❊♥❡r❣②
❉✐s♣❡rs✐✈❡ ❙♣❡❝tr♦♠❡t❡r✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♦♥t été r❡♥❝♦♥tré❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡
❢❛✐❜❧❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡t ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ✐♥❡✣❝❛❝❡ ❞❡s r❛②♦♥s ❳ ❞✐✛r❛❝tés✳ P♦✉r ② r❡♠é❞✐❡r✱
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ♣♦❧②❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ❡st ♣ré✈✉❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛
❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡s r❛②♦♥s ❳ ❛✉ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❞✉ ❲❉❙ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❡♥ ❞é♠♦♥tr❛♥t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥
s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❊❉❙✱ ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s ré✈é❧é
❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s✳ ▲❡ ❢✉t✉r
❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ♣♦❧②❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛❧❧✐❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ❧❛❝✉♥❡s✱ ♦✉✈r❛♥t ❧❛ ✈♦✐❡ à
❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ■♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r♦t♦t②♣❡ ❲❉❙ s✉r ❧❛ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❛✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❙❖▲❊■▲
✭❣❛✉❝❤❡✮✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❲❉❙ ♥♦r♠❛❧✐sés ❛✈❡❝ ❧❡s s♣❡❝tr❡s ❊❉❙ ❞✬✉♥ ✜❧♠ ♠✐♥❝❡ ❞❡
❈✉ ♠ét❛❧❧✐q✉❡ ♣✉r ✭❞r♦✐t❡✮✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s ❞❡✉① s♣❡❝tr❡s ❡st ✐♥❞✐q✉é❡✳

✶✶✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡①♣❧♦r❡ ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ●■❳❘❋ ❡t ❳❘❘ ♣♦✉r ❧❛
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ✜❧♠s ♠✐♥❝❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ✐♥♥♦✈❛♥ts✳ ▲❡s t❡sts s✉r
❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ●❙❚ ❡t ❚❛ ♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s str✉❝t✉r❛❧❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❢❛❜r✐❝❛♥t✳ ■❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ r❡❝✉✐t s✉r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ●❙❚ ❡♥tr❛î♥❡
❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✱ ❞ét❡❝té❡s ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r
❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧✬❛♥❣❧❡
s♦❧✐❞❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✓ ❇♦♦tstr❛♣ ✔ ❛ été
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❧✐é❡s à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠❜✐♥é❡
●■❳❘❋✲❳❘❘ s♦♥t ♣r♦♠❡tt❡✉rs✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❢❛✐❜❧❡s✱ r❡✢ét❛♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s
♠❡s✉r❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❡♥❝♦r❡ êtr❡ ❛♣♣♦rté❡s à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡✳ ❯♥ s♣❡❝tr♦♠ètr❡ ❞✐s♣❡rs✐❢ ❡♥ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ✭❲❉❙✮ ❞❡ ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛

✶✵



é❣❛❧❡♠❡♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❞❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✳
❇✐❡♥ q✉❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t✱ ❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❲❉❙ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧✐♠✐té❡s ❡t ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s
❢✉t✉r❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣é❡s ♣♦✉r r❡♥❢♦r❝❡r s❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❡t s❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳

✶✶



❈♦♥t❡♥ts

❘és✉♠é ét❡♥❞✉ ✷

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✹
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✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ✶✸✺
✻✳✶ ❙❛♠♣❧❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✻✳✶✳✶ ❈❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺
✻✳✶✳✶✳✶ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡✲❜❛s❡❞ P❈▼s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
✻✳✶✳✶✳✷ ❙❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✻✳✶✳✷ ❚❛♥t❛❧✉♠✲❜❛s❡❞ t❤✐♥ ✜❧♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
✻✳✶✳✷✳✶ ❙❛♠♣❧❡s ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✻✳✶✳✸ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠ s❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✻✳✷ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✻✳✷✳✶ ●❡❙❜❚❡ t❤✐♥ ✜❧♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
✻✳✷✳✶✳✶ ❆s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ ❚❡✲r✐❝❤ ●❙❚ ❧❛②❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
✻✳✷✳✶✳✷ ❙❜✲r✐❝❤ ●❙❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
✻✳✷✳✶✳✸ ●❡✲r✐❝❤ ●❙❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✻✳✷✳✷ ❚❛♥t❛❧✉♠✲❜❛s❡❞ t❤✐♥ ✜❧♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✻✳✷✳✷✳✶ Ta2O5 ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Fe2O3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✻✳✷✳✷✳✷ Ta2O5 ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Y2O3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✶✺✻

❘és✉♠é ✶✼✸

❆❜str❛❝t ✶✼✹

✶✹



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶ ●♦♥✐♦♠ètr❡ ❈❆❙❚❖❘ à ✼ ❛①❡s✳ ✭❛✮ ❈r♦q✉✐s ✸❉ ❞❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r✱ ✭❜✮ ✈✉❡ ✐♥tér✐❡✉r❡
❛✈❡❝ ❧❡ ❙❉❉ ❡t ❧❡ ♣♦rt❡✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❡t ✭❝✮ ♣❤♦t♦ ❞❡ ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❈❆❙❚❖❘✳ ✳ ✳ ✹

✷ ■♥t❡♥s✐té ❳❘❘ ♠❡s✉ré❡ à ✽ ❦❡❱ ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ✭❣❛✉❝❤❡✮✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s
♥♦✐r❡s ❡t r♦✉❣❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ré✢❡❝t✐✈✐té ♠❡s✉ré❡ ❡t ❛❥✉sté❡ ✭❛✮
❡t ❧❛ ●■❳❘❋ ❞❡ ●❡✲Kα ✭❜❧❡✉✮✱ ❙❜✲ Lα ✭♦r❛♥❣❡✮ ❡t ❚❡✲ Lα ✭✈❡rt✮ ♠❡s✉ré❡ à ✶✶✱✺
❦❡❱ ✭❞r♦✐t❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✸ ❆♥❛❧②s❡ ❳❘❘ ❞✉ ●❙❚ r✐❝❤❡ ❡♥ ❙❜ ✿ ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ❜❛❧❛②❛❣❡s ❡t ❛❥✉st❡♠❡♥ts ♣♦✉r
❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s t❡❧s q✉❡ ❞é♣♦sés ❡t r❡❝✉✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❛✈❡❝ ❞❡s
s②♠❜♦❧❡s ♣❧❡✐♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s
❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❧é❣èr❡♠❡♥t tr❛♥s♣❛r❡♥t❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❛❥✉st❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ✽

✹ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❡t ✭❝✮ ❇❛❧❛②❛❣❡s ●■❳❘❋ ❡t ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ●❡✲ Kα✱ ❙❜✲ Lα ❡t ❚❡✲ Lα

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s t❡❧s q✉❡ ❞é♣♦sés ❡t r❡❝✉✐ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✺ ■♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣r♦t♦t②♣❡ ❲❉❙ s✉r ❧❛ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❛✉ s②♥❝❤r♦tr♦♥

❙❖▲❊■▲ ✭❣❛✉❝❤❡✮✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s♣❡❝tr❡s ❲❉❙ ♥♦r♠❛❧✐sés ❛✈❡❝ ❧❡s s♣❡❝tr❡s
❊❉❙ ❞✬✉♥ ✜❧♠ ♠✐♥❝❡ ❞❡ ❈✉ ♠ét❛❧❧✐q✉❡ ♣✉r ✭❞r♦✐t❡✮✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡
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✶✳✶ ❈r♦♦❦❡s t✉❜❡ ✇✐t❤ s❤❛❞♦✇ ❝r♦ss ✐♥ ✉s❡✳ ❳✲r❛②s ❡♠❡r❣❡ ✉♣♦♥ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s
✭❝❛t❤♦❞❡ r❛②s✮ ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss ✇❛❧❧ ❛t t❤❡ r✐❣❤t✳ ❙✉❜✲♣✐❝t✉r❡✿ t❤❡ ✉♥❝❤❛r❣❡❞ t✉❜❡ ❬✻❪✳ ✷✻

✶✳✷ ✭❛✮ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥ ❡❛❝❤ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ♦r
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✶✳✸ ▲❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❢♦r K✲ ❛♥❞ L✲s❤❡❧❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✶✳✹ ❳✲r❛② ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❞❛t❛ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡

r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✳✶ ❛♥❞ ✶✳✷ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✶✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠✳ ✸✵
✶✳✻ ✭❛✮ ❊♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
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✷✳✶✶ ❆ ✸❉ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❊❉❙ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❳✲✶✷✸ ❋❛st ❙❉❉✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r

✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❣❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ✳ ✳ ✺✽
✷✳✶✷ ❘❛❞✐♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡s ❢♦r t❤❡ ❙❉❉ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙❉❉ ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ✭r✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✷✳✶✸ P❡❛❦ ♦❢ ❈r✲ Kα✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ✺✳✹✶ ❦❡❱✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝✲

tr♦♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❋❲❍▼ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✭∼✶✷✺ ❡❱✮ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r
♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
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✷✳✶✹ ❊♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙❉❉ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣✐♥❣
t✐♠❡ ✭❢r♦♠ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳♣♥s❡♥s♦r✳❞❡✴❲❡❧❝♦♠❡✴❉❡t❡❝t♦rs✴❙❉❉✴✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✷✳✶✺ ❳✲r❛② s♣❡❝tr✉♠ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❙✐ ❡s❝❛♣❡ ♣❡❛❦s ✶ ❛♥❞ ✷ ❢♦r ❈r✲Kα ❛♥❞ Kβ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✻✸
✷✳✶✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♥t r❛t❡ ✭OCR✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥♣✉t ❝♦✉♥t r❛t❡ ✭ICR✮ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ s❤❛♣✐♥❣ t✐♠❡s ✭♣r♦❞✉❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧✐❡❞
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✷✳✶✼ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦♠❡t❡r s❡t✲✉♣ ♦♥
❘♦✇❧❛♥❞ ❝✐r❝❧❡ ✉s✐♥❣ ❏♦❤❛♥ss♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✷✳✶✽ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦♥ ❍❛♠♦s s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❣❡♦♠❡tr② ❲❉❙✳ P❤♦t♦♥s
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s ✭❝♦❧♦rs✮ ❛r❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❇r❛❣❣ ❛♥❣❧❡s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❈❈❉ ❞❡t❡❝t♦r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✷✳✶✾ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏♦❤❛♥♥ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥ss♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ✐♥ ❏♦❤❛♥♥
❣❡♦♠❡tr② ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✭❉✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡①tr❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞
✈✐❛ t❤❡ ❏♦❤❛♥ss♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ❣r♦✉♥❞ t♦ t❤❡
r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❘♦✇❧❛♥❞ ❝✐r❝❧❡ ❛❢t❡r ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❜❡♥t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♥♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
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✷✳✷✵ ❳✲r❛② r♦❝❦✐♥❣ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❙✐ ❝r②st❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✽ ❦❡❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✷✳✷✶ ✭❛✮ P✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❲❉❙ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♥str✉♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❛t t❤❡

❙❖▲❊■▲ s②♥❝❤r♦tr♦♥✳ ✭❜✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❲❉❙ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❣❧❡s ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ s♦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❳✲r❛②s ❜② t❤❡ ❝r②st❛❧
r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡s❡ ❛♥❣❧❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ X ❛♥❞ Y ❝❤♦s❡♥
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✷✳✷✷ P❡❛❦ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❙✐✱ ❇❡r②❧✱ ▲✐❋ ❛♥❞ ❈s❆P ❝r②st❛❧s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②
❡♥❡r❣② ✭❇r❛❣❣ ❛♥❣❧❡✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❳❘❱✐s✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✷✳✷✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❲❉❙ ✇✐t❤ ❛♥ ❊❉❙ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ♣✉r❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❈✉ t❤✐♥
✜❧♠✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✶ ❚❤❡ ❤❛r❞ ❳✲r❛② ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❛t ❙❖▲❊■▲✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✸✳✷ ❋❧✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛t ✾ ❦❡❱ ❢♦r ✶✱ ✸ ❛♥❞ ✶✵ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✴ s❛♠♣❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✸✳✸ ❙❡t ♦❢ r♦❝❦✐♥❣ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✸ ❦❡❱ t♦ ✸✵ ❦❡❱✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✸✳✹ ❙♣❡❝tr❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✹ ❦❡❱ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡
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✸✳✺ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✼✲❛①✐s ❈❆❙❚❖❘ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r✳ ✭❛✮ ✸❉ s❦❡t❝❤ ❢r♦♠ ✐♥s✐❞❡✱

✭❜✮ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❙❉❉ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ✭❝✮ ♣❤♦t♦ ♦❢ ❈❆❙❚❖❘
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✸✳✻ ●❡♦♠❡tr② s❡t✉♣ ❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❡❡ ❳❘❘✲●■❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥
❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r t♦ r❡❝♦r❞ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ t♦
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✇❤✐❧❡ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✼ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✳ ❙❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡
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✸✳✾ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤♦❧❞❡r ♣✐♥❤♦❧❡✳ ■♥t❡♥s✐t② s❝❛♥ ♦♥ Tx1✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t②
s❝❛♥ ♦♥ Tz1✭r✐❣❤t✮✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❣r❛♣❤✱ t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣♦s✐t✐♦♥✱
❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✸✳✶✵ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ ✭❚③✶ s❝❛♥✮✳ ❙❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❢ ❚③✶ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
s❝❛♥ ♦♥ ❚③✶ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✭r✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✶✶ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❙❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❚①✶ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t②
s❝❛♥ ♦♥ ❚①✶ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠✐❞✲❤❡✐❣❤t ♣♦s✐t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✶✷ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ ✉s✐♥❣ Rθ1✳
❙❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t Rθ1 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡
❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ♣♦✐♥t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
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✸✳✶✸ ❋✐♥❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❚①✶ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❙❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❚①✶ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛♥ ♦♥ ❚①✶ ✭r✐❣❤t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✸✳✶✹ ❙❛♠♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❙❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t Rθ2
✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛♥ ♦♥ Rθ2 ✭r✐❣❤t✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ♣♦✐♥t
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✸✳✶✺ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❞✐❛❣r❛♠ ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐♦♠❡t❡r ❇❖▲❯❳ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❬✽✺❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
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✸✳✶✼ P❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✸✳✶✽ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❉❉ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✸✳✶✾ ❊✣❝✐❡♥❝② ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛♥ ❙❉❉ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❆❳❯❱✱

❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦❧♦♠❡t❡r ❇❖▲❯❳ ❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ P❊◆❊▲❖P❊ ❝♦❞❡ ❬✽✺❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✹✳✶ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❳✲r❛② st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ✭❳❙❲✮
✜❡❧❞ ✉♥❞❡r t♦t❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r st❛❝❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✹✳✷ P❛r❛❧❧❡❧ P ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r S ✭r✐❣❤t✮ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ❳✲r❛②s✳ ✳ ✳ ✾✷
✹✳✸ ❙❦❡t❝❤ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✭❳❘❘✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♣❤♦t♦❞✐✲

♦❞❡✳ ■♥ t❤❡ ❳❘❘ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ θ ❂ 2θ ♠♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r
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✹✳✹ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✭❳❘❘✮ ♦❢ ❆❧ ✭✼ ♥♠✮✴ ❩r❈ ✭✺ ♥♠✮ ✴ ❆❧ ✭✶✺ ♥♠✮✴ ❲ ✭✺✵ ♥♠✮
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✹✳✺ ❙❦❡t❝❤ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭●■❳❘❋✮ ♠❡❛s✉r❡✲
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✹✳✻ ❙♣❡❝tr✉♠ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈r ✭✷ ♥♠✮✴ ▼❣ ✭✷✵ ♥♠✮✴ ❙❝ ✭✷✵ ♥♠✮
❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❛ ❙✐ s✉❜str❛t❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t ❣r❛③✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✹✳✼ ●r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭●■❳❘❋✮ ♦❢ ❙✐✲Kα ✱ ❈r✲Kα ❛♥❞ ❙❝✲Kα ❢r♦♠
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✹✳✽ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r t❤✐♥ ✜❧♠ str✉❝t✉r❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞
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✹✳✾ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛t✲
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✹✳✶✵ ✭▲❡❢t✮ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✐r♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ K✲ ❛♥❞ L✲ ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❳❈❖▼ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛r♦✉♥❞ K✲ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡
✭r❡❞✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✭♦r❛♥❣❡✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥✲
t✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✐r♦♥
❛r♦✉♥❞ t❤❡ K✲ ❛♥❞ L✲ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
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✹✳✶✶ ✭▲❡❢t✮ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ②ttr✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛r♦✉♥❞ K✲ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❡❞❣❡ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❳❈❖▼ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛r♦✉♥❞ K✲ ❛♥❞ L✲ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s
✭r❡❞✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✭♦r❛♥❣❡✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥✲
t✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ②ttr✐✉♠
❛r♦✉♥❞ t❤❡ K✲ ❛♥❞ L✲ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
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✹✳✶✷ ✭▲❡❢t✮ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s ❢♦r L✲ ✭♣✉r♣❧❡✮ ❛♥❞
K✲ ✭❣r❡❡♥✮ ❧✐♥❡s ♦❢ ✐r♦♥✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ K✲ ❧✐♥❡s
♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❜❧❛❝❦✮ ✇✐t❤ ❳r❛②❧✐❜ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✭r❡❞✮ ❛♥❞
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✹✳✶✸ ✭▲❡❢t✮ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s ❢♦rK✲ ❧✐♥❡s ✭❣r❡❡♥✮
♦❢ ❨✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞K✲ ❧✐♥❡s ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❜❧❛❝❦✮ ✇✐t❤ ❳r❛②❧✐❜ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
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✹✳✶✺ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐r♦♥ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✶✵ ❦❡❱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
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✹✳✶✻ P❛rt✐❛❧ ❛♥❞ t♦t❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ✐r♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t

❡♥❡r❣✐❡s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❋❡ K✲✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s
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✹✳✶✼ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❨ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✷✺ ❦❡❱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇✐t❤
❈❖▲❊●❘❆▼ ✉s✐♥❣ ❱♦✐❣t ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ❛t ✶✺✳✼ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❋❧✉♦r❡s✲
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❡♥❡r❣✐❡s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ②ttr✐✉♠ K✲ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡
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✺✳✶ ❈❖▲❊●❘❆▼ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❡❝tr✉♠
♦❢ ◆✐❈♦❲ s❛♠♣❧❡ ✭♦♥ t❤❡ t♦♣✮✱ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ❘❖■ ✭✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s
♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ✭♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ✏P❡❛❦ Pr♦♣❡rt✐❡s✑ ✢♦❛t✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇
s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛❧❧ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❘❖■✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✺✳✷ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡s ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ✭❛✮✿
❳❘❘ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❈r ✜❧♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❙✐ s✉❜str❛t❡✳
✭❜✮✿ ❳❘❘ ❝✉r✈❡s ♦❢ ✷✵ ♥♠ ♦❢ ❈r ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❞❡♣♦s✐t❡❞
♦♥ ❙✐ s✉❜str❛t❡✳ ✭❝✮✿ ❳❘❘ ❝✉r✈❡s ♦❢ ✷✵ ♥♠ ♦❢ ❚✐✱ ❈r ❛♥❞ ◆✐ ♦♥ ❙✐ s✉❜✲
str❛t❡✳ ✭❞✮✿ ❳❘❘ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❧❛②❡r s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈r ✭✹✵ ♥♠✮✴ ❙✐✱ ❛ ❜✐❧❛②❡r s❛♠♣❧❡ ♦❢
❈r ✭✹✵ ♥♠✮✴ ❚✐ ✭✹✵ ♥♠✮✴ ❙✐ ❛♥❞ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r s❛♠♣❧❡ ♦❢ ◆✐ ✭✶✵ ♥♠✮✴ ❈r ✭✷✵ ♥♠✮✴
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✺✳✸ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❊❉❙✳ e ❛♥❞ c ❛r❡ t❤❡ t❤✐❝❦✲
♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r✱ d1 ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r✱ d2 ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❙❉❉ s✉r✲
❢❛❝❡✱ s ✐s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❙❉❉ ❛♥❞ lE ✐s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ t❤❡
♣✉r♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠ ❛s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t s✐③❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢r♦♥t
✭♦r❛♥❣❡✮ ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✭❜❧✉❡✮ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ r❛②s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢r♦♥t ✭♦r❛♥❣❡✮ ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✭❜❧✉❡✮ s✐❞❡s ♦❢
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✺✳✺ ❙♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✭❜❧✉❡✮ ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✭♦r❛♥❣❡✮ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
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❨✲Kα ✭❜✮✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t
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▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❢❛❜r✐❝❛♥t ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡Ta2O5 ❞♦♣é❡ ❛✈❡❝ Fe2O3
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♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ Ta2O5 ❞♦♣é❡ ❛✈❡❝ Y2O3
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✷✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs✿ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✱
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✹✳✶ ❘❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜✉❞❣❡t ♦❢ ✐r♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
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✺✳✷ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s✳ a ❧♥ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✱
②✐❡❧❞s ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ s♦❧✐❞s ♠❛② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❢♦r ❛t♦♠s ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡
✈❛❧✉❡s q✉♦t❡❞✳ b ◆❡❛r✲ ❜r❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡s✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♠❛② ❡①❝❡❡❞ t❤♦s❡
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✻✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ r❡s✉❧ts
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▲■❙❚ ❖❋ ❚❆❇▲❊❙
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s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ Ta2O5 ❧❛②❡r ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Y2O3 ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚♦ ♠❡❡t ❜♦t❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ t❤❡r❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ♦♥❣♦✐♥❣
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝s ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❜❛tt❡r② ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛♥❞ s❛❢❡t②✳ ■♥ ❛♥♦t❤❡r ✜❡❧❞✱ ♥❡✇ ♠❡♠♦r✐❡s
❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐t② ❜❡❝❛✉s❡ ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❣r♦✇✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✭❝♦♥♥❡❝t❡❞
♦❜❥❡❝ts✱ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡rs✮❀ ✐t ✐s t❤✉s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♠❡♠♦r② ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ P❛rt ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
♥❛♥♦✲str✉❝t✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠ ❧❛②❡rs ✐♥ t❤❡ ♥❛♥♦♠❡t❡r r❛♥❣❡✳
❚❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ t❤✐♥ ✜❧♠s r❡q✉✐r❡s ❤✐❣❤❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ✐❞❡✲
❛❧❧②✱ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❳✲r❛②
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭❳❘❋✮✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠❛✐♥t❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ ❛s t❤❡② ❛r❡
♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♦✛❡r ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡q✉✐r❡
s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❡①♣❡rt✐s❡ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤✐♥ ✜❧♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss s✉❝❤
❛s ❝❧❡❛♥r♦♦♠ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❆s t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ♥♦✈❡❧ ♠❛t❡r✐❛❧s
✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❣r♦✇✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉s❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤✐♥ ✜❧♠ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤♦✉t ❝❛✉s✐♥❣
❛♥② ❞❛♠❛❣❡s✳
■♥ ❋r❛♥❝❡✱ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❍❡♥r✐ ❇❡❝q✉❡r❡❧ ▲❛❜♦r❛t♦r② ✭▲◆❍❇✮ ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ✐♥st✐t✉t❡ ❢♦r t❤❡
♠❡tr♦❧♦❣② ♦❢ ✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♥❡t✇♦r❦ ❊❯❘❆▼❊❚✱ ▲◆❍❇ ❡♥s✉r❡s
t❤❛t r❛❞✐♦❛❝t✐✈✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ tr❛❝❡❛❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ st❛♥❞❛r❞s✳
❚❤❡ ▲❛❜♦r❛t♦r② ❢♦r ❆❝t✐✈✐t② ▼❡tr♦❧♦❣② ✭▲▼❆✮✱ ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ♠❡tr♦❧♦❣② ❢♦r ❛❝t✐✈✐t②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭✉♥✐t ❂ ❜❡❝q✉❡r❡❧✱ ❇q✮ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs t❤❡s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ s❡❝♦♥❞❛r② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s ❛♥❞ ✉s❡rs ❛❝r♦ss ✈❛r✐♦✉s s❡❝t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s ♥✉❝❧❡❛r ♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ♥✉❝❧❡❛r ✐♥❞✉str②✱ ❛♥❞
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ▲◆❍❇ ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ♣♦ss❡ss❡s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r ❈❆❙❚❖❘ ✭❈❤❛♠❜r❡
❞✬❆♥❛❧②s❡ ❙♣❡❝tr♦♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✉ ❡♥ ❘é✢❡①✐♦♥✮ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❛t t❤❡ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❛t ❙❖▲❊■▲ s②♥❝❤r♦tr♦♥✳ ❚❤✐s ❣♦♥✐♦♠❡t❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭●■❳❘❋✮ ❛♥❞ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✭❳❘❘✮✱
t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ❝❤❡♠✐❝❛❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✭❳❘❘✮ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r❡❞ t❤✐♥ ✜❧♠s ✇✐t❤
♥❛♥♦♠❡t❡r✲s❝❛❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ r❡✢❡❝t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r❛♣❤ r❡✢❡❝ts ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱
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❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛②❡rs✱ s♣❡❝✐✜❝ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞ ❑✐❡ss✐❣ ❢r✐♥❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ●r❛③✐♥❣
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭●■❳❘❋✮ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❳✲
r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ●■❳❘❋ s❝❛♥s ❛♥❣❧❡s ❢r♦♠ ✵➦ t♦ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s t❤❡
❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥✮ t♦ st✉❞②
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❳✲r❛② st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡✲✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❡❧❡♠❡♥t✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✱ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♥❡❛r✲s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡rs✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣
●■❳❘❋ ❛♥❞ ❳❘❘ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞
❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s✳
❚♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞s✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ●■❳❘❋✲
❳❘❘✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❈❤❛♣t❡r ■ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❛s❡s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❳✲r❛②s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r
❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❳✲r❛②s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
❆✉❣❡r ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♦t❤❡r ❛t♦♠✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢
❳✲r❛②s ✇✐t❤ ♠❛tt❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛r❡
❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ❳✲r❛②s✱ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡✐r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❈❤❛♣t❡r ■■ ♣r❡s❡♥ts ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❳✲r❛② ❞❡t❡❝t♦rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❣❛s✲❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs✱ s✉❝❤
❛s ❣❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡rs ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ❞❡t❡❝t♦rs s✉❝❤ ❛s
♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s✱ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡rs✱ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦rs ✭✐✳❡✳✱ s✐❧✐❝♦♥ ❞r✐❢t ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞
❝❤❛r❣❡✲❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡✈✐❝❡s✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦♠❡✲
tr②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs✱ t❤❡✐r ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✱
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦t♦t②♣❡
♦❢ ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r t❤❛t ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❈❤❛♣t❡r ■■■ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ▼➱❚❘❖▲❖✲
●■❊ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❙❖▲❊■▲ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❢❛❝✐❧✐t②✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❳✲r❛②
❜❡❛♠ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❡♥❡r❣② s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❡❛♠ ♣✉r✐t②✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❈❆❙❚❖❘ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r
❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛r❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢
❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❳✲r❛② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
❈❤❛♣t❡r ■❱ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘✱ ❞❡t❛✐❧✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘✱ ❛♥❞ t❤❡✐r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳
❈❤❛♣t❡r ❱ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ●■❳❘❋✲❳❘❘✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ✜tt✐♥❣ t❤❡ ●■❳❘❋ ❛♥❞ ❳❘❘ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛✱ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❈❤❛♣t❡r ❱■ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❛♠♣❧❡s st✉❞✐❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ t❛♥t❛❧✉♠✲❜❛s❡❞ t❤✐♥
✜❧♠s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s②♥t❤❡s✐s ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✲
❢r❡❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ❱■■✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉t✉r❡
r❡s❡❛r❝❤ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳
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❈❤❛♣t❡r ✶

❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s

✶✳✶ ❚❤❡ ❛t♦♠

✶✳✶✳✶ ❇r✐❡❢ ❤✐st♦r② ♦❢ ❛t♦♠ ❛♥❞ ❳✲r❛②s

❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛t♦♠✐❝ t❤❡♦r② ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✷✵t❤ ❝❡♥t✉r② ✇❛s ♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
❛t♦♠ ❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ str✉❝t✉r❡✱ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❬✶❪✳ ❆ ♠❛❥♦r
❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ ❝❛♠❡ ❛❢t❡r✇❛r❞s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s✲❝❡♥tr✐❝ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤
❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ♦r❜✐t✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❛s r❡✜♥❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞✐st✐♥❝t ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✉♥✐q✉❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❬✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ♦❝❝✉rs ❜② ❛❜s♦r❜✐♥❣
♦r ❡♠✐tt✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧❛t❡r ❡✈♦❧✈❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❡❧❡❝tr♦♥s ❡①❤✐❜✐t ✇❛✈❡✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
✇✐t❤ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ❜❡✐♥❣ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡①✐st❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛♥ ♦r❜✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
✐ts ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ❬✸❪✳
❳✲r❛②s✱ ❛♥♦t❤❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t✱ ✇❡r❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❲✐❧❤❡❧♠ ❈♦♥r❛❞ ❘ö♥t❣❡♥
✐♥ ✶✽✾✺✱ ✇❤✐❧❡ st✉❞②✐♥❣ ❝❛t❤♦❞❡ r❛②s ✐♥ ❤✐❣❤✲✈♦❧t❛❣❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛✐r ✜❧❧❡❞ ❍✐tt♦r❢✲❈r♦♦❦❡s t✉❜❡
✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮ s❤❛❞❡❞ ✇✐t❤ ❜❧❛❝❦ ♣❛♣❡r ❬✹❪✳ ❚❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤✐s ♥❡✇❧② ♦❜s❡r✈❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇❛s
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ t❤❡ t✉❜❡✬s ✇❛❧❧ ❬✺❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❈r♦♦❦❡s t✉❜❡ ✇✐t❤ s❤❛❞♦✇ ❝r♦ss ✐♥ ✉s❡✳ ❳✲r❛②s ❡♠❡r❣❡ ✉♣♦♥ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s
✭❝❛t❤♦❞❡ r❛②s✮ ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss ✇❛❧❧ ❛t t❤❡ r✐❣❤t✳ ❙✉❜✲♣✐❝t✉r❡✿ t❤❡ ✉♥❝❤❛r❣❡❞ t✉❜❡ ❬✻❪✳

■♥ ✶✾✵✽✱ ❇❛r❦❧❛ ❛♥❞ ❙❛❞❧❡r ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t ❳✲r❛②s ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧✱ ♥❛♠❡❞K ❛♥❞ L r❛❞✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❡①❤✐❜✐t ❞✐st✐♥❝t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❲✐❧❧✐❛♠ ❍❡♥r② ❇r❛❣❣ ❬✼❪✳ ❆ ②❡❛r ❧❛t❡r✱ ❲❛❧t❡r
❋r✐❡❞r✐❝❤✱ P❛✉❧ ❑♥✐♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ▼❛① ✈♦♥ ▲❛✉❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✇❛✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❳✲r❛②s ❜②

✷✻
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❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡✐r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❜② ❛ ❝r②st❛❧ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t❡s ❛s ❛ ❣r❛t✐♥❣ ❞✐✛r❛❝t♦r ❬✽❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡✐r t❤❡♦r②✱ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❝❝✉r ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ❜❡✐♥❣ ✶✵
t✐♠❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❳✲r❛②s✳ ❚❤✐s ❞✐s❝♦✈❡r② ✇❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❧❛t❡r ❜② ❲✐❧❧✐❛♠
❍❡♥r② ❇r❛❣❣ ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❇r❛❣❣✱ ❢❛t❤❡r ❛♥❞ s♦♥✳ ■♥ ✶✾✶✸✱ ❍❡♥r② ▼♦s❡❧❡② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❛ ❜❛s✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❳✲r❛②s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❬✾❪✳ ❲✐t❤ t❤❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✐♥ ✶✾✹✽✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ❳✲r❛②✲s❛♠♣❧❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤❛❞ ❜❡❝♦♠❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ ✜rst s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✇❛s ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞✐s♣❡rs✐✈❡
s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t ❛ t✐♠❡✳ ▼✉❧t✐✲❡❧❡♠❡♥t
r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s ❧❛t❡r ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ✭❊❉❙✮✳

✶✳✶✳✷ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡

❆t♦♠s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t✐♥② ♣❛rt✐❝❧❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉✲
tr♦♥s✱ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝❧♦✉❞ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ✐s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝
♥✉♠❜❡r ✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✮ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t✳
■♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❝❝✉♣② ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r n✳ ❊❛❝❤ s❤❡❧❧ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ 2n2✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦✉t❡r
s❤❡❧❧s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r n ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❤♦❧❞ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ n = 1✱ n = 2✱ n = 3✳ ✳ ✳ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s K✱ L✱ M ✳ ✳ ✳ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✭❛✮✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❡❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r n
❤❛s ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r l ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ n− 1✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s✉❜s❤❡❧❧s
s, p, d, f ✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ s✉❜s❤❡❧❧s ✜❧❧✐♥❣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❑❧❡❝❤❦♦✇s❦✐✬s r✉❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✭❜✮✮✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s✉❜s❤❡❧❧✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ♦r❜✐t❛❧s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♦r❜✐t❛❧ ❝❛♥ ❤♦❧❞
❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡ s♣✐♥s s = ±1/2 ❬✶✶❪✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ s♣✐♥✲♦r❜✐t
❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❤❛s ❛ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ j = l + s✳ ■♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❤❛s 2j + 1 ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉❜✲st❛t❡s ✭mj✮ t❤❛t r❛♥❣❡ ❢r♦♠
−j t♦ +j✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛♥ ❛t♦♠ ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✉♠
♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s❀

❼ Pr✐♥❝✐♣❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ n ❀ n = 1, 2, 3, 4✳ ✳ ✳

❼ ❖r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦r t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r l = 0 t♦
n− 1✱

❼ ❙♣✐♥ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ s❀ s = ±1/2✱

❼ ❚♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ j❀ j = l + s✱

❼ ❚♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r mj❀ mj = −j t♦+j✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥ ❡❛❝❤ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ♦r s❤❡❧❧
❛♥❞ ✭❜✮ ❑❧❡❝❤❦♦✇s❦✐✬s r✉❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ▲❡✈❡❧ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✉♠ st❛t❡s ❢♦r K✲ ❛♥❞ L✲s❤❡❧❧s

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❤❡❧❧s ❛r❡ q✉♦t❡❞ ❜② 1s1/2✱ 2s1/2✱ 2p1/2 ❛♥❞ 2p3/2✳✳✳ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ K✱ L1✱ L2 ❛♥❞ L3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ st❛t❡ 1s1/2 ♠❡❛♥s n = 1✱ l = 0✱ j = 1

2
✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ K✱ L1✱ L2 ❛♥❞ L3 st❛t❡s✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❧❧s✳ ❇✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❛❧❧♦✇ ❛ ❜❡tt❡r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❤❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡
✐t ❢r♦♠ t❤✐s s❤❡❧❧✳ ❆ s❡♠✐✲❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r K ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❬✶✷❪✿

EB = 13.6 · Z2
eff , ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ Zeff ❂Z ✲ ✷✳✺ ❢♦r Z ❂ ✶✵ ✲ ✶✽✱ Zeff = Z − 3 ❢♦r 19 ⩽ Z ⩽ 70 ❛♥❞ Zeff = Z − 1.5 ❢♦r
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71 ⩽ Z ⩽ 95✳
❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ K s❤❡❧❧ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r
❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✻✵ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❬✶✷❪✿

EKab
(eV ) = 6.852 · Z2.1324 · e−1.168·10−7Z3

. ✭✶✳✷✮

❚❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡s❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞❛t❛✱ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡
❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✬s ✈❛❧✐❞✐t② ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ str♦♥❣
♦r r❡q✉✐r❡ r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢
❛t♦♠s ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡✐r ❡❧❡❝tr♦♥ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ K✲s❤❡❧❧ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✳✶ ❛♥❞ ✶✳✷
❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❋✉❣❣❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭Z = 1− 9✮ ❬✶✸❪✱ ❉❡s❧❛tt❡s ✭Z = 10− 95✮ ❬✶✹❪ ❛♥❞
▲❛r❦✐♥s ✭Z = 96− 104✮ ❬✶✺❪ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❳✲r❛② ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❞❛t❛ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧s
♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✳✶ ❛♥❞ ✶✳✷ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❉❡s❧❛tt❡s✳ ❋♦r ❊q✉❛t✐♦♥
✶✳✶✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❡①❤✐❜✐t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs✱ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡s✐❞✉❛❧
♦❢ 0.04% ✭❛t Z = 68✮ ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 11.75% ✭❛t Z = 10✮✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✬s
❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✈❛r✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛♠♦♥❣ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
❢♦r ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✷✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛❧s♦ ✈❛r② ❛❝r♦ss t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ 0.02%
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✭❛t Z = 27✮ ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 49.62% ✭❛t Z = 1✮✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st r❡s✐❞✉❛❧s ❢♦r ❜♦t❤ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❞✐✣❝✉❧t②
t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❧♦✇ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
s❡✈❡r❛❧ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❡①❤✐❜✐t r❡s✐❞✉❛❧s ❡①❝❡❡❞✐♥❣ 1%✱ ✇❤✐❝❤ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs✳

✶✳✶✳✸ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❳✲r❛②s

❳✲r❛②s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣✐❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✶✵✵ ❡❱ t♦
✶✵✵ ❦❡❱ ❬✶✻❪ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳ ❚❤❡✐r ❡♥❡r❣② ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✿

E =
hc

λ
✭✶✳✸✮

✇❤❡r❡ h ✐s P❧❛♥❝❦✬s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ c ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳ ❳✲r❛②s ✇✐t❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♥❡❛r t❤❡
✉❧tr❛✈✐♦❧❡t r❛♥❣❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s♦❢t ❳✲r❛②s ♦r ❳✲❯❱ r❛②s✱ ✇❤✐❧❡ s❤♦rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛②s ❝❧♦s❡ t♦
♦r ❡✈❡♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❣❛♠♠❛ r❛② r❛♥❣❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❤❛r❞ ❳✲r❛②s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❳✲
r❛②s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡♠ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s ❤✐❣❤ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❳✲r❛②s ❛r❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ✐♦♥✐③✐♥❣ ♣♦✇❡r ❬✶✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❳✲r❛②s t♦ ❡❥❡❝t ❡❧❡❝tr♦♥s ❜②
❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r s❤♦rt ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ❝r②st❛❧✬s ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡✐♥❣ r❡❢r❛❝t❡❞ ❛♥❞ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠✳

✶✳✶✳✹ ❆t♦♠✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥

❆t♦♠✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ♦r ❞✐s♣❧❛❝❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ♥♦t ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ ❡①❝✐✲
t❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✈✐❛ ♣r♦❝❡ss❡s ❧✐❦❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ ❛t♦♠ s❡❡❦s t♦ r❡❣❛✐♥
st❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ❢❛❧❧s ✐♥t♦ t❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ✈❛❝❛♥❝②✱ r❡❧❡❛s✐♥❣ ❡①❝❡ss
❡♥❡r❣② t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❡✐t❤❡r ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦r
❞✐❛❣r❛♠ ❧✐♥❡s✮ ♦r ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜♦t❤ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s
❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❳✲r❛② ❞✐❛❣r❛♠

✸✵



❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙

❧✐♥❡s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❳✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞
t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

✶✳✶✳✹✳✶ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡

❚❤❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭❳❘❋✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✭❛✮✱ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤❡r
t♦ ❛ ❧♦✇❡r ♦r❜✐t❛❧✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤✐s ♣❤♦t♦♥ ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❛s✿

Ephoton = Ein − Efin ✭✶✳✹✮

✇❤❡r❡ Ein ❛♥❞ Efin r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❧❡✈❡❧s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✱ s❡❧❡❝t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✜❧❧ t❤❡ ✈❛❝❛♥❝② ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s❤❡❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✳ ❆ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙✐❡❣❜❛❤♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❧✐♥❡s ❢r♦♠
✈❛r✐♦✉s s❡r✐❡s ❬✶✽❪✳ ❚❤✐s ❤✐st♦r✐❝❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❧❡tt❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❝❛♥❝② ✭K✱ L✱
M. . .✮✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ●r❡❡❦ ❧❡tt❡r ✭α✱ β . . .✮ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❝❛♥❝②✱
❛♥❞ ❛ s✉❜s❝r✐♣t ♥✉♠❜❡r ❢♦r ✐ts s✉❜✲s❤❡❧❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ α ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ✉♣♣❡r s❤❡❧❧✱ β ✐s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♥❡①t s❤❡❧❧s ❛♥❞ s♦ ♦♥ ✐♥ ❛❧♣❤❛❜❡t✐❝❛❧
♦r❞❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ Kα1 ❛♥❞ Kα2 r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ L3 ❛♥❞ L2 s✉❜✲s❤❡❧❧s t♦✇❛r❞s
t❤❡ K s❤❡❧❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡r❡❛s✱ Kβ1 ❛♥❞ Kβ3 ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ M3 ❛♥❞
M2 s✉❜s❤❡❧❧s ❬✶✾❪✳ ❆s t❤❡ ❳✲r❛② ❧✐♥❡s ✇❡r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♥❛♠❡❞ ❛❢t❡r t❤❡✐r ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s✱ s♦♠❡
♣r♦❜❧❡♠s ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ s♦♠❡ ❧✐♥❡s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ s❤❡❧❧ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ Kβ2 st❛♥❞s ❢♦r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ N2 ♦r N3 t♦ K✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡
❙✐❡❣❜❛❤♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐ts ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐♦♥ ♦❢
P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ❈❤❡♠✐str② ✭■❯P❆❈✮ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✶✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ✭❛✮ ❊♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥✳

✸✶
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❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❙✐❡❣❜❛❤♥ ❛♥❞ ■❯P❆❈ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ❧✐♥❡s ❬✷✵❪✳
❙✐❡❣❜❛❤♥ ■❯P❆❈ ❙✐❡❣❜❛❤♥ ■❯P❆❈ ❙✐❡❣❜❛❤♥ ■❯P❆❈ ❙✐❡❣❜❛❤♥ ■❯P❆❈

Kα1 K − L3 Lα1 L3 −M5 Lγ1 L2 −N4 Mα1 M5 −N7

Kα2 K − L2 Lα2 L3 −M4 Lγ2 L1 −N2 Mα2 M5 −N6

Kβ1 K −M3 Lβ1 L2 −M4 Lγ3 L1 −N3 Mβ M4 −N6

KβI
2 K −N3 Lβ2 L3 −N5 Lγ4 L1 −O3 Mγ M3 −N5

KβII
2 K −N2 Lβ3 L1 −M3 Lγ4 L1 −O2 Mγ M4,5 −N2,3

❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❧✐♥❡s ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✉♠✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r✉❧❡s ❦♥♦✇♥ ❛s
s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ✭n✱ l✱ j✮ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥
s❤❡❧❧s✿

∆n ≥ 1,∆l = ±1,∆j = 0,±1 ✭✶✳✺✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ j tr❛♥s✐t✐♦♥ ✵ → ✵ ✐s ❢♦r❜✐❞❞❡♥✳
❚❤❡s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ♦r ♥♦t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ Kα1 ✐s t❤❡
♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ Kα2 ❛♥❞ Kβ1 ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ❜✉t ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤✉s
❧♦✇❡r r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ K s❡r✐❡s✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② PKα ✐s ❞❡✜♥❡❞
❜② Kα ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ K s♣❡❝tr✉♠ ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✷✶❪✿

PKα =
I (Kα1 +Kα2)

IK,Total

✭✶✳✻✮

✇❤❡r❡ IK,Total r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛❧❧ K ❧✐♥❡s✳ ❈❡rt❛✐♥ ❧✐♥❡s ✇✐t❤ ❛ ✇❡❛❦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞♦ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❜❛s✐❝ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ♦✉t❡r ♦r❜✐t❛❧ ❧❡✈❡❧s ♠❛② ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ✐♥
❳✲r❛② s♣❡❝tr❛ ❦♥♦✇♥ ❛s ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❧✐♥❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❢t❡r ❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❛t♦♠
❝❛♥ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❢♦r s♦ ❧♦♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥♦t❤❡r
❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡❥❡❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✈❛❝❛♥❝② ✐s ✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦ss ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r♦✉♥❞ ✐t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡s❡
❧♦✇ ✐♥t❡♥s✐t② ❧✐♥❡s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s s❛t❡❧❧✐t❡ ❧✐♥❡s✱ ❛r❡ ♥♦t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ❜✉t ♠❛② ❣❡♥❡r❛t❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❬✼❪✳ ❚❤❡s❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❤❡♥
♣r♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜② ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❞❡❝❛② t❤r♦✉❣❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡
❬✷✷✱ ✷✸❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❳✲r❛② tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❧❧s ❛♥❞ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛❥♦r ❳✲r❛②
❧✐♥❡s✳

✶✳✶✳✹✳✷ ❆✉❣❡r ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❈♦st❡r✲❑r♦♥✐❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s

❚❤❡ ❆✉❣❡r ❡✛❡❝t ✐s t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ❛ ✈❛❝❛♥❝② ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r
❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ♦✉t❡r✲s❤❡❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ✜❧❧s t❤✐s ✈❛❝❛♥❝②✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡♠✐tt✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦♥✱
t❤❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❝❛✉s✐♥❣ ✐t t♦ ❜❡ ❡❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛t♦♠
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✭❜✮✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❆✉❣❡r ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞
t❤❡ ❡❥❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

EAe = Ein − E1 − E2 ✭✶✳✼✮

✇❤❡r❡ Ein ✐s t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r✲s❤❡❧❧✱ E1 ✐s t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ✈❛❝❛♥❝② ❛♥❞ E2 ✐s t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡❥❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❆✉❣❡r ♣r♦❝❡ss✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❆✉❣❡r ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❛ ❈♦st❡r✲❑r♦♥✐❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
✜♥❛❧ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ✐s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❤❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❝❛♥❝②✳ ■❢ ❜♦t❤ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜s❤❡❧❧✱ t❤❡s❡
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✑s✉♣❡r ❈♦st❡r✲❑r♦♥✐❣✑✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡❧❡❛s❡ ❧❡ss ❡♥❡r❣② t❤❛♥ t❤♦s❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤❡r s❤❡❧❧ ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ✈❛❝❛♥❝②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛
❈♦st❡r✲❑r♦♥✐❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦ss❡ss❡s ❧❡ss ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② t❤❛♥ ✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❆✉❣❡r tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆
❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✳

✸✸
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ✭❛✮ ❆✉❣❡r ❛♥❞ ✭❜✮ ❈♦st❡r✲❑r♦♥✐❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠s✳

✶✳✶✳✹✳✸ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ❛♥❞ ❆✉❣❡r ②✐❡❧❞

❚❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ✐s t❤❡ ♠❛❥♦r ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ❳✲r❛② s♣❡❝tr❛✳
■t ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s
s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❡❛❝❤ ❳✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❛t ❡❧❡♠❡♥t✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✭s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✹✳✶✮✱
❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛s ❆✉❣❡r ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ωf ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ✈❛❝❛♥❝② t❤r♦✉❣❤ r❛❞✐❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥✳
❚❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ t❤❡ K s❤❡❧❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✷✹❪✿

ωK =
IK
nk

✭✶✳✽✮

✇❤❡r❡ IK ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ K ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ nK

✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✈❛❝❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡K s❤❡❧❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❆✉❣❡r ②✐❡❧❞ af ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ✈❛❝❛♥❝② ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✉t❡r s❤❡❧❧✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❜❡✐♥❣ tr❛♥s❢❡rr❡❞
t♦ ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ t❤❛t ✐s ❡❥❡❝t❡❞ ✭❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥✮✳ ❙✐♥❝❡ ❤✐❣❤❡r ❛t♦♠✐❝ s❤❡❧❧s ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦r❡
t❤❛♥ ♦♥❡ s✉❜s❤❡❧❧✱ t❤❡② ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❈♦st❡r✕❑r♦♥✐❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s✉❜s❤❡❧❧s ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✐❝
s❤❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
②✐❡❧❞ ❢♦r L ❛♥❞ ✉♣♣❡r s❤❡❧❧s ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳

❼ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦st❡r✲❑r♦♥✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ ❤✐❣❤❡r
♦r❞❡r s❤❡❧❧s ❜❡❝♦♠❡s✿

ωX
i =

IXi
nX
i

✭✶✳✾✮
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✇✐t❤ X r❡❢❡rs t♦ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② L✱ M ✱ N ✳ ✳ ✳ ❛♥❞ i r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s✉❜s❤❡❧❧✳
❋♦r t❤❡ X s❤❡❧❧✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ωX ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

ω̄X =
k∑

i=1

NX
i · ωX

i ✭✶✳✶✵✮

✇❤❡r❡ NX
i ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✈❛❝❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜s❤❡❧❧ i ♦❢ s❤❡❧❧ X ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

NX
i =

nX
i∑k

i=1 n
X
i

and
k∑

i=1

NX
i = 1. ✭✶✳✶✶✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❈♦st❡r✲❑r♦♥✐❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
②✐❡❧❞✱ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈❛❝❛♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ✜①❡❞✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ω̄X ✐s ♥♦t ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ ❛t♦♠✐❝ s✉❜s❤❡❧❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ωX

i ❛♥❞
♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✈❛❝❛♥❝✐❡s NX

i ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ✐♦♥✐③❡ t❤❡
❛t♦♠s✳

❼ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❈♦st❡r✕❑r♦♥✐❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞
ω̄X ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❤❡❧❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ωX

i ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❝❛♥❝✐❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❈♦st❡r✕❑r♦♥✐❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛s✿

ω̄X =
k∑

i=1

V X
i · ωX

i and
k∑

i=1

V X
i > 1 ✭✶✳✶✷✮

✇❤❡r❡V X
i ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜✲s❤❡❧❧ i ♦❢ s❤❡❧❧ X✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✈❛❝❛♥❝✐❡s

❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❈♦st❡r✕❑r♦♥✐❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ω̄k ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✈❛❝❛♥❝✐❡s NX

i ❛s✿

ω̄k =
k∑

i=1

NX
i · vXi ✭✶✳✶✸✮

✇❤❡r❡ vXi ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❳✲r❛②s ♣r♦❞✉❝❡❞ ♣❡r ♣r✐♠❛r② ✈❛❝❛♥❝② ✐♥ t❤❡
Xi s✉❜✲s❤❡❧❧✳❚❤❡ ❆✉❣❡r ❛♥❞ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜②✿

ωX
i + aXi +

k∑

i=1

fX
ij = 1 ✭✶✳✶✹✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ fX
ij ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❈♦st❡r✕❑r♦♥✐❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❚❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ✐t ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧
t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ωK ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ωL ❛♥❞ ωL ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ωM ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❜❡❝♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡q✉❛❧ ❛t Z ≈ 30 ❢♦r K s❤❡❧❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆✉❣❡r ②✐❡❧❞s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✳ ❋♦r ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs✱ ❡✳❣✳ Z < 25✱ ωL ❛♥❞ ωM ②✐❡❧❞s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✵
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r s❤❡❧❧s✳
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■♥ ❤❡❛✈✐❡r ❛t♦♠s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r s❤❡❧❧s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥
❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥✐♥❣ t♦ t❤❡ K s❤❡❧❧ ❛♥❞ ❡♠✐tt✐♥❣ ❛♥ ❳✲r❛② ✐♥ t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛t♦♠✐❝
♥✉♠❜❡r ✭Z✮ ❛s ❛ r❡s✉❧t ❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ❳✲r❛② ✭✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✮ ②✐❡❧❞ ω ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
✇✐t❤✐♥ t❤❡ K ❛♥❞ L ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧s ✭❧❡❢t✮✳ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ②✐❡❧❞s ♣❡rK ✈❛❝❛♥❝②
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ✭r✐❣❤t✮ ❬✷✺❪✳

✶✳✷ ❳✲r❛② ♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❳✲r❛② r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛tt❡r ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✱ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡① ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ✈❛r✐♦✉s
♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♦♠s ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡
✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛t t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧✳ ❆s
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❳✲r❛②s ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ s❡❝♦♥❞❛r② r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛❢t❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❛t♦♠s ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲❤❡♥ ❳✲r❛②s ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡② ❜❡❝♦♠❡
❛tt❡♥✉❛t❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ❬✶✻❪✳ ❚❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛s ✇❡❧❧
❛s ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ❞✐s✲
❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❳✲r❛② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❛tt❡r✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱
❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣✱ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ♠❛tt❡r✳

✶✳✷✳✶ ❆tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❚❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✉♥❞❡r ♥♦r♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧❛②❡r ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ρ ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss dx ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇❡❡r✲▲❛♠❜❡rt
❧❛✇ ❛s✿

dI

I
= −

(
µ

ρ

)
· ρ · dx ✭✶✳✶✺✮

♦r ❛s✿

I = I0 exp

(
−
(
µ

ρ

)
· ρ · x

)
✭✶✳✶✻✮

✇❤❡r❡ I0 ❛♥❞ I r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ µ(cm−1) ✐s t❤❡
❧✐♥❡❛r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ µ

ρ
(cm2 · g−1) ✐s t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❳✲r❛②s ❡♥❡r❣② ❬✶✻❪ ❛♥❞ ρ(g · cm3) ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❧❛✇
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❛s✿

µ

ρ
=

∑
c
i

(
µ

ρ

)

i

✭✶✳✶✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ci ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✳ ❳✲r❛②s ✐♥t❡r✲
❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♥❡r ♦r ♦✉t❡r✲❡❧❡❝tr♦♥s s❤❡❧❧✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♥❛♠❡❧②
♣❤♦t♦❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛✐r ❝r❡❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛s✿

µ = τph + σelastic + σinelastic + κpairs ✭✶✳✶✽✮

✇❤❡r❡ τph ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ σelastic ❛♥❞ σinelastic ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❡❧❛st✐❝
❛♥❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ κpairs ✐s t❤❡ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡ ❳✲r❛②
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧ ✉s✐♥❣
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♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♥❡r❣②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝ts ♣r♦✈✐❞❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ♠❛✐♥❧② ✈✐❛ ✐♥t❡r✲❛t♦♠✐❝ ♠✉❧t✐♣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦❝❡ss ❬✶✻❪✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡✛❡❝ts ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r ❡♥❡r❣② ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵✵ ❦❡❱✱
✇❤✐❧❡ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛t ❤✐❣❤ ❳✲r❛② ❡♥❡r❣✐❡s ✭❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✵✳✺✶✶ ▼❡❱✮ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s
❞♦♠✐♥❛♥t ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ s❡✈❡r❛❧ ▼❡❱✳ ■♥ t❤❡ ❳✲r❛② r❛♥❣❡✱ ♦♥❧② ♣❤♦t♦❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞
❈♦♠♣t♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ Pr❡❞♦♠✐♥❛♥t ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❳✲r❛②s ❛♥❞ ♠❛tt❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❳✲r❛② ❡♥❡r❣② ❬✷✻❪✳

✶✳✷✳✷ P❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥

❳✲r❛② ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛♥ ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥♥❡r✲s❤❡❧❧ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥ ✐s ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s
❡❥❡❝t❡❞ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ✈❛❝❛♥❝② ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧s✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❛t♦♠ ✐♥ ❛♥ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❤♦t♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❜s♦r❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❥❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ r❡♣r❡s❡♥ts ✭❛✮ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❛t♦♠ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝✲
tr♦♥ ❡❥❡❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ♣❤♦t♦❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ✐ts s❤❡❧❧ ❛s✿

Epe = Ei − Eb ✭✶✳✶✾✮

✇❤❡r❡ Epe ✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥✱ Ei ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥
❛♥❞ Eb ✐s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❡♥❡r❣② t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐ts ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡
❛t♦♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✳✶ ❛♥❞ ✶✳✷✳

✸✽



❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❋❯◆❉❆▼❊◆❚❆▲❙

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ✭❛✮ P❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❡❥❡❝t✐♦♥✳ ❆♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥
✐s s❤♦✇♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛t♦♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥♥❡r✲s❤❡❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ❦♥♦✇♥ ❛s
❛ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛❝❛♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ♦✉t❡r s❤❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❡✐t❤❡r ❝❛rr✐❡❞ ❛✇❛② ❛s ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦r ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥
♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ s❤❡❧❧ t❤❛t ✐s ❡❥❡❝t❡❞ ❦♥♦✇♥ ❛s ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✹✳✷✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝
♠❛ss✲❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❤❡❧❧s ❛s✿

τabs
ρ

=

(
τabs
ρ

)

K

+

(
τabs
ρ

)

L

+

(
τabs
ρ

)

M

+ ... ✭✶✳✷✵✮

❆ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝✲♠❛ss ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❡rs✉s ❡♥❡r❣② ❢♦r t✉♥❣st❡♥ ✭Z = 74✮ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ P❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛ss ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈s✳ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r t✉♥❣st❡♥✳
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❚❤❡ ♣❤♦t♦❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜r✉♣t ❥✉♠♣s ♦♥ t❤❡ ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ ♦✉t❡r s❤❡❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡❥❡❝t❡❞ ✐❢ t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ❡①❝❡❡❞s t❤❡✐r ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳

✶✳✷✳✸ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❳✲r❛②s ❛♥❞ ♠❛tt❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❳✲r❛②s ❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ❡❧❛st✐❝ ✭❘❛②❧❡✐❣❤✮ s❝❛tt❡r✐♥❣
❛♥❞ ✐♥❡❧❛st✐❝ ✭❈♦♠♣t♦♥✮ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✳

✶✳✷✳✸✳✶ ❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦r ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣

❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❛ t②♣❡ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥s t❤❛t ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❳✲r❛②s ✐♥t❡r❛❝t
✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ ❛ ♠❡❞✐✉♠✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❳✲r❛②s t♦ s❝❛tt❡r ✐♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t
❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥
❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✶✳✷✳✸✳✷ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦r ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣

❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ t✇♦✲♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣②
♣❤♦t♦♥ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛ ❧♦♦s❡❧② ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❯♣♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s
tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭❛✮ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❛♥❞ ✭❜✮ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♣t♦♥✲s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ θ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✮
❛s✿

ECompton =
Ei

1 + α (1− cos θ)
✭✶✳✷✶✮
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✇❤❡r❡ α = Ei

me·c2
❛♥❞ me · c2 = 511 ❦❡❱✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣❀ ❈♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛t r❡st ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣
❛♥❣❧❡s✳

✶✳✷✳✹ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥

❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ♣❤♦t♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❡❞✐❛✳ ❆s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✱ ✇❤❡♥ ❳✲r❛②s ❡♥❝♦✉♥t❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s✱
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿ ♦♥❡ ♣❛rt ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ✜rst ♠❡❞✐✉♠✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡✱ ✉♥❞❡r❣♦✐♥❣
r❡❢r❛❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ■♥❝✐❞❡♥t✱ r❡✢❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t❡❞ ❜❡❛♠s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ♠❡❞✐❛ ✶ ❛♥❞ ✷✳

❲❤❡♥ ❳✲r❛②s ❡♥t❡r ❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ✢❛t s❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡r ❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ t❤❡② ❛r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❣❧❡ ❛s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✿

α1 = α∗
1 ✭✶✳✷✷✮

✇❤❡r❡ α1 ✐s t❤❡ ❣❧❛♥❝✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ α∗
1 ✐s t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❙♥❡❧❧✬s ❧❛✇✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡② ♣❛ss❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠❡❞✐✉♠ t♦
❛♥♦t❤❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✿

✹✶
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v2 cosα1 = v1 cosα2 ✭✶✳✷✸✮

✇❤❡r❡ α2 ✐s t❤❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ υ1 ❛♥❞ υ2 ❛r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥ ♠❡❞✐✉♠
✶ ❛♥❞ ✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ n, ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

v =
c

n
. ✭✶✳✷✹✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✷✸ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

n1 cosα1 = n2 cosα2 ✭✶✳✷✺✮

✇❤❡r❡ n1 ❛♥❞ n2 ❛r❡ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ♠❡❞✐✉♠ ✶ ❛♥❞ ✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✷✺ s❤♦✇s
t❤❛t ❳✲r❛②s ❛r❡ ❞❡✢❡❝t❡❞ ♦✛ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐❢ ♠❡❞✐✉♠ ✷ ✐s ❞❡♥s❡r t❤❛♥ ♠❡❞✐✉♠ ✶ ✭ ✐✳❡ n2 > n1 ✮
❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❆❢t❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♥❣ ❛♥ ❛t♦♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❳✲r❛②✱ t❤❡ q✉❛s✐✲❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s
❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t❡❀ t❤❡s❡ ❢♦r❝❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❛
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇❛✈❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ✈❛❧✉❡ ✭nvac = ✶✮ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t δ ✭✶✵−6 ✕ ✶✵−7✮✳ ❚❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡
✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❳✲r❛② ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❬✷✼❪✿

n = 1− δ + iβ ✭✶✳✷✻✮

✇✐t❤ β✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ❛s t❤❡② ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳

✶✳✷✳✺ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ✲ ❇r❛❣❣✬s ❧❛✇

❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ♦♥ ❝r②st❛❧s ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ✇❛s ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥
t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉rs ❛❢t❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s
♣❛r❛❧❧❡❧ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✭❛t♦♠s✱ ✐♦♥s ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✮ ✐♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❝r②st❛❧s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♣
♦❢ r❡❣✉❧❛r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣✐♥❣s ♦❢ ❛t♦♠s ❜② t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦t✐❢ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✉♥✐t
❝❡❧❧ ❬✷✽❪✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ s✐① ❝r②st❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤s ♦❢
t❤❡ ❛①✐s s✐❞❡s✿ ❝✉❜✐❝✱ t❡tr❛❣♦♥❛❧✱ ❤❡①❛❣♦♥❛❧✱ ♦rt❤♦r❤♦♠❜✐❝✱ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ❛♥❞ tr✐❝❧✐♥✐❝✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❢❛♠✐❧② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ tr✐❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ❤❡①❛❣♦♥❛❧
❧❛tt✐❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s✳ ❆ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ❤❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥
♥✉♠❜❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛t♦♠s ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❤t ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ ❝✉❜❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s
✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ t❤❡ ♥♦♥✲♣r✐♠✐t✐✈❡ ❧❛tt✐❝❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ t②♣❡s✿ ❢❛❝❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ✭❋✮✱ ❜❛s❡
❝❡♥t❡r❡❞ ✭❇✮ ❛♥❞ ❜♦❞② ❝❡♥t❡r❡❞ ✭■✮ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✿ ❋♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❧❛tt✐❝❡ s②st❡♠s✳

❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ♣❧❛♥❡s ✐♥ ❛ ❝r②st❛❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ d✲s♣❛❝✐♥❣✱
❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦r ✐♥t❡r♣❧❛♥❛r ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❧❛♥❡s ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼✐❧❧❡r ✐♥❞✐❝❡s ✭h, k, l✮✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❳✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ▼✐❧❧❡r ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❛r❡ ✉s❡❞✳
❚❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ ❛ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞
✐t ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦r

−→
d∗ ✱ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ ❤❛s ❛

❧❡♥❣t❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛♥❛r ❞✐st❛♥❝❡ d ✭ d∗ ≃ 1/d✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡
▼✐❧❧❡r ✐♥❞✐❝❡s h✱ k ❛♥❞ l ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❞✐❝❡s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣❧❛♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r ha∗ ✰ kb∗ ✰ lc∗✱ ✇❤❡r❡ a∗✱
b∗✱ ❛♥❞ c∗ ❛r❡ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✈❡❝t♦rs a✱ b ❛♥❞ c ❬✷✾❪✳
❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦r d∗ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

−→
d

∗

hkl = h−→a ∗ + k
−→
b

∗
+ l−→c ∗. ✭✶✳✷✼✮

❇② ✉s✐♥❣ ▼✐❧❧❡r ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a✱ b✱ c✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛♥❛r ❞✐st❛♥❝❡ d ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

1

d2hkl
=

h2

a2
+

k2

b2
+

l2

c2
. ✭✶✳✷✽✮

■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝✉❜✐❝ ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛♥❛r s♣❛❝✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

dhkl =
a√

h2 + k2 + l2
. ✭✶✳✷✾✮

❚❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ❝❛♥ ♦♥❧② ❛r✐s❡ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤
❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✱ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ❳✲r❛② r❛❞✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛t♦♠s ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧✱ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡✐r ✉♥✐❢♦r♠ s♣❛❝✐♥❣✱
❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ♦❢ ❳ r❛②s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ✇❛✈❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
✐♥ ♣❤❛s❡ ❜❡✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❬✸✵❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✿ ❇r❛❣❣✬s ❧❛✇✿ ❳✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❜② t✇♦ ❛t♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡s✳

❋♦r ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡✱ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ✇❛✈❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡
✐♥ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❬✸✶❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛❢t❡r r❡✢❡❝t✐♦♥✱
✐s t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ❋●❍ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ s♦ t❤❛t t❤❡
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✇❛✈❡s ♣r♦❞✉❝❡s ❤✐❣❤ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❛♥❣❧❡ θ✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ s❛②✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ FG ❛♥❞ GH s❡❣♠❡♥ts ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✭n✮ t✐♠❡s t❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ❬✸✷❪✿

FG+GH = n.λ ✭✶✳✸✵✮

✇✐t❤ FG = GH ❛♥❞ sin (θ) = FG
d
✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥

❜② ❇r❛❣❣✬s ❧❛✇ ❛s ❬✸✸❪✿

n.λ = 2d. sin (θ) ✭✶✳✸✶✮

✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ d ✐s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ θ ✐s t❤❡ ❇r❛❣❣✬s
❛♥❣❧❡ ❛♥❞ n ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❇r❛❣❣✬s ♦r❞❡r✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✭s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✮✱ ❇r❛❣❣✬s ❧❛✇ ❜❡❝♦♠❡s✿

n.λ = 2d.(1− T ). sin (θ) ✭✶✳✸✷✮

✇✐t❤ T ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❆t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s✱
✉s✐♥❣ ❛ ❏♦❤❛♥♥ ❣❡♦♠❡tr② ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷✮✱ t❤✐s ❢❛❝t♦r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

T =
4d2

n2

δ

λ2
✭✶✳✸✸✮

✇❤❡r❡ δ ✐s t❤❡ ❞❡❝r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥❞❡①

✶✳✸ ❙♦✉r❝❡s ♦❢ ❳✲r❛②s

❳✲r❛②s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥t❡①ts ❛♥❞ t❤❡ ❡♠✐tt✐♥❣ s♦✉r❝❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡s❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s✱ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs✱ ♣❧❛s♠❛✱
r❛❞✐♦♥✉❝❧✐❞❡s✱ ❡t❝✳✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤✉♠❛♥✲♠❛❞❡ s♦✉r❝❡s ❧✐❦❡ ❳✲r❛② t✉❜❡s✱ s②♥❝❤r♦tr♦♥s✱ ❳✲r❛② ❢r❡❡✲
❡❧❡❝tr♦♥ ❧❛s❡rs✱ ❧❛s❡r ♣❧❛s♠❛ ♦r ✐♥✈❡rs❡ ❈♦♠♣t♦♥ s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s
✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❤❛✈❡ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
t❤❛t ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡❥❡❝t✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ❡❧❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❳✲r❛② t✉❜❡s ❛♥❞ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❛t
❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡s ❢♦r s✉❝❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✳
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✶✳✸✳✶ ❳✲r❛② t✉❜❡

❳✲r❛② t✉❜❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ✜❡❧❞s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧
s❡❝t♦r✱ s❡❝✉r✐t② ✐♥s♣❡❝t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆ ❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥❛❧ ❳✲r❛② t✉❜❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾✮ ✐s ❛ ✈❛❝✉✉♠ t✉❜❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♠❡t❛❧ r❡s✐st✐✈❡ ✜❧❛♠❡♥t s❡r✈✐♥❣
❛s t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠✐ts ❡❧❡❝tr♦♥s ✈✐❛ t❤❡r♠✐♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❤❡♥ ❤❡❛t❡❞ t♦ ♦✈❡r ✶✵✵✵◦❈ ❬✸✹❪✳
❚❤❡ ♠❡t❛❧ ❡♥❝❧♦s✉r❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✜❧❛♠❡♥t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② s❤❛♣❡❞ t♦ ❢♦❝✉s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦♥t♦ ❛ s♠❛❧❧
♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❢♦❝❛❧ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ t♦ ❜♦♠❜❛r❞ t❤❡
♠❡t❛❧ t❛r❣❡t ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❛♥♦❞❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡s
❬✸✺❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾✿ ❙✐♠♣❧❡ ❳✲r❛② t✉❜❡✳ ❚❤❡ ❛♥♦❞❡ ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t✉❜❡❀ t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❛♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✐s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t✉❜❡❀ t❤❡ ✜❧❛♠❡♥t ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳

❳✲r❛②s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡
t❛r❣❡t✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✵✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❧♦s❡ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ❞✉❡ t♦
❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✱ ❛ ●❡r♠❛♥ t❡r♠ ♠❡❛♥✐♥❣
✧❜r❛❦✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✧✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❧✐♠✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡ ✭❦❱✮ ❬✼❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②
t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t❡r❛❝t
✇✐t❤ t❤❡ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♥❡r
s❤❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛t♦♠✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✹✳✶✮✳ ■♥
❳✲r❛② t✉❜❡s✱ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❛♥♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s✱ s✉❝❤ ❛s ✜①❡❞✱
r♦t❛t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞ ❛♥♦❞❡s✳ ❋✐①❡❞ ❛♥♦❞❡s✱ t②♣✐❝❛❧❧② ♠❛❞❡ ♦❢ t✉♥❣st❡♥✱ ❛r❡ ✜①❡❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
❤❛✈❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❞✐ss✐♣❛t❡ ❤❡❛t✳ ❘♦t❛t✐♥❣ ❛♥♦❞❡s✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞
t♦ s♣✐♥ ❛t ❤✐❣❤ s♣❡❡❞s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r t❛r❣❡t ❛r❡❛ ❛♥❞ ❜❡tt❡r ❤❡❛t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ❡♥❛❜❧❡s r♦t❛t✐♥❣ ❛♥♦❞❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❤✐❣❤❡r✲✐♥t❡♥s✐t② ❳✲r❛②s ❬✸✻❪✳ ▼♦r❡
r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❧✐q✉✐❞ ♠❡t❛❧ ❛♥♦❞❡ ❳✲r❛② t✉❜❡s ❡♠♣❧♦② ❛ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❥❡t ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ♠❡t❛❧ ❛s
t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥♦❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲✐♥t❡♥s✐t② ❳✲r❛②s ✇❤✐❧❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②
❞✐ss✐♣❛t✐♥❣ ❤❡❛t ❬✸✼❪✳

✹✺
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✵✿ ❳✲r❛② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✿ ✭▲❡❢t✮ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ❳ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦r ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✳
❊❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜♦t❤ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✐♥❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ■♥ t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝
s❝❛tt❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦s❡s ❡♥❡r❣②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② s❝❛tt❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s❝❛tt❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ✇❤✐❝❤
❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ t✉♥❣st❡♥ t❛r❣❡t✳

✶✳✸✳✷ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥

❚❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐tt❡❞ ✇❤❡♥ ❝❤❛r❣❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ r❛❞✐❛❧❧② ❬✸✽❪✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ✐ts ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛
✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❡❝tr✉♠✿ ❳✲r❛②s✱ ❯❱ ❧✐❣❤t✱ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❢r❛✲r❡❞ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✭▲■◆❆❈✮✱ ✇❤❡r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈♦❧ts
✭▼❡❱✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❜♦♦st❡r ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥❡r❣②
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ st♦r❛❣❡ r✐♥❣ ✭●❡❱✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ st♦r❛❣❡ r✐♥❣ ❛r❡
❣✉✐❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥t♦ ❛ q✉❛s✐✲❝✐r❝✉❧❛r ❤✐❣❤ ✈❛❝✉✉♠ t✉❜❡ ♦❢ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s
♦❢ ♠❡t❡rs ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✶✳
❚❤✐s r✐♥❣ ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ str❛✐❣❤t ❛♥❞ ❝✉r✈❡❞ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝✉r✈❡❞ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s t❤❡♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞❡✈✐❝❡s ✭❞✐♣♦❧❡s ❬❜❡♥❞✐♥❣ ♠❛❣♥❡ts❪
❛♥❞ ✉♥❞✉❧❛t♦rs✮✳ ❆s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❤❛♥❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡② ❡♠✐t s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦s❡
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ❡♥❡r❣②✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤✐s ❡♥❡r❣② ❧♦ss✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ r❡✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣
r❛❞✐♦✲❢r❡q✉❡♥❝② ✭❘❋✮ ❝❛✈✐t✐❡s ♣❧❛❝❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♣❛t❤✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠s
t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ st♦r❛❣❡ r✐♥❣ ❛r❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡s t❤❛t s✉rr♦✉♥❞ t❤❡ st♦r❛❣❡ r✐♥❣
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❊❛❝❤ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞
❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✱ ✇✐t❤ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ s②st❡♠s ✐♥ ♣❧❛❝❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡♥❡r❣②✳
❆t t❤❡ ❙❖▲❊■▲ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✭▲■◆❆❈✮ ♠❡❛s✉r❡s ✶✻ ♠❡t❡rs ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞
✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✉♣ t♦ ✶✵✵ ▼❡❱✳ ❚❤❡ st♦r❛❣❡ r✐♥❣ ❤❛s ❛ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ♦❢
✸✺✹ ♠ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✷✳✼✺ ●❡❱✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ❧♦ss✱ ❛ ❜✉♥❝❤ ♦❢ ✻ ●❡❱
❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦♦st❡r ❡✈❡r② ✺✵ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✳
❙②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧②❀ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s♣❛❝❡ ❛r♦✉♥❞
❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s ✇❤❡♥ ♠❛tt❡r ✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❛❜s♦r❜❡❞✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♥❡❜✉❧❛❡ ♦❢ ♣✉❧s❛rs
❛♥❞ q✉❛s❛rs t❤❛t ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ s✉❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❬✶✻❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✶✿ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ s②♥❝❤r♦tr♦♥ s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ st♦r❛❣❡ r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡ts ❛♥❞ ✭❜✮ ❙❖▲❊■▲
s②♥❝❤r♦tr♦♥✳

✶✳✸✳✸ ❙❖▲❊❳

❙❖▲❊❳ ✭❙♦✉r❝❡ ❖❢ ▲♦✇✲❊♥❡r❣② ❳✲r❛②s✮✱ ✐s ❛ t✉♥❛❜❧❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❳ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ✻✵✵ ❡❱
✕ ✷✽ ❦❡❱ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ▲◆❍❇ ❬✸✾✱ ✹✵❪✳ ❚❤❡ ❙❖▲❊❳ s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ❳✲r❛②
t✉❜❡ ❛s ❛ ♣❤♦t♦♥ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ❝r②st❛❧✱ ❜♦t❤ ♠♦t♦r✐③❡❞ ❛♥❞ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛
♣❛♥t♦❣r❛♣❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ t✉❜❡✱ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ❡①✐t s❧✐t ♠❛✐♥t❛✐♥ ❡q✉✐❞✐st❛♥t
♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❝✐r❝❧❡ ✭❘♦✇❧❛♥❞ ❝✐r❝❧❡✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞✐r❡❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✉♥✲
❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❇r❛❣❣ ❛♥❣❧❡ s❤✐❢t✳ ❊♥❡r❣② s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ❇r❛❣❣✬s ❧❛✇✳ ❚✇♦ ♦✉t♣✉t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ t♦✇❛r❞s t✇♦ ❞❡t❡❝t♦rs ❢♦r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡
♣✉r♣♦s❡s✳ ❉❡❞✐❝❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②③❡rs ❛r❡
❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ r❡❝♦r❞ s♣❡❝tr❛✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘❊❋▲❊❳
❣❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r✱ ✇❤✐❝❤ s❡r✈❡s ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ✢✉① ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✷✿ ❚✉♥❛❜❧❡ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡ ❙❖▲❊❳✳
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✶✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡

❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭❳❘❋✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ❳✲r❛②s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ❛♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛❢t❡r ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
❛ s❛♠♣❧❡ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛r② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
✭st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞s✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s ✭t❤✐❝❦♥❡ss
❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✮ ❬✹✶❪✳ ❚❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❳❘❋ ❛s ❛ s♣❡❝tr♦♠❡tr✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❡❣❛♥ ✐♥ t❤❡ t✇❡♥t✐❡t❤
❝❡♥t✉r②✳ ❆❢t❡r t❤❡ ✜rst ✉s❡ ♦❢ ❳❘❋ ❛s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✐t ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❢t❡r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❳✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❜② ▼♦s❡❧❡②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❳❘❋ ❤❛s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥ts ✭t❤♦s❡
✇✐t❤ ❧♦✇ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs✮✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❛♥ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡✐r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ s♣❡❝✐❛❧❧②
✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♣♦♦r s♣❡❝tr❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r s✉❝❤ ❛s s✐❧✐❝♦♥ ❞r✐❢t ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r
❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❢✉rt❤❡r ❛❝❝❡♥t✉❛t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝t♦rs✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❝❝✉rs ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✱ ✇❤❡r❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♠♦st ♥✉♠❡r♦✉s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡♠ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦t❤❡r ❧✐♥❡s ✭♦t❤❡r ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❛r❣❡t✱
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s✱ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❣❛s❡s✳ ✳ ✳ ✮✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
♦❢ ❧✐❣❤t ❛t♦♠s ✐s ❛❧s♦ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞✉❡ t♦ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜② ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♣❤♦t♦♥s✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ♦t❤❡r ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ✐♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ ❣r❛③✐♥❣✲✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ●■❙❆❳❙✱ ✇✐❞❡✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ❲❆❳❙
♦r s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ❙❆❳❙. . .
■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ❳❘❋ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛✈✐❡r ❡❧❡♠❡♥ts
Z > 13✳ ❖♥❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ✇❡❧❧✲s♣❛❝❡❞ ❳❘❋ ❧✐♥❡s ❛t
❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✐s ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮✳
❆♥♦t❤❡r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡✐r ❳✲r❛②
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ❛❞❡q✉❛t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

❳✲r❛② ❞❡t❡❝t✐♦♥

❳✲r❛② ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✐♥t♦ ❡❛s✐❧② ♠❡❛✲
s✉r❛❜❧❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P❤♦t♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✱ ♦♣❡r❛t❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ♦❝❝✉rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♥❣
♠❛t❡r✐❛❧✿ ❛♥ ❡❥❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤r♦✉❣❤ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ✭e−✱ e+✮✳ ❚❤❡s❡ tr❛✈❡❧ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✉♣♦♥
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s
❢♦r ❣❛s ❛♥❞ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❆♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐♥✈♦❧✈❡s ❧✐❣❤t ❡♠✐ss✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❤♦t♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉♥❞❡r❧✐❡s ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢
❞❡t❡❝t♦rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥✲s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❜♦❧♦♠❡t❡rs ❛r❡ ❛♥♦t❤❡r t②♣❡
♦❢ ❳✲r❛② ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡② ♦♣❡r❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ ♣❤♦t♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡❡❞
❢♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❬✹✷❪✳
❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ ❡❛r❧② ❳✲r❛② ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❡❧✐❡❞ ♦♥ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❧❛t❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❢❡✇ ②❡❛rs ❧❛t❡r ❜② ❣❛s✲
✜❧❧❡❞ ❝♦✉♥t❡r ❬✹✸❪✳ ●❛s ❞❡t❡❝t♦rs ♦✛❡r ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞
❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❞❡t❡❝t♦rs s✉✛❡r ❢r♦♠ ❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ❳✲r❛②
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❧♦✇ ❞❡♥s✐t②✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♥❣
♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ❤❛r❞ ❳✲r❛②s
❞❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ❧♦✇ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❬✺❪✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ❞❡t❡❝t♦rs ✇❡r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❜② s♦❧✐❞ st❛t❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❙✐✭▲✐✮ ❛♥❞ ❍P●❡✱ t❤❡♥ s✐❧✐❝♦♥ ❞r✐❢t ❞❡t❡❝t♦rs ✭❙❉❉✮ ✇❤✐❝❤
❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❳✲r❛② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤
❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❳✲r❛② ❞❡t❡❝t♦rs✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ♠❛✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❳✲r❛② ❛♥❛❧②s✐s✳

✷✳✶ ●❛s ❞❡t❡❝t♦rs

✷✳✶✳✶ ●❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❛ ❣❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝❤❛♠❜❡r ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦❜❧❡ ❣❛s
✇✐t❤ ❛ t❤✐♥ ✇✐r❡ ❛❧♦♥❣ ✐ts r❛❞✐❛❧ ❛①✐s✱ ❤❡❧❞ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈♦❧t❛❣❡✳ ❲❤❡♥ ♣❤♦t♦♥s ❡♥t❡r t❤❡
❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡② ✐♦♥✐③❡ t❤❡ ❣❛s ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♦♥ ♣❛✐rs ✭♥✮ t❤❛t
tr❛✈❡❧ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛t✐♦♥s ♠♦✈✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
t♦✇❛r❞s t❤❡ ✇✐r❡ ✭❛♥♦❞❡✮✳ ❆s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞
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❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❛✉s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥s ❜② ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❣❛s ❛t♦♠s✳ ❚❤✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s ❬✹✹❪✳ ●❛s ❝♦✉♥t❡rs
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤✐s ♣✉❧s❡ ♠♦❞❡ ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r✮ ♦r ✐♥ ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ♠♦❞❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡
✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✭❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡✳❣✳✱ t♦ ●❡✐❣❡r✲▼✉❧❧❡r ❞❡t❡❝t♦rs✮✳ ❚❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ❣❛s❡s ❛r❡ ❛r❣♦♥✱ ①❡♥♦♥✱
♥❡♦♥ ❛♥❞ ❦r②♣t♦♥✳ ❆r❣♦♥ ✢♦✇ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❳✲r❛②s ✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ ✉♣ t♦ ∼✻ ❦❡❱ ✇❤✐❧❡ ❦r②♣t♦♥ ♦r ①❡♥♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✳ ❲❤❡♥
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❞❡t❡❝t♦rs✱ t❤❡ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡s❡
❞❡t❡❝t♦rs r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❤❛r❞ ❳✲r❛②s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ❞❡t❡❝t♦rs
♣r♦❞✉❝❡ ❛ s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✲❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ✐s ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ✇❤❡r❡
❛❧❧ ❡✈❡♥ts ❛r❡ s♦rt❡❞ ❜② ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❤✐st♦❣r❛♠ ✭♦r s♣❡❝tr✉♠✮ ♣r❡s❡♥ts ♣❡❛❦s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣②
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 12% ❛t ✺✳✾ ❦❡❱✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❛❧❢✇❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r
❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs ❬✺❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❣❛s ✢♦✇ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r ❬✹✺❪✳

✷✳✶✳✷ ■♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r

❆♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ✐s ❛ t②♣❡ ♦❢ ❣❛s ❞❡t❡❝t♦r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝❤❛♠❜❡r ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❣❛s
❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r❡ss✉r❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t✇♦ ♦♣♣♦s✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✭❛♥♦❞❡✲❝❛t❤♦❞❡✮ t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❝❤❛r❣❡s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❣❛s ❛t♦♠s
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❳✲r❛② ♦r γ✲r❛② s♦✉r❝❡✳ ❆ ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡s❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s ♠✐❣r❛t❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❝❤❛r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r r❛❞✐❛t✐♦♥
❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r❡✈❡♥t r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡s✳ ❚❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥
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❡♥t❡rs t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❛ ❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❡t❡r ❛♥❞ ✐t ✐s ❞✐r❡❝t❧②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✬s ❡♥tr❛♥❝❡ r❛t❡ ❬✹✻❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r
✉s❡❞ t♦ ♠♦♥✐t♦r ♣❤♦t♦♥ ✢✉①❡s ❛t s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✲♣❧❛t❡ ❢r❡❡✲❛✐r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r✳

✷✳✷ ❙♦❧✐❞✲st❛t❡ ❞❡t❡❝t♦rs

✷✳✷✳✶ P❤♦t♦❞✐♦❞❡

❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐r✳
❆❧❧ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛ P✲◆ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❬✹✼✱ ✹✽❪ ♦r ❛ P✲■✲◆ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❬✹✾❪ ✇♦r❦
✐♥ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ♠♦❞❡ ♦r ✉♥❞❡r r❡✈❡rs❡ ❜✐❛s✱ ✇✐t❤ t❤❡ P✲s✐❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡
◆✲s✐❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✳ ❆ P✲◆ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ P✲t②♣❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ✭✇❤❡r❡ ❤♦❧❡s
❛r❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs✮ ❥♦✐♥❡❞ t♦ ❛♥ ◆✲t②♣❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ✭✇❤❡r❡ ❢r❡❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡
t❤❡ ♠❛❥♦r✐t②✮✱ ✇❤✐❧❡ P✲■✲◆ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ P ❛♥❞
◆✲❞♦♣❡❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ❊❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s❢❡r ✐s s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❜② ❛ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ P✲◆
❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❬✺✵❪✳ ■❢ ♣❤♦t♦❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤
♦r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛rr✐❡rs ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❧❡t✐♦♥
r❡❣✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ ❤♦❧❡s ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛♥♦❞❡✱
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❛ P✲◆ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ❛s ❜❡❛♠
✐♥t❡♥s✐t② ♠♦♥✐t♦rs ❛s t❤❡② ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝✉rr❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢✉①✳ ❚❤❡✐r ❣r❡❛t
st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛r❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡ ✢✉① ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❲♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ P✲◆ ❥✉♥❝t✐♦♥ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✳

✷✳✷✳✷ ❙❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r

❚❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r ✭❙❈✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r
t✉❜❡ ✭P▼❚✮ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦❝❛t❤♦❞❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❞②♥♦❞❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t
t②♣❡s ♦❢ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ♦r❣❛♥✐❝✱ ✐♥♦r❣❛♥✐❝✱ ♦r ❧✐q✉✐❞ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦✉♥t❡rs r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢
❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦r ♠❛t❡r✐❛❧✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ♥❡❛r ✈✐s✐❜❧❡ ♦r ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t
❬✹✺❪✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣❤♦t♦♥ str✐❦❡s t❤❡ ♣❤♦t♦❝❛t❤♦❞❡✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥✳
❚❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ✜rst ❞②♥♦❞❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t
❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛t t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❞②♥♦❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② ❞♦✇♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞
❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❛♥♦❞❡ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ s❡♥t t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧
❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ♣❤♦t♦♠✉❧t✐♣❧✐❡r t✉❜❡✳

✷✳✷✳✸ ❙❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦r

❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦rs ✇♦r❦ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❣❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡rs✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❣❛s ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ❬✺✶❪✳ ❙✐❧✐❝♦♥ ✭❙✐✮ ❛♥❞ ❣❡r♠❛♥✐✉♠ ✭●❡✮ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st
✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥ t❤❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛t♦♠✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥
st❛t❡s ❛r❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥t♦ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✉t❡r ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞
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✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡①t ❤✐❣❤❡r st❛t❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ❜② ❛
❜❛♥❞❣❛♣ ❡♥❡r❣② Eg ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✭❛✮✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ ♣❤♦t♦♥
✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞❣❛♣ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ❛❜s♦r❜s t❤❡ ❡♥❡r❣②
❛♥❞ ♠♦✈❡s t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜② ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝
❡✛❡❝t ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✭❜✮✮✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
❜❛♥❞ ❞r✐❢t t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞s ♠♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✭❝✮✮✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s
t❤❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛❢t❡r ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❝❤❛r❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦rs
♠✉st ❜❡ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭♥♦✐s❡✮ ❬✺✷❪✳ ❍✐❣❤✲♣✉r✐t②
❣❡r♠♥❛✐✉♠ ✭❍P●❡✮ ❞❡t❡❝t♦rs ♠✉st ❜❡ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ❧✐q✉✐❞ ♥✐tr♦❣❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭✲✶✾✻◦❈✮
✇❤❡r❡❛s ♥❡✇ s✐❧✐❝♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs ♦♥❧② ♥❡❡❞s ✲✷✵◦❈✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ✭❛✮ P❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❛❢t❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
✐ts ❜❛♥❞❣❛♣✱ ✭❜✮ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐r ❝r❡❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ✭❝✮
❝❤❛r❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳

●❡r♠❛♥✐✉♠ ❛♥❞ s✐❧✐❝♦♥ ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✉s❡❞ ❛s ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡
s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs✳ ❍P●❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ♠♦st ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ γ✲r❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✺✸❪ ✇❤✐❧❡ s♦♠❡
s♠❛❧❧✲s✐③❡❞ ❍P●❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❳✲r❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❳✲r❛②
❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ✭❜❡❧♦✇ ✶✵✵ ❦❡❱✮✱ t✇♦ ♣r✐♠❛r② t②♣❡s ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞✿ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❣❡♦♠❡tr② ✭❧❛r❣❡ ❛♥♦❞❡✮ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ ❧✐t❤✐✉♠ ❞❡t❡❝t♦rs ❙✐✭▲✐✮ ♦r t❤❡ ❙✐✲P■◆✱ t❤❡ ♥❡✇
❣❡♦♠❡tr② ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥♦❞❡ s✐③❡ ❢♦r ❜❡tt❡r s✐❣♥❛❧✴♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✇✐t❤ t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ ❞r✐❢t ❞❡t❡❝t♦rs
✭❙❉❉✮✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❛♥❞ t②♣❡
♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r✳

✷✳✷✳✹ ❙✐❧✐❝♦♥ ❞r✐❢t ❞❡t❡❝t♦r

❚❤❡ s✐❧✐❝♦♥ ❞r✐❢t ❞❡t❡❝t♦r ✭❙❉❉✮ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✮ ✐s s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❙❉❉ ❝♦♥s✐sts ♦❢
❢✉❧❧② ❞❡♣❧❡t❡❞ ❤✐❣❤✲r❡s✐st✐✈✐t② s✐❧✐❝♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❢t❡r ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s
❛r❡ ❞r✐✈❡♥ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ r✐♥❣s t♦✇❛r❞s ❛ s♠❛❧❧ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛♥♦❞❡ ❬✺✹✱ ✺✺❪✳ ❚❤❡ ◆✲t②♣❡ ❙✐
✇❛❢❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣❛tt❡r♥ ♦♥ t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ ❝❤✐♣✳ ❚❤❡ P✰ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ r✐♥❣s ✐♠♣❧❛♥t❡❞ ♦♥
t❤❡ ❢r♦♥t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❛r❡ ❜✐❛s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t t♦
❞r✐❢t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❛♥♦❞❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
P✰ ❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛❝ts ❛s ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❛♥❝❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❆❢t❡r
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❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛t t❤❡ ❛♥♦❞❡✱ t❤❡② ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞✲❡✛❡❝t tr❛♥s✐st♦r ✭❋❊❚✮
♦r ❛♥② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✐r❝✉✐t t♦ ❛♠♣❧✐❢② t❤❡ s✐❣♥❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❙❉❉ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛♠♣❧✐✜❡r✳ ❊❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❣✉✐❞❡❞
❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❬✺✺❪✳

❙❉❉s ❢❡❛t✉r❡ ❛♥ ❛♥♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ r✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡r ❜❛♥❞❣❛♣ ❡♥❡r❣② t❤❛♥ ♦t❤❡r s❡♠✐❝♦♥✲
❞✉❝t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s ❣❡r♠❛♥✐✉♠ ❞❡t❡❝t♦rs ❬✺✻❪✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r ❜❛♥❞❣❛♣ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♠♦r❡
❡♥❡r❣② ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚♦
❛❝❤✐❡✈❡ ♣r♦♣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ ❙❉❉s ✐♥ t❤❡ ❳✲r❛② ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✱ t❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥
t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r♦✉♥❞ ✲✷✵◦❈✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡❛s✐❧② ❜② ❛ P❡❧t✐❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤✐s ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❞✉❝❡ ♥♦✐s❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐t❛t✐♦♥ ❬✺✼❪✳

✷✳✷✳✺ ❈❤❛r❣❡✲❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡✈✐❝❡

❚❤❡ ❝❤❛r❣❡✲❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡✈✐❝❡ ✭❈❈❉✮ ✐s ❛ ♣❤♦t♦❞❡t❡❝t♦r r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ♠❡t❛❧✲♦①✐❞❡✲s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r
str✉❝t✉r❡ ✉♥❧✐❦❡ P✲◆ ❥✉♥❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ P✲t②♣❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❜♦❞②✱
❛ t❤✐♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ❧❛②❡r s✉❝❤ ❛s s✐❧✐❝♦♥ ♦①✐❞❡ ✭SiO2✮✱ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♦①✐❞❡ ✭Al2O3✮✱ ❣❛❧❧✐✉♠ ❛rs❡♥✐❞❡
✭GaAs✮. . .✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❣❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ SiO2

❈❈❉ str✉❝t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ✭❆✮ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❈❉ ❛♥❞ ✭❇✮✲✭❋✮ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡
❝❤❛r❣❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ♣r♦❝❡ss ❬✺✽❪✳

✺✹
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❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ t♦ ❛ ❣❛t❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡✱ ❤♦❧❡s ❛r❡ r❡♣❡❧❧❡❞✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❞❡♣❧❡✲
t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳❇✮✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛r❣❡s ❛r❡
♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧② s❤✐❢t❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② t♦ ❜❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ❈✲❋✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❈❉ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳ ❆s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✱ t❤❡ ❣❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❣ ❈❈❉s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧②
❛rr❛②❡❞ ✐♥ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✷❉✮ ❛rr❛②✳ ❚❤❡ ❈❈❉✱ ❛s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s❡♥s♦r✱ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② s✐t✉❛t❡❞
♦♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✬s ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❯♣♦♥ ❡①♣♦s✉r❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r♦✇ ❛r❡ r❡❧♦❝❛t❡❞ t♦
❛♥ ❛r❡❛ ♦♥ t❤❡ s❡♥s♦r ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ r❡❛❞✲♦✉t r❡❣✐st❡r✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝❤❛♥♥❡❧❡❞
t♦ ❛♥ ❛♠♣❧✐✜❡r ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✲t♦✲❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r✳ ❖♥❝❡ t❤❡ r♦✇ ✐s r❡❛❞✱ ✐ts
❝❤❛r❣❡s ♦♥ t❤❡ r❡❛❞✲♦✉t r❡❣✐st❡r ❛r❡ ❞❡❧❡t❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t r♦✇ t♦ ❡♥t❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡ r♦✇s
❛❜♦✈❡ ✐t s❤✐❢t ❞♦✇♥ ❜② ♦♥❡ r♦✇✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣❡s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ r♦✇ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
✇✐t❤ t❤❡ r♦✇ ❛❜♦✈❡✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ r♦✇s t♦ ♠♦✈❡ ❞♦✇♥ ✐♥ ❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ♠❛♥♥❡r ❛s t❤❡ ✜rst r♦✇
♣r♦❣r❡ss❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ r♦✇ ❬✺✾❪✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❈❈❉ ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐♦♥✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦rs✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ■♥t❡r❧✐♥❡✲tr❛♥s❢❡r ❈❈❉✳ ❚❤❡ ❈❈❉ ✐♠❛❣❡ s❡♥s♦r tr❛♥s❢❡rs ❛♥ ❡♥t✐r❡ r♦✇ ♦❢ ♣✐①❡❧ ❞❛t❛
t♦ t❤❡ r❡❛❞♦✉t r❡❣✐st❡r✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡❛❞♦✉t r❡❣✐st❡r ❝♦♥✈❡②s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s t♦
t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛♠♣❧✐✜❡r ✐♥ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ♠❛♥♥❡r ❬✺✾❪✳

❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ ❳✲r❛② ❞❡t❡❝t♦rs ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

✷✳✸ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦♠❡tr②

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❳✲r❛② s♣❡❝tr✉♠✱ ❡♠✐tt❡❞ ✉♥❞❡r ❳✲r❛② ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱
❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❳✲
r❛② s♣❡❝tr♦♠❡tr② ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢
❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❛ ❣r❡❛t ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ▼♦❞❡r♥ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ✉s❡ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲
s❡❧❡❝t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦r t♦ ❡①tr❛❝t ♥❛rr♦✇ ❡♥❡r❣② ❜❛♥❞s ✭❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❳❘❋ ✭❊❉❳❘❋✮✮ ❢r♦♠ t❤❡
♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧✬s ❞✐✛r❛❝t✐♥❣ ♣♦✇❡r t♦ s❡❧❡❝t
❛ ♥❛rr♦✇ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❜❛♥❞ ✭✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❳❘❋ ✭❲❉❳❘❋✮✮✳ ■♥ ❜♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❳✲r❛② ❞❡t❡❝t♦rs ❜② ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❳✲r❛② r❛❞✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ✐t
✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❞✐❣✐t❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s

✺✺
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❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs✿ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛♥❞
❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❉❡t❡❝t♦r t②♣❡
❉❡t❡❝t♦r

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡

∆E/E ❛t ✺✳✾ ❦❡❱

✭%✮

●❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r ●❛s✲✜❧❧❡❞
❈♦✉♥t✐♥❣ ❛♥❞

s♣❡❝tr♦♠❡tr②
✶✷

■♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ●❛s✲✜❧❧❡❞ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♥✴❛

P❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❙♦❧✐❞✲st❛t❡ ❈♦✉♥t✐♥❣ ♥✴❛

❙❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r

❞❡t❡❝t♦r
❙♦❧✐❞✲st❛t❡ ❈♦✉♥t✐♥❣ ✹✵

❙✐❧✐❝♦♥ ❞r✐❢t ❞❡t❡❝t♦r

✭❙❉❉✮
❙♦❧✐❞✲st❛t❡ ❙♣❡❝tr♦♠❡tr② ∼2.1

❍✐❣❤✲♣✉r✐t② ❣❡r♠❛♥✐✉♠

✭❍P●❡✮
❙♦❧✐❞✲st❛t❡ ❙♣❡❝tr♦♠❡tr② ∼1.9

❈❤❛r❣❡✲❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡✈✐❝❡

✭❈❈❉✮
❙♦❧✐❞✲st❛t❡

❈♦✉♥t✐♥❣✱ s♣❡❝tr♦♠❡tr②

❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥
♥✴❛

❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs✱ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡✐r
❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✳

✷✳✸✳✶ ❊♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs

❊♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡tr② ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✱ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣✳ ❊♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ✭❊❉❙✮
✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❳✲r❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ✇✐t❤ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦rs ❬✻✵❪✱ ✇❤✐❝❤
✐♥✈♦❧✈❡s ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♠❛tr✐① ❡✛❡❝ts
❬✻✶❪✳ ❚❤❡ ❊❉❙ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛t♦♠✐❝
♥✉♠❜❡rs Z ≥ 11 ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ✾✺ % ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢❛❧❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ± ✺ % r❡❧❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡ ❢♦r ♠❛❥♦r ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❬✻✶✱ ✻✷❪✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ t❤❡
❊❉❙✱ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ✇✐❞❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❬✻✸❪ ✇❤✐❝❤ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✐③❡❞ ❳✲
r❛② ♠✐❝r♦❛♥❛❧②s✐s ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛❜❧❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ❧♦✇ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✭Z ≤ 10✮ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❳✲r❛② ♣❡❛❦s ❜❡❧♦✇ ✶ ❦❡❱ ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ ❳✲r❛② ♠✐❝r♦❛♥❛❧②s✐s✳
❚❤❡s❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♣❡❛❦s ❛r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✭❲❉❙✮✳

✷✳✸✳✶✳✶ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❊❉❳❘❋ ✐s r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡✱ ❛s t❤❡
❊❉❙ ❞✐r❡❝t❧② r❡❝♦r❞s t❤❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❳✲r❛②

✺✻
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s♦✉r❝❡✳ ❆❢t❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
❞❡t❡❝t♦r✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②③❡r✱ ✇❤✐❝❤ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞
❛♥② ♣❛r❛s✐t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❛t ♠✐❣❤t ❝♦♠❡ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ♦♥❧②
❳✲r❛②s ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✜❧t❡rs✱ ❝♦❧❧✐♠❛t♦rs✱ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦rs✱
❛♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♣t✐❝s ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ s❤❛♣❡ ♦r ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦r
t❤❡ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ s❤❛♣❡✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ ❊❉❙s ❛r❡ q✉✐t❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❙❉❉s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ♣r❛❝t✐❝❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦st✳ ❚❤❡ ❊❉❙ ❜❡✐♥❣ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ♣r♦t❡❝t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❛✐r ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❝✉✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ♠✉st ❜❡ ❛s t❤✐♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ♣❤♦t♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭❊❉❳❘❋✮ s❡t✉♣✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✉s❡s ❜♦t❤ ❛♥❛❧♦❣ ❛♥❞ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣
s♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✉s❡ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣ ❝✐r❝✉✐t✱
✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♣r❡❛♠♣❧✐✜❡r✱ ❛♠♣❧✐✜❡r✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✲t♦✲❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♥✈❡rt❡r ✭❆❉❈✮✳ ❋✐rst✱ t❤❡
♣r❡❛♠♣❧✐✜❡r r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ s♠❛❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❙❉❉ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rts t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ ✈♦❧t❛❣❡
s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❣❛✐♥✳ ❚✇♦ ✐♥t❡❣r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡❛♠♣❧✐✜❡r✱
t❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡ r❡s❡t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ❙❉❉ s✐❣♥❛❧ ❜❛❝❦
t♦ ✐ts ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✐st✐✈❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❡❧♣s ♠❛✐♥t❛✐♥ s✐❣♥❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❜②
❢❡❡❞✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ s✐❣♥❛❧ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈✐♥❣
s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡❣r✐t②✳ ❚❤❡ r❡s❡t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❧❡❛rs ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❝❤❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝❛♣❛❝✐t♦r
❛❢t❡r s❡✈❡r❛❧ ❡✈❡♥ts✱ ♣r❡♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❛♠♣❧✐✜❡r ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ✐♥❝♦♠✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❉❉✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❛♠♣❧✐✜❡r✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ s❤❛♣❡s t❤❡♠ ❢♦r s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❛❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛♥❛❧♦❣✲
t♦✲❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥② ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢
t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ s✐❣♥❛❧ t❤❡♥ ❡♥t❡rs t❤❡ ❆❉❈✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
❛♥❛❧♦❣ s✐❣♥❛❧ ✐♥t♦ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❢♦r♠❛t✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t r❡❛❞❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❛❜❧❡ ❜② ❞✐❣✐t❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤❡
❞✐❣✐t✐③❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s s❡♥t t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❛❧②③❡r ✭▼❈❆✮✱ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ❞❡✈✐❝❡ t❤❛t ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡

✺✼
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❞✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧s✱ s♦rt✐♥❣ t❤❡♠ ❜② ❡♥❡r❣② ✐♥t♦ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❳✲r❛②s ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝♦r❞❡❞ ❡✈❡♥ts ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❉✐❣✐t❛❧ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❊❉❙✳

❚❤❡ ❙❉❉ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ s②st❡♠ ✉s❡❞ ❢♦r ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡tr② ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✳ ❚❤❡ ❆♠♣t❡❦ ❳✲✶✷✸ ❋❛st ❙❉❉ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❣❡✱ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛
✈❛❝✉✉♠ ❡①t❡♥❞❡r ✇❛s ✉s❡❞✱ ❢❡❡❞✲t❤r♦✉❣❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❜❡r②❧❧✐✉♠ ✇✐♥❞♦✇✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❝♦♦❧❡❞ t♦ ✲✷✵➦❈ ✉s✐♥❣ ❛ P❡❧t✐❡r ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ✶✽✳✷ mm2 ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❝♦❧❧✐♠❛t♦r ∼✹✳✹✶✭✻✮ ♠♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✮✳ ❚❤✐s ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ s♣❛♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ ✻✺✵ ❡❱ t♦
✺✵ ❦❡❱✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❆ ✸❉ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❊❉❙ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❳✲✶✷✸ ❋❛st ❙❉❉✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r
✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❣❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❘❛❞✐♦❣r❛♣❤② ✐♠❛❣❡s ❢♦r t❤❡ ❙❉❉ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙❉❉ ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ✭r✐❣❤t✮✳

✷✳✸✳✶✳✷ ❊♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥

■♥ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦♠❡tr②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s
❝❧♦s❡❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❊❉❙ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ♣♦♦r❡r t❤❛♥ ♦t❤❡r
❳✲r❛② ❞❡t❡❝t♦rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❲❉❙✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❧✐♥❡s t♦ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡ r❡❝♦r❞❡❞
✈♦❧t❛❣❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♥✉♠❡r♦✉s ❝❛✉s❡s ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❉✉❡ t♦ t❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❤❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ♦❢ ❡♥❡r❣② E0 ✐s ❜r♦❛❞❡♥❡❞
✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❉✐r❛❝✲δ✲❧✐❦❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
t❤❡ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❛t ❤❛❧❢✲♠❛①✐♠✉♠ ✭❋❲❍▼✮ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❡❛❦ ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡
❋❲❍▼✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡tt❡r ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t r❡s♦❧✈✐♥❣ ♣❡❛❦s ♦❢ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞
❳✲r❛② ❧✐♥❡s ❬✺❪✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✱ t❤❡ ❊❉❙ ♦❢ t❤❡ ▲◆❍❇ ♣r❡s❡♥ts ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ∼✶✷✺ ❡❱
❛t ✺✳✹✶ ❦❡❱ ❢♦r t❤❡ Kα ❧✐♥❡s ♦❢ ❝❤r♦♠✐✉♠✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ P❡❛❦ ♦❢ ❈r✲ Kα✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ✺✳✹✶ ❦❡❱✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝✲
tr♦♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❋❲❍▼ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✭∼✶✷✺ ❡❱✮ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
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❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭∆E = ❋❲❍▼✮ ♦❢ ❛♥ ❊❉❙ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❛❧❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ❛s✿

∆E2
meas = ∆E2

collection +∆E2
multiplication +∆E2

statistical +∆E2
el.noise . ✭✷✳✶✮

❼ ∆Ecollection r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s✱

❼ ∆Emultiplication r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❤❡♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❳✲r❛②s ❝r❡❛t❡ ❛ ❝❤❛r❣❡
✭❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❛♠♣❧✐✜❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❼ ∆Estatistical r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭P♦✐ss♦♥ st❛t✐st✐❝s✮ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❼ ∆E2
el.noise r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ♥♦✐s❡ ♦❢

t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ s❤❛♣✐♥❣ s②st❡♠✳

❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ∆Estatistical ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❤❛r❣❡ ❝❛rr✐❡rs σ2

E ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ σE ✱ t❤❡♥✿

∆Estatistical = 2.35σE = 2.35εσn , ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ σn st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝❛rr✐❡rs ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛rr✐❡rs ñ ❛♥❞ ε r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❢r♦♠ ❡♥❡r❣② t♦ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❛rr✐❡rs ✭♠❡❛♥ ♣❛✐r ❝r❡❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✮✳ ❋♦r ❛♥ ❙❙❉ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❞❡✈✐❛t❡❞ ❢r♦♠
P♦✐ss♦♥ st❛t✐st✐❝s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❛rr✐❡rs
❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

σ2
n = Fñ , ✭✷✳✸✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ F ✐s t❤❡ ❋❛♥♦ ❢❛❝t♦r ❬✻✹❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞❡t❡❝t♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✿

∆Estatistical = 2.35
√
FEϵ . ✭✷✳✹✮

❚❤❡ ❧❛st t❡r♠✱ ∆E2
el.noise ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦✐s❡ ❝❤❛r❣❡ ✭ENC✮ ❛s✿

∆Eel.noise = 2.35ϵ
ENC

q
✭✷✳✺✮

✇✐t❤ q ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥
s♦✉r❝❡s✿

❼ ENCs✿ t❤❡ ✇❤✐t❡ s❡r✐❡s ♥♦✐s❡ ♦r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♥♦✐s❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❋❊❚ ❣❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s♦r✴❋❊❚ ❝✐r❝✉✐t✳

❼ ENC�✿ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♥♦✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❡♥s♦r✳

❼ ENC1/f ✿ t❤❡ 1/f s❡r✐❡s ♥♦✐s❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳
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❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ENC ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

ENC2 = ENC2
s + ENC2

� + ENC2
1/f . ✭✷✳✻✮

❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✻✺❪✿

ENC2
s = A · Ct2/τ

ENC�
2 = B · i2n · τ

ENC2
1/f = C · Ct2

✭✷✳✼✮

✇❤❡r❡ Ct ❞❡♥♦t❡s ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❛♠♣❧✐✜❡r ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❛♥❞ τ ✐s t❤❡ s❤❛♣✐♥❣
t✐♠❡ ✉s❡❞ ❢♦r s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A✱ B ❛♥❞ C ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
✧s❤❛♣❡ ❢❛❝t♦rs✧✳ ❚❤❡ ENC ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛♣✐♥❣ t✐♠❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
✈❛❧✉❡ ✭τopt✮ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ENC✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❧♦✇ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❜♦t❤ t❤❡ ENCs ❛♥❞ t❤❡ ENC� ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ENC ✈❛❧✉❡✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜♦t❤ t❤❡ τopt ❛♥❞ t❤❡ ENC(τopt) ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s❡♥s✐t✐✈❡ ❛r❡❛ ❢♦r
st❛♥❞❛r❞ ❞✐♦❞❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❙❉❉ ❞❡t❡❝t♦rs✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛✳
■t ❞❡♣❡♥❞s ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ❛r❡❛✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✇❤✐t❡
s❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ 1/f ♥♦✐s❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ s❤❛♣✐♥❣ t✐♠❡✱ ✐♠♣r♦✈❡s ❛❧s♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦✉♥t✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ✇❤✐t❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ 1/f s❡r✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡
❝✉rr❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❡♥❞s t♦
❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❜❡❧♦✇ s♦♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✇❤✐t❡
s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ 1/f s❡r✐❡s ♥♦✐s❡s✱ ❛♥❞ st❛rts t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦♥❝❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❊♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙❉❉ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣✐♥❣
t✐♠❡ ✭❢r♦♠ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳♣♥s❡♥s♦r✳❞❡✴❲❡❧❝♦♠❡✴❉❡t❡❝t♦rs✴❙❉❉✴✮✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳
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✷✳✸✳✶✳✸ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s
❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❜s♦r❜❡❞✳
❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝t t❤❡ ❣❡♦✲
♠❡tr✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ♦r q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝②✱
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t ✐♥ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❧❛②❡rs ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✭✇✐♥❞♦✇✱ ❞❡❛❞
③♦♥❡✱ . . .✮✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

ηi =
[∏

exp (−µs · xs)
]
· [1− exp (−µd · xd)] ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ µs ❛♥❞ µd r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭✐♥ cm−1✮ ♦❢ t❤❡ s❝r❡❡♥ ❛♥❞ t❤❡
❛❝t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ xs ❛♥❞ xd r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss ✭✐♥ cm✮ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s❝r❡❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❡✣❝✐❡♥❝② ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ ❢✉❧❧✲❡♥❡r❣② ♣❡❛❦
✭♣❤♦t♦♣❡❛❦✮ ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧✲❡♥❡r❣②
♣❡❛❦ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭❋❊P✮ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱
t❤❛t ❞❡♣♦s✐t t❤❡✐r ❢✉❧❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✿ ❚❤❡ ✜rst ❡✈❡♥t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❋❊P ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ r❡✲❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♠♣t♦♥ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐ts❡❧❢ ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s ✉♣ t♦
✶✵✵ ❦❡❱✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✈❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡s❝❛♣❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♣❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧
♠❛② ❡s❝❛♣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ❛❜s♦r❜❡❞ ❬✻✻❪✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦♥t❛✐♥s
❛♥ ❡s❝❛♣❡ ♣❡❛❦ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦♥
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡s❝❛♣✐♥❣ ♣❤♦t♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ K ❡s❝❛♣❡ ♣❡❛❦ ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

Eescape = Eincident − Eki ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡ Eincident ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ Eki ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ t❤❡ Ki ❳✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ✭✶✳✼✹ ❦❡❱ ❢♦r ❙✐✲Kα ❛♥❞ ✾✳✽✾ ❦❡❱ ❢♦r
●❡✲Kα✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❳✲r❛② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❝❤r♦♠✐✉♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ K s✐❧✐❝♦♥ ❡s❝❛♣❡ ♣❡❛❦s
❢r♦♠ ❜♦t❤ ❈r✲Kα ❛♥❞ ❈r✲Kβ✳

✻✷
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❳✲r❛② s♣❡❝tr✉♠ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❙✐ ❡s❝❛♣❡ ♣❡❛❦s ✶ ❛♥❞ ✷ ❢♦r ❈r✲Kα ❛♥❞ Kβ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✳✸✳✶✳✹ ❉❡❛❞ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦✉♥t r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❊✈❡r② r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❛❞ t✐♠❡✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❤✐❣❤
❝♦✉♥t✲r❛t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦✉t♣✉t ♣✉❧s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❤❛♣✐♥❣ ❛♥❞
❝♦❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❝✐r❝✉✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ❢❡✇ ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❛❞
t✐♠❡ ✭DT ✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤✐s t✐♠❡ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❡✈❡♥t ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦
r❡❝♦r❞ ❛♥♦t❤❡r ❡✈❡♥t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❡✈❡♥ts t❤❛t ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❛❞ t✐♠❡ ❛r❡ ❧♦st✳ DT ✐s
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ t❤❛t r❡✢❡❝ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥♣r♦❝❡ss❡❞ ❡✈❡♥ts ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♥t r❛t❡ ✭OCR✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦✉♥t r❛t❡ ✭ICR✮ ❛s✿

DT =

(
1− OCR

ICR

)
· 100 .

❚❤✐s ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s❤❛♣✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱ t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣✐♥❣ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✿

OCR = ICR exp (−ICR · t) ✭✷✳✶✵✮

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦✉♥t r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
s❡✈❡r❛❧ s❤❛♣✐♥❣ t✐♠❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♥t r❛t❡ ✭OCR✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥♣✉t ❝♦✉♥t r❛t❡ ✭ICR✮ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ s❤❛♣✐♥❣ t✐♠❡s ✭♣r♦❞✉❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② ❆♠♣t❡❦
■♥❝✳✱ ✇✇✇✳❛♠♣t❡❦✳❝♦♠✮✳

✷✳✸✳✶✳✺ P✉❧s❡ ♣✐❧❡✲✉♣

P✉❧s❡ ♣✐❧❡✲✉♣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ts ❛rr✐✈❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥
s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉❧s❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❛s s❡♣❛r❛t❡
s✐❣♥❛❧s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❳✲r❛②s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ ♦♥❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦✉♥t ✐s
❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❳✲r❛②s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣✉❧s❡ ♣✐❧❡✲✉♣ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ P✉❧s❡ ♣✐❧❡✲✉♣ ❝❤❛♥❣❡s
✇✐t❤ ❝♦✉♥t r❛t❡ ❛♥❞ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❛t ❤✐❣❤✲❝♦✉♥t r❛t❡s ❛♥❞ ❢♦r s♦❢t ❳✲r❛②s✱ s✉❝❤ ❛s
t❤♦s❡ ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥ts ❬✻✺❪✳

✷✳✸✳✷ ❲❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r

✷✳✸✳✷✳✶ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥

❆ ♠❛❥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝✲
tr♦♠❡t❡r ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤
s❡❧❡❝ts ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭❡♥❡r❣②✮ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳
❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r r❡❧✐❡s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❣r❛t✲
✐♥❣ ❧❛✇ ✭✉s✐♥❣ ❣r❛t✐♥❣ ❞✐✛r❛❝t♦r t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳✮ ♦r ♦♥ ❇r❛❣❣✬s
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺ ✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❳✲r❛② ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡s✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❳✲r❛②s
❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥❣❧❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❝r②st❛❧s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐s♣❡rs❡ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥t♦
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
✐♥ ❛ ❲❉❙ s②st❡♠✳
❚❤❡ ✜rst ❣❡♦♠❡tr② ✉s❡s ❛ ❝✉r✈❡❞ ❝r②st❛❧✱ ❡✐t❤❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❏♦❤❛♥♥✴❏♦❤❛♥ss♦♥ ❣❡♦♠❡tr②
✭❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✷✮✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ t❤❡
❳✲r❛② ❞❡t❡❝t♦r ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝✐r❝❧❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❘♦✇❧❛♥❞ ❝✐r❝❧❡
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✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ✜①❡❞✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝❛♥
♠♦✈❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❘♦✇❧❛♥❞ ❝✐r❝❧❡✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡
❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝r②st❛❧ ✐s ❛❧✇❛②s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❳✲r❛②
❞❡t❡❝t♦r ❬✻✷❪✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❧❡❛❞s
t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ θ✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❳✲r❛② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦
❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝r②st❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦♠❡t❡r s❡t✲✉♣ ♦♥
❘♦✇❧❛♥❞ ❝✐r❝❧❡ ✉s✐♥❣ ❏♦❤❛♥ss♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣❡♦♠❡tr② ✐s t❤❡ ✈♦♥ ❍❛♠♦s ❣❡♦♠❡tr② ❬✻✼❪✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝r②st❛❧ t♦
❞✐s♣❡rs❡ t❤❡ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ❛ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ❞❡✈✐❝❡✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❈❉✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✮✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s✱ t❤❡
s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✬s ❛①✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦♥ ❍❛♠♦s s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❣❡♦♠❡tr② ❲❉❙✳ P❤♦t♦♥s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s ✭❝♦❧♦rs✮ ❛r❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❇r❛❣❣ ❛♥❣❧❡s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
❈❈❉ ❞❡t❡❝t♦r✳
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✷✳✸✳✷✳✷ ❉✐✛r❛❝t✐♥❣ ❝r②st❛❧

❚♦ ❝♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❳✲r❛②s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐✛r❛❝t✐♥❣ ❝r②st❛❧s
✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ 2d s♣❛❝✐♥❣s ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t r❛♥❣❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❙♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝r②st❛❧s
✉s❡❞ ✐♥ ❲❉❙ ❛r❡ ❧✐t❤✐✉♠ ✢✉♦r✐❞❡ ✭▲✐❋✮✱ ♣❡♥t❛❡r②t❤r✐t♦❧ ✭P❊❚✮✱ t❤❛❧❧✐✉♠ ❛❝✐❞ ♣❤t❤❛❧❛t❡ ✭❚❆P✮✱
s✐❧✐❝♦♥ ✭❙✐✮ ❛♥❞ ❝❡s✐✉♠ ❜✐♣❤t❤❛❧❛t❡ ✭❈s❆P✮✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥
t❤❡ ❲❉❙ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❙✐♥❝❡ ❇r❛❣❣✬s ❛♥❣❧❡ ❤❛s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❲❉❙ ❬✻✽❪✱
❝r②st❛❧s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ s♣❛❝✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧❧♦✇ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❧✐♥❡s t♦ ❜❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✭❡✳❣ K ❧✐♥❡s ❢♦r
❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥t✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❤❡❛✈② ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❝r②st❛❧s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❧❛tt✐❝❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✉st ❜❡
✉s❡❞✳ ❋♦r s♦♠❡ ❤❡❛✈② ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❧✐♥❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❧❡ss ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❧✐♥❡s
✭❡✳❣ L ❛♥❞ M✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❝r②st❛❧s✱ s②♥t❤❡t✐❝ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs ❞✐✛r❛❝t♦rs ✇✐t❤
❧❛r❣❡r d s♣❛❝✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉t✐❧✐③❡❞ ❢♦r s♦❢t ❳✲r❛②s ❬✻✾❪✳ ❚❤❡s❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❧❛②❡rs ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❢♦r♠❡❞
❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ st❛❝❦ ♦❢ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❧❛②❡rs ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❛ ❤❡❛✈② ❡❧❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs ❞❡♣❡♥❞ ♠❛✐♥❧② ♦♥
t❤❡ ❧❛②❡r r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❧❛②❡rs✱
t♦t❛❧ ❧❛②❡r ♥✉♠❜❡r✱ s❤❛r♣♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❡t❝✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱
❞✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❲❉❙ s❡t✉♣✳ ❈r②st❛❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❏♦❤❛♥ss♦♥ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✳ ■♥ t❤❡ ❏♦❤❛♥ss♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✱
❝r②st❛❧s ❛r❡ ❜❡♥t t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❘♦✇❧❛♥❞ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ♠❛❝❤✐♥❡❞ t♦ t❤❡ r❛❞✐✉s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡✐r s✉r❢❛❝❡ ✐❞❡❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❛ ❏♦❤❛♥♥
❣❡♦♠❡tr② t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ❜❡♥t t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ r❛❞✐✉s ❛♥❞ s♦ ✐s t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r
♦♥❧②✱ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr② ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ s❡♠✐✲❢♦❝✉s✐♥❣ ❬✼✵❪✳ ❚❤❡ ❱♦♥ ❍❛♠♦s ❣❡♦♠❡tr② ✉s❡s
❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧❧② ❜❡♥t ❝r②st❛❧s t♦ ❞✐s♣❡rs❡ t❤❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❝♦✈❡r❡❞
✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛①✐s✳ ❆♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢
❳✲r❛② ❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❧✐❦❡ s✐♥❣❧❡ ♦r ❞♦✉❜❧❡ ❝r②st❛❧ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✉s❡s ❛ ✢❛t ❝r②st❛❧ ❬✼✶❪✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❡❛s② ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜✉t s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✼✷❪✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❈♦♠♠♦♥ ❝r②st❛❧s ❢♦r ❲❉❳❘❋ ❬✺❪✳

❈r②st❛❧ ▼✐❧❧❡r

✐♥❞✐❝❡s

✷d

✭♥♠✮

▲✐❣❤t❡st

♠❡❛s✉r❛❜❧❡

❡❧❡♠❡♥t

❚②♣✐❝❛❧

❡♥❡r❣②

r❡s♦❧✉t✐♦♥

❘❡♠❛r❦s

▲✐❋ ✭✷✷✵✮ ✵✳✷✽✶ ❈r ✶✹ ❡❱✱ ▼♥✲Kα ❍✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥

▲✐❋ ✭✷✵✵✮ ✵✳✹✵✸ ❑ ✷✺ ❡❱✱ ▼♥✲Kα ●❡♥❡r❛❧ ✉s❡

◆❛❈❧ ✭✷✵✵✮ ✵✳✺✻✹ ❙ ✺✳✺ ❡❱✱ ❙✲Kα ❋♦r s✉❧❢✉r ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡❧✐q✉❡s❝❡♥t

●❡ ✭✶✶✶✮ ✵✳✻✺✸ P ✺ ❡❱✱ P✲Kα ❊❧✐♠✐♥❛t❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r r❡✢❡❝t✐♦♥

■♥❙❜ ✭✶✶✶✮ ✵✳✼✹✽ ❙✐ ✹✳✺ ❡❱✱ ❙✐✲Kα ❋♦r s✐❧✐❝♦♥

P❊❚ ✭✵✵✷✮ ✵✳✽✼✻ ❆❧ ✹ ❡❱✱ ❆❧✲Kα ❍✐❣❤❡r r❡✢❡❝t✐✈✐t②

❆❉P ✭✶✵✶✮ ✶✳✵✻✺ ▼❣ ✹ ❡❱✱ ▼❣✲Kα ❋♦r ♠❛❣♥❡s✐✉♠ ❞❡❧✐q✉❡s❝❡♥t

❇❡r②❧ ✭✶✵✲✶✵✮ ✶✳✺✾✺ ▼❣ ◆✴❆ ◆✴❆

❚❧❆P ✭✵✵✶✮ ✷✳✺✼✻ ❖ ✶✺ ❡❱✱ ◆❛✲Kα ❉❡❧✐q✉❡s❝❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏♦❤❛♥♥ ❛♥❞ ❏♦❤❛♥ss♦♥ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ✐♥ ❏♦❤❛♥♥
❣❡♦♠❡tr② ✐s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✭❉✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡①tr❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❏♦❤❛♥ss♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ❣r♦✉♥❞ t♦ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❘♦✇❧❛♥❞ ❝✐r❝❧❡ ❛❢t❡r ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ ❜❡♥t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♥♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥ ❬✼✸❪✳

✷✳✸✳✷✳✸ ❊✣❝✐❡♥❝②

■t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❲❉❙s ❢♦r ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡
✉s❡✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ✐♥t❡♥s✐t②
r❡❣✐st❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r t♦ t❤❡ ❳✲r❛② ✐♥t❡♥s✐t② ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ ❬✼✹❪✳ ❋♦r ❛ ❲❉❙✱ t❤❡
❡✣❝✐❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞s✱ ♦♥ ❝r②st❛❧ r❡✢❡❝t✐✈✐t②✱ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ s✉❜t❡♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❬✻✽❪✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❡❛t❡r ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ♦✈❡r❛❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❲❉❙ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❲❉❙ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

Ω =
A

4r2
sin (θB) ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✱ r ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ✏❘♦✇❧❛♥❞ ❝✐r❝❧❡✑ ❛♥❞ θB ✐s t❤❡ ❇r❛❣❣✬s
❛♥❣❧❡✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦r ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❲❉❙ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝t
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞ ❳✲r❛②s✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛r❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t②✱
s♣❡❝tr❛❧ r❡s♦❧✈✐♥❣ ♣♦✇❡r ✭t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② t♦ s❡♣❛r❛t❡ t✇♦ ❝❧♦s❡ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ s✐❣♥❛❧✴♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ❚❤❡
✜rst t❤r❡❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧✐♥❡ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞
✐♥t❡♥s✐t② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❇r❛❣❣ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠❀ ❦♥♦✇♥ ❛s ✧❘♦❝❦✐♥❣ ❈✉r✈❡✧
✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✮✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✱ ♦♥ ✐ts str✉❝t✉r❡ ✭❡✳❣✳
♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ❝r②st❛❧s✮ ❛♥❞ ♦♥ ✐ts r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢
t❤❡ ❳✲r❛②s ❬✼✺❪✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥✱ t❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✈❛r✐❡s ❣r❡❛t❧②
♦✈❡r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝r②st❛❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✿ ❳✲r❛② r♦❝❦✐♥❣ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❙✐ ❝r②st❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✽ ❦❡❱✳

✷✳✸✳✷✳✹ ❊♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❲❉❙ ❤❛✈❡ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥t ❢r♦♠ ✵➦ t♦ ✶✺✵➦ ❬✺❪✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❲❉❳❘❋ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✉s❡s ❇r❛❣❣ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝r②st❛❧s t♦ ❞✐s♣❡rs❡ ❳✲r❛②s✱ ✐ts ❛♥❣✉❧❛r
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❇r❛❣❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s✿

dλ

dθ
=

2d cos (θ)

n
✭✷✳✶✷✮

✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞✴♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦r❞❡r n ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r
❛♥❣✉❧❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦✲
♠❡tr✐❝❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛t ❤✐❣❤ ❇r❛❣❣ ❛♥❣❧❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥
✶✳✸✶ ❛♥❞ ✷✳✶✷ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❛s✿

dλ

λ
=

dθ

tan (θ)
✭✷✳✶✸✮

❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦✛❡r ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡♥❡r❣②
❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ❬✼✻✱ ✼✼❪✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐♥❤❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❢♦r
❜❡tt❡r s♣❡❝tr❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❲❉❙ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ t♦
✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ❛s♣❡❝t ❛♥❞ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❲❉❙ ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❝❧♦s❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦r ❝♦♠♣❧❡① s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡r❡❜②
♣r♦✈✐♥❣ ✐ts s✉♣❡r✐♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳✸✳✸ ❲❉❙ ▲◆❍❇ ♣r♦t♦t②♣❡

❆s ♣❛rt ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❲❛✈❡✲
❧❡♥❣t❤ ❉✐s♣❡rs✐✈❡ ❙♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✭❲❉❙✮✱ ✐♥ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞ ✈♦♥✲❍❛♠♦s ❣❡♦♠❡tr②✳ ❆ ❦❡② ♦❜❥❡❝t✐✈❡
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♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ♥❡✇❧② ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✢✉♦r❡s✲
❝❡♥❝❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ t❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r ❈❆❙❚❖❘✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s
❛❜♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶ ✭❛✮ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❲❉❙ ♣r♦t♦t②♣❡✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❢✉❧❧② ✐♥✲❛✐r ❛t
t❤❡ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❛t t❤❡ ❙❖▲❊■▲ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❢❛❝✐❧✐t②✳ ❚❤✐s s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❝♦♥s✐sts
♦❢ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ t❤❡ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡✱ ❛ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦r✳
❯♥❧✐❦❡ ♦t❤❡r ✈♦♥✲❍❛♠♦s ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ t❤✐s ♣r♦t♦t②♣❡ ✉s❡s ❛ ✢❛t ❝r②st❛❧ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❝✉r✈❡❞ ♦r
❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ♦♥❡✳ ❆ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝r②st❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❇r❛❣❣ ❛♥❣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♣❧❛♥❛r ❞✐st❛♥❝❡s ”d”✳ ❚❤❡s❡ ❝r②st❛❧s
✐♥❝❧✉❞❡✿ ❙✐ ✭2d = 0.627 ♥♠✮✱ ❇❡r②❧ ✭Be3Al2Si6O18✱ 2d = 1.595 ♥♠✮✱ ❧✐t❤✐✉♠ ✢✉♦r✐❞❡ ❝r②st❛❧ ✭▲✐❋✱
2d = 0.281 ♥♠✮ ❛♥❞ ❝❡s✐✉♠ ❤②❞r♦♣❤t❤❛❧❛t❡ ✭❈s❆P✱ 2d = 2.565 ♥♠✮✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♦❢
t❤❡s❡ ❝r②st❛❧s ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡✢❡❝t ❳✲r❛②s ❛t s♣❡❝✐✜❝
❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐s ❛ ❍❆▼❆▼❆❚❙❯ ❙✶✶✶✺✻✲✷✵✹✽✲✵✷
❜❛❝❦✲t❤✐♥♥❡❞ ❈❈❉ ✭❝♦✉♣❧❡❞✲❝❤❛r❣❡❞ ❞❡t❡❝t♦r✮ ✐♠❛❣❡ s❡♥s♦r ✭✷✵✺✻ ♣✐①❡❧s ♦❢ ✶✹×✷✵✵ µm✮✳ ❚❤❡
♣✐①❡❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♣❡❛❦ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝r②st❛❧s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ♦❢ ✷ ❦❡❱ ✲
✷✵ ❦❡❱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛② ❡♥❡r❣✐❡s ✭❇r❛❣❣ ❛♥❣❧❡✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❳❘❱✐s✐♦♥ ❬✼✽❪ ✭❛ s♦❢t✇❛r❡
♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❝r②st❛❧s ❛t ❧♦✇ ❡♥❡r❣✐❡s
❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❡♥❡r❣② ♦❢ ❳✲r❛②s t♦ ♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ ❝❛✉s✐♥❣
❡✐t❤❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② t❤❡ ❝r②st❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❳✲r❛② ❡♥❡r❣② ❡♥❛❜❧❡s
❞❡❡♣❡r ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♦♠s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞
r❡✢❡❝t✐✈✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ tr❡♥❞ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❈s❆P ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ♦❢ ✺ ❦❡❱ ✲ ✺✳✾ ❦❡❱✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♣❡❛❦ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❈s✿ L3 ❛t ✺✳✵✶✷ ❦❡❱✱ L2 ❛t ✺✳✸✺✾ ❦❡❱ ❛♥❞ L1 ❛t ✺✳✼✶✹ ❦❡❱✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ r❛✐❧s✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ r❛✐❧ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✱ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
❝r②st❛❧ ❛t ❛♥ ❡q✉✐❞✐st❛♥t ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤✉s✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐✳❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❇r❛❣❣ ❛♥❣❧❡✱ r❡q✉✐r❡s ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❇r❛❣❣ ❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❝r②st❛❧✬s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶
✭❜✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❲❉❙ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ❝❛♠❡r❛ ♠♦✈❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s
✭X ❛♥❞ Y ✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❣❧❡s ✭θmin ❛♥❞ θmax✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡
♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✭Ymax✮ ♦❢ ✷✹✵ ♠♠
❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ Xmax ♦❢ ✷✵✵ ♠♠ ✳ ❚❤❡
❝r②st❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❈❈❉✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ❈❈❉ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐t t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❣❧❡s ✭θmin ❛♥❞ θmax✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❈❈❉ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡✱ Y s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ LCCD

2
✳

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t✉♣ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ ❢✉❧❧② ✐♥✲❛✐r ❣♦♥✐♦♠❡t❡r t♦ ❛❞❥✉st ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡
❜❡❛♠ ❡①✐t ❢♦r t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♣❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ s♦✉r❝❡
✐rr❛❞✐❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛t ✾✵➦✳

✻✾
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶✿ ✭❛✮ P✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❲❉❙ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♥str✉♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❛t t❤❡
❙❖▲❊■▲ s②♥❝❤r♦tr♦♥✳ ✭❜✮ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❲❉❙ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❛♥❣❧❡s ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ s♦ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❳✲r❛②s ❜② t❤❡ ❝r②st❛❧ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡s❡
❛♥❣❧❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ X ❛♥❞ Y ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷✿ P❡❛❦ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❙✐✱ ❇❡r②❧✱ ▲✐❋ ❛♥❞ ❈s❆P ❝r②st❛❧s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛② ❡♥❡r❣②
✭❇r❛❣❣ ❛♥❣❧❡✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❳❘❱✐s✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❇r❛❣❣✬s ❧❛✇ ❛s✿

θmin = arcsin
(

h·c
2d·Emax

)

θmax = arcsin
(

h·c
2d·Emin

) ✭✷✳✶✹✮
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✇❤❡r❡ Emin ❛♥❞ Emax ❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥❡r❣✐❡s ♦♥ t❤❡ ❈❈❉✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ Y ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

Y =
LCCD

2
· tan (θmax) + tan (θmin)

tan (θmax)− tan (θmin)
, ✭✷✳✶✺✮

❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ X ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

X =
2Y − LCCD

4
· tan (θmax) . ✭✷✳✶✻✮

❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❉❙ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛♥❛r ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ♦❢ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

R =
2∆E

Nb of P ixels
. ✭✷✳✶✼✮

❚❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝r②st❛❧ r❡✢❡❝t✐✈✐t②✳
❚❤❡ ❲❉❙ ✇❛s t❡st❡❞ ♦♥ ♣✉r❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❛ ❙✐ ✭✶✶✶✮ ❝r②st❛❧ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✷✻ ♠♠ ✐♥
❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧t ♦❢ ❛ t❤✐♥ ✜❧♠ ❝♦♣♣❡r ✭❈✉✮ s❛♠♣❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥❛rr♦✇ ✇♦r❦✐♥❣ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ♦❢ ✼✳✹ ❦❡❱ t♦
✽✳✸ ❦❡❱ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♣♣❡r s♣❡❝tr✉♠✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❲❉❙ ✇✐t❤ ❛♥ ❊❉❙ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ♣✉r❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❈✉ t❤✐♥
✜❧♠✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❛r❡ s❤♦✇♥✳

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✱ t❤❡ ❲❉❙ ♣r❡s❡♥ts ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② r❡s✲
♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡❛❦✲t♦✲❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❛t✐♦s t❤❛t ❛r❡ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❉❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s st✉❞② ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❲❉❙ ♦✈❡r ❊❉❙ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❝tr❛❧
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r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❲❉❙ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✷ ❡❱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝❧❡❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Kα1 ❛♥❞ Kα2 ❧✐♥❡s ♦❢ ❈✉✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❊❉❙ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✷✸✵ ❡❱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡s❡ ❈✉✲Kα ❧✐♥❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡✐r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ❤✐❣❤✲
❧✐❣❤ts t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❊❉❙ ✐♥ r❡s♦❧✈✐♥❣ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❡♠♣❤❛s✐③❡s
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❲❉❙ ❢♦r ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤✐s st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ✢❛t ❝r②st❛❧ ✐♥ t❤❡ ❲❉❙✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♣r❡❝✐s❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❳✲r❛②s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥❛rr♦✇ ❞❡t❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②
r❛♥❣❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❧✐♥❡s✳
❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤✐s ❲❉❙ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ s♦♠❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s r❡❧❛t❡❞
t♦ ❧♦✇ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❳✲r❛②s ❞✉❡ t♦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❢♦❝✉s✲
✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♠♣❛❝t t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ❧✐♠✐t t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤✉s✱ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡
❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ✐t ✐s ♣❧❛♥♥❡❞ t♦ ❡♠♣❧♦② ❛ ♣♦❧②❝❛♣✐❧❧❛r② ♦♣t✐❝s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇
❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❳✲r❛②s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡
r❛t✐♦ ❛♥❞ ❜❡tt❡r s❡♥s✐t✐✈✐t②✳
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❈❤❛♣t❡r ✸

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❛t t❤❡
▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❜❡❛♠❧✐♥❡

✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡

❚❤❡ ❙❖▲❊■▲ ✭❛♥ ❛❝r♦♥②♠ ❢♦r ✏❖♣t✐♠✐③❡❞ ❙♦✉r❝❡ ♦❢ ▲❯❘❊ ■♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❊♥❡r❣② ▲✐❣❤t✑✮ s②♥✲
❝❤r♦tr♦♥ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✱ ✐s ❛ r❡s❡❛r❝❤ ❢❛❝✐❧✐t② ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r P❛r✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠✐ts s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥
❢r♦♠ ✷✳✼✺ ●❡❱ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t tr❛✈❡❧ ✐♥ ❛ ✸✺✹ ♠ ❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥❝❡ st♦r❛❣❡ r✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧②
t✇❡♥t②✲♥✐♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❜❡❛♠❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❞✐♣♦❧❡s ♦r ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❡✈✐❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s
✉♥❞✉❧❛t♦rs ♦r ✇✐❣❣❧❡rs✳ ❚❤❡ t♦♣✲✉♣ ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡❣✉❧❛r❧② r❡✲✐♥❥❡❝t✐♥❣ ❜✉rsts ♦❢
❡❧❡❝tr♦♥ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❧♦ss❡s✱ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❧✐✈❡rs ❛ ❝♦♥st❛♥t
❝✉rr❡♥t ♦❢ ✹✺✵ ♦r ✺✵✵ ♠❆ ✇✐t❤ ❛ st❛❜✐❧✐t② ❜❡tt❡r t❤❛♥ 0.4%✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡r❡
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❬✼✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡①✐t ♦❢ ❛ ❜❡♥❞✐♥❣
♠❛❣♥❡t ❛♥❞ ❤❛s ❛ ♣❤♦t♦♥ s♦✉r❝❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ✽ ♠r❛❞✳ ❆ ✜rst ❝♦♦❧❡❞ ❞✐❛♣❤r❛❣♠ ✇✐t❤ ♠♦t♦r✲
✐③❡❞ ❛♣❡rt✉r❡s s❤❛♣❡s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❤✐t❡ ❜❡❛♠✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❤❛r❞ ❳✲r❛② ❛♥❞
❳✲❯❱ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✹✺ ❡❱ t♦ ✹✵ ❦❡❱✳ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ❤❛r❞ ❳✲r❛② ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚❤❡ ❤❛r❞ ❳✲r❛② ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❛t ❙❖▲❊■▲✳
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❚❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ❜r❛♥❝❤ ✐s ✶✳✼ ♠r❛❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛♥❞ ✵✳✶✺✸ ♠r❛❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❳✲r❛② ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❚❤✐s ❜r❛♥❝❤ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞
✜rst ♦❢ ❛ ❝♦❧❧✐♠❛t✐♥❣ s❧✐t s✐t✉❛t❡❞ ❛t ✶✷✳✹ ♠ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❡❛♠ ❞✐✲
✈❡r❣❡♥❝❡✱ t❤✉s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡♥ ❛ ❙✐ ✭✶✶✶✮ ❞♦✉❜❧❡✲❝r②st❛❧
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r s✐t✉❛t❡❞ ❛t ✷✶ ♠ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡
❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✸ ❦❡❱ t♦ ✹✵ ❦❡❱✳ ❚❤❡ ❇r❛❣❣✬s ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ✐s
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ r♦t❛r② ♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥❝♦❞❡r t❤❛t r❡q✉✐r❡s ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ ❧✐♥❦ ✐t t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
❡♥❡r❣②✳ ❊①✐t s❧✐ts ✇✐t❤ ❢♦✉r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧✐♣s ✭✷ ❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✷ ❢♦r t❤❡ ❤♦r✐✲
③♦♥t❛❧ ♦♥❡✮ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠ s✐③❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ 48(horizontal)× 40(vertical) mm2✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✢✉① ✐s ❛r♦✉♥❞ 1010 ♣❤♦t♦♥s✴s ❢♦r ❛ ♣❤♦t♦♥
❡♥❡r❣② ♦❢ ✶✵ ❦❡❱ ✐♥ ❛ ✷✷ mm2 ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❜❡❛♠ ✐s t❤❡♥ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✉♥❢♦❝✉s❡❞ ♠♦❞❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t✇♦ s❡ts ♦❢ ✜❧t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉①✳ ❚❤❡s❡ ✜❧t❡rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡
t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r✬s ❡♥❡r❣② ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛r♦✉♥❞ t❤❡✐r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s✳

✸✳✶✳✶ ❍❛r❞ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ q✉❛❧✐t②

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✈❛r✐♦✉s s♦✉r❝❡s ♦❢
✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ✢✉① st❛❜✐❧✐t②✱ ♠♦♥♦❝❤r♦✲
♠❛t✐❝✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛♥❞ str❛② ❧✐❣❤t✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ t♦♣✲✉♣ ♠♦❞❡
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮ ✐♥❞✉❝❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉① ✐♥t❡♥s✐t② ❜❡tt❡r t❤❛♥ 0.4%✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥
✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ st♦r❛❣❡ r✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛✉s❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉① ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❝♦rr❡❝t ♦r ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦
❞r❛✇ ✈❛❧✐❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ✜❧t❡rs✱ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣
t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡ ❡♥❡r❣✐❡s
❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❉❡s❧❛tt❡s t❛❜❧❡ ❬✶✹❪✱ ❛♥❞ ❇r❛❣❣✬s ❧❛✇ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❝♦❞❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❛❜✉❧❛t❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❡❞❣❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❦❡♣t ✉♥❞❡r 0.04%✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❋❧✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛t ✾ ❦❡❱ ❢♦r ✶✱ ✸ ❛♥❞ ✶✵ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✴ s❛♠♣❧❡✳
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❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛♥❞ str❛② ❧✐❣❤t ✐s ♠❛♥❛❣❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✽✵❪✳ ❍❛r♠♦♥✐❝s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜❡❧♦✇ ✼ ❦❡❱✱ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ❝r②st❛❧ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ 0.1%✳ ❚❤❡ str❛② ❧✐❣❤t ✇❛s
♠♦♥✐t♦r❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♣♣❡r ✜❧t❡rs ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ t❤✐❝❦♥❡ss❡s✱ ❛♥❞ ♥♦ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡✐r
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✬s s❡♥s✐t✐✈✐t② ❧✐♠✐t✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ str❛② ❧✐❣❤t✱ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✽✵❪✳

✸✳✶✳✷ ❉♦✉❜❧❡✲❈r②st❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❡♥❡r❣② s❡❧❡❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❡♥❡r❣② s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝r②st❛❧s ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ❝❛✲
♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦✈❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❞♦✉❜❧❡✲❝r②st❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♥♦t ♦♥❧② r❡✜♥❡s ❡♥❡r❣② s❡❧❡❝t✐♦♥
❜✉t ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❜❡❛♠✬s ❡①✐t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧✐❣♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧s✱ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ♣❧❛②s ❛ ✈✐t❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣
♠❛①✐♠✉♠ ♣❤♦t♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ t❤❡ ✜rst ❝r②st❛❧ ✐s str❛t❡❣✐❝❛❧❧② ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ❡♥❡r❣②✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r❡✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❣❧❡✲❡♥❡r❣② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝r②s✲
t❛❧✬s ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈✐❛ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r s❝❛♥ ✭♣✐t❝❤✮ ❛r♦✉♥❞ ✐ts ❛①✐s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥t ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆❳❯❱ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❧♦t t❤❡ r♦❝❦✐♥❣ ❝✉r✈❡ ✭❘❈✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣②✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ♣r❡s❡♥ts ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❘❈s s♣❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭✸ ❦❡❱ ✲ ✸✵ ❦❡❱✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❙❡t ♦❢ r♦❝❦✐♥❣ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✸ ❦❡❱ t♦ ✸✵ ❦❡❱✳

❚❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝r②st❛❧✬s ❛♥❣✉❧❛r r♦t❛t✐♦♥ ✭❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✸ ♠r❛❞ ❛♥❞ ✵✳✽✺ ♠r❛❞✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝r②st❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
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❝✉rr❡♥t ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡♥❡r❣② s❡❧❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❝r②st❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✸✳✶✳✸ ❖♣t✐♠❛❧ ❜❡❛♠ ♣✉r✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❇r❛❣❣ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡✲❝r②st❛❧ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ■♥tr✐♥s✐❝❛❧❧②✱
t❤❡ ❇r❛❣❣✬s ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❡♥❛❜❧❡s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡♥❡r❣② t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❇r❛❣❣✬s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ✐ts ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❤❛r♠♦♥✐❝s✳ ❚❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡
❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆ s❡r✐❡s ♦❢ t❡sts ✇❛s
t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢
t❤❡ ❜❡❛♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r s❡tt✐♥❣✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t
♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ ❤❛r♠♦♥✐❝✳ ❆♥❞✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s ✐s ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❢♦r
❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ♣✐t❝❤ ✇❛s t✉♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣✉r✐t② ❣❡r♠❛♥✐✉♠ ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦r
✭❍P●❡✮ ✇❛s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡①✐t ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r✱ ❢❛❝✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❜❡❛♠
❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤✐s ❞❡t❡❝t♦r r❡❝♦r❞s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❛t❛ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❤♦t♦♥s✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✳ ❙♣❡❝tr❛ ✇❡r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② r❡❝♦r❞❡❞
❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣② ✭✸✱ ✹✱ ✺✱ ✻✱ ✼✱ ✽✱ ✶✵✱ ✶✷✱ ✶✺✱ ✷✵✱ ✷✺✱
❛♥❞ ✸✵ ❦❡❱✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❜❡❛♠ ✇❛s ♥♦t ♠❡❛s✉r❡❞❀ ✐♥st❡❛❞✱ ✜❧t❡rs ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛
♠♦❞❡r❛t❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ r❛t❡✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r t♦ r❡❝♦r❞ s♣❡❝tr❛ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞❡❛❞ t✐♠❡
❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣✐❧❡✲✉♣ ❡✈❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❛s♣❡❝t✱ t❤❡ ❙✐ ✭✶✶✶✮ ❝r②st❛❧ ❤❡❧♣❡❞ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡
s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❞✉❡ t♦ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❧❛✇s ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❙♣❡❝tr❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✹ ❦❡❱ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡
t♦ r❡❞✉❝❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥s s❡t ❛t ✹ ❦❡❱✳
■♥ ❡❛❝❤ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❤❛r♠♦♥✐❝s n = 3✱ n = 4 ❛♥❞
n = 5 ✇❡r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡✐r ❛r❡❛ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❝♦✉♥t
r❛t❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡❛s ♠✉st ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ②✐❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
❜② t❤❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡s ✇❡r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✬s ✐♥tr✐♥s✐❝
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞✳
❚❤❡ ✜rst s♣❡❝tr✉♠ ❛t t❤❡ t♦♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ ✭✵✳✺✻✼ ♠r❛❞✮ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s
♠❛①✐♠✉♠ ♣❤♦t♦♥ ✢✉①✱ ❜✉t✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ str♦♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❤❛r♠♦♥✐❝s✳ ❚❤❡
♠✐❞❞❧❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✵✳✺✽ ♠r❛❞✱ r❡❞✉❝❡s t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡
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❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝s ❞❡❝r❡❛s❡s ❢✉rt❤❡r ❢♦r ❛ ♣✐t❝❤ ♦❢ ✵✳✻✸ ♠r❛❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s♣❡❝tr✉♠✳
❆s s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s♣❡❝tr❛✱ t❤❡ ♣❡❛❦s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛t 2 ∗ E✱ ❛r❡ ♥♦t ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ s❡❝♦♥❞✲
♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝ ✭n = 2✮ ❛s t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐♥ ✉s❡ ❞♦❡s♥✬t ♣❡r♠✐t t❤✐s✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡s❡ ♣❡❛❦s ❛r❡ t❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣✐❧❡✲✉♣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦✉♥t✐♥❣ r❛t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡ ❛♥❞ ♣✐❧❡✲✉♣ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣✐t❝❤✱ ❛ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡
t❤✐r❞ ✭n = 3✮ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ✭n = 4✮ ❤❛r♠♦♥✐❝s ✭❛t ✶✷ ❦❡❱ ❛♥❞ ✶✻ ❦❡❱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✐s ♥♦t❡❞✳
❲✐t❤ t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ♣✐t❝❤ s❡t t♦ ✵✳✺✻✼ ♠r❛❞✱ t❤❡s❡ ❤❛r♠♦♥✐❝s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✷✹ % ❛♥❞ ✶✵ %
♦❢ t❤❡ t♦t❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❯♣♦♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ♣✐t❝❤ t♦ ✵✳✻✸ ♠r❛❞✱ t❤❡s❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✵✳✷✷ % ❛♥❞ ✵✳✶ % r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✸✳✷ ❈❆❙❚❖❘ s❡t✉♣

●■❳❘❋✲❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r ❈❆❙❚❖❘ ❬✽✶❪ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥
t❤❡ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❛t ❙❖▲❊■▲ s②♥❝❤r♦tr♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② s❡t✉♣
❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❳❘❘✲●■❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡
P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤✲❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❇✉♥❞❡s❛♥st❛❧t ✭P❚❇✱ ●❡r♠❛♥②✮ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇❡r❧✐♥
❬✽✷✱ ✽✸❪✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❤♦❧❞❡r ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❍❡♥r✐
❇❡❝q✉❡r❡❧✳ ❚❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r ❈❆❙❚❖❘ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡✳ ❚❤❡
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ❡♥❝❧♦s❡s ❛ s❡✈❡♥✲❛①✐s ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦r✱ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❢♦✉r ❛①❡s ❛r❡ ❢♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤r❡❡ ❢♦r r♦t❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✼✲❛①✐s ❈❆❙❚❖❘ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r✳ ✭❛✮ ✸❉ s❦❡t❝❤ ❢r♦♠ ✐♥s✐❞❡✱ ✭❜✮
✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❙❉❉ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ✭❝✮ ♣❤♦t♦ ♦❢ ❈❆❙❚❖❘ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡✳
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❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ❛①❡s✱ ✜✈❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭Tz✱ Ts1✱ Tx1✱ Rx1 ❛♥❞ Rθ1✮ ❛♥❞
t✇♦ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛r♠ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s s❡✈❡r❛❧ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ✭Tz2 ❛♥❞
Rθ2✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✭❛✮✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①❡s ✭Rθ1 ❛♥❞ Rθ2✮ ❛r❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♦♥❡s✱ s✐♥❝❡
t❤❡② ❝❛♥ ♠♦✈❡ ❢r❡❡❧② t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤♦❧❞❡r ✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r s❡t✉♣ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♣✐♥❤♦❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ●■❳❘❋✲❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ t❛❦❡♥
✐♥ t❤❡ θ/2θ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❆❳❯❱ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✭■❘❉ ❖♣t♦❞✐♦❞❡✮ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ Rθ2 ❛r♠✳
❚❤❡ ❳❘❋ s✐❣♥❛❧s ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✭❙✐❧✐❝♦♥ ❉r✐❢t ❉❡t❡❝t♦r
✭❙❉❉✮ ❢r♦♠ ❆♠♣t❡❦✮ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ✾✵➦ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠ ❛♥❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
✶✸✲✶✺ ♠♠ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r ❈❆❙❚❖❘ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛t❡r❛❧
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❣❡ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛❝❝✉r❛t❡
❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ❝❤❛♠❜❡r ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✐♥ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② s❡t✉♣ ❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❳❘❘✲●■❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ●❡♦♠❡tr② s❡t✉♣ ❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❡❡ ❳❘❘✲●■❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥
❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r t♦ r❡❝♦r❞ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✇❤✐❧❡ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡✳

✸✳✷✳✶ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡

❆ ♣r♦♣❡r ❜❡❛♠ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t
❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❈❆❙❚❖❘ ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧
st❡♣ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✜rst ❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❛①✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❧✐❣♥✐♥❣
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①❡s ✐♥ t❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✇✐t❤
❘❡♥✐s❤❛✇ ♦♣t✐❝❛❧ ❡♥❝♦❞❡rs ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✵✳✵✵✵✸◦ ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣✐t❝❤ ♦❢ ✵✳✵✵✷◦ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ ✵✳✵✵✵✺◦✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡✱ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥❝r❡♠❡♥t s✐③❡ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛①✐s ✐s ✵✳✵✷ ♠♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
♦❢ ✵✳✵✵✹ ♠♠✳

✸✳✷✳✶✳✶ ❈❤❛♠❜❡r ❛❧✐❣♥♠❡♥t

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤
❛ ✶✵✵ µm ✇✐❞❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s❧✐t ✉s✐♥❣ t❤❡ Tz2 ❛♥❞ Rθ2 ♠♦t♦rs ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜❡❣✐♥s
❜② ✜①✐♥❣ Tz2 ❛t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥t❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡
♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✇✐t❤ Rθ2 ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮✳ ❯♣♦♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Rθ2
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✐s ✜①❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❤❡✐❣❤t ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ s❝❛♥ ♦♥ Tz2 ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t✮✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❝❡♥t❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
r❡❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❛①❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✳ ❙❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❜②
r♦t❛t✐♥❣ Rθ2 ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❚③✷✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✳ ■♥t❡♥s✐t② s❝❛♥ ❜② r♦t❛t✐♥❣ Rθ2 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♥❣
❚③✷ ✭r✐❣❤t✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✳

❋♦r ●■❳❘❋✲❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ s❡r✈❡s ❛s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ❢♦r ♠❡❛✲
s✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s
❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✐♥ ❛❧❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤♦❧❞❡r ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✭❛✮✮ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ♦♥
t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ t✇♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❣❡s✱ Tx1 ❛♥❞ Tz1, s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ s❡r✈❡s ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤♦❧❞❡r ♣✐♥❤♦❧❡✳ ■♥t❡♥s✐t② s❝❛♥ ♦♥ Tx1✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t②
s❝❛♥ ♦♥ Tz1✭r✐❣❤t✮✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❣r❛♣❤✱ t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❡♥t❡r ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ♣♦✐♥t
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥t❡♥s✐t②✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝✉r✈❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❝❛♥ ❚①✶ s❤♦✇s ❛ ❝❧❡❛r
♠❛①✐♠✉♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s❝❛♥ ❚③✶ ❝✉r✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❛ ●❛✉ss✐❛♥
s❤❛♣❡ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ t✐❧t❡❞✱ ❝✉t♦✛ ❤❡❛❞✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t✐❧t❡❞ ❝✉t✲♦✛ ♦♥ t❤❡ ❚③✶ ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛♥ ✐s ❛
r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✬s s❤❛♣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥
❛①❡s✱ Rθ1 ❛♥❞ Rθ2✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿ s❡tt✐♥❣ Rθ2 t♦
t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✶✽✵◦ ❛♥❞ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❤❛❧❢ ♦❢
t❤❡ ∆Tx1 ♦✛s❡t ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r♠ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❣❡
♦❢ t❤❡ ❈❆❙❚❖❘ ❝❤❛♠❜❡r✳

✸✳✷✳✶✳✷ ❙❛♠♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ ❚③✶✳
❚❤❡ ❛①✐s ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❚①✶ ♠✉st ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡rs❡❝ts t❤❡ s❛♠♣❧❡ t✐❡s✱ ❛s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❛ s❝❛♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❚③✶ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s
❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ ❚①✶ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ ♦♥
t❤❡ ❧❡❢t✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ str✐❦❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛t t❤❡ ♠✐❞✲❤❡✐❣❤t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ ✭❚③✶ s❝❛♥✮✳ ❙❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t
♦❢ ❚③✶ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛♥ ♦♥ ❚③✶ s❤♦✇✐♥❣
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✭r✐❣❤t✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❙❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❚①✶ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛♥ ♦♥ ❚①✶ ✇❤❡r❡
t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠✐❞✲❤❡✐❣❤t ♣♦s✐t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳

❚❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ❜② s❝❛♥♥✐♥❣
♦♥ Rθ1 ❛♥❞ ❛❞❥✉st✐♥❣ ✐ts ③❡r♦ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ ✉s✐♥❣ Rθ1✳
❙❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t Rθ1 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ♣♦✐♥t
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭r✐❣❤t✮✳

❚♦ r❡✜♥❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♠❜✐❣✉✐t②✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥
❚①✶ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✮ ❛♥❞ Rθ1✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❋✐♥❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❚①✶ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❙❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❚①✶ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛♥ ♦♥ ❚①✶ ✭r✐❣❤t✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ❢♦r r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ θ1 t♦ ❛
✈❛❧✉❡ ♥❡❛r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ✵✳✹◦✮✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❝❛♥ ♦♥ Rθ2 ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡
✭2Rθ1− ε ≤ Rθ2 ≤ 2Rθ1 + ε✮✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛t
❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ Rθ2 = 2Rθ1✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ✐♥st❛♥❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹ ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t✮✳ ❚♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ✇❡ t❤✉s ❛♣♣❧② ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♦✛s❡t t♦ Rθ1✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❙❛♠♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❙❦❡t❝❤ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t Rθ2
✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛♥ ♦♥ Rθ2 ✭r✐❣❤t✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ♣♦✐♥t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❡♥t❡r
❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤✐s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦❧❧♦✇s ❛ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ♣r❡✲
❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

✸✳✷✳✶✳✸ P♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥

❚❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣
❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♦r ❡❛s✐❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❛♥❞ ♠❛❦❡ ♦t❤❡r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦
t❤❡ s❡t✉♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐♥❤♦❧❡
❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ✇❤❡♥ s❝❛♥♥✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❚①✶✱ ❚③✶ ♦r Rθ2 ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡
❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❋♦r Rθ2✱ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣♦✐♥t ✐s ❛t t❤❡ ✵✳✽✷◦ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛t ✵✳✽✶◦ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✵✳✵✶◦✳ ❋♦r ❚①✶✱ ❛ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐s s❤♦✇♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣✐t❝❤ t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♦♥ t❤✐s st❛❣❡✳ ❋♦r ❚③✶✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✵✳✷ ♠♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥
✭✲✸✳✺ ♠♠✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✭✲✸✳✸ ♠♠✮ ✇✐t❤ ❛ t✐❧t❡❞ ❤❡❛❞ ❝✉t♦✛ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t② ✐♥ s✐③❡ ♦r s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡
❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ Rθ1 ✐s ❛t ✲✵✳✵✺◦ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ ✵✳✵✶◦ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t
✲✵✳✵✹◦✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r Rθ2 ✐s ❢♦✉♥❞
❛t ✵✳✼✽◦ ❛♥❞ ❛ ❝❡♥t❡r ❛t ✵✳✽◦✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✵✳✵✷◦✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝❡♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡ ❛①❡s ♠❛② ♥♦t ♠♦✈❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛s ✐♥t❡♥❞❡❞✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
❧✐♥❦❡❞ t♦ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛s t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡rr♦rs✱ s✉❝❤ ❛s
♥♦✐s❡ ♦r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❬✽✵❪✳

✸✳✸ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥ts

❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s t❤❡
✉s❡ ♦❢ ✇❡❧❧✲❝❛❧✐❜r❛t❡❞ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs✱ ✇✐t❤ ❛ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐♥❣ t❤❡✐r ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳
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❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❦♥♦✇♥ ♣❤♦t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t
❝✐r❝✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡✐r ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ✉s❡
♦❢ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣❤♦t♦♥ ✢✉①❡s ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛♥② ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♣❤♦t♦♥
❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ✢✉①❡s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐♦♠❡t❡r
❇❖▲❯❳ ✭❇❖▲♦♠❡t❡r ❢♦r ❯s❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❳✲r❛②s✮ ❬✽✹❪ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺ ❛t t❤❡
▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❙❖▲❊■▲ s②♥❝❤r♦tr♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❞✐❛❣r❛♠ ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐♦♠❡t❡r ❇❖▲❯❳ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❬✽✺❪✳

✸✳✸✳✶ Pr✐♠❛r② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉①

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥✈♦❧✈❡s ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✢✉① ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠ ✉s✐♥❣ ❛ ❝r②♦❣❡♥✐❝ r❛❞✐♦♠❡✲
t❡r ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✽✺❪✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛❜s♦r❜❡r ✇❤❡♥ str✉❝❦ ❜② ♣❤♦t♦♥
r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❜❡❛♠ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡❧②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❧❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r s♦ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r✐s❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❛❞✐❛♥t ♣♦✇❡r
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✮✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❤❡r♠✐st♦r✱ ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ❛ s✉✐t✲
❛❜❧❡ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❛t ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱
t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ r❛❞✐♦♠❡t❡r ❇❖▲❯❳✱ t❤❡
❛❜s♦r❜❡r ✐s ❛ ❣❡r♠❛♥✐✉♠ ❞✐s❝ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠✐st♦r ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛❧s♦
♠❛❞❡ ♦❢ ❣❡r♠❛♥✐✉♠✳ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✹ ❑✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ st❡❡♣❡♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈♦❧t❛❣❡ ✐♥ t❤❡
t❤❡r♠✐st♦r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❝✉rr❡♥t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡
r❛❞✐❛♥t ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❜❡❛♠✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥
✢✉① ✭♣❤♦t♦♥s✴s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

✸✳✸✳✶✳✶ P❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ♣r✐♠❛r② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊
❜❡❛♠❧✐♥❡ ❛t t❤❡ ❙❖▲❊■▲ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ♦❢ ✸✳✺ ❦❡❱ t♦ ✸✵ ❦❡❱✳ ❋♦r ❡❛❝❤
❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ♣✐t❝❤ ✇❛s ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❤❛r♠♦♥✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ♣♦✇❡r
✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❇❖▲❯❳✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡♥❡r❣② ✭❛❜✲
s♦r❜❡❞ ❡♥❡r❣② ❁ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡♥❡r❣②✮✳ ❚❤❡ r❛❞✐♦♠❡t❡r ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t✇♦ ❝❧❛ss✐❝ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧
s✐❧✐❝♦♥✲❜❛s❡❞ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s✱ ❖♣t♦❉✐♦❞❡ ❆❳❯❱✶✵✵ ❬✽✻❪ ❛♥❞ ❍❛♠❛♠❛ts✉ ❙✽✶✾✸ ❬✽✼❪ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡✐r ❡✣❝✐❡♥❝② ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠ ❬✽✺❪✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥✈♦❧✈❡s ♠❡❛s✉r✐♥❣
t❤❡ ✢✉① ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠ ✉s✐♥❣ ❇❖▲❯❳ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤❡r♠✐st♦r✬s ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝✉rr❡♥t
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✐s
❡①♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭❛❢t❡r s✉❜tr❛❝t✐♥❣
t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝✉rr❡♥t✮ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✬s s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

ηPh =
I (A)

P (W )
✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ I ✐s t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ P ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✸✳✺ ❦❡❱ ❛♥❞ ✸✵ ❦❡❱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✬s
❡✣❝✐❡♥❝② ❛t ❡❛❝❤ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ P❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♣❧❛② ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ r♦❧❡ ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❞✐st✐♥❝t s♦✉r❝❡s✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❜❡❛♠ ♣♦✇❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r✐♠❛r✐❧② ❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝✉rr❡♥t✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡✱ Δ❱✳ ❚❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r♦♣❛❣❛t❡s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧✐♥❡❛r❧②✱ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t sq✉❛r❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✲
✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✬s r❡s✐st❛♥❝❡ r❡♠❛✐♥s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
✐♥ ♣♦✇❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ Δ❱✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛
❢❡✇ t❡♥t❤s ♦❢ ❛ ♣❡r❝❡♥t ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❜❡❛♠ ♣♦✇❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ❛r♦✉♥❞ 1.5% ❢♦r t❤❡ ✇❡❛❦❡st
❜❡❛♠✳
❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ❡♥❡r❣② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡
st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❛r♦✉♥❞ 0.3% ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❣❡r♠❛♥✐✉♠ K✲❡❞❣❡ ❛♥❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 0.5% ❛❜♦✈❡✮✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ✉s❡❞ ❜② t❤❡
❝♦❞❡ ✭❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ 5% ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✮✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r✳ ❋♦r t❤❡
❛❜s♦r❜❡r✬s t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ 10% ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r✬s t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 1% ❜❡❧♦✇
✷✺ ❦❡❱✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❜♦✈❡ t❤❛t ♣♦✐♥t✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✬s ❝✉rr❡♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t✇❡♥t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r ❡♥❡r❣②✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✬s ♥♦✐s❡ ❛♥❞
♠✐♥♦r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣♦✇❡r ❞✉❡ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♥♦t❛❜❧❡ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❆❳❯❱ ❛♥❞
❛t ✶✵ ❦❡❱ ❛♥❞ ✶✶ ❦❡❱ ✇✐t❤ ❙✽✶✾✸✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✬s ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❚❤❡s❡ ✈❛r✐♦✉s ❢❛❝t♦rs ✉♥❞❡rs❝♦r❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥
t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳

✸✳✸✳✷ ❊✣❝✐❡♥❝② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙❉❉

❚❤❡ s✐❧✐❝♦♥ ❞r✐❢t ❞❡t❡❝t♦r ✭❙❉❉✮ ✇❛s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢♦r ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❜② r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ t♦ ❛♥ ❆❳❯❱
♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❇❖▲❯❳✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts ♦❢ ❛ r❛❞✐♦♠❡t❡r ❧✐❦❡ ❇❖▲❯❳✱ ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞
✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❝❛♥♥♦t ♠❡❛s✉r❡ t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t❧②✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛ ✧tr❛♥s❢❡r ❞❡✈✐❝❡✧ ♦r r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛♥❞❛r❞✱
❧✐❦❡ ❛ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✱ ✐s ✉s❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧✐♥❡❛r r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜❡❛♠ ♣♦✇❡rs✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝✉rr❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❢♦r ❡❛❝❤
❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✬s ❡✣❝✐❡♥❝② ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣♦✇❡r✳
❚❤✐s ♣♦✇❡r✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❤♦t♦♥✱ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ♣❡r
✉♥✐t t✐♠❡✳ ❚❤✐s s❛♠❡ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠ ✇❛s t❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❙❉❉✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡
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❞❡t❡❝t♦r✬s ❝♦✉♥t r❛t❡ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♠✐tt❡❞ ♣❤♦t♦♥ ❝♦✉♥t ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❙❉❉✬s ✐♥tr✐♥s✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝②
✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✮✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝✉r✈❡ ✇❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣
t❤❡ P❊◆❊▲❖P❊ ❝♦❞❡ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡s ✇✐t❤ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② t✉♥❛❜❧❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ s♦✉r❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❳✲
r❛② t✉❜❡ ❛♥❞ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t♦r ❬✽✽❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾ s❤♦✇s ❛ str♦♥❣
❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❢♦r
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❉❉ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ❊✣❝✐❡♥❝② ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛♥ ❙❉❉ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❆❳❯❱✱
❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦❧♦♠❡t❡r ❇❖▲❯❳ ❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇✐t❤ P❊◆❊▲❖P❊ ❝♦❞❡ ❬✽✺❪✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t✇♦ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s✿ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉①
❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡ ❜② t❤❡ ❙❉❉✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠
t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✬s ❡✣❝✐❡♥❝② ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❧♦s❡ t♦ ♦r ❜❡❧♦✇ 1% ✐♥ t❤✐s ❡♥❡r❣②

✽✽



❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❊◗❯■P▼❊◆❚ ❆❚ ❚❍❊ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❇❊❆▼▲■◆❊

r❛♥❣❡✱ ❡①❝❡♣t ❛t ✷✵ ❦❡❱ ✇❤❡r❡ ✐t ♠❛② ❜❡ ❤✐❣❤❡r✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥❞✉❝❡❞
✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❝✉rr❡♥t ❤❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ t❡♥t❤s
♦❢ ❛ ♣❡r❝❡♥t t♦ 1.5% ❞✉❡ t♦ ❛ ❧♦✇❡r s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✇✐t❤ ✇❡❛❦❡r ♣❤♦t♦♥ ✢✉①❡s✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❙❉❉ ❝♦✉♥t r❛t❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢
r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥✱ t❤♦✉❣❤ ✐t✬s ✉s✉❛❧❧② ❜❡❧♦✇ 0.1% ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ ❝♦✉♥t ♥✉♠❜❡rs ✐♥ ♠❡❛s✉r❡❞
s♣❡❝tr❛✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧✲❡♥❡r❣② ♣❡❛❦s✱
✐❢ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ♦❝❝✉rs✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❤✐❣❤ ❝♦✉♥t r❛t❡s✳
❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❛r♦✉♥❞ 1%✱ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ❛t
✹ ❦❡❱✱ ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ r❡❧❛t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✬s ❝✉rr❡♥t✱ ❛♥❞ ❛t ✷✵ ❦❡❱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡s❡ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛r❡
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
✉s✐♥❣ t❤✐s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t②♣✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡ t♦ 1% ❬✽✺❪✳
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■♥ ♠❛♥② t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧❛②❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✐♠♣♦r✲
t❛♥t✳ ❈♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠ ❧❛②❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s s❡♠✐✲❝♦♥❞✉❝t♦rs✱
♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❝❡❧❧s✱ t❤✐♥ ✜❧♠ ❜❛tt❡r✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐ts✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡s✐❣♥ ❡rr♦r ❛♥❞ ♠❛♥✲
✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❞❡❢❡❝ts✱ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ q✉❛♥t✐✜❛❜❧❡ ②✐❡❧❞ ❧♦ss❡s✳ ❚❤✉s✱ ❞❡❢❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss
❝❧❡❛♥❧✐♥❡ss ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❜✉t ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♣r♦✜t❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
❬✽✾❪✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s r❡q✉✐r❡s ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss
❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ✐♠♣❧❛♥t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✾✵❪✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
t♦ ❝❛rr② ♦✉t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❢♦r ♥❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❳✲r❛② t❡❝❤♥✐q✉❡s✱
s✉❝❤ ❛s ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭❳❘❋✮ s♣❡❝tr♦♠❡tr②✱ ♣r♦t♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❳✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥ ✭P■❳❊✮ s♣❡❝✲
tr♦s❝♦♣②✱ ❛♥❞ ❳✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❳❘❉✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❧❛②❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡s❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❧❛②❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❳✲r❛②
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭❳❘❋✮ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s t♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭❚❳❘❋✮✱ ❣r❛③✲
✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✴❡①✐t ❳✲❘❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭●■❳❘❋✴●❊❳❘❋✮✱ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐♥
✜❧♠s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♥♦♥❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦✛❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s❡s✱ ✐❞❡❛❧ ❢♦r ❧❛②❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❚❳❘❋
❛r❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ✐ts s✉♣❡r✐♦r s✉r❢❛❝❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡t❡❝t tr❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❞✐r❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ t♦✇❛r❞s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛t s♠❛❧❧ ❣r❛③✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❳✲r❛② ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧❛②❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛③✐♥❣
✐♥❝✐❞❡♥t ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭●■❳❘❋✮ ❛♥❞ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✭❳❘❘✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② t❤❛t ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡
❳✲r❛② ✐♥❞✉❝❡❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❛r t♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ r❡❣✐♠❡
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡s✳
■t ♠✉st ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠s
❢r♦♠ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭❙❘✮ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ❢♦r ❳✲r❛②
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ tr❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✿ ✐t ♣r❡s❡♥ts ♥♦t❛❜❧❡ q✉❛❧✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡
t✉♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠✱ ❤✐❣❤ ❜r✐❣❤t♥❡ss✱ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
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✹✳✶ ❳✲r❛② st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s

❆t ❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❳✲r❛② ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣
❜❡❛♠ ❛t t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r♠s✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ❳✲r❛②
st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s ✭❳❙❲✮ ❛❜♦✈❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❬✾✶✱ ✾✷❪ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ t❡♥t❤s
♦❢ ❛ ♥❛♥♦♠❡t❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❳❙❲ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r st❛❝❦ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❡✐t❤❡r ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r ♥♦♥✲♣❡r✐♦❞✐❝
str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♥❛♥♦♠❡t❡r r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✐✳❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♠✐♥✐♠❛
❛♥❞ ♠❛①✐♠❛✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❳✲r❛② st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛②s ❛♥❞
t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❬✾✶❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛t♦♠s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♣♦s✐t✐♦♥s ❡♠✐t ❳✲r❛②
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ r❛❞✐❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♣♦s✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐♥ ❳❙❲✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❳✲r❛② st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ✭❳❙❲✮
✜❡❧❞ ✉♥❞❡r t♦t❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r st❛❝❦✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛② st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s ❜② ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦
❜❡ ❛ ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡ ♣r♦❜❡ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ✐♠♣✉r✐t② ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧
r♦✉❣❤♥❡ss ❬✾✸❪✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❳❙❲ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ s②st❡♠✱ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞s ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠s ✐♥ ❡❛❝❤
❧❛②❡r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❡❛♠✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❳✲r❛②s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s♣❡❝✐✜❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ❧✐♥❡❛r❧②
♣♦❧❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ r✐♥❣✱ ❡✐t❤❡r ❜❡✐♥❣ S ♦r P ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❬✾✹❪✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✱ t❤❡ P ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ S ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳

✾✶
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ P❛r❛❧❧❡❧ P ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r S ✭r✐❣❤t✮ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ❳✲r❛②s✳

✹✳✷ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t②

❚❤❡ ❜✐rt❤ ♦❢ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✭❳❘❘✮ ❛s ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦
❈♦♠♣t♦♥✬s ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ✶✾✷✸ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ❢r♦♠ s♦❧✐❞ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ✢❛t ❛♥❞
s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡s ❬✾✺❪✳ ❳❘❘ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ♥❡❛r✲
s✉r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■t ♣r♦❜❡s t❤❡ ❝♦♥tr❛st ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥ ❞❡♣t❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
r♦✉❣❤♥❡ss✱ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ s❛♠♣❧❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇✱ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ♥❛♥♦♠❡t❡rs
❬✾✻✱ ✾✼❪✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ t❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❣❧❛♥❝✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛③✐♥❣ r❛♥❣❡ ✭✵➦✲✶✵◦✮ ✇❤✐❧❡ r❡❝♦r❞✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❳✲r❛② ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❳❘❘ ❜❡❣❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦♥ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❢♦r ❋r❡s♥❡❧✬s
❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ✧❑✐❡ss✐❣ ❢r✐♥❣❡s✧ ✇❤✐❝❤ ♠❛r❦❡❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ ✐♥
❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❬✾✽❪✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛t ❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡s✱ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡✱
❳✲r❛②s ❛r❡ s♣❡❝✉❧❛r❧② r❡✢❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ ❡①t❡r♥❛❧
r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ θc ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t②
ρ✱ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛②s λ ❬✾✾❪ ❛s✿

θc = C · λ · √ρ ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ C ✐s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥t✳
❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡✱ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡
♦❝❝✉rs✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ r♦✉❣❤♥❡ss✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛t ❤✐❣❤❡r r♦✉❣❤♥❡ss
❧❡✈❡❧s ❬✶✵✵❪✳ ❋♦r ❛♥❣❧❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡✱ ❜♦t❤
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢r✐♥❣❡s ✭❑✐❡ss✐❣
❢r✐♥❣❡s✮ ✐♥ ❛ t❤✐♥✲✜❧♠ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❳✲r❛②s t❤❛t ❛r❡
r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ s✉❝❤ ❛s
t❤❡ t❤✐♥✲✜❧♠✴s✉❜str❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❛t ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝♦♥tr❛st ✐♥ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss
❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s
❬✶✵✶❪✱ ✇✐t❤♦✉t r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s
s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✳ ❚❤❡s❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡
q✉❛♥t✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋r❡s♥❡❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙❦❡t❝❤ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✭❳❘❘✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✳
■♥ t❤❡ ❳❘❘ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ θ ❂ 2θ ♠♦❞❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❣❧❡ ✐s t✇✐❝❡ t❤❡
❣❧❛♥❝✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ ✇✐t❤ θi = θr✳

❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦♦❧ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s
❛♥❞ t❤✐♥ ✜❧♠ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❞❡t❡❝t♦r t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❛♥❛❧✲
②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛st ♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❤❛s ❛❧s♦ ♣❧❛②❡❞ ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥
t❤✐s ❣r♦✇t❤✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✉t✉❛❧❧② r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❞r✐✈❡ ❢✉rt❤❡r ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ❬✶✵✷❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹
✐❧❧✉str❛t❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❳❘❘ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❆❧ ✭✼ ♥♠✮✴ ❩r❈ ✭✺ ♥♠✮✴ ❆❧ ✭✶✺ ♥♠✮✴ ❲ ✭✺✵ ♥♠✮✴❙✐
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✻✳✷✺ ❦❡❱✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✭❳❘❘✮ ♦❢ ❆❧ ✭✼ ♥♠✮✴ ❩r❈ ✭✺ ♥♠✮ ✴ ❆❧ ✭✶✺ ♥♠✮✴ ❲ ✭✺✵ ♥♠✮
❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❛ ❙✐ s✉❜str❛t❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✻✳✷✺ ❦❡❱✳

❊❛❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❧❛②❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠✲
♣❧❡ ❬✶✵✸❪✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❜❡✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs t❤✐❝❦♥❡ss❡s✱
✇❤❡r❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♠♣❧✐❡s ❛ t❤✐❝❦❡r ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ t❤✐♥♥❡r ♦♥❡✳
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❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡ ❧❛②❡r✱ ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❧❛②❡r ♦❢ ❤✐❣❤❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❧❡
t❤♦s❡ ♦❢ ❧♦✇❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❧❡ss ❞❡♥s❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ✐♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡✱ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❬✶✵✹❪✳ ❆ r❛♣✐❞
❞❡❝❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r♦✉❣❤❡r s✉r❢❛❝❡ ♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛ s❧♦✇❡r ❞❡❝❛② r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♠♦♦t❤❡r
s✉r❢❛❝❡ ♦r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡
t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡✳

✹✳✸ ●r❛③✐♥❣ ■♥❝✐❞❡♥❝❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡

●r❛③✐♥❣ ■♥❝✐❞❡♥❝❡ ❳✲❘❛② ❋❧✉♦r❡❝❡♥❝❡ ✭●■❳❘❋✮ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠s✱ r❛♥❣✐♥❣ ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤✉♥❞r❡❞ ♥❛♥♦♠❡✲
t❡rs ✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ❬✶✵✺✱ ✶✵✻✱ ✶✵✼✱ ✶✵✶✱ ✶✵✽❪✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❳✲r❛②
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭❚❳❘❋✮ ❬✶✵✾✱ ✶✶✵❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐s ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡
r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t♦t❛❧ ❡①t❡r♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ●■❳❘❋ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t②
❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❤✐❧❡ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛③✐♥❣
r❛♥❣❡ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳ ●■❳❘❋ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ s♠❛❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦♥ ❛ ✢❛t s✉r❢❛❝❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t
❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs ❬✶✶✶❪✱ ❛❞s♦r❜❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✶✶✷❪ ❛♥❞ t❤✐♥
✜❧♠s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ s✉❜str❛t❡s ❬✶✶✸❪✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❣r❛③✐♥❣ r❛♥❣❡✱ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❳❙❲s✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❡♣❡r ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤✉s ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡
❳❙❲ ✜❡❧❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❙❦❡t❝❤ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭●■❳❘❋✮ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✳

❚❤✉s✱ ●■❳❘❋ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥
❞❡♣t❤ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❡❧❡♠❡♥ts ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❛❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ❞❡♣t❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛②❡rs ♦r ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻
s❤♦✇s ❛ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈r ✭✷ ♥♠✮✴ ▼❣ ✭✷✵ ♥♠✮✴ ❙❝ ✭✷✵ ♥♠✮
❛t ✵✳✷◦✱ ✵✳✺◦✱ ✶◦✱ ✷◦✱ ❛♥❞ ✸◦✿ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✷ ❦❡❱ ❛♥❞ ✼ ❦❡❱✱ s❤♦✇✐♥❣ ✢✉♦r❡s✲
❝❡♥❝❡ ♣❡❛❦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❙✐✲Kα ❛♥❞ Kβ✱ ❙❝✲Kα ❛♥❞ Kβ✱ ❛♥❞ ❈r✲Kα ❛♥❞ Kβ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
▼❣✲Kα ♣❡❛❦ ✐s ♥♦t ❛♣♣❛r❡♥t ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ▼❣ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧❡ s♣❡❝tr✉♠✱
❞✉❡ t♦ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❙✐✲Kα ♣❡❛❦✱ ❝❛✉s✐♥❣ ✐t t♦ ❜❡
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❤✐❞❞❡♥ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡✳ ❋♦r ❝❧❡❛r❡r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛
③♦♦♠❡❞✲✐♥ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❣ ❛♥❞ ❙✐ ❛r❡❛ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ▼❣✲Kα ♣❡❛❦✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❙♣❡❝tr✉♠ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢
❈r ✭✷ ♥♠✮✴ ▼❣ ✭✷✵ ♥♠✮✴ ❙❝ ✭✷✵ ♥♠✮ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❛ ❙✐ s✉❜str❛t❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥❝✐❞❡♥t ❣r❛③✐♥❣ ❛♥❣❧❡s✳

❚❤❡ ●■❳❘❋ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ♣❧♦tt✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♣❡❛❦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ Kα ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♣❡❛❦s ✈❛r✐❡s
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡✱ ❣✐✈✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡♣t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥
t❤❡ ❧❛②❡r❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ❆t s♠❛❧❧❡r ❛♥❣❧❡s✱ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ♣r✐♠❛r✐❧② ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❧❛②❡rs✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❈r✲Kα ♣❡❛❦s ✉♣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ✵✳✸✸◦✳ ❆s
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤✐s ✐♥t❡♥s✐t② st❛rts t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡r❡❜② ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ❞❡❡♣❡r ✐♥t♦
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧❛②❡rs✳ ❚❤✐s ❞❡❡♣❡r ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
❙❝✲Kα ♣❡❛❦s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❛❝❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ✵✳✹✶◦✳ ❚❤❡ ❙✐✲Kα ●■❳❘❋ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s ❛ ✈❡r② ❧♦✇
✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡ ❛t s♠❛❧❧❡r ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s ❛s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❇②
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡✱ t❤❡r❡❜② ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠✬s ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ ❙✐✲Kα ♣❡❛❦ ❜❡❣✐♥s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝♦♥st❛♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ●r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭●■❳❘❋✮ ♦❢ ❙✐✲Kα ✱ ❈r✲Kα ❛♥❞ ❙❝✲Kα ❢r♦♠
❛ ❈r ✭✷ ♥♠✮✴ ▼❣ ✭✷✵ ♥♠✮✴ ❙❝ ✭✷✵ ♥♠✮ s❛♠♣❧❡✳

✹✳✹ ❘❡❢❡r❡♥❝❡✲❋r❡❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ●r❛③✐♥❣ ■♥❝✐❞❡♥❝❡ ❳✲r❛② ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭●■❳❘❋✮ ❛♥❞ ❳✲r❛② ❘❡✢❡❝t✐✈✐t②
✭❳❘❘✮ ♦✛❡rs s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧♦♥❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ♥♦♥✲❞❡str✉❝t✐✈❡
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❜✉❧❦ ❛♥❞ ❧❛②❡r❡❞ s❛♠♣❧❡s ❬✶✶✹✱ ✶✶✺✱ ✶✶✻✱ ✶✶✼✱ ✶✶✽❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s ②✐❡❧❞s ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
❛❝❝✉r❛❝②✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❡rr♦rs ❛♥❞ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ❬✽✶✱ ✶✵✶✱ ✶✶✾✱ ✶✷✵❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❛t ❝❛♥ ❛✛❡❝t ●■❳❘❋
❛♥❛❧②s✐s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠s✳
■♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ●■❳❘❋✲❳❘❘✱ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ s❛♠♣❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❛♥♦s❝❛❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐s q✉✐t❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐✜❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t
♠❛t❡r✐❛❧ s②st❡♠s ❬✶✷✶✱ ✶✷✷❪✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐ss✉❡s ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ●■❳❘❋✲
❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘
♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ●■❳❘❋✲
❳❘❘✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤❛t r❡q✉✐r❡s✿ ❛ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✭s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✮✱ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s
. . .✮ ❛♥❞ ❛ ♣r✐♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤✐❝❦♥❡ss❡s✱ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ r♦✉❣❤✲
♥❡ss❡s ❛♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs✱ ❛s ✇❡❧❧ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬✶✷✸❪✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧
✐♥♣✉ts ❢♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘✱ ❛s t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞

✾✻



❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❋❊❘❊◆❈❊✲❋❘❊❊ ❈❖▼❇■◆❊❉ ●■❳❘❋✲❳❘❘

❛♥❞ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❳✲r❛② ❡♥❡r❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
r❡q✉✐r❡s ❳✲r❛② ❞❡t❡❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❬✽✺❪ ❡✐t❤❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥❝♦♠✐♥❣ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ♦r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠✐tt❡❞ ❳✲r❛②s✳

✹✳✹✳✶ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❧❛②❡r❡❞ s✉r❢❛❝❡

❚❤❡ st✉❞✐❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r t❤✐♥ ✜❧♠ ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞
♦♥ ❛ t❤✐❝❦ s✉❜str❛t❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✳ ❊❛❝❤ ❧❛②❡r✱ j✱ ❤❛s ❛ t❤✐❝❦♥❡ss dj ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞❡① ♦❢
r❡❢r❛❝t✐♦♥ nj✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t②✱ ♦♥❡ st❛rts ✇✐t❤ ▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✐♥ ♠❡❞✐✉♠ j ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ r⃗ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Ej (r) = Ej (0) exp
[
i
(
ω · t−−→

kj · −→r
)]

Hj (r) = Hj (0) exp
[
i
(
ω · t−−→

kj · −→r
)] ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡Ej(0) ❛♥❞ Hj(0) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❧❛②❡r
j ❛♥❞ ω ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ j ❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❬✶✷✹❪✿

kj = k′
j − ik”. ✭✹✳✸✮

❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ϵj ♦❢ ❛ ♠❡❞✐✉♠ j✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭❈❤❛♣t❡r ✶✱ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✮ ❛s ❬✶✷✹✱ ✺❪✿

ϵj = n2
j ≈ 1− 2δj − 2iβj = ϵ′j − iϵ”j. ✭✹✳✹✮

■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✱ δj ❛♥❞ βj r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✉♥✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛②s ♦❢ t❤❡
❧❛②❡r j✳ ■♥ t❤❡ ❳✲r❛② r❛♥❣❡✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦r
♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛t♦♠s ❜② ❬✼✺❪✿

n = 1− r0
2π

λ2
∑

q

nqfq. ✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ r0 ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ r❛❞✐✉s✱ λ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠✱ nq ✐s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s q ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡✱ ❛♥❞ fq ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛t♦♠✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

fq = f ′
q + if”q ✭✹✳✻✮

✇❤❡r❡f ′ ✐s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ f ❛♥❞ f” ✐ts ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①
δj ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❛s✿

δ =
r0
2π

λ2N0
ρ

A
f ′ ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ N0 ✐s ❆✈♦❣❛❞r♦✬s ♥✉♠❜❡r✳ ❈♦♥s❡✲
q✉❡♥t❧②✱ δ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❳✲r❛② ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ β ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t µ ❛s ❬✶✻✱ ✶✷✺❪✿

β =
r0
2π

λ2N0
ρ

A
f” =

λ

4π

(
µ

ρ

)
ρ ✭✹✳✽✮

✾✼
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❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♦♥❧② t❤❡
✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑r❛♠❡rs✲❑r♦♥✐❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❬✶✷✻✱ ✶✷✼❪✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧✐♥❦
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

δ(E) =
r0
2π

λ2n/VZ
∗ +

1

πr0hc

✂ ∞

0

µ (x) x2

x2 − E2
dx ✭✹✳✾✮

✇❤❡r❡ Z∗ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ n/V ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡
❛♥❞ E r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ③❡r♦ t♦ ✐♥✜♥✐t② ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ δ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ β s♣❡❝tr✉♠ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ♣♦✐♥t ❛t x = E ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✉st
❜❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❛❧✉❡ ♠❡t❤♦❞✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❧❛②❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✱ δ ❛♥❞ β ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❧❛✇ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

δTotal =
∑

ciδi ✭✹✳✶✵✮

❛♥❞
βTotal =

∑
ciβi ✭✹✳✶✶✮

✇✐t❤ ci r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t i ❛♥❞ δi ❛♥❞ βi ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t✳
❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✐s ♦❢t❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❛r❡❧② ✐♥
P ✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❬✶✷✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❤❛r❞ ❳✲r❛② r❡❣✐♦♥ ✐✳❡✳ ✐♥ s♠❛❧❧ δj ❛♥❞ βj ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r S ❛♥❞ P ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❬✶✷✾✱ ✶✸✵❪✳ ❍❡r❡ ✇❡
♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡ ✭P
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✢♦✇ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛t
✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❜❡❝♦♠❡✿

−→
Ej =

−→
E0 exp (i (ω · t− kj,xx± kj,zz)) ✭✹✳✶✷✮

❛♥❞✿
−→
Hj =

−→
H0 exp (i (ω · t− kj,xx± kj,zz)) ✭✹✳✶✸✮

✇❤❡r❡ kj,x ❛♥❞ kj,z r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ x̂Oz
❛❧♦♥❣ x ❛♥❞ z ❛①❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ j✳ ❚❤❡ ± s②♠❜♦❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❜❡✐♥❣
r❡✢❡❝t❡❞ ✭+✮ ♦r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✭−✮✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ x✲❛①✐s ❛s✿

ki
j,x = kr

j,x = kt
j+1,x, ✭✹✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ki
j,x ❛♥❞ kr

j,xr❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ jt❤

❧❛②❡r ❛♥❞ ❛♥❞ kt
j,x r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ jt❤ ❧❛②❡r ✐♥ t❤❡ j+1t❤ ❧❛②❡r✳

❚❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛②❡r j ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

k2
j = ϵjµjω

2 ✭✹✳✶✺✮

✇✐t❤ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

ϵj = ϵ0ϵj,relative ✭✹✳✶✻✮

❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

µj = µ0µj,relative , ✭✹✳✶✼✮

✾✽
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✇❤❡r❡ ϵ0 ❛♥❞ µ0 ❛r❡ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❛❧♦♥❣ z ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥❞❡① ❞❡✜♥❡❞
❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✿

nj =
c

vj
=

√
ϵjµj√
ϵ0µ0

✭✹✳✶✽✮

❛♥❞ t❤❡♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✺ ❜❡❝♦♠❡s✿

kt
j+1,z =

√(
kt
j+1

)2 −
(
kt
j+1,x

)2
=

√(
kt
j+1

)2 −
(
kt
j,x

)2
=

√(
nt
j+1k0

)2 −
(
ni
jk0 cos (θj)

)2

=

k0

√(
nt
j+1

)2 −
(
ni
j cos (θj)

)2
= k0

√(
nt
j+1

)2 − (ni
0 cos cos (θj))

2

,

✭✹✳✶✾✮
✇✐t❤ k0 = 2π

λ0
✱ nt

j+1 ❛♥❞ ni
j ❛r❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥❞❡①❡s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✭j + 1t❤ ❧❛②❡r✮ ❛♥❞

✐♥❝✐❞❡♥t ✭jt❤ ❧❛②❡r✮ ♠❡❞✐✉♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ x✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛t
❡❛❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❡✐t❤❡r ✈❛❝✉✉♠ ♦r ❛✐r ✭n0 = 1✮ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ kx = k0cos(θ0) ❢♦r ❛❧❧ ❧❛②❡rs✳
▼❛①✇❡❧❧✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝

−→
E ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s

−→
H ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

−→
rot

−→
E = −µ0

∂
−→
H
∂t

Maxwell− Faraday law

−→
rot

−→
H = ϵ∂

−→
E
∂t

Maxwell− Ampere law

. ✭✹✳✷✵✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❚▼✮ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② t❤❡ x ❛♥❞ z ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ E ❛♥❞ t❤❡ y ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ H ❛r❡ ♥♦♥✲③❡r♦✳ ❚❤❡ ▼❛①✇❡❧❧✲❆♠♣❡r❡ ❧❛✇
❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡s❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

−∂
−−→
Hj,y
∂z

= iωϵjEj,x

∂
−−→
Hj,y
∂x

= iωϵjEj,z

. ✭✹✳✷✶✮

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✸✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✶ ❜❡❝♦♠❡s✿

iki,t
j,z ×H i,t

j,y = iωϵEi,t
j,x

−iki,t
j,x ×H i,t

j,y = iωϵEi,t
j,z

✭✹✳✷✷✮

❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✭✐♥❝✐❞❡♥t ♦r tr❛♥s♠✐tt❡❞✮ ✇❛✈❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✭r❡✲
✢❡❝t❡❞✮ ✇❛✈❡s ✐t ❜❡❝♦♠❡s✿

−ikr
j,z ×Hr

j,y = iωϵEr
j,x

−ikr
x ×Hr

j,y = iωϵEr
j,z

. ✭✹✳✷✸✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚▼✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✲✜❡❧❞ r❡❧❛t✐♦♥s ❛t ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Ei
j,x + Er

j,x = Et
j+1,x + Er

j+1,x

H i
j,y +Hr

j,y = H t
j+1,y +Hr

j+1,y

. ✭✹✳✷✹✮

✾✾
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❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✺ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ y✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✹✳✷✷ ❛♥❞ ✹✳✷✸ ❛s✿

−ktj+1,z

ϵj+1
×H i

j,y +
krj,z
ϵj

×Hr
j,y = −ktj+1,z

ϵj+1
×H t

j+1,y

H i
j,y +Hr

j,y = H t
j+1,y

. ✭✹✳✷✺✮

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ rj ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ tj ❛t t❤❡ j ❛♥❞ j + 1 ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛r❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❋r❡s♥❡❧✬s ❢♦r♠✉❧❛❡ ❬✶✵✷❪✿

rj =
kj,z − kj+1,z

kj,z + kj+1,z

✭✹✳✷✻✮

❛♥❞

tj =
2kj,z

kj,z + kj+1,z

. ✭✹✳✷✼✮

❋♦r r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡s✱ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r♦✉❣❤♥❡ss rj ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❉❡❜②❡✕❲❛❧❧❡r ❢❛❝t♦r ❛s ❬✶✵✷❪✿

Sj = exp
[
−2σ2

jkj,zkj+1,z

]
✭✹✳✷✽✮

✇❤❡r❡ σj r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛t♦♠s ❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t❧② s♠♦♦t❤
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❉❡❜②❡✕❲❛❧❧❡r ❢❛❝t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ s♠❛❧❧ r♦✉❣❤♥❡ss❡s
✭σj|kj,z| < 1✮ ❬✶✷✽❪✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ❡✛❡❝t ✐s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❡✈♦t✲
❈r♦❝❡ ♠♦❞❡❧ ❬✷✼❪✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ❡✛❡❝t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐st♦rt❡❞✲✇❛✈❡ ❇♦r♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ rj ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
❜② Sj ❛♥❞ tj ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② Tj✱ ✇❤❡r❡✿

Tj =
exp

[
σ2
j (kj,z − kj+1,z)

2]

2
✭✹✳✷✾✮

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r✳ ■♥ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r t❤✐♥✲✜❧♠ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❛rr❛tt r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❬✶✷✾❪✳

✶✵✵
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r t❤✐♥ ✜❧♠ str✉❝t✉r❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥
❛ t❤✐❝❦ s✉❜str❛t❡✳

✹✳✹✳✷ P❛rr❛tt r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ P❛rr❛tt r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❬✶✷✾❪ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ ❧❛②❡rs✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛♥❞
r❡✢❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❳❙❲✱ t❤❡ P❛rr❛t ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ❢♦r P ✲♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②
♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ H✲✜❡❧❞ ✈❡❝t♦rs ❛t t❤❡ j✲j + 1✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤
❧❛②❡r ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✺ ✐s t❤❡♥ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❬✶✸✶❪✿

✶✵✶
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[
ajH

t
j (zj) + a−1

j Hr
j (zj)

] krj,z
n2
j

=
[
a−1
j+1H

t
j+1 (zj+1) + aj+1H

r
j+1 (zj+1)

] ktj+1,z

n2
j+1

ajH
t
j (zj) + a−1

j Hr
j (zj) = a−1

j+1H
t
j+1 (zj+1) + aj+1H

r
j+1 (zj+1) .

✭✹✳✸✵✮

❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢❛❝t♦r aj ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✵ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❤❛s❡ r❡t❛r❞❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥❝✉rr❡❞ ❜②
t❤❡ ✇❛✈❡s tr❛✈❡❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧❛②❡rs ❛♥❞ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

aj = exp

(
−ik0Nj

dj
2

)
✭✹✳✸✶✮

✇❤❡r❡ dj r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ jt❤ ❧❛②❡r ❛♥❞ Nj =
√

n2
j − cos2 (θ0)✳ ❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡

✇❤♦❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ jt❤ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ j+1t❤

❧❛②❡r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

Rj,j+1 = a2j
Hr

j

Hj

= a4j
Rj+1,j+2 + Fj,j+1

Rj+1,j+2Fj,j+1 + 1
✭✹✳✸✷✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ Fj,j+1 ✐s t❤❡ ❋r❡s♥❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Fj,j+1 =

Nj

n2
j

− Nj+1

n2
j+1

Nj

n2
j

+
Nj+1

n2
j+1

. ✭✹✳✸✸✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ Hr
s = 0 ✳ ❚❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✭❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✷✮ ✐s t❤❡♥ s♦❧✈❡❞ ✐♥ r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r✱ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥
t❤❡ jt❤ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❢♦r t❤❡ ✜rst ❧❛②❡rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✐♥ P ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛t
j = 0 ✭✐✳❡✳ ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✮ ❛s✿

R(θ) =

∥∥∥∥
Hr

0

H i
0

∥∥∥∥
2

✭✹✳✸✹✮

✹✳✹✳✸ ❳❘❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t② Iaj ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ♣❡r ✉♥✐t ♦❢
t✐♠❡ ❜② ❛♥ ❛t♦♠ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t a ✐♥ t❤❡ jt❤ ❧❛②❡r ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
✐♥t❡♥s✐t② ❬✶✸✷❪ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

Iaj = λ
hc
Caj

τaλ
µjλ/ρj

Jaλωaga exp
[
−∑j−1

n=1
µnadn
sin θd

]
S1×

✁ dj

0
dz

[
−∂Pj,z

∂z

]
exp

[
µjaz

sin θd

]
.

✭✹✳✸✺✮

❼ Caj ✐s t❤❡ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t a ✐♥ ❧❛②❡r j✱

❼ τaλ ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❡❧❡♠❡♥t a ❛t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
λ✱

❼ µjλ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛②❡r j✱

❼ ρj ✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❧❛②❡r j✱

✶✵✷
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❼ Jaλ ✐s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❥✉♠♣ ❢❛❝t♦r ❛t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❤❡❧❧ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t a✱

❼ ωa ✐s t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞✱

❼ ga ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♠✐ss✐♦♥ r❛t❡✱

❼ µna ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t a ✐♥ ❧❛②❡r
n✱

❼ dn ✐s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ❧❛②❡r n✱

❼ S1 ✐s t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❞❡t❡❝t❡❞ s❛♠♣❧❡ ❛r❡❛✱

❼ θd ✐s t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❣❧❡✱

❼ Pjz ✐s t❤❡ z ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r

❼ ❛♥❞ µja t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t a ✐♥ ❧❛②❡r j✳

❋✐rst ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ t✐♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞✱ ❡♥❡r❣② ✢✉① ❞❡♥s✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r ❛s ❬✶✸✸❪✿

Pj =
1

2
Re

(
Ej ×H∗

j

)
=

1

2
Re

(
E∗

j ×Hj

)
. ✭✹✳✸✻✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② t❤❡ x ❛♥❞ z ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❛♥❞ y ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ ♥♦♥✲③❡r♦✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s✿

−→
P =

1

2
Re






Ex

0
Ez


 ∧




0
H∗

y

0




 =

1

2
Re




−EzH
∗
y

0
ExH

∗
y


 ✭✹✳✸✼✮

❯s✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ✹✳✷✷ ❛♥❞ ✹✳✷✸✱ t❤❡ z✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ P♦②♥t✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r j ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s✿

Pj = 1
2
Re

(
Ex ×H∗

y

)
= 1

2
Re

(
kj,z
ωϵj

HyH
∗
y

)
=

1
2
Re

(
k0Nj

ωϵj
∥Hy∥2

)
= 1

2
Z0∥Hy∥2Re

(
Nj

n2
j

) ✭✹✳✸✽✮

✇❤❡r❡ Z0 =
√

µ0

ϵ0
✐s t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❛❝✉✉♠✳ ■♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✽✱ Hy r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ y✲

❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡
str✉❝t✉r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r❢❛❝❡
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t
♣❤♦t♦♥s ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡ ❛s✿

❵✇❤❡r❡ Nbph ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ S0 ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥
✢✉① ✐s s♣r❡❛❞✳ ❚❤✐s ❛r❡❛ ♠❛② ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❛r❡❛ ♦r ❡✈❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧❡♥❣t❤✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s ❝❧♦s❡ t♦ ✵➦✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ♣❡r s❡❝♦♥❞ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❞❡♣t❤ z ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

Iz = I0
S

S0

× ∥Hy∥2
∥H0,y∥2

×
Re

(
Nj

n2
j

)

sin (θ0)
✭✹✳✸✾✮

✇❤❡r❡ S r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡①❝✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡♠✐tt❡❞ ♣❤♦t♦♥s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r
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❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss dz ❜② ✉s✐♥❣
t❤❡ ❙❤❡r♠❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s ❬✶✸✹❪✿

XRF (i, θ) = I0 × S
S0

× Ω(θ)
4π

× T × ηi × ωi × τi×

✁
Wi (z) ρ (z)

∥Hy(z,θ)∥2

∥H0,y(z,θ)∥2
×

Re

(

Nj

n2
j

)

sin(θ0)
× exp (−µi · ρ (z) · z) dz

. ✭✹✳✹✵✮

❼ T ✐s t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱

❼ ηi ✐s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❢♦r ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ i✱

❼ ωi ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ i✱

❼ τi ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ❡❧❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥
❡♥❡r❣②✱

❼ Wi(z) ✐s t❤❡ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t i ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ Caj ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✺✱

❼ ρ(z) ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣t❤✱

❼ ❛♥❞ µi ✐s t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss❡❞ ❧❛②❡rs ❢♦r ❡♠✐ss✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡ i✳

◆♦t❡ t❤❛t Ω(θ) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✬s ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ q✉✐❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡
✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✇❛② ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥t♦ s❧✐❝❡s ❛s✿

XRF (i, θ) = I0 × S
S0

× Ω(θ)
4π

× T × ηi × ωi × τi×

∑
j Wi (zj) ρj(zj)× (zj − zj−1)

∥Hy(zj ,θ)∥
2

∥H0,y(zj ,θ)∥2
×

Re

(

Nj

n2
j

)

sin(θ0)

×
∑j−1

h=1 exp (−µi (zh) ρ (zh) (zh − zh−1))

. ✭✹✳✹✶✮

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤✐s ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❤♦t♦♥s ❡♠✐tt❡❞ ♣❡r ✉♥✐t t✐♠❡ ❜② ❛t♦♠s ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ♦❢ ❛
st❛❝❦❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ❇② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛t♦♠✐❝
❞❡♥s✐t②✱ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞✱ ❡♠✐ss✐♦♥ r❛t❡✱ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❣❧❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠❡❛s✉r❡
t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠✐tt❡❞ ♣❤♦t♦♥s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ❛❞✈❛♥❝❡❞
♠♦❞❡❧ ❡♥s✉r❡s ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ t❤♦r♦✉❣❤ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝❤❡♠✐str②✳
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✹✳✺ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❋♦r ❛❝❝✉r❛t❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭❳❘❋✮✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
♣❤②s✐❝s ♦❢ ♣❤♦t♦♥✲♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ P❛r❛♠❡t❡rs ✭❋Ps✮ ❬✶✸✺✱ ✶✸✻✱ ✶✸✼✱ ✽✵✱ ✶✸✽❪✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✽✵s ❢♦r ❛❧❧ ❳❘❋✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♦t❤❡r
t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥✲♣r♦❜❡ ♠✐❝r♦✲❛♥❛❧②s✐s ✭❊P▼❆✮ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡✲✐♥❞✉❝❡❞ ❳✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥
✭P■❳❊✮ ❬✶✸✾❪✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❳✲
r❛② ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ ❡♠✐tt❡❞ ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❬✶✸✹❪✳ ❚❤❡ ❋P ♠❡t❤♦❞ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❛r❡ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❧✐♥❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✲
✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s✳ ❳✲r❛②
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t r❡❧② ♦♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛r❡ t❤✉s ❤❡❛✈✐❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ s❡t ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❞❛t❛❜❛s❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❳❘❋ ❝♦♥t❛✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛t♦♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦st❡r✲❑r♦♥✐❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s✱ ♣❤♦t♦✲✐♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❬✷✹✱ ✶✹✵✱ ✼✺✱ ✶✹✶✱ ✷✺❪✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥s ♦r ♦❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✺✵s ♣❡r✐♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s
✉s❡❞ ❛r❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦✉t❞❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♣♦♦r❧② ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❬✶✸✽❪ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r
❧♦✇✲Z ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ L✲ ❛♥❞ M ✲ ❧✐♥❡s ♦❢ ❤❡❛✈✐❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❬✶✸✻❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❧✐♠✐t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❢❡✇ ❞❡❝❛❞❡s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ✐♠♣r♦✈❡❞
r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❬✶✶✺✱ ✶✹✷✱ ✶✹✸❪✳
❚♦ r❡♠❡❞② t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❡ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❍❡♥r✐ ❇❡❝q✉❡r❡❧ ✐s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s②st❡♠❛t✐❝
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡✇ ❛t♦♠✐❝ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❙❖▲❊■▲ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❢❛❝✐❧✐t②✳
❚❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❧♦✇ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s r❡❧✐❡s ♦♥ ✈❡r②
✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ✐r♦♥ ❛♥❞ ②ttr✐✉♠✳
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❇❡❢♦r❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ✐s ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ t♦ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
s❛♠♣❧❡s ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ❆ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❛s❝❡rt❛✐♥ t❤❡ ♣✉r✐t② ♦❢ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s✱ ❛s ❛♥②
✐♠♣✉r✐t✐❡s ❝♦✉❧❞ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❛❧t❡r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦✲
t♦♥ ❜❡❛♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝♦rr❡❝t r❡s✉❧ts✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡✐r ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♠✉st✱
t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✱ ❛ ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ ❛ ❞✐r❡❝t ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✱
t❤❡r❡❜② ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ♣r❡❝✐s❡ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❣r❡❛t❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❳✲r❛②
❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❧②✐♥❣ ♦♥
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t❛❜✉❧❛t❡❞ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡✐r ♠❛t❡r✐❛❧ ♦r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❤❡❧♣s ♠✐t✐❣❛t❡
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✭s♦♠❡ t❡♥t❤s ♦❢ ❛ ♠❣✮
✇❡r❡ ✇❡✐❣❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠✐❝r♦❜❛❧❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ✽✳✺ µg✱ ✐♥ ❛ r♦♦♠ ✇✐t❤
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❤②❣r♦♠❡tr②✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛
✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✈✐s✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞
st❛❣❡s ❛♥❞ ❛ ♣✐❝t✉r❡ ❛♥❛❧②③❡r✳ ❚❤✐s s❡t✉♣ ♦✛❡r❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❛♣✲
♣r♦♣r✐❛t❡ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t✱ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡✳ ❋♦r t❤✐s
st✉❞②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ s✉♣♣❧✐❡❞ ❢r♦♠ ●♦♦❞❢❡❧❧♦✇✱ ❛ s✉♣♣❧✐❡r r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❢♦r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❤✐❣❤✲
♣✉r✐t② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣✉r❡ ✐r♦♥ ✭❋❡✮ ❛♥❞ ♣✉r❡
②ttr✐✉♠ ✭❨✮✱ ❜♦t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ♠❡t❛❧s ✇✐t❤ ✉♥✐q✉❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ♠❛❦❡ t❤❡♠ ✐❞❡❛❧ ❢♦r t❤✐s st✉❞②✳
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❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤ ♣✉r✐t② ✐r♦♥ ❢♦✐❧ ✭♣r♦❞✉❝t ♥✉♠❜❡r
❋❊✵✵✲❋▲✲✵✵✵✶✵✼✮ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐r♦♥ ❢♦✐❧ s❛♠✲
♣❧❡ ❤❛s ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✶✵ µm ✇✐t❤ ❛ ♣✉r✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✾✾✳✾✾ %✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❝✉r❛❝②
✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♠♣✉r✐t✐❡s✳
■r♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ✭✼✳✽✼✹ g/cm3✮ ❛t ✷✵◦❈✱ ❛ ✈✐t❛❧ ❢❛❝t♦r ❛✛❡❝t✐♥❣
t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❆s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❡t❛❧s✱ ✐r♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❢♦r
✐ts ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛❜✉♥❞❛♥t ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ♣r♦❜✐♥❣ ❢✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛tt❡r✳ ❋♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱
♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛ss ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✵✳✷✶mg✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ✷✻✷✳✵✸ mm2 ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
✈✐s✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♦❢t✇❛r❡✳

✹✳✺✳✶✳✷ ❨ttr✐✉♠ ✭❨✮

❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ✷✺ µm ❤✐❣❤✲♣✉r✐t② ②ttr✐✉♠ ❢♦✐❧
✭♣r♦❞✉❝t ♥✉♠❜❡r ❨✲✵✵✲❋▲✲✵✵✵✶✵✵✮ ✇✐t❤ ❛ ♣✉r✐t② ♦❢ ✾✾✳✵ %✳ ❨ttr✐✉♠ ✐s ❛ r❛r❡✲❡❛rt❤ ♠❡t❛❧ ❛♥❞
✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❡♣❛r❛t❡ ❢r♦♠ ♦t❤❡r r❛r❡✲❡❛rt❤ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❛t ✐s ✇❤② ◆❜ ❛♥❞ ❈❡ ♠❛② ❛♣♣❡❛r
❛s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✳ ❉❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ ❛ r❛r❡ ❡❛rt❤ ♠❡t❛❧ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐r♦♥✱ ②ttr✐✉♠✬s ✉♥✐q✉❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛❦❡ ✐t ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❞♦♠❛✐♥s
❬✶✹✹✱ ✶✹✺❪✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ✹✳✹✼✷ g/cm3 ❛t
✷✵◦❈✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✐r♦♥ s❛♠♣❧❡✳ ❘❡♣❡t✐t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ t❛❦❡♥
♦♥ t❤❡ ♠❛ss ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❛ss ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✷✳✽✽ mg ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
t♦ ❜❡ ✶✵✻✳✺✺ mm2✳

✹✳✺✳✷ ▼❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

✹✳✺✳✷✳✶ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❚❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ♠❛tt❡r✱
✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛ss ♣❡r ✉♥✐t ❛r❡❛ A

M
♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t s❛♠♣❧❡✱ ✉s✐♥❣ ❇❡❡r✲▲❛♠❜❡rt ❧❛✇

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ❛s✿

✶✵✻



❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❋❊❘❊◆❈❊✲❋❘❊❊ ❈❖▼❇■◆❊❉ ●■❳❘❋✲❳❘❘

µ

ρ
= − 1

ρ× x
× ln

(
It
I0

)
= − A

M
× ln

(
It
I0

)
, ✭✹✳✹✷✮

✇❤❡r❡✱ I0 ❛♥❞ It r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ µ ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ A ❛♥❞ M ❛r❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠s✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛r✲
r✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡ ❳✲❯❱ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛r❞ ❳✲r❛② ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ❙❖▲❊■▲
▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♠♦❞❡✱ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❳✲r❛② ❜❡❛♠ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇❛s ❞✐r❡❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✉♥❞❡r ♥♦r✲
♠❛❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜♦t❤ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣❤♦t♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s
✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥ ❆❳❯❱✿❆❧ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✇❤♦s❡ ❞❛r❦ ♥♦✐s❡ ✇❛s s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛❧❧
❛❝q✉✐r❡❞ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱
✐✳❡✳✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣②✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣② ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
❞♦✉❜❧❡ ❙✐✭✶✶✶✮ ❝r②st❛❧ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❤❛r❞ ❳✲r❛②s ❜r❛♥❝❤✱ ♦r ✉s✐♥❣ ❛
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❣r❛t✐♥❣ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❳✲❯❱ ❜r❛♥❝❤✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✲
✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

✹✳✺✳✷✳✷ ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ◆♦r❞❢♦rs ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✻❪✱ t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜✉❞❣❡t ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss s❛t✐s✜❡s
2 ≤ ln( I0

It
) ≤ 4✳ ❚♦ ❜❡st ♠❡❡t t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✲

✐♠❡♥ts✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♠✉st ❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs ♦r
❧❡ss✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ s♦❢t ❳✲r❛②s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢
❳✲r❛② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜✉❞❣❡t ✐s ❛
❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❜♦t❤ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝ s♦✉r❝❡s
♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ s✉❝❤ ❛s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✱ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ♦❢ ▼❡♥❡s❣✉❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✽✵❪ ✇❤❡r❡
s❡✈❡r❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳

✶✵✼
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❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✲
✈✐❛t✐♦♥ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛ s♠♦♦t❤❡❞ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ❝✉r✈❡✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ♣✉r✐t②✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✷ ❜❡❝♦♠❡s✿

µ

ρ
= − 1

ρ× x
× ln

(
It
I0

)
× kp = − A

M
× ln

(
It
I0

)
kp ✭✹✳✹✸✮

✇❤❡r❡ kp ✐s t❤❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥✲
t❛❧ ♣✉r✐t②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♠✉st r❡✢❡❝t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡
✬●✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✬ ❬✶✹✼❪✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜✉❞❣❡t ❝❛♥ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



u
(

µ
ρ

)

µ
ρ




2

=

(
u (M)

M

)2

+

(
u (A)

A

)2

+

(
u(T )
T

)2

ln (T )2
+

(
u (kp)

kp

)2

. ✭✹✳✹✹✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛♥❞
t❤❡s❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢✉rt❤❡r ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜✉❞❣❡t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❤❡❧♣❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳

✹✳✺✳✷✳✸ ■r♦♥ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐r♦♥ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✻ ❦❡❱ t♦ ✷✼ ❦❡❱ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
❡♥❡r❣② st❡♣s ❞♦✇♥ t♦ ✶ ❡❱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱
t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ K✲ ❛♥❞
L✲ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜✉❞❣❡t ♦❢ ✐r♦♥✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ■r♦♥ ✭%✮

▼❛ss ✵✳✵✺
❆r❡❛ ✵✳✵✶✻

❙❛♠♣❧❡ ♣✉r✐t② ✵✳✵✵✻
❚r❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✵✳✵✵✶✹

❊♥❡r❣② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✵✳✵✵✵✹

❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✹✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛✲
t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✭❧❡❢t✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t
♣r❡s❡♥ts ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❋❡✱ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✽ % ❛♥❞ ✷ %✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❳❈❖▼ ❞❛t❛❜❛s❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧
■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❙t❛♥❞❛r❞s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❬✶✹✽❪ ❢♦r ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❦❡❱ ❛♥❞ ✶✵✵ ❦❡❱✳ ❚❤✐s

✶✵✽
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❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛✐♠s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝✐t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛ss
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡r❡ ♥♦t ❛ss❡ss❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣♦✐♥ts ♦❢
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧❡❛st ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐❛s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❋✐❣✉r❡
✹✳✶✵ ✭r✐❣❤t✮✱ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❳❈❖▼ ◆■❙❚ ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❦❡❱ ❛♥❞ ✷✼ ❦❡❱✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

∆µ

µ
=

µExp − µXCOM

µXCOM

× 100 , ✭✹✳✹✺✮

✇❤❡r❡ µExp r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ µXCOM r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❳❈❖▼ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ✭▲❡❢t✮ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✐r♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ K✲ ❛♥❞ L✲ ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❳❈❖▼ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛r♦✉♥❞ K✲ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡ ✭r❡❞✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r
❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✭♦r❛♥❣❡✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧s
♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✐r♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ K✲ ❛♥❞ L✲ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s✳ ✭❘✐❣❤t✮
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❳❈❖▼ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ K✲❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡ ♦❢ ❋❡ ✭✻ ❦❡❱✲✽ ❦❡❱✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ✉♣
t♦ ✻✸ %✳ ❚❤✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥❡❛r t❤❡ K✲ ❡❞❣❡s ✐s ♠♦st❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡
✜♥❡ str✉❝t✉r❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆t
❧♦✇❡r ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❳❈❖▼
❞❛t❛✳

✹✳✺✳✷✳✹ ❨ttr✐✉♠ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ②ttr✐✉♠ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ♦❢ ✸ ❦❡❱ t♦
✸✺ ❦❡❱ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② st❡♣s ♦❢ ✺✵ ❡❱ ❛t ❧❛r❣❡st ✇✐t❤ ❝❧♦s❡r ✈❛❧✉❡s ❛t t❤❡ K✲ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❛s ❞❡❞✉❝❡❞✱
❝♦✈❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ K✲❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ❛s❝❡rt❛✐♥❡❞✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✱ ✉s✐♥❣
❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✹✳

✶✵✾
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❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜✉❞❣❡t ♦❢ ②ttr✐✉♠✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❨ttr✐✉♠ ✭%✮

▼❛ss ✵✳✵✺
❆r❡❛ ✵✳✵✺✺

❙❛♠♣❧❡ ♣✉r✐t② ✵✳✵✵✻
❚r❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ ✵✳✵✵✶✹

❊♥❡r❣② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✵✳✵✵✵✹

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✭❧❡❢t✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❛♥❣❡ ❢♦r t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❜❡t✇❡❡♥
✵✳✷ % ❛♥❞ ✵✳✼ %✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❨ ✐s
r❡♠❛r❦❛❜❧❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✭r✐❣❤t✮✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛ss
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ②ttr✐✉♠✱ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛ ❧♦✇ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❳❈❖▼
❞❛t❛✱ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❆s ❢♦r ✐r♦♥✱
❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r ②ttr✐✉♠ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ K✲❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡
r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ∼✶✽ %✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♦✉r
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ✭▲❡❢t✮ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ②ttr✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛r♦✉♥❞ K✲ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❡❞❣❡ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❳❈❖▼ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛r♦✉♥❞ K✲ ❛♥❞ L✲ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s ✭r❡❞✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r
❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✭♦r❛♥❣❡✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t ❣r❛♣❤s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧s
♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ②ttr✐✉♠ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ K✲ ❛♥❞ L✲ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s✳ ✭❘✐❣❤t✮
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❳❈❖▼ ❞❛t❛❜❛s❡✳

✹✳✺✳✸ P❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❚❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t
✭♣❤♦t♦❛❜s♦r♣t✐♦♥✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❤❡❧❧
♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ❝❛✉s✐♥❣ ✐ts ❡❥❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠
❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐♥st❡❛❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ ❈♦♠♣t♦♥ ❛♥❞ ❘❛②❧❡✐❣❤
s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ♣❛✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❬✶✹✾❪✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r

✶✶✵
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❜♦t❤ L✲ ❛♥❞ K✲ ❧✐♥❡s✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ L✲❧✐♥❡s✱ t❤❡
♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❛ss
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭µ✮ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠♠❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ (µCompton✮✱
❝♦❤❡r❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭µRayleigh✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ M ❛♥❞ N
s❤❡❧❧s ✭τMN✮ ❛s ❬✶✸✼❪✿

τL = µ− µ❈♦♠♣t♦♥ − µ❘❛②❧❡✐❣❤ − τMN . ✭✹✳✹✻✮

❋♦r t❤❡ K ❧✐♥❡s✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭µ✮ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠♠❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ✭µCompton✮✱ ❝♦❤❡r❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭µRayleigh✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♦❢ t❤❡ L✱ M ✱ ❛♥❞ N s❤❡❧❧s ✭τLMN✮ ❛s✿

τK = µ− µ❈♦♠♣t♦♥ − µ❘❛②❧❡✐❣❤ − τLMN , ✭✹✳✹✼✮

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❞ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦✇❡r
s❤❡❧❧s ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣
t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

✹✳✺✳✸✳✶ ■r♦♥ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❚❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ K✲❧✐♥❡s ♦❢ ✐r♦♥ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡
❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❢♦r ❡♥❡r❣✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✽ ❦❡❱
❛♥❞ ✷✼ ❦❡❱✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤
❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❳r❛②❧✐❜ ❧✐❜r❛r② ❬✶✺✵❪✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ✭▲❡❢t✮ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s ❢♦r L✲ ✭♣✉r♣❧❡✮ ❛♥❞
K✲ ✭❣r❡❡♥✮ ❧✐♥❡s ♦❢ ✐r♦♥✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ K✲ ❧✐♥❡s ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❜❧❛❝❦✮ ✇✐t❤ ❳r❛②❧✐❜ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡✲
✈✐❛t✐♦♥ ✭❜❧✉❡✮✳

✶✶✶
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✭❧❡❢t✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❜♦t❤ L ❛♥❞ K✲❧✐♥❡s ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r K✲❧✐♥❡s
❛♥❞ t❤❡ ❳r❛②❧✐❜ ❞❛t❛✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✈❛❧✉❡s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛s❡ts ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷
♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇✱ r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✳✻ % ❛♥❞ ✺✳✺ %✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ st❛rts ❛t ✹✳✹ % ❛t ✽ ❦❡❱ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❞❡❝r❡❛s❡s
t♦ ❛r♦✉♥❞ ✶✳✻ % ❛t ✶✽ ❦❡❱✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ✺✳✺ % ❛t ✷✼ ❦❡❱✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❳r❛②❧✐❜ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❬✶✺✵❪✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡
♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❢❛❝t♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣❤♦t♦❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✷✵ ❦❡❱✱ s✉❝❤ ❛s
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥✳

✹✳✺✳✸✳✷ ❨ttr✐✉♠ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❍❡r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ K✲❧✐♥❡s ♦❢ ②t✲
tr✐✉♠✱ ♦✈❡r ❛♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶✼✳✺ ❦❡❱ t♦ ✸✵ ❦❡❱✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❳r❛②❧✐❜ r❡❢❡r❡♥❝❡
❞❛t❛✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❳r❛②❧✐❜ r❡❢❡r❡♥❝❡
❞❛t❛✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ✭▲❡❢t✮ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s ❢♦r K✲ ❧✐♥❡s ✭❣r❡❡♥✮
♦❢ ❨✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ K✲ ❧✐♥❡s ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✭❜❧❛❝❦✮ ✇✐t❤ ❳r❛②❧✐❜ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❜❧✉❡✮✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s ❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✷✳✻ % ❛t ✶✼✳✺ ❦❡❱✱
❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆❜♦✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✶ ❦❡❱✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✢✉❝t✉❛t❡s
✇✐t❤ ♠✐♥♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ✐ts ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
✲✵✳✽ % ❛t ✷✾✳✺ ❦❡❱✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛t t❤✐s ❡♥❡r❣② ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ s❧✐❣❤t❧② ❡①❝❡❡❞❡❞ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛✳ ❚♦✇❛r❞s t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✱ ❛t ✸✵ ❦❡❱✱ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s
❛❣❛✐♥ t♦ ❛❜♦✉t ✸✳✶ %✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ❳r❛②❧✐❜ ❞❛t❛ ✈❛r✐❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✳

✶✶✷
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❚❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✱ ♠❛② ❜❡ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡
♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛②s ✇✐t❤ ②ttr✐✉♠✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♠♣✉✲
r✐t✐❡s✱ ♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ r❛♥❣❡✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣
❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ ②ttr✐✉♠✱ ✐t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ✐r♦♥ ❡①❤✐❜✐ts
♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
②ttr✐✉♠✱ ♠❛② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s
❛t ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛t ❤✐❣❤❡r
❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♠♣❛❝t t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

✹✳✺✳✹ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❨✐❡❧❞s

✹✳✺✳✹✳✶ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼➱❚❘❖▲❖●■❊ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❛t t❤❡
❤❛r❞ ❳✲r❛②s ❜r❛♥❝❤ ✉s✐♥❣ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❳✲r❛②s ✐♥ t❤❡ ✸ ❦❡❱ t♦ ✸✵ ❦❡❱ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡✳ ❖♥❧②
t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ K✲❧✐♥❡s ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❛s ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
②✐❡❧❞ ♦❢ t❤❡ L✲ ❧✐♥❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉s❡❞✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t❛r❣❡t s❛♠♣❧❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞
✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② E0 ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② I0✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠
✐rr❛❞✐❛t❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛t ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ θ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s
❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❛♥ ❛♥❣❧❡ φ✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ✐s ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❡r❣② µ(E0)✳ ■t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ❛ ❞❡♣t❤ x
❜② ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ K✲s❤❡❧❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② τK ✱ t❤❡ K✲♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❳✲r❛②s ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② Eα,β ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♣❛rt✐❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✹✺◦ ✲ ✹✺◦ ❣❡♦♠❡tr②✱
♦r✐❡♥t❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧②✱ t♦ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ✉s✐♥❣ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s
❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ Ω ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❉❉✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❡❛♠ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

✶✶✸
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❚❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛s✿
IKα,β

ηKα,β

=
✁ 1

0
Ω
4π
I0 exp

(
−µ0 · M

A
· z
sin(θ)

)
·

τ0 · ωkα,β
exp

(
−µKα,β

· M
A
· z
sin(φ)

)
· M

A
· z
sin(θ)

dz.

✭✹✳✹✽✮

IKα,β
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ Kα,β ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♥❡t ♣❡❛❦ ❛r❡❛ ♦❢ Kα,β ♦✈❡r

t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡✱ ηKα,β
✐s t❤❡ ❙❉❉ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛t Kα ❛♥❞ Kβ ❡♥❡r❣✐❡s✱ I0 ✐s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢

t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✱ ❛♥❞ µ0 = µ (E0) ❛♥❞ τ0 = τK (E0) ❛r❡ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣②✱ µKα,β

✐s t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛t Kα ❛♥❞ Kβ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ωkα,β

✐s t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ❛t Kα ❛♥❞ Kβ ❡♥❡r❣✐❡s✳
❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❡❡r✲
▲❛♠❜❡rt ❧❛✇ ❛s✿

It = I0 exp

(
−µ0 ·

M

A
· z

sin (θ)

)
, ✭✹✳✹✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐✲
♦❞❡ Imeasured ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣② ❛s✿

It (E0) =
Imeasured (E0)

ηph (E0) · E0 · q
. ✭✹✳✺✵✮

✇❡❤r❡ ηph(E0) ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣② ❛♥❞ q ✐s t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❢t❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✽ ✐♥ t❤❡ ✹✺◦ ✲ ✹✺◦ ❝♦♥✜❣✲
✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

ωkα,β
(E) =

IKα,β

It (E0)
· 4π
Ω

· 1

τ0
· 1

ηKα,β

·
(
µ0 + µKα,β

)
· exp

[
−µ0

M
A·sin(45)

]

1− exp
[
− M

A·sin(45)

(
µ0 + µKα,β

)] . ✭✹✳✺✶✮

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s t❤❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❙❉❉
❡✣❝✐❡♥❝②✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✱ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ ♠❛ss ♣❡r ✉♥✐t ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✳ ❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥
t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛♥❞ s✉♠♠✐♥❣ t❤❡s❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛s✿

uc =

√√√√
n∑

i=1

(
∂f

∂xi

)2

u2 (xi) , ✭✹✳✺✷✮

✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞✱ xi r❡♣r❡s❡♥ts ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛♥❞
u(xi) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢♦r t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t✳

✶✶✹
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❚❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ♠❛② st✐❧❧ ❜❡
s♦♠❡ s✉❜t❧❡ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ s❧✐❣❤t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣②✱ s✉❝❤ ❛s ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥♥❡r✲s❤❡❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ✇❡r❡
r❡♣❡❛t❡❞ ♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤❡♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣②✱
s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ Kα ❛♥❞ Kβ ♣❡❛❦s✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡
♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❙❉❉✱ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❤♦t♦❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✉s✱
♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s
✇❡❧❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✹✳✺✳✹✳✷ ❘❡s✉❧t ❢♦r ✐r♦♥ ✭❋❡✮

❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✼✳✺ ❦❡❱ ❛♥❞
✶✺ ❦❡❱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣② st❡♣ ♦❢ ✵✳✺ ❦❡❱✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡r❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❡r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❈❖▲❊●❘❆▼✱ ✉s✐♥❣ ❱♦✐❣t
❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♣❡❛❦s✱ ✇✐t❤ ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ✇✐❞t❤s ♦❢
✶✳✻ ❡❱ ❛♥❞ ✷✳✹✷ ❡❱ ❢♦r Kα ❛♥❞ Kβ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t
✶✵ ❦❡❱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐r♦♥ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✶✵ ❦❡❱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
✇✐t❤ ❈❖▲❊●❘❆▼ ✉s✐♥❣ ❱♦✐❣t ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✭❧❡❢t✮ s❤♦✇s ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ✐♥✲
❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ωKα

❛♥❞ ωKβ
✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✷✾✽ ❛♥❞ ✵✳✵✸✾

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ωK ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵✳✸✸✼✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ✷✳✾ %✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ωK ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❇r♦✇♥❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✶❪✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t
✈❛r✐♦✉s ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✭r✐❣❤t✮ s❤♦✇s t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t t❤❡ s②♥✲
❝❤r♦tr♦♥ ❙❖▲❊■▲ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛♣❡r ❜② ❇❛♠❜②♥❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✹❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t ❛ r❡❧❛✲
t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ∼ ✵✳✻ % ✲ ✼✳✹ % ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✺ % ✲ ✸ %✱

✶✶✺
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✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❇❛✐❧❡② ❡t ❛❧✳❬✶✺✷❪✱ ❘✉❜✐♥s♦♥ ❡t
❛❧✳ ❬✶✺✸❪ ❛♥❞ ❇❛♠❜②♥❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✹❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♦❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ✷ % ✲ ✼✳✹ %✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼❝●✉✐r❡ ❬✶✺✺❪✱ ❑♦str♦✉♥ ❡t ❛❧✳ ✭♥♦t ♣✉♣❧✐s❤❡❞ ❜✉t ✐t ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✮ ❛♥❞ ❲❛❧t❡rs ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✻❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦✉r ✈❛❧✉❡ ❝❧♦s❡❧② ❛❧✐❣♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇❡st
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ❞✐✛❡r✐♥❣ ❜② ♦♥❧② ✵✳✻ % ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ✈❛❧✉❡ ❬✶✺✼❪✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ P❛rt✐❛❧ ❛♥❞ t♦t❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ✐r♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t
❡♥❡r❣✐❡s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❋❡ K✲✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ✭r✐❣❤t✮✳

❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❝♦✉❧❞ ❛r✐s❡
❢r♦♠ ✈❛r✐♦✉s ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛t♦♠✐❝ ❡✛❡❝ts✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥ts✱
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❈❖▲❊●❘❆▼✱
❝♦✉❧❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤
♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s str❡♥❣t❤❡♥s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✐t ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡✐r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

✹✳✺✳✹✳✸ ❘❡s✉❧t ❢♦r ②ttr✐✉♠ ✭❨✮

❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ ②ttr✐✉♠✱ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥t❡♥✲
s✐t✐❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ ✶✼✳✺ ❦❡❱ ❛♥❞ ✸✵ ❦❡❱ ✇✐t❤ ❛
st❡♣ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✷✺ ❦❡❱✳

✶✶✻
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❨ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✷✺ ❦❡❱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
✇✐t❤ ❈❖▲❊●❘❆▼ ✉s✐♥❣ ❱♦✐❣t ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ❛t ✶✺✳✼ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❨❡✐❧❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t Kα ♦❢ ③✐r❝♦♥✐✉♠ ❩r ❞✉❡ t♦ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳

❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣ ❈❖▲❊●❘❆▼✱ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❱♦✐❣t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤
▲♦r❡♥t③✐❛♥ ✇✐❞t❤s ♦❢ ✹✳✾✹ ❡❱ ❛♥❞ ✺✳✹✻ ❡❱ ❢♦r Kα ❛♥❞ Kβ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♥ ②ttr✐✉♠ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✷✺ ❦❡❱ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✭❧❡❢t✮ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ωKα ❛♥❞ ωKβ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
②✐❡❧❞ ωK ❢♦r t❤❡ ②ttr✐✉♠ K✲❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞
♦❢ ②ttr✐✉♠ ❡①❤✐❜✐ts ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣②✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❤✐❣❤❡r ♣❤♦t♦♥
❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s ❤✐❣❤ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✸ ❛♥❞ ✷✺ ❦❡❱ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦♦r ②✐❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡
❛t t❤❡s❡ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✺✼✼ ❢♦r ωKα✱ ❛r♦✉♥❞
✵✳✶✶✻ ❢♦r ωKβ✱ ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✵✳✻✾✸ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ K✲❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥
r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞
❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐s ✷✳✾ %✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ P❛rt✐❛❧ ❛♥❞ t♦t❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ♦❢ ②ttr✐✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥t
❡♥❡r❣✐❡s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ②ttr✐✉♠ K✲ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ✭r✐❣❤t✮✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ ②ttr✐✉♠ ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❑♦str♦✉♥ ❛♥❞ ❲❛❧t❡rs ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❛t ❛r♦✉♥❞ ✵✳✼✷✷
❛♥❞ ✵✳✼✹✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ ❳r❛②❧✐❜ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❝❧♦s❡ t♦ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t

✶✶✼
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❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✼✶✺✺✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r r❡s✉❧t ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦♦r ②✐❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡
❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥❞
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉✐♣♠❡♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❤✐❣❤❡r
❡♥❡r❣② r❛♥❣❡s✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ②✐❡❧❞ ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜❡tt❡r
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

✶✶✽



❈❤❛♣t❡r ✺

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✺✳✶ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❋♦r ●■❳❘❋✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ✜tt✐♥❣ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✢✉♦r❡s✲
❝❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣t❤✳ ❚❤✐s ✜tt✐♥❣ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡♥ ❛❞❥✉st❡❞ ✉♥t✐❧
❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r
t❤❡ ❳❘❘✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ✜tt✐♥❣ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞
r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♥♦♠❡t❡r ❧❛②❡rs
❛♥❞ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡s ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❛♥② ✉♥❝❡rt❛✐♥ r❡s✉❧ts ✭❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱
r♦✉❣❤♥❡ss✱ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡✳
❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘✳ ❚❤✐s ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❝♦♠❡
❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r ❞❛t❛ ♦r ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❲✐t❤♦✉t ❛ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠❛② ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦r ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧❧②
✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣✲
♣r♦♣r✐❛t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞
♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡
❜❡❢♦r❡ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐t ✉s✐♥❣ ●■❳❘❋ ❛♥❞ ❳❘❘ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ●■❳❘❋ ❛♥❞ ❳❘❘ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
t❛s❦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆♥♦t❤❡r ❢❛❝t♦r t❤❛t ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❛♥❞ ❡rr♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ●■❳❘❋ ❛♥❞ ❳❘❘ ❞❛t❛ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ✈❛r✐♦✉s
s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❝♦✉♥t✐♥❣ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡s❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
♠❛② r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✉s❡ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥
●■❳❘❋ ❛♥❞ ❳❘❘ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✱ s✉❝❤ ❛s ✉s✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ t♦
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❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆

❡①tr❛❝t t❤❡ ●■❳❘❋ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡❞ s♣❡❝tr❛✱ ✜tt✐♥❣ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❛❧♦♥❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②✱
t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✜tt✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ r❡s✉❧ts✳

✺✳✶✳✶ ❳❘❋ ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❈❖▲❊●❘❆▼

❈❖▲❊●❘❆▼ ❬✶✺✽❪ ✐s ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❛♥❞ ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❢t✇❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧♣❤❛✱ ❜❡t❛✱ ❣❛♠♠❛✱ ❛♥❞ ❳✲r❛② s♣❡❝tr❛✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ▲◆❍❇ ♦✛❡rs t✇❡♥t②✲❡✐❣❤t ❞✐st✐♥❝t ♣❡❛❦ s❤❛♣❡s t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r♦❝❡ss ❝♦♠♣❧❡①
s♣❡❝tr❛ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ✜tt✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✺✾❪✳ ❈❖▲❊●❘❆▼ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❛♥❣❡
♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❈❖▲❊●❘❆▼ s✉♣♣♦rts ❜❛t❝❤
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♣❡❝tr❛✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✜tt❡❞ ♣❡❛❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ s♣❡❝tr❛ ❜❡✐♥❣ st✉❞✐❡❞ ❤❛✈❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❡❛❦s ♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡❛ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❡❛❦✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦♣♦s❡s t❤r❡❡
♦♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦st✲❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s✮ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡✿ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡s✱ χ2 ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥✳
❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❳❘❋ ✜tt✐♥❣ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡❛st sq✉❛r❡s
✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✈❛❧✉❡ σi = 1✮✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Φ =
n∑

i=0

[f(xi,−→a )− yi]
2 ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ f(xi,−→a ) ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
−→a = a0, a1, ..., am ✐s t❤❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ s❡t ♦❢ m ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ yi r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥✈♦❧✈❡s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ Φ ❜② s❡tt✐♥❣
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s t♦ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t✇♦ ✜tt✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❆s ✐t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳
❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡❣✐♥s ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ✏❘❡❣✐♦♥ ❖❢ ■♥t❡r❡st✑ ✭❘❖■✮ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡
♣❡❛❦✭s✮ ✇❤♦s❡ ❛r❡❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s✐r❡❞✳ ❚❤❡ ❘❖■ ✐s t❤❡ r❡❞ r❡❣✐♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ♦♥ t❤❡
t♦♣✳ ❚♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥t❡♥ts✱ ✈❛r✐♦✉s ♣❡❛❦ t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐st ♣r❡s❡♥t❡❞
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭♣❤♦t♦♥ ❳✱ α✱ β✱ γ✱ . . .✮✳ ❚❤❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
♣❡❛❦ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛r❡ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

G(E) =
A

σ
√
2π

e
−(E−E0)

2

2σ2 . ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♣♦s✐t✐♦♥ E0✱ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A✱ ❛♥❞
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡❛❦ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❛t ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ❛r❡❛
✐s t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

S(E) =
√
2πσA . ✭✺✳✸✮

❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ ♣❡❛❦ ❛r❡❛s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
uσ ❛♥❞ uA ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭cov(A, σ)✮✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜tt✐♥❣

✶✷✵
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♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛r❡❛ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❞❡r✐✈❡
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❛s t❤❡ ●✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❬✶✹✼❪✳
❚❤✉s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s✿

U =
√

2π [(A× uσ) + (σ × uA) + A× σ × cov (A, σ)] ✭✺✳✹✮

✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ■♥ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ st❛t✐st✐❝❛❧
✉♥❝❡rt❛✐♥t② s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢r♦♠ ❳✲
r❛② s♣❡❝tr❛ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❛❧❧♦✇ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ♦❜s❝✉r❡ t❤❡s❡ ♣❡❛❦s ❛♥❞ ♠❛❦❡ ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r tr✉❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❖♥❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r ♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❧❛❝❦ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s✳ ❆ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈❖▲❊●❘❆▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤
✐♥t❡❣r❛t❡s ♦✈❡r t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❘❖■✮ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣❡❛❦✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ❜② ❈❖▲❊●❘❆▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛s ❛ ♣✐♥❦ ❧✐♥❡
✐♥ t❤❡ ❘❖■ ✇✐♥❞♦✇ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❈❖▲❊●❘❆▼ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ ✇❤♦❧❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢
◆✐❈♦❲ s❛♠♣❧❡ ✭♦♥ t❤❡ t♦♣✮✱ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ❘❖■ ✭✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ✭♦♥
t❤❡ ❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ✏P❡❛❦ Pr♦♣❡rt✐❡s✑ ✢♦❛t✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛❧❧
s❡❧❡❝t❡❞ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❘❖■✳

■♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❳✲r❛② s♣❡❝tr✉♠ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❙❉❉✱ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❡❛❦s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡♥✲
❝♦✉♥t❡r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦s❡ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❝❧♦s❡❧② s✐t✉❛t❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡s✳

✶✷✶
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❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡✐r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞✴♦r ♣♦s✐t✐♦♥
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❜❛t❝❤ ✜tt✐♥❣ ❢♦r ❛❧❧ s♣❡❝tr❛ r❡❝♦r❞❡❞
✐♥ ❛ ●■❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣❡❛❦s ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ♦r ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ✐♥♣✉ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥❡t ❛r❡❛s ♦❢ ❛❧❧ ❞❡✜♥❡❞
♣❡❛❦s✱ t❤❡✐r ❡♥❡r❣② ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❡✳❣✳✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳

✺✳✶✳✷ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❳❘❘

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❢r♦♠ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❡❢♦r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❢✉❧ t♦ st❛rt ❜②
✜tt✐♥❣ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❦❡② ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ s✉❝❤ ❛s ❧❛②❡r t❤✐❝❦✲
♥❡ss✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss✱ ❞❡♥s✐t②✳ ❋✐tt✐♥❣ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐s s✐♠♣❧❡r t❤❛♥
❝♦♠❜✐♥❡❞ ❳❘❘✲●■❳❘❋ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ❢❡✇❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s
❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❚❤❡ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ▼✉❧t✐✲❧❛②❡r ❉❡s✐❣♥ ✭■▼❉✮ s♦❢t✇❛r❡ ❬✶✻✵❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❛❧②✲
s✐s ♦❢ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳ ■▼❉ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ ✈❡rs❛t✐❧❡ t♦♦❧ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣
t❤✐♥ ✜❧♠ str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ ❳✲r❛② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳ ■t ♦✛❡rs ❛ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡
❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜tt✐♥❣ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❛②❡r s❛♠♣❧❡s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
✐ts str✉❝t✉r❡✳
❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ❣♦❛❧ ✐♥ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r t❤✐♥✲✜❧♠ str✉❝t✉r❡ t❤❛t
❜❡st ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❞❛t❛✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
❛❞❥✉sts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s❡❡❦✐♥❣ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✜❣✉r❡ ♦❢ ♠❡r✐t ✭FOM✮ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✬s
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s str✉❝t✉r❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❇✐♥❞❛ ✐s
✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✉♥❞❡r❣♦ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❝r♦ss♦✈❡r✱ ❛♥❞ ♠✉t❛t✐♦♥
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ FOM ✈❛❧✉❡s✳ ■♥
❝❛s❡ ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ FOM ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❬✶✻✶❪✿

FOM =

∑Nmo

i=1 w(i)× [XRR(i)−XRRmo(i)]
n

∑Nmo

i=1 w(i)
✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ w(i) ❛r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✱XRR(i) ❛♥❞XRRmo(i) ❛r❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❛t❛ ✱ Nmo ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ n ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
✭n = 2 ❣❡♥❡r❛❧❧②✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s ②✐❡❧❞ ♥♦♥✲r❡❛❧✐st✐❝ ♦r ✐♥❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡s✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣
t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ❧✐♠✐t✐♥❣
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜tt❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❡♥s✉r❡s t❤❛t
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣❧♦r❡s r❡❛❧✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ tr✉❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ♠❛② ❡①❤✐❜✐t ❛ ❧♦✇ FOM ❜✉t ❛r❡ ♥♦t
♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts s❡r✈❡s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ♥♦♥✲
✉♥✐q✉❡♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s r❡s✉❧t ✐♥ s✐♠✐❧❛r FOM ✈❛❧✉❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡✳ ❇② ♥❛rr♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✱ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✳

✶✷✷



❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆

❋♦r ❛❝❝✉r❛t❡ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝✲
t✉r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❳❘❘ ❝✉r✈❡✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ r♦✉❣❤♥❡ss✱
❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛♥❞
❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ②✐❡❧❞ t❤❡ ❜❡st ✜t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❳❘❘ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡s ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ✭❛✮✿ ❳❘❘
❝✉r✈❡s ♦❢ ❈r ✜❧♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❙✐ s✉❜str❛t❡✳ ✭❜✮✿ ❳❘❘ ❝✉r✈❡s ♦❢
✷✵ ♥♠ ♦❢ ❈r ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❙✐ s✉❜str❛t❡✳ ✭❝✮✿ ❳❘❘ ❝✉r✈❡s ♦❢
✷✵ ♥♠ ♦❢ ❚✐✱ ❈r ❛♥❞ ◆✐ ♦♥ ❙✐ s✉❜str❛t❡✳ ✭❞✮✿ ❳❘❘ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❧❛②❡r s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈r ✭✹✵ ♥♠✮✴ ❙✐✱
❛ ❜✐❧❛②❡r s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈r ✭✹✵ ♥♠✮✴ ❚✐ ✭✹✵ ♥♠✮✴ ❙✐ ❛♥❞ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r s❛♠♣❧❡ ♦❢ ◆✐ ✭✶✵ ♥♠✮✴
❈r ✭✷✵ ♥♠✮✴ ❚✐ ✭✶✵ ♥♠✮✴ ❙✐✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✭❛✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ❡✛❡❝t✱ s❤♦✇✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥s ❛t ✻✳✷✺ ❦❡❱ ❢♦r
✷✵ ♥♠✱ ✸✵ ♥♠ ❛♥❞ ✹✵ ♥♠ ♦❢ ❝❤r♦♠✐✉♠ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❙✐ s✉❜str❛t❡s✳ ❆s s❤♦✇♥✱ t❤✐❝❦❡r ❧❛②❡rs
t②♣✐❝❛❧❧② r❡s✉❧t ✐♥ ♥❛rr♦✇❡r ❑✐❡ss✐❣ ❢r✐♥❣❡s ✐♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞
❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❳✲r❛②s r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❧♠✬s s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞
✐ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❢r✐♥❣❡s ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✜❧♠
t❤✐❝❦♥❡ss ❬✶✵✸❪✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s t❡♥❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❞✉❡

✶✷✸
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t♦ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜❧♠ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❳✲r❛② ❜❡❛♠✳
■♥ ❝♦♥tr❛st ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡ ❢♦r
✷✵ ♥♠ ♦❢ ❝❤r♦♠✐✉♠ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r♦✉❣❤♥❡ss❡s ✭✵✳✷ ♥♠✱ ✵✳✻ ♥♠ ❛♥❞ ✶ ♥♠ ✮ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❙✐
s✉❜str❛t❡s✳ ❆s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
t❡♥❞s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤✐s ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❳✲r❛②s ❜② t❤❡ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡✱
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❳✲r❛②s
r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❧♠ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s✉❜str❛t❡ ❬✶✻✷❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t②
❝✉r✈❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧♦✇❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t
♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ❡①tr❛❝t ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✜❧♠✬s ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✭❝✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤r❡❡ ✷✵ ♥♠ t❤✐❝❦ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s
❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❙✐ s✉❜str❛t❡s✳ ❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❑✐❡ss✐❣
❢r✐♥❣❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❤✐❣❤❡r✲❞❡♥s✐t② ❧❛②❡r ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❣r❡❛t❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥
❞❡♥s✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ str♦♥❣❡r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛t✲
t❡r♥s ✐♥ t❤❡ ❳❘❘ ❝✉r✈❡ ❬✶✻✸❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ❛❧s♦ s❤✐❢t ❞✉❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❞❡♥s✐t② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
❛♥❣❧❡ ✭❛♥❣❧❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② st❛rts t♦ ❞r♦♣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✮✳
▲❛st❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✭❞✮ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❧❛②❡rs✿ ❛ ♠♦♥♦❧❛②❡r s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈r ✭✹✵ ♥♠✮✴ ❙✐✱ ❛ ❜✐❧❛②❡r s❛♠♣❧❡ ♦❢ ❈r ✭✹✵ ♥♠✮ ✴ ❚✐ ✭✹✵ ♥♠✮✴ ❙✐
❛♥❞ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r s❛♠♣❧❡ ♦❢ ◆✐ ✭✶✵ ♥♠✮✴ ❈r ✭✷✵ ♥♠✮ ✴ ❚✐ ✭✶✵ ♥♠✮✴ ❙✐✳ ❆s t❤❡ t♦t❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ♦❢
t❤❡ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t
❛s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ♦r ♠♦r❡
❧❛②❡rs✱ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛r②✳ ❚❤✐s ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥s✐t② ❛s t❤❡ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤
❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡✢❡❝t❡❞ ❳✲r❛②s✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡
❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❞❡t❛✐❧s r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠s✳

✺✳✶✳✸ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❳❘❘ ✇✐t❤ t❤❡ ●■❳❘❋ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡t ✉♣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❳❘❘ ❛♥❞ ●■❳❘❋ r❡s♣♦♥s❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ●■❳❘❋ ❛♥❞ ❳❘❘
❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋
❛♥❞ ❳❘❘ ❜② t❤❡ ❊▲■❳■❘ s♦❢t✇❛r❡✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ▲◆❍❇✳ ❚❤✐s st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt s♦❢t✇❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s
❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❛❝❦❛❣❡s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱
✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❲❡
❡①❛♠✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡
s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊▲■❳■❘ s♦❢t✇❛r❡ ✇❤✐❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ❳❘❘ ❛♥❞
●■❳❘❋✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ ■▼❉ s♦❢t✇❛r❡✱ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✜t

✶✷✹
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t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡s✳
❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛♥
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❳❘❘
❛♥❞ ●■❳❘❋ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✺✳✶✳✸✳✶ ❙♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r
✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t❧②
♠♦❞❡❧ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ s♦♠❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♠✉st ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞
❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❧✐t ♣❧❛❝❡❞ ❛t ✶ ♠
❛❤❡❛❞✱ ✈❡rt✐❝❛❧❧② t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s❧✐t
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✲s❤❛♣❡❞ ❜❡❛♠ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ✇✐❞t❤ ✐s ❛❞✲
❥✉st❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♠♦t♦r✐③❡❞ s❧✐t ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
♦♥❡✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

L =
Sh

sin(θ)
✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡ Sh r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❧✐t ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✇✐❞t❤ ✭✵✳✶ ♠♠✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✢✉① ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜②
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s❧✐t ✭✉♣ t♦ ✸ ♠♠ ✐♥ ❤❡✐❣❤t✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ✐♠♣❛❝t t❤❡
s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡
❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ lE✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

Ω(θ) =
1

AS

☎
AS

Ωr(r) · dxdy , ✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ AS ✐s t❤❡ ❜❡❛♠ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❉❉✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ s❧✐t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ Ωr(r) ✐s t❤❡
s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Ωr(r) =

✂ S(r) ✂ sin(β)

(d1 + e+ d2)2 + (r + x)2 + y2
dxdy. ✭✺✳✽✮

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✱ e ❛♥❞ c r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡
❝♦❧❧✐♠❛t♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ d1 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r ❛♥❞
d2 ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❙❉❉ s✐❧✐❝♦♥ ❝❤✐♣✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❊❉❙✳ e ❛♥❞ c ❛r❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss
❛♥❞ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r✱ d1 ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r✱ d2
✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❙❉❉ s✉r❢❛❝❡✱ s ✐s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❙❉❉ ❛♥❞
lE ✐s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉r♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠ ❛s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❛♥❣❧❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t s✐③❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ ❢r♦♥t ✭♦r❛♥❣❡✮ ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✭❜❧✉❡✮ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
r❛②s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢r♦♥t ✭♦r❛♥❣❡✮ ❛♥❞ ❜❛❝❦ ✭❜❧✉❡✮ s✐❞❡s ♦❢ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r✳

❚❤❡ ❛♥❣❧❡ β ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

β = arctan
d1 + d2 + e√
(r + x)2 + y2

✭✺✳✾✮

❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❧✐♠✐t S(r) ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ r❡❣✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙❉❉ ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛
ASDD ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❙❉❉ ❞✐❛♠❡t❡r s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛r❡❛s ♦♥ t❤❡ ❙❉❉ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
❢r♦♥t ❛♥❞ ❜❛❝❦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ Ac1 ❛♥❞ Ac2 ❬✶✻✹❪✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
❛s✿

S (r) = ASDD ∧ Ac1 ∧ Ac2 . ✭✺✳✶✵✮

✺✳✶✳✸✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❊▲■❳■❘ s♦❢t✇❛r❡

❆s ✐♥✐t✐❛❧ s❡tt✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♠✉st ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧s♦✱ ❝❛r❡❢✉❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t♦♠❡tr② ✭❳❘❘✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛③✐♥❣
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✭●■❳❘❋✮ r❡s♣♦♥s❡s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦✛❡r ❝♦♥tr❛st✐♥❣ s✐❣♥❛❧
❜❡❤❛✈✐♦rs✿ t❤❡ ❳❘❘✱ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ✢✉①✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐❣♥❛❧ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵ t♦
✶✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛❝r♦ss ♥✉♠❡r♦✉s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❈♦♥tr❛r✐❧②✱
t❤❡ ●■❳❘❋ ❝✉r✈❡s ❞❡♣✐❝t ♣❡❛❦ ❛r❡❛s t❤❛t s♣❛♥ ❢r♦♠ ❤✉♥❞r❡❞s t♦ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❝♦✉♥ts✱ ♦✛❡r✐♥❣
❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞❛t❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✐t
✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ χ2 ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
♠✐❣❤t r❡s✉❧t ✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝✉r✈❡ ❝♦✉❧❞
♦✈❡rs❤❛❞♦✇ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
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str❛t❡❣✐❡s✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✱ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✜tt❡❞ t♦
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❊▲■❳■❘✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t χ2❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❛✐❧♦r❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❞❛t❛✳ ❋♦r r❡✢❡❝t✐✈✐t②✱ ❞❛t❛ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ✺ t♦ s✐♠♣❧✐❢② ✜tt✐♥❣✳ ❚❤✐s st❡♣ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞
❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♠✐♥♦r ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✜t✱ ❤❡♥❝❡ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②
❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✶✻✺❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

CostXRR =
n∑

i=1

(θ5i · eXRRi,Th − θ5i · eXRRi,Exp)2

θ5i · eXRRi,Th
. ✭✺✳✶✶✮

❋♦r t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❝♦✉♥t r❛♥❣❡s
♣r❡s❡♥t ✐♥ ●■❳❘❋ ❞❛t❛ ❛s✿

CostXRF =
n∑

i=1

(XRFi,Th −XRFi,Exp)
2

XRFi,Th

· 1

Max(XRFTh)
. ✭✺✳✶✷✮

■♥ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r st❡♣s✱ Max (XRFi,Th) ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❳❘❋ ❝✉r✈❡✱ XRRi,Th✱ XRRi,Exp✱ XRFi,Th ❛♥❞XRFi,Exp ❛r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ ❛♥❣❧❡✳ ❯♣♦♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡
❞❡✜♥❡❞ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r
s❡t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ r❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ r✐❣♦r♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❞❥✉st♠❡♥ts✱
r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✜t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ t❤✉s ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ r❡s❡❛r❝❤✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❜♦t❤ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s✿

CostGlobal = CostXRR + CostXRF . ✭✺✳✶✸✮

❚❤✐s ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥s✉r❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡❜② ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ r✐❣♦✉r ❛♥❞ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ st✉❞②✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss
✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✈✐s✉❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❋❧♦✇❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✺✳✷ ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ❜✉❞❣❡t

❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ t❤✐♥✲✜❧♠ s❛♠♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲
❳❘❘ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
♣r♦❝❡ss❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡♠ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳
❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ❳✲r❛② ❜❡❛♠ q✉❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❛❝ts
t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
✐♠♣❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❳❘❘ ❛♥❞ ●■❳❘❋ r❡s♣♦♥s❡s✳ ❊rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ♠♦t♦rs ❛✛❡❝t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡✳
❙✉❝❤ ❡rr♦rs ❝❛♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡
♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡
s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛♥
r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ χ2

❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❳❘❘ ❛♥❞ ●■❳❘❋ ❞❛t❛ ❛t
❡❛❝❤ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ▲❛st❧②✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♥❛♠❡❧② ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❛♥❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s✱ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✶✷✽
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✺✳✷✳✶ ❙♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢
t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ●■❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞
❜② s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡
❢♦♦t♣r✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡
s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✳
❊♥s✉r✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡ ❜❡❛♠ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■t ❤❡❧♣s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡
r❛t✐♦ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❈❆❙❚❖❘ s❡t✉♣ ❡♥t❛✐❧s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✐t❡r❛t✐✈❡ st❡♣s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥
❛①✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ ❛①✐s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r
✸✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❧✐t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡
❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢♦♦t♣r✐♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡
♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ s❧✐t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥ ❛①❡s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❬✶✹✼✱ ✶✻✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ❤❛s ❜❡❡♥ ♥❛rr♦✇❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r
❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺✳✽ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞❡t❛✐❧❡❞
❧❛t❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❤❛✈❡ ♥♦t
❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ d1 ✭∼✶✸ ♠♠✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞
t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢ ✵✳✶ ♠♠✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤✐s
♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❯▼ ❛s✿

Ui =
ai

2
√
3

✭✺✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ai ✐s t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❙❉❉✳
◆❡①t✱ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r c ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ✷ µm ✉s✐♥❣ ❛ ◗✉✐❝❦
❙❝♦♣❡ ♠❛♥✉❛❧ ✈✐s✐♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❬✶✻✼❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r t❤✐❝❦♥❡ss e ✐s ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❘♦❝❤ ❤❡✐❣❤t ❣❛✉❣❡ ❬✶✻✽❪✱ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐ts ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ d2 ❛♥❞ s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❙❉❉ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ t❤✉s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s
t②♣✐❝❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❥♦✐♥t ♠✉❧t✐✲✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ ✵✳✶ ♠♠ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝✲
t✉r❡r✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✻✾❪ ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ❡❛❝❤ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♥ ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t
✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ✐s t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✳ ❋♦r t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✶✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♥❣ ♥❡✇ s❡ts ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❧❡❞ t♦ ✬n✬ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞
❛♥❣❧❡✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡✳

✶✷✾
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥✳

●❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r

✈❛❧✉❡ ✭♠♠✮ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

d1 13.00(3) ❯♥✐❢♦r♠
d2 2.33(10) ◆♦r♠❛❧
e 2.071(4) ◆♦r♠❛❧
c 1.971(2) ◆♦r♠❛❧
s 4.66(10) ◆♦r♠❛❧

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✭t②♣❡ ❆ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t②✮ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ ✉t✐❧✐③✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿

U(θ) = σi (θ) ✭✺✳✶✺✮

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ σi (θ) ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮ ✇✐t❤ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✭♦r❛♥❣❡ ❝✉r✈❡✮ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡✳ ❆t ❧♦✇ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s ✭✵➦✕ ✵✳✷✺➦✮✱
t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ s♣♦t ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜❡✐♥❣ ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❙❉❉ ✇✐t❤ ✐ts ❝♦❧❧✐♠❛t♦r✳ ❇② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡✱ t❤❡
s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❜❡❝♦♠❡s st❡❡♣ ❛s t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❧♦✇ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
❜❡❛♠ s✐③❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❙♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✭❜❧✉❡✮ ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✭♦r❛♥❣❡✮ ❛t ❡❛❝❤ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡
❛♥❣❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡s✳
❚❤✐s ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
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❆♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ ❞♦✇♥ t♦ ✵✳✹ % ❛t ✵✳✸ ❙r✱ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❤❛t❝❤❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐♠♣❛❝t ♦❢ d1 ♦♥ t❤❡
s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤✐s ❛♥❣✉❧❛r r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛t ❤✐❣❤❡r ❛♥❣❧❡s✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ❢♦♦t♣r✐♥t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❙❉❉ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❆t ❤✐❣❤❡r ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡s✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
r❡♠❛✐♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥st❛♥t✳

✺✳✷✳✷ ❳❘❘✲●■❳❘❋ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ✇❡✐❣❤t ❇♦♦t✲
str❛♣✿ ❛♥ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❳❘❘✲●■❳❘❋ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡
❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡❀ t❤✉s ✇❡ st✉❞✐❡❞
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✇❡✐❣❤t ❇♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ❜②
❊❢r♦♥ ❬✶✼✵❪✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❡①tr❛❝t st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❛t❛ s✉❝❤ ❛s st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✱
❛♥❞ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡sts✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♦♣t✐♦♥ ❛❝r♦ss ❛ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ✜❡❧❞s✳
❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❇♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡ts ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡
❜② r❡s❛♠♣❧✐♥❣✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ❝♦❧❧❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ s❛♠♣❧❡ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s♥✬t r❡q✉✐r❡ ❛♥② r❡♣❡t✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬✶✼✶❪✳ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❇♦♦tstr❛♣ s❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡❣❡r ✇❡✐❣❤ts t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ❡❛❝❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❳❘❘ ❛♥❞ ●■❳❘❋✱ t❤❡ ❇♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❢❛❝❡s ❝❡rt❛✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ♦❢ r❡♣❡❛t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ❛ s❧✐❣❤t
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❳❘❘
❛♥❞ ●■❳❘❋ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❛♠♣❧❡ ❬✶✼✷❪✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✳✷✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ χ2 ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♦❢ ♥❡✇ ❞❛t❛ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ ✵
❛♥❞ ✶ t♦ ❡❛❝❤ ❛♥❣✉❧❛r st❡♣ ❢♦r t❤❡ ❳❘❘ ❛♥❞ ●■❳❘❋ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✇❡✐❣❤t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♥❛t✉r❡
♦❢ r❡♣❡❛t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❳❘❘ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

CostXRR =
n∑

i=1

Bi ·
(
θ5i · eXRRi,Th − θ5i · eXRRi,Exp

)2

θ5i · eXRRi,Th
✭✺✳✶✻✮

❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ●■❳❘❋ ❜❡❝♦♠❡s✿

CostXRF =
n∑

i=1

Di ·
(XRFi,Th −XRFi,Exp)

2

XRFi,Th

· 1

Max (XRFTh)
. ✭✺✳✶✼✮

■♥ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ Bi ❛♥❞ Di r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❡✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❳❘❘ ❛♥❞ t❤❡ ●■❳❘❋ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❇♦♦tstr❛♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ❡①❤✐❜✐t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤✐❝❦♥❡ss❡s✱ r♦✉❣❤✲
♥❡ss❡s✱ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛♥✱
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st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
✐♥t❡r✈❛❧s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡✈❡r② ✜tt❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❚❤✐s ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❝♦♥t❡①t
❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❇♦♦tstr❛♣
♠❡t❤♦❞ ❧✐❡s ✐♥ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡✳ ❆ ✢♦✇❝❤❛rt ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ♦✉r ❇♦♦tstr❛♣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❇♦♦tstr❛♣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

✺✳✷✳✸ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

❆❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐✳❡✳✱ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✢✉♦✲
r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ❛♥❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✮ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞
s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇✐t❤ ❛♥② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧
r❡s✉❧t✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ❋Ps ❢♦r ②ttr✐✉♠ ❛♥❞ ✐r♦♥ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
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❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✮✱ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♥♦t ♠❡❛s✉r❡❞✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t r❡❧② ♦♥ t❛❜✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤❡t❤❡r ✉s✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦r t❛❜✉❧❛t❡❞
❞❛t❛✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜✲
❧❡♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r
♦❢ ❑r❛✉s❡ ❬✷✺❪✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤✐♥
t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥t❡①t ❞✉❡ t♦ ✐ts ✇✐❞❡✲r❛♥❣✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘✱ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡s r❛♥❞♦♠ s❛♠♣❧✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r✲
❛t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■t ❝❡♥t❡rs t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❑r❛✉s❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✐ts ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛s t❤❡
❋❲❍▼ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤✉s ♦✛❡r✐♥❣ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜❧❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s✳ ❚❤❡
s❛♠❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♣r♦✲
✈✐❞✐♥❣ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡s❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ❛♥❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ✈❛❧✉❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♠♣❧❡
str✉❝t✉r❡✳
❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s Z r❛♥❣❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✺✳✷✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s✳ a ❧♥ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✱ ②✐❡❧❞s
❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ s♦❧✐❞s ♠❛② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❢♦r ❛t♦♠s ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s q✉♦t❡❞✳ b

◆❡❛r✲ ❜r❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡s✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♠❛② ❡①❝❡❡❞ t❤♦s❡ ❧✐st❡❞ ❬✷✺❪✳
❘❛♥❣❡ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs

❨✐❡❧❞ 5− 10 10− 20 20− 30 30− 40 40− 50 50− 60 60− 70 70− 80 80− 90 90− 100 100− 110

ωK 40− 10a 10− 5 5− 3 3 2 2− 1 1 1 ≤ 1 ≤ 1 1

ω1 ✲ ≥ 30a 30a 30b 30− 20b 20− 15 15 15b 15 ✶✺✲✷✵ 20

ω2 ✲ ≥ 25a 25a,b 25 25− 10 10 10− 5 5 5 10b 10

ω3 ✲ ≥ 25a 25a 20 20− 10 10− 5 5 5− 3 3 3− 5 5

✺✳✷✳✹ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛❧❧ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡
s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡✳ ❆ ✢♦✇❝❤❛rt r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳
❆❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡
❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠✉st ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❛t t❤✐s ❛ss❡ss♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t✐r❡❧② ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r ❡✈❡r② ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤
❛s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉①✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❡r❡ ♥♦t

✶✸✸



❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆

✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ t②♣✐✲
❝❛❧❧② ♦✛❡rs ❛ ♠❡❛♥s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐s ❛♥♦t❤❡r ❢❛❝t♦r ♥♦t ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡r❡ ❥✉st ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❛s s✉❝❤✱
♠❛② ♥♦t ❜❡ ❡♥t✐r❡❧② ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ t♦ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡✱ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❝❛♥
❣✉✐❞❡ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r✱ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✱ ❛♥❞ ♠♦r❡
r❡❧✐❛❜❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜✉❞❣❡t ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❋❧♦✇❝❤❛rt r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡✿
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✭❇♦♦tstr❛♣✮✱ ❛♥❞ ❢✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳

✶✸✹



❈❤❛♣t❡r ✻

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s

✻✳✶ ❙❛♠♣❧❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
t②♣❡s ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡✲❜❛s❡❞ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
✭P❈▼s✮ ❛♥❞ t❛♥t❛❧✉♠✲❜❛s❡❞ t❤✐♥ ✜❧♠s✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❡✳❣✳✱ ♥♦♥✲✈♦❧❛t✐❧❡ ♠❡♠♦r✐❡s ❛♥❞ ❜❛tt❡r✐❡s✳

✻✳✶✳✶ ❈❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧s

❈❤❛❧❝♦❣❡♥s ❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❱■ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ❙✱ ❙❡ ❛♥❞ ❚❡✮✳ ❚❤❡
t❡r♠ ✑❈❤❛❧❝♦❣❡♥s✑ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ●r❡❡❦ ✇♦r❞ ✧❦❤❛❧❦♦✬s✧ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❝♦♣♣❡r ♦r ♦r❡✱ ❛♥❞
t❤❡ ▲❛t✐♥✐③❡❞ ●r❡❡❦ ✇♦r❞ ✧❣❡♥❡s✧ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❜♦r♥ ♦r ♣r♦❞✉❝❡❞ ❬✶✼✸❪✳ ❚❤✐s ✇♦r❞ r❡❢❡rs
t♦ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠✐♥❡r❛❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♣♣❡r ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ s✉❧❢✉r✱
s❡❧❡♥✐✉♠✱ ❛♥❞✴♦r t❡❧❧✉r✐✉♠✳ ■♥ t❤❡ ✶✾✺✵s✱ st✉❞✐❡s ❢♦✉♥❞ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥s t♦ ❤❛✈❡ ✈❛r✐♦✉s ✉s❡❢✉❧
♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❜❡✐♥❣ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ✐♦♥ ❝♦♥❞✉❝t♦rs✱ ❛♥❞ ✐♥❢r❛r❡❞ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❣❧❛ss ❬✶✼✹❪✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✶✾✼✵s✱ ✇❤❡r❡
❙❡✲❜❛s❡❞ ✜❧♠ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ①❡r♦❣r❛♣❤② t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❬✶✼✺❪✳ ■♥ t❤❡ ✶✾✾✵s✱ t❤❡ ✜rst ♦♣t✐❝❛❧ ❞✐s❦s
✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ●❡r♠❛♥✐✉♠✲❆♥t✐♠♦♥②✲❚❡❧❧✉r✐❞❡ ✭●❙❚✮ ✜❧♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦
s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❤❛s❡s q✉✐❝❦❧② ❬✶✼✻❪✳ ❚❡✲❜❛s❡❞ ✜❧♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ●❙❚
❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ✇❡r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❞✐s❦s ❛♥❞ ♥♦♥✲✈♦❧❛t✐❧❡ ♠❡♠♦r② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
P❤❛s❡ ❈❤❛♥❣❡ ▼❛t❡r✐❛❧s ✭P❈▼s✮ ❤❛✈❡ ❣❛✐♥❡❞ r❡♥❡✇❡❞ ✐♥t❡r❡st ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❝r♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✐♥❞✉s✲
tr✐❡s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡✐r s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✉s❡ ❛s st♦r❛❣❡ ♠❡❞✐❛ ❢♦r ❞✐❣✐t❛❧ ✈❡rs❛t✐❧❡ ❞✐s❦s ✭❉❱❉s✮✳ ❚❤❡
✐♥❞✉str② ❢♦r❡s❡❡s P❈▼s ❛s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠❡♠♦r✐❡s
t❤❛t s✉r♣❛ss❡s t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✢❛s❤ ❞❡✈✐❝❡s ❬✶✼✼❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ r❡❝❡♥t st✉❞✐❡s
❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ P❈▼s ✐♥ ♥❡✉r♦♠♦r♣❤✐❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛s
s②♥❛♣t✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❞❛t❛
st♦r❛❣❡ ♦✛❡r❡❞ ❜② P❈▼s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ P❈▼ ❘❛♥❞♦♠ ❆❝❝❡ss ▼❡♠♦r✐❡s ♣♦ss❡ss t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
t♦ st♦r❡ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ✈❛st ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ■♥t❡r♥❡t ♦❢ ❚❤✐♥❣s ❝♦♥❝❡♣t ❬✶✼✽❪✳
❈❤❛❧❝♦❣❡♥ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝❤❛❧❝♦✲
❣❡♥✐❞❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❍②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐❝✐t② ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ❛❧❧♦②s t❤❛t ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ♣❤❛s❡✲❝❤❛♥❣❡ ♠❛t❡r✐✲
❛❧s ✭P❈▼✮ ❬✶✼✾❪✳

✶✸✺
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❈❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✸✲❉ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡s ❛♥❞ ✷✲❉ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ▼❡t❛❧ ❉✐❝❤❛❧❝♦✲
❣❡♥✐❞❡s ✭❚▼❉❈s✮✳ ✸✲❉ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡s ❛r❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❛t♦♠s ❜♦✉♥❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛ ✸✲❉ ♥❡t✲
✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜✉❧❦s✱ ✜❧♠s ❛♥❞ ✜❜❡rs✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s s♦❧❛r
❝❡❧❧s✱ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❛♥❞ ♥♦♥✲✈♦❧❛t✐❧❡ ♠❡♠♦r✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✷✲❉ ❚▼❉❈s ❛r❡ ❛t♦♠✐❝
♠♦♥♦❧❛②❡rs ❜♦✉♥❞ ❜② ❱❛♥✲❉❡r✲❲❛❛❧s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛✈❡ str♦♥❣ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❜♦♥❞✐♥❣s ❛♥❞ ✇❡❛❦
♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s MoS2✱ MoSe2✱ WS2✱ ❛♥❞ WSe2✱ ❤❛✈❡ s✐③❛❜❧❡
❜❛♥❞❣❛♣s t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✐♥❞✐r❡❝t t♦ ❞✐r❡❝t ✇❤❡♥ t❤✐♥♥❡❞ ❞♦✇♥ t♦ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡rs ❬✶✽✵❪✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s tr❛♥s✐st♦rs✱ ♣❤♦t♦❞❡t❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦❧✉♠✐♥❡s❝❡♥t ❞❡✈✐❝❡s✳
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✸✲❉
❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤✳

✻✳✶✳✶✳✶ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡✲❜❛s❡❞ P❈▼s

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ q✉✐❝❦❧② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♠♦r✲
♣❤♦✉s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ st❛t❡s✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❬✶✽✶❪✳ ❚❤✐s
♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇❛s ✜rst ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❖✈s❤✐♥s❦② ✐♥ ✶✾✻✽ ❬✶✽✷❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞s
❢♦r ❞❛t❛ st♦r❛❣❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♦♣t✐❝❛❧ ❞✐s❦s ❛♥❞ ♥♦♥✲✈♦❧❛t✐❧❡ r❡s✐st✐✈❡ ♠❡♠♦r✐❡s✳ P❤❛s❡
❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s r❡❧② ♦♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❡♥❛❜❧❡ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡
st♦r❛❣❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❢❛❝t♦rs ✐s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞✴♦r r❡s✐st✐✈✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❤❛s❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♠♦st ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛ P❈▼ s❤♦✉❧❞ ♣♦ss❡ss s❡✈❡r❛❧ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❛♥❞
❧♦✇✲♣♦✇❡r ♣❤❛s❡✲s✇✐t❝❤✐♥❣✱ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❝②❝❧❡s✱ ❧♦♥❣✲t❡r♠ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♠♦r✲
♣❤♦✉s ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr❛st ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧✴❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳
❆♠♦♥❣ ✈❛r✐♦✉s P❈▼s✱ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ❣❧❛ss❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❣❡r♠❛♥✐✉♠✲❛♥t✐♠♦♥②✲t❡❧❧✉r✐❞❡ ✭●❙❚✮
❛❧❧♦②s✱ ❡①❤✐❜✐t ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ●❙❚
❛❧❧♦②s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝♦♥tr❛st ❛♥❞ r❡s✐st✐✈✐t② ❬✶✽✸❪✳
❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ s♦♠❡ ❤❡❛t s♦✉r❝❡s s✉❝❤ ❛s ♦♣t✐❝❛❧
❛♥❞✴♦r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣✉❧s❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥s ❬✶✼✼❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❛t♦♠✐❝
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐ts ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚❤❡ ♣❤❛s❡✲❝❤❛♥❣❡ r❡s✐st✐✈❡ ♠❡♠♦r② ❝❡❧❧ ❡♠♣❧♦②s ❛ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ P❈▼ t❤❛t ❝❛♥ ❡①✐st ✐♥ ❡✐t❤❡r
❛♠♦r♣❤♦✉s ♦r ❝r②st❛❧❧✐♥❡ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ✈♦❧✉♠❡ ✐s s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❚♦ ❛♠♦r♣❤✐③❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭❘❊❙❊❚ ♣✉❧s❡✮✱
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠✉st ❜❡ ❤❡❛t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐ts ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭Tmelt✮ ❛♥❞ t❤❡♥ r❛♣✐❞❧② ❝♦♦❧❡❞
❜❡❧♦✇ ✐ts ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭Tg✮ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t♦ ❝r②st❛❧❧✐③❡
✭❙❊❚ ♣✉❧s❡✮✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❤❡❛t❡❞ t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ Tg ❛♥❞ Tmelt t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❛t♦♠✐❝
♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡ ❢❛st ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❬✶✽✹❪✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣✉❧s❡s ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦r
❛♠♦r♣❤✐③❛t✐♦♥ t♦ ♣❤❛s❡✲❝❤❛♥❣❡ ♠❡❞✐❛✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ st♦r❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❧♦✇✲✐♥t❡♥s✐t② ♣♦✇❡r ♣✉❧s❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❧t❡r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ♠♦st P❈▼s ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❙❚ r❡q✉✐r❡ ❛ ❝♦♦❧✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✶➦❈✴♥s ❢♦r ❡✛❡❝t✐✈❡
♠❡❧t✲q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❬✶✽✺❪✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ♠❡❧t✲q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❛♠♦r♣❤✐③❡ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡
♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❡①❤✐❜✐t ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡✐r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❞✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s ❣❛❧❧✐✉♠ ❛rs❡♥✐❞❡ ✭●❛❆s✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② P❈▼ s✉✐t✲
❛❜❧❡ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛ ♠❡t❤♦❞✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❙✐♥❝❡ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s st❛t❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♣❤❛s❡✲tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱
♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ♠❛❥♦r ●❙❚✲❜❛s❡❞ ❛❧❧♦②s ♦♥❧②✳ ❚❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❘❡s✐st✐✈❡ ❘❛♥❞♦♠ ❆❝❝❡ss ▼❡♠♦r✐❡s ✭❘❘❆▼✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ P❤❛s❡ ❈❤❛♥❣❡
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❘❛♥❞♦♠ ❆❝❝❡ss ▼❡♠♦r② ✭P❈❘❆▼✮ ❛♥❞ ❈✉rr❡♥t ❇r✐❞❣✐♥❣ ❘❛♥❞♦♠ ❆❝❝❡ss ▼❡♠♦r② ✭❈❇❘❆▼✮✱
s♦♠❡ ♦❢ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲✈♦❧❛t✐❧❡ ♠❡♠♦r✐❡s ❬✶✽✻❪✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■t ✐❧❧✉str❛t❡s
❤♦✇ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛♠♦r♣❤✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♠❡❧t✐♥❣ ❛♥❞ ❡①tr❡♠❡❧② ❢❛st ❝♦♦❧✐♥❣ t♦ ❛
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❚g✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s❤♦rt
❛♥❞ ✐♥t❡♥s❡ ❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡ ✭❘❊❙❊❚ ♣✉❧s❡✮✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧
✐s ❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡ ✭❙❊❚ ♣✉❧s❡✮ ✇✐t❤ ❛ ❧♦♥❣❡r ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r
✐♥t❡♥s✐t② t❤❛♥ t❤❡ ❘❊❙❊❚ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣
t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦✇✲✐♥t❡♥s✐t② ❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡✳

❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ●❙❚ ✜❧♠s✱ ❞❡♣❡♥❞s ❤✐❣❤❧② ♦♥ t❤❡✐r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ●❙❚ ❛❧❧♦②s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ●❡✱ ✇❤✐❝❤
✐♠♣r♦✈❡s t❤❡r♠❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❞❛t❛ r❡t❡♥t✐♦♥ ❬✶✽✼❪✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❚❡r♥❛r② ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ●❡✱ ❙❜ ❛♥❞ ❚❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜② ●❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❬✶✼✼❪✳

✶✸✼



❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ◆❊❲ ▼❆❚❊❘■❆▲❙

●✐✈❡♥ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ●❙❚ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ●❙❚ s❛♠♣❧❡s
✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡✐r q✉❛❧✐t②✱ ♣✉r✐t②✱ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳ ❇② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ●❙❚ s❛♠✲
♣❧❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣❡t ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r str✉❝t✉r❛❧✱ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✱ ♦♣t✐❝❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳

✻✳✶✳✶✳✷ ❙❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐s t♦ st✉❞② ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ♦❢ ●❙❚ t❤✐♥ ✜❧♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❊❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ✉♥✐q✉❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛❧❧ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ s✐❧✐❝♦♥
s✉❜str❛t❡s✳ ❚❤❡ ✜✈❡ ●❙❚ t❤✐♥ ✜❧♠ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛t ❈❊❆✴▲❊❚■ ✉s✐♥❣ ♠❛❣♥❡tr♦♥
s♣✉tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ●❙❚ ❛❧❧♦②❡❞ t❛r❣❡t ✐♥ ❛♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❡r✐❛❧s ❊♥❞✉r❛® ❈❧♦✈❡r❚▼ ♠✉❧t✐✲❝❛t❤♦❞❡
P❱❉ ✭❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✸✮ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❚❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ✉♥✐❢♦r♠❧② r❡❣✲
✉❧❛t❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✻✵➦❈ ❛❝r♦ss ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❜❛s❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇❛s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞
❛t 1.33× 10−4 P❛✳

❼ ❚❤❡ ✜rst ❜❛t❝❤ ✭❛✮ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ t✇♦ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❛ ✺✵ ♥♠ ❧❛②❡r ♦❢ ❛♥t✐♠♦♥②✲r✐❝❤ ●❙❚
❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❛ ❙✐ s✉❜str❛t❡ ❚❤❡s❡ ✇❡r❡ ❝❛♣♣❡❞ ✐♥ s✐t✉ ✇✐t❤ ❛ ✷✵ ♥♠ ❙✐ ❧❛②❡r ✉s✐♥❣ ♣✉❧s❡✲
❉❈ ♠♦❞❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✇❛s ❧❡❢t ✐♥ ✐ts ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ st❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛s ❛♥♥❡❛❧❡❞
❛t ✸✵✵➦❈ ✇✐t❤ ❛ r❛t❡ ♦❢ ✶✵➦❈✴♠✐♥✳

❼ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❛t❝❤ ✭❜✮ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t✇♦ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❛ ✶✵✵ ♥♠ ❣❡r♠❛♥✐✉♠✲r✐❝❤ ●❙❚ ❧❛②❡r✳
❚❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❝❛♣♣❡❞ ✐♥ s✐t✉ ✇✐t❤ ❛ ✺ ♥♠ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❝❛r❜♦♥ ❧❛②❡r✱ ❛❧s♦ ✉s✐♥❣ ♣✉❧s❡✲
❉❈ ♠♦❞❡✳ ❆❣❛✐♥✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❛s ❦❡♣t ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛s ❛♥♥❡❛❧❡❞
❛t ✹✺✵➦❈✱ ✇✐t❤ ❛❧s♦ ❛ r❛t❡ ♦❢ ✶✵➦❈✴♠✐♥✳

❼ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s❛♠♣❧❡ ✭❝✮ ✇❛s ✉♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ❛ ✺✵ ♥♠ t❡❧❧✉r✐❞❡✲r✐❝❤ ●❙❚ ❧❛②❡r ♦♥ ❛ ❙✐ s✉❜str❛t❡✱
❝❛♣♣❡❞ ✐♥ s✐t✉ ✇✐t❤ ❛ ✸✳✺ ♥♠✲t❤✐❝❦ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❝❛r❜♦♥ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❦❡♣t ✐♥ ✐ts
❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ st❛t❡✳

❚❤❡ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡s ✇❛s ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ t♦ ♦❜s❡r✈❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢
❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ❛♥❞ t♦ ❛s❝❡rt❛✐♥ ✐❢ s✉❝❤ ❝❤❛♥❣❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘✳ ❚❤❡
st✉❞② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛st s❛♠♣❧❡ ❛✐♠❡❞ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✬s ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥
t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ●❡❙❜❚❡ t❤✐♥ ✜❧♠ s❛♠♣❧❡s st✉❞✐❡❞✳

✻✳✶✳✷ ❚❛♥t❛❧✉♠✲❜❛s❡❞ t❤✐♥ ✜❧♠s

❚❛♥t❛❧✉♠ ♣❡♥t♦①✐❞❡ ✭Ta2O5✮ ✐s ❛ ♣r♦♠✐♥❡♥t ✇✐❞❡ ❜❛♥❞ ❣❛♣ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❞✐✈❡rs❡ r❛♥❣❡
♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■t ❤❛s ❣❛r✲
♥❡r❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛tt❡♥t✐♦♥ ♦✇✐♥❣ t♦ ✐ts ❤✐❣❤ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ✭>✷✵✮✱ ❧♦✇ ❧❡❛❦❛❣❡ ❝✉rr❡♥t✱

✶✸✽
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❤✐❣❤ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ ❛♥❞ ✇✐❞❡ tr❛♥s♠✐tt❛♥❝❡ s♣❡❝tr❛ r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ ✸✺✵ t♦ ✶✵✵✵ ♥♠ ❬✶✽✽❪✳ ❚❤❡s❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛❦❡ ✐t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❉②♥❛♠✐❝ ❘❛♥❞♦♠ ❆❝❝❡ss ▼❡♠♦r②
✭❉❘❆▼✮ ❬✶✽✾❪ ❛♥❞ r❡❞♦①✲❜❛s❡❞ ❘❘❆▼ ❬✶✾✵❪✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛❜r✐❝❛✲
t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✜❧♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❝r✉❝✐❛❧✱ ❛s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ Ta2O5 ❤❛✈❡
❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❘❘❆▼ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t
❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ✜❧♠ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❬✶✾✶❪✳ ■♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥ t♦ ✐ts ♠✉❧t✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ Ta2O5 ❡①❤✐❜✐ts ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ■t ✐s
❛♠♦r♣❤♦✉s ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❧♦✇ ✻✺✵➦❈❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ✐ts ❝r②st❛❧❧✐♥❡ st❛t❡✱ ✐t ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ✈❛r✐♦✉s
❢♦r♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦①②❣❡♥✲❞❡✜❝✐❡♥t ❛♥❞ ♦①②❣❡♥✲r✐❝❤ str✉❝t✉r❡s✳ ❆ ♥♦t❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs
❛t ✶✸✻✵➦❈✱ ❢r♦♠ ❛ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭▲✮ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❤❛s❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❍✮ ❝r②st❛❧❧✐♥❡
♣❤❛s❡ ❬✶✾✷❪✳
Ta2O5 t❤✐♥ ✜❧♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥✲❜❡❛♠ ❡✈❛♣♦r❛✲
t✐♦♥✱ ✐♦♥✲❛ss✐st❡❞ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ r❡❛❝t✐✈❡ ♠❛❣♥❡tr♦♥ s♣✉tt❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ✐♦♥ ❜❡❛♠ s♣✉tt❡r✐♥❣✱ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❞✐✈❡rs❡ ✜❧♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ✐♦♥ ❜❡❛♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦①②❣❡♥ ✢♦✇ r❛t❡✱
❛♥❞ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❛t❡ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ Ta2O5

✜❧♠s✱ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✻✳✶✳✷✳✶ ❙❛♠♣❧❡s ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ♦♥ t❤✐♥ ✜❧♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥
♠❛t❡r✐❛❧ s❝✐❡♥❝❡✱ ❛s ✐t ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❧t❡r t❤❡✐r str✉❝t✉r❛❧✱ ♦♣t✐❝❛❧✱ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❋♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Ta2O5 t❤✐♥ ✜❧♠s✱ t✇♦ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✱ ✉s✐♥❣ ✐r♦♥ ♦①✐❞❡
✭Fe2O3✮ ❛♥❞ ②ttr✐✉♠ ♦①✐❞❡ Y2O3 ❛s ❞♦♣✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❤❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣s③❡♥tr✉♠ ❏ü❧✐❝❤ ❜② r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭❘❋✮ s♣✉tt❡r✐♥❣✳
❚❤❡ s✉❜str❛t❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇❡r❡ ✷✺ × ✷✺ ♠♠ ♣✲❞♦♣❡❞ s✐❧✐❝♦♥ ✭❙✐✮ ✇❛❢❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡
t❤♦r♦✉❣❤❧② ❝❧❡❛♥❡❞ ❛♥❞ ♣♦❧✐s❤❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❖✛✲❛①✐s s♣✉tt❡r✐♥❣ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞
t♦ ❞❡♣♦s✐t t❤❡ ♦①✐❞❡ ❧❛②❡rs✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ ♦①✐❞❡ ❧❛②❡rs
✇❡r❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❢r♦♠ ❞♦♣❡❞ ♦①✐❞❡ t❛r❣❡ts ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉♥❞❡r ❛ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ✵✳✵✵✹ ❤P❛
❛♥❞ ❛♥ ❛r❣♦♥ ❣❛s ✢♦✇ ♦❢ ✶✵ s❝❝♠✳ ❚❤❡ ❘❋ ♣♦✇❡r ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❛s
✶✵ ❲ ✇✐t❤ ❛ s♣✉tt❡r t✐♠❡ ♦❢ ✺✵ ♠✐♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐st✐♥❝t s❛♠♣❧❡s ♣r❡♣❛r❡❞✿ s❛♠♣❧❡
✇✐t❤ ✸✷ ♥♠ ♦❢ Ta2O5 ♠❛✐♥ ♦①✐❞❡ ❧❛②❡r ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ ✵✳✶ % Fe2O3✱ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ✷✽ ♥♠ ♦❢
Ta2O5 ♠❛✐♥ ♦①✐❞❡ ❧❛②❡r ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ ✻ % ②ttr✐✉♠ ♦①✐❞❡ ✭Y2O3✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❚❛♥t❛❧✉♠✲❜❛s❡❞ t❤✐♥ ✜❧♠s s❛♠♣❧❡s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❙✐ s✉❜str❛t❡✳ ▲❡❢t ✐s Ta2O5 ❞♦♣❡❞
✇✐t❤ Fe2O3✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ✐s Ta2O5 ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤Y2O3✳

✻✳✶✳✸ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠ s❛♠♣❧❡s

❚❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ❛♥❞ t❛♥t❛❧✉♠✲❜❛s❡❞ t❤✐♥ ✜❧♠s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡
♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❱❛♣♦r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭s♣✉tt❡r✐♥❣✮✱ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❱❛♣♦r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭♠❡t❛❧ ♦r❣❛♥✐❝
❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭▼❖❈❱❉✮✮ ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ ❧❛②❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❆▲❉✮✮✳ ❚❤❡s❡ s②♥t❤❡s✐s
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t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞✉str✐❛❧✲❢r✐❡♥❞❧② ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡♣♦s✐t✐♥❣ ✜❧♠s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♥❛♥♦✲ ❛♥❞ ♠✐❝r♦♠❡t❡r✲r❛♥❣❡✳ ❚❤❡
●❙❚ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ t❛♥t❛❧✉♠✲❜❛s❡❞ t❤✐♥ ✜❧♠s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ❛r❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ P❤②s✐❝❛❧ ❱❛♣♦r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭P❱❉✮ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❚❤❡ P❱❉ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❝♦❛t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ❜② ✈❛♣♦r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ❜❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞
tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ ✐t t♦ ❛ s✉❜str❛t❡ ✉♥❞❡r ✈❛❝✉✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❈❱❉✱ ❡①❝❡♣t
t❤❛t ✐♥ P❱❉✱ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦rs st❛rt ❛s s♦❧✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❈❱❉✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s
❣❛s❡s✳ P❱❉ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r✲
❜❡❛♠ ❡♣✐t❛①②✱ s♣✉tt❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ♦t❤❡rs✳ ❙♣✉tt❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠♦st ♣r❡✈❛❧❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ✜❧♠
❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ✇❛❢❡rs✱ ♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ ❤❡❛❞ s✉r❢❛❝❡s✱ ❢♦r ❝♦❛t✐♥❣ t♦♦❧s
❛♥❞ ❝✉tt✐♥❣ s✉r❢❛❝❡s ❢♦r ✇❡❛r r❡s✐st❛♥❝❡ ✳✳✳❬✶✾✸❪✳ ❚❤❡ s♣✉tt❡r✐♥❣✱ ✐♥✈♦❧✈❡s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②
❡①❝✐t❡❞ ❣❛s ♣❧❛s♠❛ ✐♥ ❛ ✈❛❝✉✉♠ s②st❡♠ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s♣✉tt❡r ❣❛s✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❛r❣♦♥✳ ■♥ t❤✐s
♣r♦❝❡ss✱ ❛ ❣❧♦✇ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❝❤❛♠❜❡r✱ ♣✉♠♣❡❞
❞♦✇♥ t♦ ❛ ❜❛s❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ 10−4 P❛ ♦r ❜❡❧♦✇✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ t❛r❣❡t s✉r❢❛❝❡ ✭❝❛t❤♦❞❡ s✉r❢❛❝❡✮
✐s ❜♦♠❜❛r❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✭Ar+✮✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛t♦♠s t♦ ❜❡ ❡❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❞✉❡ t♦ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤❡s❡ ❡❥❡❝t❡❞ ❛t♦♠s ❛r❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✜♥❛❧❧② t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✇❤❡r❡
❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳
P❱❉ ♠❡t❤♦❞s ♦✛❡r s❡✈❡r❛❧ ❦❡② ❜❡♥❡✜ts✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❝♦❛t✐♥❣s
✇✐t❤ t❤✐❝❦♥❡ss❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❡ss t❤❛♥ ✶ ♥♠ t♦ ✷✵✵ µ♠✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡
❡①❝❡❧❧❡♥t r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ ❝♦✈❡r s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s
s✐③❡s ✲ ❡✐t❤❡r r❡str✐❝t❡❞ ♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✉♥❧✐♠✐t❡❞✳ P❱❉ ♠❡t❤♦❞s ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
♦♥ s♣❡❝✐✜❝ s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛♥② ♠❛t❡r✐❛❧ ❛s ❛ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥
❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♦✛❡r ❛ ❜r♦❛❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❛t✐♥❣
♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡t❛❧s✱ ❛❧❧♦②s✱ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳ ❲✐t❤ P❱❉ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❝r❡❛t❡ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧❧② ❣r❛❞❡❞ ❝♦❛t✐♥❣s ✇✐t❤ ❧❛②❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛♥❞
♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❤✐❧❡ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ P❱❉ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦❛t✐♥❣s ✇✐t❤
t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉r✐t② ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❛❝t ❬✶✾✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ tr❛❝❡s
♦❢ ❛r❣♦♥ ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❳❘❋ s♣❡❝tr❛✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ✉s❡ ❛s ❛ ♣r♦❝❡ss ❣❛s ❞✉r✐♥❣
❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ P❱❉ ❛❧s♦ s✉✛❡rs ❢r♦♠ s♦♠❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦st
♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❡q✉✐♣♠❡♥t✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ✈❡r② ❤✐❣❤❧② q✉❛❧✐✜❡❞ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡
♥❡❝❡ss✐t② ❢♦r ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r s♣❡❝✐❛❧ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❜❡✐♥❣ ❝♦❛t❡❞✳
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❆❜str❛❝t

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s♣✉tt❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

✻✳✷ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ s❛♠♣❧❡s✳
❚❤❡ st✉❞② ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✿ ✜✈❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❣❡r♠❛♥✐✉♠ ❛♥t✐♠♦♥②
t❡❧❧✉r✐✉♠ ✭●❙❚✮ ❛♥❞ t✇♦ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❛♥t❛❧✉♠ ♣❡♥t♦①✐❞❡ ✭Ta2O5✮✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❞✐st✐♥❝t ❞♦♣✐♥❣
♠❛t❡r✐❛❧✳
❋✐rst✱ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ t❡❧❧✉r✐✉♠✲r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦❢ ✐ts
str✉❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ ●■❳❘❋✲❳❘❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤✐s s❛♠♣❧❡ ✐s ❢✉rt❤❡r ✉s❡❞ ❛s ❛ t❡st ❢♦r t❤❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❇♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛❧♦♥❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦tstr❛♣ ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❡❧♣s ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❡❧❧✉r✐✉♠✲r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❳❘❘✲●■❳❘❋ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ●❙❚ s❛♠♣❧❡s ❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❙❜ ♦r ●❡✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧t
♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢♦r t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱
✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s t♦ t❛♥t❛❧✉♠ ♣❡♥t♦①✐❞❡ ✭Ta2O5✮ s❛♠♣❧❡s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ✇❛s
✉♥✐q✉❡❧② ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ✐r♦♥ ♦r ②ttr✐✉♠ ♦①✐❞❡✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝ts
♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♣✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

✻✳✷✳✶ ●❡❙❜❚❡ t❤✐♥ ✜❧♠s

❚❤❡ ●■❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ❢♦r ❛❧❧ ●❙❚ s❛♠♣❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✶✶✳✺ ❦❡❱ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣②✱
✇❤✐❝❤ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❡①❝✐t❡❞ t❤❡ ●❡✲Kα,β✱ ❙❜✲Lα,β✱ ❛♥❞ ❚❡✲Lα,β ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr❛ ✇❡r❡
❝❛♣t✉r❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s ❛♥❣❧❡s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵➦ t♦ ✸➦✳

✶✹✶



❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ◆❊❲ ▼❆❚❊❘■❆▲❙

✻✳✷✳✶✳✶ ❆s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ ❚❡✲r✐❝❤ ●❙❚ ❧❛②❡rs

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❚❡✲r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❈ ✭✸✳✺ ♥♠✮✴ ●❙❚ ✭✺✵ ♥♠✮✴ ❙✐
s✉❜str❛t❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ s❡❡❦ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✲ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❞❡♥s✐t②✱ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
❛♥❞ s✉r❢❛❝❡✴✐♥t❡r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✲ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡
✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❋♦r t❤❡ ❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s s❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭❧✐✈❡✮ t✐♠❡ ♦❢ ✸✵
s❡❝♦♥❞s ✇❛s s❡t ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥❣❧❡ st❡♣✳ ❚❤❡ s❡t✉♣ ❢♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❡♥s✉r❡❞ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ❛t t❤❡
❳❘❋ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ 1.16× 108 s−1 ❢♦r ❛ ❤❡✐❣❤t s❧✐t ♦❢ ✵✳✸ ♠♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❉❙ ❛t ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✵✳✺➦✳
❚❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ❞✐s♣❧❛②s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡❛❦s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ●❙❚ s❛♠♣❧❡✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡✱ ❦❡② ♣❡❛❦s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❙✐✲Kα,β ✱ ❙❜✲Lα,β✱ ❚❡✲Lα,β ❛♥❞ ●❡✲Kα,β ❛♥❞ Lα,β✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❈♦♠♣t♦♥
❛♥❞ ❘❛②❧❡✐❣❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❳✲r❛② ♣❤♦t♦♥s ❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠✲
♣❧❡✳ ❚❤❡ ❳❘❋ s♣❡❝tr✉♠ ❡①❤✐❜✐ts ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ♣❡❛❦s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✉s❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ Lα,β ♣❡❛❦s ♦❢ ❙❜ ❛♥❞ ❚❡✱ ❛♥❞ Kα,β ♣❡❛❦s ♦❢
❙✐✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❡❛❦s ♦✈❡r❧❛♣✱ r❡✲
s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣❡❛❦ ♣r♦✜❧❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞✐st✐♥❝t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❧♦✇
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝r❡❛t❡s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡❧② q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ❈❖▲❊●❘❆▼✱ t❤❡s❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞
❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❡❞✱ ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♥❡t ♣❡❛❦ ❛r❡❛ ♦❢ ❛
❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✈❡rs✉s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✐s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡
●■❳❘❋ ❝✉r✈❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❚❡✲r✐❝❤ ●❙❚ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t ✵✳✺◦ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✶✶✳✺ ❦❡❱ ❛♥❞ ✜tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❈❖▲❊●❘❆▼✳
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❚❤❡ ❳❘❘ ❛♥❞ ●■❳❘❋ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❚❡✲r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ❊▲■❳■❘✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳ ❚❤❡ ❳❘❘ ❞❛t❛✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✭❛✮✱ ❡①❤✐❜✐ts
❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❇♦t❤ s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥
❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ✭❛r♦✉♥❞ ✵✳✷✷➦✮✱ s✐♠✐❧❛r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❑✐❡ss✐❣ ❢r✐♥❣❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs t❤❛t ✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❳❘❘ ✐♥t❡♥s✐t②
❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡
s♦♠❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❑✐❡ss✐❣ ❢r✐♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✜t ♠❛② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ ♦✛✲s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s s❝❛tt❡r✐♥❣
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ❛ r♦✉❣❤♥❡ss ❡q✉❛❧ t♦ ♦r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡
❳✲r❛② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❬✶✾✺❪ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡
❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s✳
❚❤❡ ●■❳❘❋ r❡s✉❧ts✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✭❜✮✱ ♣r❡s❡♥t ❛ str♦♥❣ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❇❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r t❤❡ ●❡✲Kα✱ ❙❜✲
Lα✱ ❛♥❞ ❚❡✲Lα ❧✐♥❡s ✐s ❧♦✇ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ❳✲r❛②s✳ ❆s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡
❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ●■❳❘❋ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥ts ❛ r❛♣✐❞ ✐♥❝r❡❛s❡
✇❤✐❝❤ r❡❛❝❤❡s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✷✻✺➦✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛②❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♣r♦✈❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss❡s✱ ❞❡♥s✐t✐❡s✱ r♦✉❣❤♥❡ss❡s
❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛②❡rs✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❳❘❘ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✽ ❦❡❱ ✐♥ ❧♦❣ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ r❡❞ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜tt❡❞ r❡✢❡❝t✐✈✐t② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❛✮ ❛♥❞ ●■❳❘❋ ♦❢ ●❡✲Kα ✭❜❧✉❡✮✱ ❙❜✲Lα

✭♦r❛♥❣❡✮ ❛♥❞ ❚❡✲Lα ✭❣r❡❡♥✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✶✶✳✺ ❦❡❱ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ❈❖▲❊●❘❆▼ ❢♦r ●❡✲Kα✱ ❙❜✲Lα ❛♥❞ ❚❡✲Lα✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜t t♦
t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊▲■❳■❘ ✐♥✲❤♦✉s❡ s♦❢t✇❛r❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤
❊▲■❳■❘ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡

✶✹✸
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♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s ❞❛t❛ s❤♦✇s s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ●❙❚ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧
t❤✐❝❦♥❡ss ❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r ✭✺✵ ♥♠✮ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✈❛❧✉❡
✭✺✺ ♥♠✮ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✶✵ %✱ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞
♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧②
❞✉❡ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✬s ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ●❙❚ ❧❛②❡r
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭✺✳✻✾ g/cm3✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧
❞❡♥s✐t② ♦❢ Ge2Sb2Te5 ✭✺✳✽✽ g/cm3✮✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
✸✳✷ %✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ✐ts ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❙❚ ❧❛②❡r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Ge1.8Sb2.2Te5✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥❤❡r❡♥t
✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣♣✐♥❣ ❧❛②❡r✱ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❛♥❛❧②s✐s r❡s✉❧ts
s❤♦✇ ❤✐❣❤ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ❛s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s
✈❛❧✉❡s✳ ❆s ❛ ♣r♦t❡❝t✐✈❡ ❧❛②❡r ❛❣❛✐♥st ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r ♦①✐❞❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛♣♣✐♥❣ ❧❛②❡r
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❡①❤✐❜✐t s✉❝❤ ✉♥✐❢♦r♠✐t② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ r♦✉❣❤♥❡ss ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❧❛②❡rs ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss
❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✷ ♥♠ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❤✐❣❤ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛♣♣✐♥❣
❧❛②❡r ❛♥❞ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r r♦✉❣❤♥❡ss ❢♦r t❤❡ ●❙❚ ❧❛②❡r✱ t❤❛t ✐s st✐❧❧ ✇✐t❤✐♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❧✐♠✐ts✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ r❡s✉❧ts
❛♥❞ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜✉❧❦
❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✾✻✱ ✶✾✼❪✳

●■❳❘❋✲❳❘❘ r❡s✉❧ts ▼❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s ❞❛t❛
▲❛②❡r ✶ ▲❛②❡r ✷ ▲❛②❡r ✶ ▲❛②❡r ✷

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❈ Ge1.8Sb2.2Te5 ❈ Ge2Sb2Te5
❚❤✐❝❦♥❡ss ✭♥♠✮ ✸✳✺✵ ✺✺ ✸✳✺ ✺✵
❘♦✉❣❤♥❡ss ✭♥♠✮ ✵✳✷✹ ✷ ≤✷ ≤✷
❉❡♥s✐t② ✭g/cm3✮ ✷✳✸ ✺✳✻✾ ✷✳✸ ✺✳✽✽

❆ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② st✉❞② ♦❢ ❚❡✲r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
st❡♣✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❇♦♦tstr❛♣
r❡s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❜②
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❇♦♦tstr❛♣ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡✜♥❡❞ ❢✉rt❤❡r ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t♦rs ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡
str✉❝t✉r❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❞ s②st❡♠❛t✐❝
♠❛♥♥❡r✳ ❲❤❡t❤❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦♦tstr❛♣✲❛❧♦♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r t❤❡ ❇♦♦tstr❛♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❤❛s ✐ts ❞✐st✐♥❝t ✈❛❧✉❡ ❛♥❞
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡✳
❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r ♦❢ k =
1✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇✐t❤ ❛ ✻✽✳✸% ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t
r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦♥ ❛❧❧ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭≤ 5%✮✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❳❘❘✲●■❳❘❋ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤✐♥
✜❧♠ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs✳

✶✹✹



❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ◆❊❲ ▼❆❚❊❘■❆▲❙

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ ❧❛②❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t
❢❛❝t♦r k = 1✿ ❇♦♦tstr❛♣ ❛♥❛❧②s✐s ✈❡rs✉s ❇♦♦tstr❛♣ ✇✐t❤ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s♦❧✐❞
❛♥❣❧❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❇♦♦tstr❛♣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❇♦♦tstr❛♣ ✇✐t❤ ❋P ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡

✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s

▲❛②❡r ✶ ▲❛②❡r ✷ ▲❛②❡r ✶ ▲❛②❡r ✷

❚❤✐❝❦♥❡ss ✭♥♠✮ ✵✳✶✼ ✶✳✶✶ ✵✳✶✾ ✷✳✵✻

❘♦✉❣❤♥❡ss ✭♥♠✮ ✵✳✵✶ ✵✳✵✸ ✵✳✵✶ ✵✳✵✾

❉❡♥s✐t② ✭g/cm3✮ ✵✳✶✷ ✵✳✵✾ ✵✳✶✷ ✵✳✷✶

❲❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❢r♦♠ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❇♦♦t✲
str❛♣ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❧✐❣❤t❧②✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss ❢♦r t❤❡ ●❙❚ ❧❛②❡r ❛❧♠♦st ❞♦✉❜❧❡❞ ❢r♦♠ ✷✳✵ % t♦ ✸✳✼ % ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✉♥❝❡rt❛✐♥t②
❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ✶✳✻ % t♦ ✸✳✼ %✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s r❡♠❛✐♥❡❞
✇✐t❤✐♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ r❛♥❣❡s✱ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣
t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ ❧❛②❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦♦tstr❛♣ ♠❡t❤♦❞ ❛❧♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦✈✐❞❡ r❡❧✐❛❜❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤✐♥
✜❧♠ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❞♦❡s ♥♦t ②❡t ✐♥❝❧✉❞❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
♦r t❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ❝♦✉❧❞ ❢✉rt❤❡r ❛✛❡❝t t❤❡
r❡s✉❧ts✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝♦✉❧❞ ♣❧❛② ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡
❳❘❘✲●■❳❘❋ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝t t❤❡ r❡❧✐✲
❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✱ ✇❤❡r❡
❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

✻✳✷✳✶✳✷ ❙❜✲r✐❝❤ ●❙❚

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ ●❙❚ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❙❜✲r✐❝❤ ●❙❚ ✇✐t❤ ❛ ❧❛②❡r
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙✐ ✭✷✵ ♥♠✮✴ ●❙❚ ✭✺✵ ♥♠✮✴ ❙✐ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❡①❤✐❜✐t ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❛♥♥❡❛❧❡❞✳ ❚❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱
✐♥✈♦❧✈❡s ❤❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❙❜✲r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡ t♦ ✸✵✵➦❈ ❢♦r ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦
❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s t♦ ❛ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ st❛t❡✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✐ts str✉❝t✉r❡s✳
❋♦r t❤❡ ❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s✱ ❛♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✸✵ s❡❝♦♥❞s ✇❛s s❡t ❛t ❛
♣❤♦t♦♥ ✢✉① ♦❢ 2.24× 108 s−1 ❛♥❞ 2.29× 108 s−1 ❛t ✶✶✳✺ ❦❡❱ ❢♦r t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧❡❞
s❛♠♣❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❤❡✐❣❤t s❧✐t ♦❢ ✵✳✸ ♠♠✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙❜✲r✐❝❤ ●❙❚ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✉♣♦♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝ts ♦❢
❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ✜t r❡s✉❧ts ♦❢ ❳❘❘ ❛♥❞ ●■❳❘❋ ❢♦r ●❡✲Kα✱
❙❜✲Lα✱ ❛♥❞ ❚❡✲Lα ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❛s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽
❛♥❞ ✻✳✶✵ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t str✉❝t✉r❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❳❘❘ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙❜✲❘✐❝❤ ●❙❚✿ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ s❝❛♥s ❛♥❞ ✜ts ❢♦r t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ s②♠❜♦❧s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t ❝♦❧♦r❡❞ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜ts✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ●■❳❘❋ s❝❛♥s ❛♥❞ ✜t ♦❢ ●❡✲Kα✱ ❙❜✲Lα✱ ❛♥❞ ❚❡✲Lα r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢
❜♦t❤ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡s✳
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❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✭❳❘❘✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ✜tt✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ s❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞
❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✭❛✮ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❑✐❡ss✐❣ ❢r✐♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
♦❢ r❡✢❡❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ❛❧s♦ ❛❧✐❣♥ ✇❡❧❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞
t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ s♦♠❡ ❢r✐♥❣❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ♦✛✲s♣❡❝✉❧❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡rr♦rs ✐♥
r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ ❳❘❘ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ✈❡r② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t ❞✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ❛❢t❡r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✭❜✮✱ ❞❡s♣✐t❡
t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❑✐❡ss✐❣ ❢r✐♥❣❡s✱ t❤❡r❡ ✐s
❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢r✐♥❣❡s✳ ❚❤✐s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞
❜② s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❧❛②❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ♦r ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ✐♥ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs✳ ❆t ❧♦✇❡r ❛♥❣❧❡s ✭≤✵✳✹✮✱ ❢✉rt❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✜t r❡s✉❧ts ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❛t ❧♦✇ ❛♥❣❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢r✐♥❣❡s ♠✐❣❤t ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ♥♦t ❢✉❧❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
❳❘❘ ❢♦r t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✱ ♣r❡s❡♥ts s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❑✐❡ss✐❣ ❢r✐♥❣❡s✱ t❤❡✐r ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②✳
❲❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐♥ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ●■❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✭❛✮✱ ✭❜✮
❛♥❞ ✭❝✮✱ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜ts ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❜♦t❤✱ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t❤❡ ●■❳❘❋ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡s✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❧✐♥❡s
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❢t❡r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦r t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ●❙❚ ❧❛②❡r✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❙❜✲r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛♥♥❡❛❧✲
✐♥❣✱ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✬s ❧❛②❡r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
❧❛②❡r✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤✐❝❦♥❡ss✱ r♦✉❣❤♥❡ss✱ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦♦tstr❛♣ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞
❛♥❣❧❡✳

❵

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙❜✲r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡s ❜❡❢♦r❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r
❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✭r✐❣❤t✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ●■❳❘❋✲❳❘❘✳
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❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❙❜✲r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞
❛❢t❡r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳

▲❛②❡r ♦r❞❡r ❚❤✐❝❦♥❡ss ✭♥♠✮ r♦✉❣❤♥❡ss ✭♥♠✮ ❞❡♥s✐t② ✭g/cm3✮

❙❜✲r✐❝❤ ●❙❚ ❛s
❞❡♣♦s✐t❡❞

✶ 21.11(91) 0.80(4) 1.52(8)

✷ 46.0(2) 0.35(2) 5.40(20)

❙❜✲r✐❝❤ ●❙❚
❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛t ✸✵✵➦❈

✶ 3.87(22) 1.00(5) 2.30(13)

✷ 20.00(88) 0.95(5) 2.38(10)

✸ 3.56(19) 1.09(6✮ 6.00(31)

✹ 39.9(19✮ 4.75(22) 6.70(27)

❆♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❙❜✲r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡s✱ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ s❛♠♣❧❡
❛❧✐❣♥s ❝❧♦s❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s ❞❛t❛ ✭❙✐ ✭✷✵ ♥♠✮✴ ●❙❚ ✭✺✵ ♥♠✮✴ ❙✐ s✉❜str❛t❡✮✱ ✇✐t❤
t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs ❛s s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ❙✐ ❝❛♣♣✐♥❣ ❧❛②❡r ❤❛s ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢
✷✶✳✶✶ ♥♠ ✇✐t❤ ❛ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ ✵✳✽✵ ♥♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✶✳✺✷ g/cm3

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✷✳✸✵ g/cm3✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
♦r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ♦r ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ●❙❚ ❧❛②❡r✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❣✐✈❡s ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢
✹✻✳✵ ♥♠✱ ✽✳✶ % ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ ✵✳✸✺ ♥♠ ❛♥❞ ❛
❞❡♥s✐t② ♦❢ ✺✳✹✵ g/cm3✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❙❜✲
r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ s✐❧✐❝♦♥ ❝❛♣♣✐♥❣ ❧❛②❡r s♣❧✐ts ✐♥t♦ t✇♦ ❧❛②❡rs✿ ❛♥ ♦①✐❞✐③❡❞ t❤✐♥ ❧❛②❡r
✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✸✳✽✼ ♥♠ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲♦①✐❞✐③❡❞ t❤✐❝❦❡r ♣❛rt ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✷✵ ♥♠✱ ❜♦t❤
♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❞✉❡ t♦ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦①②❣❡♥ ✐♥
t❤❡ ❙✐ ❝❛♣♣✐♥❣ ❧❛②❡r✱ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ●❙❚ ❧❛②❡r ❛❧s♦ s♣❧✐ts ✐♥t♦ t✇♦ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐❝❦♥❡ss❡s✱ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞
r♦✉❣❤♥❡ss❡s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❧❛②❡rs ❢❡❛t✉r❡ ❤✐❣❤❡r ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss❡s t❤❛♥ t❤❡ ●❙❚ ❧❛②❡r ✐♥
t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ s♣❧✐t ✐♥ t❤❡ ●❙❚ ❧❛②❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
●❙❚ ❧❛②❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ st❛t❡✳
❋♦r ❜♦t❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss ❛r❡
❧♦✇✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥✿ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss✱ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹✳✸ %✱ ✺✳✸ %✱
❛♥❞ ✺ % r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ ✹✳✸ % ❢♦r t❤✐❝❦♥❡ss✱
✸✳✼ % ❢♦r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✺✳✼ % ❢♦r r♦✉❣❤♥❡ss✳ ❋♦r t❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❙❜✲r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✜rst
❧❛②❡r✬s t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss ♣r❡s❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ ❛❜♦✉t ✺✳✼ %✱ ✺✳✻ %✱
❛♥❞ ✺ %✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹✳✹ %✱
✹✳✷ %✱ ❛♥❞ ✺✳✸ %✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❧❛②❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢
❛r♦✉♥❞ ✺✳✸ % ❢♦r t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✺✳✷ % ❢♦r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✺✳✺ % ❢♦r r♦✉❣❤♥❡ss✳ ▲❛st❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉rt❤
❧❛②❡r✱ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹✳✼ % ❢♦r t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✹ % ❢♦r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞
✹✳✻ % ❢♦r r♦✉❣❤♥❡ss✳ ■t✬s ❝❧❡❛r t❤❛t ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱
t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞
s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s
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●■❳❘❋✲❳❘❘ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠s✳

✻✳✷✳✶✳✸ ●❡✲r✐❝❤ ●❙❚

❲❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ●❡✲r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡s ✐♥ t✇♦ st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛ ❈ ✭✺ ♥♠✮✴ ●❙❚
✭✶✵ ♥♠✮✴ ❙✐ s✉❜str❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❳❘❋ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❡♥❡r❣② ♦❢
✶✶✳✺ ❦❡❱ ✉s✐♥❣ ❛ ✵✳✸ ♠♠ ❤❡✐❣❤t s❧✐t✱ t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ s❛♠♣❧❡ ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❧✐✈❡ t✐♠❡ ♦❢ ✻✵ s❡❝♦♥❞s ❛t ❛ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ♦❢ 3× 108 s−1✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤
❛♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✸✵ s❡❝♦♥❞s ❛t ❛ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ♦❢ 4.08 × 108 s−1✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞
✜tt✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ❳❘❘ ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ❳❘❘ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ●❡✲❘✐❝❤ ●❙❚✿ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✜ts ❢♦r t❤❡ ❛s✲
❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ s②♠❜♦❧s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t ❝♦❧♦r❡❞ ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜ts✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳

■♥ t❤❡ ❳❘❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜t ❢♦r t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ s❛♠♣❧❡
❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠

✶✹✾
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t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✹➦ ❛♥❞ ✵✳✺➦✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ❞✐❞ ♥♦t ❛❧✐❣♥ ❛s ✇❛♥t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛♥ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ♠❛❧❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①❡s✱
♦r ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❛♥❣❧❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 1.2➦✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ♥✉♠❜❡r
❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❳❘❘ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡s✱
s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✳ ❋✐rst✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡
t✇♦ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❢r✐♥❣❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r✐♥❣❡s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❦❡❞
t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡s ❛s ❛ t❤❡ r❡s✉❧t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t②✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞ ✜tt✐♥❣ ♦❢ ●■❳❘❋ ❢♦r ●❡✲Kα✱ ❙❜✲Lα✱ ❛♥❞ ❚❡✲Lα ❢♦r t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞
❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ●■❳❘❋ ❞❛t❛ ❢♦r ●❡✲Kα✱
❙❜✲Lα✱ ❛♥❞ ❚❡✲Lα✱ s❤♦✇s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜t ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r
❜♦t❤✱ t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r
t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ tr✉❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❚❡✱ ●❡✱ ❛♥❞ ❙❜✱ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ●■❳❘❋ s❝❛♥s ❛♥❞ ✜t ♦❢ ●❡✲Kα ✭❛✮ ❙❜✲Lα ✭❜✮✱ ❛♥❞ ❚❡✲Lα ✭❝✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ ❜♦t❤
❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡s✳

❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✐s ✐❧❧✉s✲
tr❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙❜✲r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡s ❜❡❢♦r❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛❢t❡r
❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✭r✐❣❤t✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ●■❳❘❋✲❳❘❘✳
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❚❛❜❧❡ ✻✳✹ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❜♦t❤✱ ❛s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞
❛♥♥❡❛❧❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ●❡✲r✐❝❤ ●❙❚ s❛♠♣❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞
❛❢t❡r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳

▲❛②❡r ♦r❞❡r ❚❤✐❝❦♥❡ss ✭♥♠✮ r♦✉❣❤♥❡ss ✭♥♠✮ ❞❡♥s✐t② ✭g/cm3✮

●❡✲r✐❝❤ ●❙❚ ❛s
❞❡♣♦s✐t❡❞

✶ 6.25(32) 1.90(10) 2.51(14)

✷ 101(5) 1.04(5) 5.32(28)

✸ 4.00(18) 0.18(1) 2.40(12)

●❡✲r✐❝❤ ●❙❚
❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛t ✹✺✵➦❈

✶ 7.50(42) 1.70(10) 1.83(10)

✷ 108(6) 1.53(7) 5.90(28)

✸ 3.00(14) 0.30(1) 2.50(12)

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t❤✐♥ SiO2 ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡
s✉❜str❛t❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ t♦ ❛✐r ❡①♣♦s✉r❡ ❜❡❢♦r❡ ●❙❚ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢
SiO2 ❤❛s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
❧❡❛❞s t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ t❤❡ ●❙❚ ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ ❧❛②❡rs✳ ❲❡
♥♦t✐❝❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s✱ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ●❙❚ ❛♥❞ SiO2 ❧❛②❡rs❀ ❢♦r
t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❧❛②❡r✱ ♦♥❧② t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡❞✳
❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛s✲❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧❡❞ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥✜r♠ t❤❛t
t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇♦♦tstr❛♣ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞
s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s s❤♦✇s r❡❧❛t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✸✳✸ % ❛♥❞ ✺✳✾ % ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝❛♣♣✐♥❣ ❧❛②❡r ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ●❙❚ ❧❛②❡rs✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ SiO2 ❧❛②❡r ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❧♦✇❡st✳

✻✳✷✳✷ ❚❛♥t❛❧✉♠✲❜❛s❡❞ t❤✐♥ ✜❧♠s

■♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st✉❞②✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ✉s✐♥❣ ●■❳❘❋✲❳❘❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛♥❛❧②③❡ Ta2O5 t❤✐♥
✜❧♠s ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Fe2O3 ❛♥❞ Y2O3✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♣✐♥❣
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ t❤✐♥ ✜❧♠s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ●■❳❘❋✲❳❘❘✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s r❡♣♦rt❡❞
✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✉s❡❞✳

✻✳✷✳✷✳✶ Ta2O5 ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Fe2O3

❋♦r t❤❡ ❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ Ta2O5 ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Fe2O3✱ ❛ ✶✷✵ s❡❝♦♥❞ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❛s
✉s❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t✉♣ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ♦❢ 3.21× 108 s−1 ❛t t❤❡ ❳❘❋ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢
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✶✵ ❦❡❱ ✉s✐♥❣ ❛ ❤❡✐❣❤t s❧✐t ♦❢ ✵✳✸ ♠♠✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❡①❝✐t❡ t❤❡ Kα

❧✐♥❡s ♦❢ ❋❡ ❛♥❞ Lα ❧✐♥❡s ♦❢ ❚❛✳ ❚❤❡ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✇❛s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✽ ❦❡❱ t♦
❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ♣❤♦t♦♥ ✢✉①✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❳❘❘ ❛♥❞ ●■❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ✜tt❡❞ ❝✉r✈❡s
♦❢ ❚❛✲Lα ❛♥❞ ❋❡✲Kα ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✶✻ ❛♥❞ ✻✳✶✼✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✜tt❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❳❘❘ ❛♥❞ ●■❳❘❋ ❞❛t❛ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s✱ r♦✉❣❤♥❡ss❡s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦rr❡❝t❧② ❛❝❝♦✉♥t❡❞
❢♦r ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞♦♣✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢
t❤❡ Ta2O5 ✇✐t❤ Fe2O3 ✜❧♠✱ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s tr✉❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ❳❘❘ s❝❛♥s ❛♥❞ ✜t ❢♦r t❤❡ Ta2O5 s❛♠♣❧❡ ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Fe2O3✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ●■❳❘❋ ❢♦r t❤❡ Ta2O5 s❛♠♣❧❡ ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Fe2O3✳ ❙❝❛♥s ❛♥❞ ✜t ♦❢ ❚❛✲Lα ✭❛✮ ❛♥❞
❋❡✲Kα ✭❜✮✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜ts✳

❚❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ Ta2O5 ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Fe2O3 ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r ❞❛t❛ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✺✳
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❚❛❜❧❡ ✻✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ Ta2O5 ❧❛②❡r ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Fe2O3 ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❚❤✐❝❦♥❡ss

✭♥♠✮

❉❡♥s✐t②

✭g/cm3✮

❉♦♣✐♥❣

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭%✮

❘♦✉❣❤♥❡ss

✭♥♠✮

▼❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s

❞❛t❛
Ta2O5✴Fe2O3 32 8.18 0.1 ✲

●■❳❘❋✲❳❘❘ Ta2O5.03Fe0.018 32.1(17) 7.98(42) 0.32 1.14(6)

❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❞♦♣✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Ta2O5 ❧❛②❡r ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Fe2O3

❢r♦♠ ●■❳❘❋✲❳❘❘ s❤♦✇ s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ✐s ✸✷✳✶✭✶✼✮ ♥♠✱ ❛❧✐❣♥✐♥❣ ❝❧♦s❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s r❡♣♦rt❡❞
t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✸✷ ♥♠✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ●■❳❘❋✲❳❘❘✱ ✐s ✼✳✾✽✭✹✷✮ g/cm3✱ s❧✐❣❤t❧②
❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✽✳✶✽ g/cm3 ❬✶✾✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞♦♣✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♦❢ ✵✳✸✷ % s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✶ %✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❛②
❜❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ✇❡r❡ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ♦r ♣♦♦r❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✱ ♦r ✐t ♠❛② ❜❡ ❞✉❡
t♦ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞♦♣❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss✱ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1.14(6) ♥♠✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦ s♣❡❝✐✜❝
✈❛❧✉❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❤✐♥ SiO2 ❧❛②❡r✱ ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♠✲
❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ 3.00(15) ♥♠✱ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ 0.39(2) ♥♠✱ ❛♥❞ ❛ ❞❡♥s✐t②
♦❢ 2.19(11) g/cm3✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ SiO2 ❧❛②❡r ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡
❝❛✉s❡❞ ❜② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❡①♣♦s✉r❡ ♦r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡
❞❡r✐✈❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❇♦♦tstr❛♣ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✱ ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ ♦❢ ✺ % ❢♦r t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✺✳✸ %
❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ ✺✳✸ % ❢♦r t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤
♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤✐♥ ✜❧♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ SiO2 ❧❛②❡r ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ❢♦r ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✲
✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

✻✳✷✳✷✳✷ Ta2O5 ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Y2O3

❋♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Ta2O5 ❧❛②❡r ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Y2O3✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s s❡t ❛t ✸✵
s❡❝♦♥❞s✳ ❚♦ ❡①❝✐t❡ t❤❡ Lα ❧✐♥❡s ♦❢ ❚❛✱ t❤❡ ❳❘❋ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✶✵ ❦❡❱✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t✉♣
❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ♦❢ 3.29× 108 s−1 t❤r♦✉❣❤ ❛ ✵✳✸ ♠♠ ❤❡✐❣❤t s❧✐t✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❳❘❋
✇❛s ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✶✽ ❦❡❱ t♦ ❡①❝✐t❡ t❤❡ Kα ❧✐♥❡s ♦❢ ❨✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ♦❢ 4.8× 108 s−1✳
❲❤✐❧❡ ❛t ❜♦t❤ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①❝✐t❡ t❤❡ L ❧✐♥❡s ♦❢ ❨✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ Kα

❧✐♥❡s ❛s t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✭❳❘❘✮ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✽ ❦❡❱✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❳❘❘
❛♥❞ ●■❳❘❋ r❡s✉❧ts ❢♦r ❚❛✲Lα ❛♥❞ ❨✲Kα✱ ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ✜tt❡❞✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s
✻✳✶✽ ❛♥❞ ✻✳✶✾✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ ❳❘❘ s❝❛♥s ❛♥❞ ✜t ❢♦r t❤❡ Ta2O5 s❛♠♣❧❡ ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Y2O3✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✿ ●■❳❘❋ ♦❢ t❤❡ Ta2O5 s❛♠♣❧❡ ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Y2O3✳ ❙❝❛♥s ❛♥❞ ✜t ♦❢ ❚❛✲Lα ✭❛✮ ❛♥❞
❨✲Kα ✭❜✮✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✜ts✳

❚❤❡ ❳❘❘ ❛♥❞ ●■❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ Ta2O5 s❛♠♣❧❡ ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Y2O3 ♣r♦✈✐❞❡❞ ❝♦♥s✐s✲
t❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❳❘❘ ❛♥❞ t❤❡ ❚❛✲Lα ❧✐♥❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ str♦♥❣ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ●■❳❘❋ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❨✲Kα✱ t❤❡ ✜t ✇❛s ❧❡ss ❝♦❤❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❋✐rst✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ✉s❡❞ t♦
❡①❝✐t❡ t❤❡ ❨✲Kα ❧✐♥❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❚❛✲Lα ❧✐♥❡s✳ ❆ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ✢✉①
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛
♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❞♦♣✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❨ ✐♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✇❡❧❧✲r❡s♦❧✈❡❞ ●■❳❘❋ s✐❣♥❛❧✱ ♦r t♦ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❨ ❞♦♣❛♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ✉s✲
✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ Ta2O5 ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤
Y2O3✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤♦s❡
♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳

✶✺✹
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❚❛❜❧❡ ✻✳✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●■❳❘❋✲❳❘❘ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ Ta2O5 ❧❛②❡r ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Y2O3 ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❚❤✐❝❦♥❡ss

✭♥♠✮

❉❡♥s✐t②

✭g/cm3✮

❉♦♣✐♥❣

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✭%✮

❘♦✉❣❤♥❡ss

✭♥♠✮

▼❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s

❞❛t❛
Ta2O5✴Y2O3 28 8.18 6 ✲

●■❳❘❋✲❳❘❘ Ta2O5.09Y0.06 27.6(21) 7.30(49) 0.95 0.69(5)

❋♦r t❤❡ Ta2O5 ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Y2O3✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ●■❳❘❋✲❳❘❘ r❡✈❡❛❧ ♠✐♥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦✲
♥❡ss t♦ ❜❡ ✷✼✳✻✭✷✶✮ ♥♠✱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✽ ♥♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❞❡♥s✐t② ✇❛s ✼✳✸✵✭✹✾✮ g/cm3✱ ❛❧s♦ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✽✳✶✽ g/cm3✳ ❚❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss ✐s
✵✳✻✾✭✺✮ ♥♠✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❞♦♣✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✾ % ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✻✳✵ % t❛r❣❡t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❢♦r Ta2O5 ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Fe2O3✱ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠❛② ✐♥❞✐❝❛t❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞♦♣✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ②ttr✐✉♠ ❞♦♣❛♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥✲
❛❧❧②✱ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t❤✐♥ SiO2 ❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ❧❛②❡r✱ ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss
♦❢ 3.00(21) ♥♠✱ ❞❡♥s✐t② ♦❢ 2.19(15) g/cm3 ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss ♦❢ 0.36(2) ♥♠✱ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❡✐t❤❡r
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❙✐ s✉❜str❛t❡ ♦r t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡Ta2O5 ❧❛②❡r ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Y2O3 ❛r❡✿
✼✳✻ % ❢♦r t❤✐❝❦♥❡ss✱ ✻✳✼ % ❢♦r ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✼✳✷ % ❢♦r r♦✉❣❤♥❡ss✳
❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❛♥t❛❧✉♠✲❜❛s❡❞ s❛♠♣❧❡s✱
✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ Ta2O5 ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ Y2O3 ❡①❤✐❜✐ts ❧❛r❣❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s
♠❛② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ●■❳❘❋✲❳❘❘ t❡❝❤♥✐q✉❡ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❛♥❞
r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
♦❢ ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ●❙❚ ❛♥❞ ❚❛✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s
●■❳❘❋✲❳❘❘ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ str♦♥❣ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ✜t✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ r❡✈❡❛❧ str✉❝t✉r❛❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡
str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ●❙❚ s❛♠♣❧❡s✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✲❢r❡❡
❝♦♠❜✐♥❡❞ ●■❳❘❋✲❳❘❘ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐♥ ✜❧♠s
✉s❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛s ●■❳❘❋ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❞❡♥s✐t②✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❞❡♣t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❳❘❘ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t②✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t②✱ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❛♥❞ r♦✉❣❤♥❡ss✳ ❚❤✐s
✇❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✉❧t✐❧❛②❡rs s❛♠♣❧❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ●❡❙❜❚❡ ✭●❙❚✮
❛♥❞ t❛♥t❛❧✉♠ ✭❚❛✮✲❜❛s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t str✉❝t✉r❛❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡r✬s ❞❛t❛ ❢♦r ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ●■❳❘❋✲❳❘❘✱ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ●❙❚ s❛♠♣❧❡s
✇❛s ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❤❡❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡s t♦ s♣❡❝✐✜❡❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❧❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞
t❤r♦✉❣❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❢r✐♥❣❡ ♥✉♠❜❡rs✱ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❝✉r✈❡ ✇❤✐❝❤ r❡✈❡❛❧s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ r♦✉❣❤♥❡ss✱ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❧❡❞ t♦ ❛♥
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛②❡rs t❤✐❝❦♥❡ss ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛❧s♦ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②
♦❢ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧❧②✲✐♥❞✉❝❡❞ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢
❛t♦♠s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✐♥t❡✲
❣r❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ ❇♦♦tstr❛♣ r❡s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞
♦♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❛s ❛❧s♦ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s♦❢t✇❛r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡❞ st❛t✐s✲
t✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❜✉❞❣❡t ✇❛s ✜♥❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
❛♥❛❧②s✐s s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳
❇♦t❤✱ ●■❳❘❋ ❛♥❞ ❳❘❘ ❛♥❛❧②s✐s ❡①❤✐❜✐t❡❞ str♦♥❣ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜t ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❢♦r ●❙❚ ❛♥❞ ❚❛✲❜❛s❡❞ t❤✐♥ ✜❧♠s✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss✱ r♦✉❣❤♥❡ss✱ ❞❡♥s✐t②
❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ s❤♦✇❡❞
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ∼✸✳✸ %
❛♥❞ ✺✳✾ %✳ ❚❤❡s❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇❡r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧♦✇ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛s t❤❡② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ●■❳❘❋✲❳❘❘✱
✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❛s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ st✉❞✐❡s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❢✉rt❤❡r
❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❋♦r t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
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✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝t♦rs ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s
♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡s❡ s♦✉r❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡s ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✇❤✐❝❤
❛r✐s❡ ❢r♦♠ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t♦rs ❛♥❞ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞
❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠✐s♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦♦t♣r✐♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❛❧r❡❛❞② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ st✐❧❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❳❘❘✲●■❳❘❋ ❛♥❛❧②s✐s✱
✇❤✐❝❤ s✉♣♣♦rts t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❛❧s♦
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❳❘❘✲●■❳❘❋ ❝♦♠✲
❜✐♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ K✲ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ❢♦r
❋❡ ❛♥❞ ❨ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡✐r ♠❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❛♥❞ ♣❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❝♦✉♥t ✐♥ ❢✉t✉r❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❞❛t❛❜❛s❡s✳
▼♦✈✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❳❘❘✲●■❳❘❋ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ r❡♣❡❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t
❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ t✐♠❡✲✐♥t❡♥s✐✈❡✱
✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳
▲❛st❧②✱ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr❛✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥✱ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✭❲❉❙✮✳ ❚❤❡ ❲❉❙ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ✢❛t ❝r②st❛❧
❛♥❞ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛❝❦✲t❤✐♥♥❡❞ ❈❈❉ ✐♠❛❣❡ s❡♥s♦r ✇✐t❤ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧✐♥❦❛❣❡✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡
❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡t❡❝t✐♦♥ r❛♥❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧ t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❛❧❧♦✇✲
✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s ❛t s♣❡❝✐✜❝ ❇r❛❣❣ ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ❲❉❙ ✇❛s t❡st❡❞
✐♥ ❛♥ ✐♥✲❛✐r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❈✉✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
✷ ❡❱✱ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❊❉❙✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❧♦✇
s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❳✲r❛②s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛✛❡❝t ✐ts s❡♥s✐t✐✈✐t②
❛♥❞ ❧✐♠✐t ✐ts ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡
s❡t✉♣✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②❝❛♣✐❧❧❛r② ♦♣t✐❝s t♦ ❝♦❧❧✐♠❛t❡ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ❳✲r❛②s ♠♦r❡
❡✛❡❝t✐✈❡❧②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❜❡tt❡r s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ ♦✈❡r❛❧❧ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢✉t✉r❡
❛❞❛♣t❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❢♦❝✉s ♦♥ ✉♣❣r❛❞✐♥❣ t❤❡ ❲❉❙ ❢♦r ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❈❆❙❚❖❘
❣♦♥✐♦♠❡t❡r ❢♦r ●■❳❘❋ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡♥❡r❣② r❡s♦❧✉t✐♦♥✳
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❬✶❪ ●✳ ❍♦♥ ❛♥❞ ❇✳ ❘✳ ●♦❧❞st❡✐♥✱ ✏❏❏ ❚❤♦♠s♦♥✬s ♣❧✉♠✕♣✉❞❞✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧✿ ❚❤❡ ♠❛❦✐♥❣
♦❢ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♠②t❤✱✑ ❆♥♥❛❧❡♥ ❞❡r P❤②s✐❦✱ ✈♦❧✳ ✺✷✺✱ ♥♦✳ ✽✲✾✱ ♣♣✳ ❆✶✷✾✕❆✶✸✸✱ ✷✵✶✸✳

❬✷❪ ❏✳ ▲✳ ❍❡✐❧❜r♦♥✱ ✏❘✉t❤❡r❢♦r❞✕❇♦❤r ❛t♦♠✱✑ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✹✾✱ ♥♦✳ ✸✱
♣♣✳ ✷✷✸✕✷✸✶✱ ✶✾✽✶✳

❬✸❪ ❙✳ ❖rt♦❧✐ ❛♥❞ ❏✳✲P✳ P❤❛r❛❜♦❞✱ ▲❡ ❝❛♥t✐q✉❡ ❞❡s q✉❛♥t✐q✉❡s✿ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❡①✐st❡✲t✲✐❧❄ ▲❛
❞é❝♦✉✈❡rt❡✱ ✷✵✷✵✳

❬✹❪ ❘✳ ❋✳ ▼♦✉❧❞✱ ✏❚❤❡ ❡❛r❧② ❤✐st♦r② ♦❢ ❳✲r❛② ❞✐❛❣♥♦s✐s ✇✐t❤ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢
♣❤②s✐❝s ✶✽✾✺✲✶✾✶✺✱✑ P❤②s✐❝s ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡ ✫ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✹✵✱ ♥♦✳ ✶✶✱ ♣✳ ✶✼✹✶✱ ✶✾✾✺✳

❬✺❪ ❇✳ ❇❡❝❦❤♦✛✱ ❇✳ ❑❛♥♥❣✐❡ÿ❡r✱ ◆✳ ▲❛♥❣❤♦✛✱ ❘✳ ❲❡❞❡❧❧✱ ❛♥❞ ❍✳ ❲♦❧✛✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧
❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ❇✉s✐♥❡ss ▼❡❞✐❛✱ ✷✵✵✼✳

❬✻❪ ❘✳ ❇❡❤❧✐♥❣✱ ✏❳✲r❛② t✉❜❡s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✕■❖▼P ❤✐st♦r② ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱✑ ▼❡❞✳ P❤②s✳ ■♥t✱
✈♦❧✳ ✶✱ ♣♣✳ ✽✕✺✺✱ ✷✵✶✽✳
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❬✽❪ ▼✳ ❊❝❦❡rt✱ ✏▼❛① ✈♦♥ ❧❛✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❳✕r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ✶✾✶✷✱✑ ✷✵✶✷✳

❬✾❪ ❘✳ ●✳ ❊❣❞❡❧❧ ❛♥❞ ❊✳ ❇r✉t♦♥✱ ✏❍❡♥r② ♠♦s❡❧❡②✱ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛❜❧❡✱✑
P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❆✱ ✈♦❧✳ ✸✼✽✱ ♥♦✳ ✷✶✽✵✱ ♣✳ ✷✵✶✾✵✸✵✷✱ ✷✵✷✵✳

❬✶✵❪ ❑✳ ❚s✉❥✐✱ ❏✳ ■♥❥✉❦✱ ❛♥❞ ❘✳ ✈❛♥ ●r✐❡❦❡♥✱ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦♠❡tr②✿ r❡❝❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s✳
❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✶❪ ▼✳ ▼❛ss✐♠✐✱ P❛✉❧✐✬s ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✿ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r✐♥❝✐✲
♣❧❡✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✺✳

❬✶✷❪ ❘✳ ❈❡s❛r❡♦✱ ✏❳✲r❛② ♣❤②s✐❝s✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❛tt❡r✱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱✑ ▲❛ ❘✐✈✐st❛
❞❡❧ ◆✉♦✈♦ ❈✐♠❡♥t♦✱ ✈♦❧✳ ✷✸✱ ♥♦✳ ✼✱ ♣♣✳ ✶✕✷✸✶✱ ✷✵✵✵✳

❬✶✸❪ ❏✳ ❈✳ ❋✉❣❣❧❡ ❛♥❞ ◆✳ ▼årt❡♥ss♦♥✱ ✏❈♦r❡✲❧❡✈❡❧ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥ ♠❡t❛❧s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❧❡❝✲
tr♦♥ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ P❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✈♦❧✳ ✷✶✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣♣✳ ✷✼✺✕✷✽✶✱ ✶✾✽✵✳

❬✶✹❪ ❘✳ ❉✳ ❉❡s❧❛tt❡s✱ ❊✳ ●✳ ❑❡ss❧❡r✱ P✳ ■♥❞❡❧✐❝❛t♦✱ ▲✳ ❞❡ ❇✐❧❧②✱ ❊✳ ▲✐♥❞r♦t❤✱ ❛♥❞ ❏✳ ❆♥t♦♥✱ ✏❳✲
r❛② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✿ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱✑ ❘❡✈✐❡✇s ♦❢ ♠♦❞❡r♥
♣❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✼✺✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✸✺✕✾✾✱ ✷✵✵✸✳
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❬✶✺❪ ❋✳ P✳ ▲❛r❦✐♥s✱ ✏❙❡♠✐❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✉❣❡r✲❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ✶✵ ≤ ❩ ≤ ✶✵✵✱✑ ❆t♦♠✐❝
❞❛t❛ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ❞❛t❛ t❛❜❧❡s✱ ✈♦❧✳ ✷✵✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✸✶✶✕✸✽✼✱ ✶✾✼✼✳

❬✶✻❪ ❘✳ ❑❧♦❝❦❡♥❦ä♠♣❡r ❛♥❞ ❆✳ ✈♦♥ ❇♦❤❧❡♥✱ ❚♦t❛❧✲r❡✢❡❝t✐♦♥ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
r❡❧❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ✷✵✶✹✳

❬✶✼❪ ❘✳ ❏❡♥❦✐♥s✱ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦♠❡tr②✳ ❈❘❈ ♣r❡ss✱ ✶✾✾✺✳

❬✶✽❪ ▼✳ ❙✐❡❣❜❛❤♥ ❛♥❞ ●✳ ❆✳ ▲✐♥❞s❛②✱ ❚❤❡ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❢ ❳✲r❛②s✳ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱
❍✳ ▼✐❧❢♦r❞✱ ✶✾✷✺✳

❬✶✾❪ ❚✳ ❱♦✲❉✐♥❤✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ✫ ❙♦♥s✱ ✷✵✵✻✳

❬✷✵❪ ❘✳ ❏❡♥❦✐♥s✱ ❘✳ ▼❛♥♥❡✱ ❘✳ ❘♦❜✐♥✱ ❛♥❞ ❈✳ ❙é♥é♠❛✉❞✱ ✏■❯P❆❈✕♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ s②st❡♠ ❢♦r
❳✕r❛② s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱✑ ❳✕❘❛② ❙♣❡❝tr♦♠❡tr②✱ ✈♦❧✳ ✷✵✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣♣✳ ✶✹✾✕✶✺✺✱ ✶✾✾✶✳

❬✷✶❪ ❚✳ P✳ ❙❝❤r❡✐❜❡r ❛♥❞ ❲✐♠s✱ ✏❘❡❧❛t✐✈❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❢❛❝t♦rs ❢♦r ❑✱ ▲ ❛♥❞ ▼ s❤❡❧❧ ❳✕r❛② ❧✐♥❡s✱✑
❳✕❘❛② ❙♣❡❝tr♦♠❡tr②✱ ✈♦❧✳ ✶✶✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✹✷✕✹✺✱ ✶✾✽✷✳

❬✷✷❪ ▼✳ ❘♦❞r✐❣✉❡s ❛♥❞ ▼✳ ▲♦✐❞❧✱ ✏▲ ❳✲r❛② s❛t❡❧❧✐t❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥
❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ r❛❞✐♦♥✉❝❧✐❞❡s✱✑ ❆♣♣❧✐❡❞ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■s♦t♦♣❡s✱ ✈♦❧✳ ✶✵✾✱ ♣♣✳ ✺✼✵✕
✺✼✺✱ ✷✵✶✻✳

❬✷✸❪ ▼✳ ▲♦✐❞❧✱ ▼✳ ❘♦❞r✐❣✉❡s✱ ❛♥❞ ❘✳ ▼❛r✐❛♠✱ ✏▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ♣r♦❜❛✲
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❬✹✺❪ ●✳✲❨✳ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❨✳✲❋✳ ❲❛♥❣✱ ❡❞s✳✱ ❙♦❢t ❳✲r❛② ❞❡t❡❝t♦rs ❢♦r ♣✉❧s❛r ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ■❖P
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❬✹✻❪ ❏✳ ❲✳ ❇♦❛❣✱ ✏■♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡rs✱✑ ❚❤❡ ❞♦s✐♠❡tr② ♦❢ ✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ♣♣✳ ✶✻✾✕
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❬✹✼❪ ❘✳ ❑♦r❞❡✱ ❈✳ Pr✐♥❝❡✱ ❉✳ ❈✉♥♥✐♥❣❤❛♠✱ ❘✳ ❊✳ ❱❡st✱ ❛♥❞ ❊✳ ●✉❧❧✐❦s♦♥✱ ✏Pr❡s❡♥t st❛t✉s ♦❢
r❛❞✐♦♠❡tr✐❝ q✉❛❧✐t② s✐❧✐❝♦♥ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s✱✑ ▼❡tr♦❧♦❣✐❛✱ ✈♦❧✳ ✹✵✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✶✹✺✕✶✹✾✱ ✷✵✵✸✳

❬✹✽❪ ❊✳ ▼✳ ●✉❧❧✐❦s♦♥✱ ❘✳ ❑♦r❞❡✱ ▲✳ ❘✳ ❈❛♥✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ❘✳ ❊✳ ❱❡st✱ ✏❙t❛❜❧❡ s✐❧✐❝♦♥ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ❢♦r
❛❜s♦❧✉t❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❱❯❱ ❛♥❞ s♦❢t ❳✲r❛② r❡❣✐♦♥s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥
❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ P❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✈♦❧✳ ✽✵✱ ♣♣✳ ✸✶✸✕✸✶✻✱ ✶✾✾✻✳

❬✹✾❪ ❏✳ P✳ ❑✐r❦❧❛♥❞✱ ❚✳ ❏❛❝❤✱ ❘✳ ❆✳ ◆❡✐s❡r✱ ❛♥❞ ❈✳ ❊✳ ❇♦✉❧❞✐♥✱ ✏P■◆ ❞✐♦❞❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❢♦r s②♥✲
❝❤r♦tr♦♥ ❳✲r❛②s✱✑ ◆✉❝❧❡❛r ■♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ P❤②s✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✿ ❆❝✲
❝❡❧❡r❛t♦rs✱ ❙♣❡❝tr♦♠❡t❡rs✱ ❉❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ ❊q✉✐♣♠❡♥t✱ ✈♦❧✳ ✷✻✻✱ ♥♦✳ ✶✲✸✱ ♣♣✳ ✻✵✷✕
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❬✺✵❪ ❱✳ ❉✳ ❇♦♥✐❢❛❝✐♦ ❛♥❞ ❘✳ ❋✳ P✐r❡s✱ ✏P❤♦t♦❞✐♦❞❡s✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ r❡❝❡♥t ❛❞✈❛♥❝❡s✱✑ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s ◆❛♥♦❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✻✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✸✽✕✹✻✱ ✷✵✶✾✳

❬✺✶❪ ❯✳ ❑r❛♠❛r✱ ✏❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs✱✑ ✐♥ ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♥❞ ❙♣❡❝✲
tr♦♠❡tr② ✭❙❡❝♦♥❞ ❊❞✐t✐♦♥✮ ✭❏✳ ❈✳ ▲✐♥❞♦♥✱ ❡❞✳✮✱ ♣♣✳ ✷✾✽✾✕✷✾✾✾✱ ❖①❢♦r❞✿ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱
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❬✺✷❪ ❉✳ P❡♥♥✐❝❛r❞✱ ❇✳ P✐r❛r❞✱ ❖✳ ❚♦❧❜❛♥♦✈✱ ❛♥❞ ❑✳ ■♥✐❡✇s❦✐✱ ✏❙❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧s ❢♦r
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❬✺✸❪ ▼✳ ❯✳ ❑❤❛♥❞❛❦❡r✱ ✏❍✐❣❤ ♣✉r✐t② ❣❡r♠❛♥✐✉♠ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ ❣❛♠♠❛✲r❛② s♣❡❝tr♦♠❡tr②✱✑ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ P❤②s✐❝❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✈♦❧✳ ✶✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✹✷✕✹✻✱ ✷✵✶✶✳

❬✺✹❪ ▲✳ ❙trü❞❡r✱ ❈✳ ❋✐♦r✐♥✐✱ ❊✳ ●❛tt✐✱ ❘✳ ❍❛rt♠❛♥♥✱ P✳ ❍♦❧❧✱ ◆✳ ❑r❛✉s❡✱ P✳ ▲❡❝❤♥❡r✱ ❆✳ ▲♦♥❣♦♥✐✱
●✳ ▲✉t③✱ ❛♥❞ ❏✳ ❑❡♠♠❡r✱ ✏❍✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✇✐t❤ st❛t❡
♦❢ t❤❡ ❛rt s✐❧✐❝♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs✱✑ ✐♥ ▼♦❞❡r♥ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ▼✐❝r♦❜❡❛♠
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❬✺✺❪ ●✳ ▲✉t③✱ ✏❙✐❧✐❝♦♥ ❞r✐❢t ❛♥❞ ♣✐①❡❧ ❞❡✈✐❝❡s ❢♦r ❳✲r❛② ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
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❳❘❘✕●■❳❘❋ ❛♥❛❧②s✐s ❛t ❙❖▲❊■▲✱✑ ❳✕❘❛② ❙♣❡❝tr♦♠❡tr②✱ ✈♦❧✳ ✹✻✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣♣✳ ✸✵✸✕✸✵✽✱
✷✵✶✼✳

❬✽✷❪ ❏✳ ▲✉❜❡❝❦✱ ❇✳ ❇❡❝❦❤♦✛✱ ❘✳ ❋❧✐❡❣❛✉❢✱ ■✳ ❍♦❧❢❡❧❞❡r✱ P✳ ❍ö♥✐❝❦❡✱ ▼✳ ▼ü❧❧❡r✱ ❇✳ P♦❧❧❛❦♦✇s❦✐✱
❋✳ ❘❡✐♥❤❛r❞t✱ ❛♥❞ ❏✳ ❲❡s❡r✱ ✏❆ ♥♦✈❡❧ ✐♥str✉♠❡♥t ❢♦r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♥❛♥♦❛♥❛❧②t✐❝s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❳✲r❛② ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✱✑ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ■♥str✉♠❡♥ts✱ ✈♦❧✳ ✽✹✱ ♥♦✳ ✹✱
♣✳ ✵✹✺✶✵✻✱ ✷✵✶✸✳

❬✽✸❪ ❏✳ ▲✉❜❡❝❦✱ ▼✳ ❇♦❣♦✈❛❝✱ ❇✳ ❇♦②❡r✱ ❇✳ ❉❡t❧❡❢s✱ ❉✳ ❊✐❝❤❡rt✱ ❘✳ ❋❧✐❡❣❛✉❢✱ ❉✳ ●röt③s❝❤✱
■✳ ❍♦❧❢❡❧❞❡r✱ P✳ ❍ö♥✐❝❦❡✱ ❲✳ ❏❛r❦✱ ❘✳ ❇✳ ❑❛✐s❡r✱ ❇✳ ❑❛♥♥❣✐❡ÿ❡r✱ ❆✳ ●✳ ❑❛r②❞❛s✱ ❏✳ ❏✳
▲❡❛♥✐✱ ▼✳ ❈✳ ▲é♣②✱ ▲✳ ▲ü❤❧✱ ❨✳ ▼é♥❡s❣✉❡♥✱ ❆✳ ▼✐❣❧✐♦r✐✱ ▼✳ ▼ü❧❧❡r✱ ❇✳ P♦❧❧❛❦♦✇s❦✐✱
▼✳ ❙♣❛♥✐❡r✱ ❍✳ ❙❣❤❛✐❡r✱ ●✳ ❯❧♠✱ ❏✳ ❲❡s❡r✱ ❛♥❞ ❇✳ ❇❡❝❦❤♦✛✱ ✏❆ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②
s♣❡❝tr♦♠❡tr② ❯❍❱ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛t t❤❡ ❙❘ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❇❊❙❙❨ ■■✱ ❊▲❊❚❚❘❆ ❛♥❞ ❙❖▲❊■▲✱✑
❆■P ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✱ ✈♦❧✳ ✶✼✹✶✱ ♥♦✳ ✶✱ ✷✵✶✻✳
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❬✽✹❪ P✳ ❚r♦✉ss❡❧ ❛♥❞ ◆✳ ❈♦r♦♥✱ ✏❇❖▲❯❳✿ ❆ ❝r②♦❣❡♥✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲s✉❜st✐t✉t✐♦♥ r❛❞✐♦♠❡t❡r ❛s ❤✐❣❤
❛❝❝✉r❛❝② ♣r✐♠❛r② ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ✶✺✵✕✶✶✵✵✵ ❡❱ r❛♥❣❡✱✑ ◆✉❝❧❡❛r ■♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s
✐♥ P❤②s✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✿ ❆❝❝❡❧❡r❛t♦rs✱ ❙♣❡❝tr♦♠❡t❡rs✱ ❉❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ❆ss♦❝✐❛t❡❞
❊q✉✐♣♠❡♥t✱ ✈♦❧✳ ✻✶✹✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✷✻✵✕✷✼✵✱ ✷✵✶✵✳

❬✽✺❪ ❱✳ ❍✳ ❊❧✈✐r❛✱ ▼✳✲❈✳ ▲é♣②✱ ❛♥❞ ❨✳ ▼é♥❡s❣✉❡♥✱ ✏Pr✐♠❛r② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ✇✐t❤
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❳✕r❛② ❜❡❛♠s ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✕s✉❜st✐t✉t✐♦♥ r❛❞✐♦♠❡t❡r✱✑ ❳✕❘❛② ❙♣❡❝✲
tr♦♠❡tr②✱ ✷✵✷✷✳

❬✽✻❪ ❖♣t♦❉✐♦❞❡✱ ✏❤tt♣s✿✴✴♦♣t♦❞✐♦❞❡✳❝♦♠✴♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s✲❛①✉✈✲❞❡t❡❝t♦rs✳❤t♠❧✳✑

❬✽✼❪ ❍❛♠❛♠❛ts✉✱ ✏❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❤❛♠❛♠❛ts✉✳❝♦♠✴❥♣✴❡♥✴♣r♦❞✉❝t✴♦♣t✐❝❛❧✲
s❡♥s♦rs✴♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s✴s✐✲♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s✴s✽✶✾✸✳❤t♠❧✳✑

❬✽✽❪ ❨✳ ▼é♥❡s❣✉❡♥ ❛♥❞ ▼✳✲❈✳ ▲é♣②✱ ✏❊✣❝✐❡♥❝② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲
❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤ ❙❖▲❊❳✿ ❆ ❝♦♠♣❛❝t t✉♥❛❜❧❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❳✲r❛② s♦✉r❝❡✱✑ ◆✉✲
❝❧❡❛r ■♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ P❤②s✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✿ ❆❝❝❡❧❡r❛t♦rs✱ ❙♣❡❝tr♦♠❡✲
t❡rs✱ ❉❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ ❊q✉✐♣♠❡♥t✱ ✈♦❧✳ ✻✾✺✱ ♣♣✳ ✶✾✸✕✶✾✻✱ ✷✵✶✷✳

❬✽✾❪ ❍✳ ❘✳ ❍✉✛✱ ❍✳ ■✇❛✐✱ ❛♥❞ ❍✳ ❘✐❝❤t❡r✱ ❙✐❧✐❝♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❳✳ ❊❧❡❝✲
tr♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✷✵✵✻✳

❬✾✵❪ ❏✳ ◆✐✐♥✐stö✱ ▼✳ P✉t❦♦♥❡♥✱ ▲✳ ◆✐✐♥✐stö✱ ❙✳ ▲✳ ❙t♦❧❧✱ ❑✳ ❑✉❦❧✐✱ ❚✳ ❙❛❥❛✈❛❛r❛✱ ▼✳ ❘✐t❛❧❛✱
❛♥❞ ▼✳ ▲❡s❦❡❧ä✱ ✏❈♦♥tr♦❧❧❡❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❍❢❖2 t❤✐♥ ✜❧♠s ❜② ❛t♦♠✐❝ ❧❛②❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠
❝②❝❧♦♣❡♥t❛❞✐❡♥②❧✲t②♣❡ ♣r❡❝✉rs♦r ❛♥❞ ✇❛t❡r✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s ❈❤❡♠✐str②✱ ✈♦❧✳ ✶✺✱
♥♦✳ ✷✸✱ ♣♣✳ ✷✷✼✶✕✷✷✼✺✱ ✷✵✵✺✳

❬✾✶❪ ▼✳ ❑rä♠❡r✱ ❆✳ ✈♦♥ ❇♦❤❧❡♥✱ ❈✳ ❙t❡r♥❡♠❛♥♥✱ ▼✳ P❛✉❧✉s✱ ❛♥❞ ❘✳ ❍❡r❣❡♥rö❞❡r✱ ✏❳✲r❛②
st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s✿ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤✐♥ ❧❛②❡r❡❞ s②st❡♠s✱✑ ❏✳ ❆♥❛❧✳ ❆t✳ ❙♣❡❝tr♦♠✳✱ ✈♦❧✳ ✷✶✱
♥♦✳ ✶✶✱ ♣♣✳ ✶✶✸✻✕✶✶✹✷✱ ✷✵✵✻✳

❬✾✷❪ ❆✳ ✈♦♥ ❇♦❤❧❡♥✱ ✏❚♦t❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛♥❞ ❣r❛③✐♥❣ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❳✲r❛②
s♣❡❝tr♦♠❡tr②✲tt♦❧s ❢♦r ♠✐❝r♦✲❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❛❧②s✐s✱✑ ❙♣❡❝tr♦❝❤✐♠✐❝❛ ❆❝t❛✳ P❛rt ❇✱ ❆t♦♠✐❝
❙♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ ✈♦❧✳ ✻✹✱ ♥♦✳ ✾✱ ♣♣✳ ✽✷✶✕✽✸✷✱ ✷✵✵✾✳

❬✾✸❪ ❆✳ ●✉♣t❛✱ ❉✳ ❑✉♠❛r✱ ❛♥❞ ❈✳ ▼❡♥❡❣❤✐♥✐✱ ✏■♥t❡r❢❛❝❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs
✉s✐♥❣ ❳✲r❛② st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❇✱ ✈♦❧✳ ✼✺✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣✳ ✵✻✹✹✷✹✱ ✷✵✵✼✳

❬✾✹❪ ❑✳ ❈✳ ❲❡st❢♦❧❞✱ ✏❚❤❡ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ❘❛❞✐❛t✐♦♥✱✑ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱
✈♦❧✳ ✶✸✵✱ ♣✳ ✷✹✶✱ ✶✾✺✾✳

❬✾✺❪ ❆rt❤✉r ❍✳ ❈♦♠♣t♦♥✱ ✏❈❳❱■■✳ t❤❡ t♦t❛❧ r❡✢❡①✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s✱✑ ❚❤❡ ▲♦♥❞♦♥✱ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱ ❛♥❞
❉✉❜❧✐♥ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ▼❛❣❛③✐♥❡ ❛♥❞ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✹✺✱ ♥♦✳ ✷✼✵✱ ♣♣✳ ✶✶✷✶✕✶✶✸✶✱
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❬✾✼❪ P✳ ❈♦❧♦♠❜✐✱ ❉✳ ❑✳ ❆❣♥✐❤♦tr✐✱ ❱✳ ❊✳ ❆s❛❞❝❤✐❦♦✈✱ ❊✳ ❇♦♥t❡♠♣✐✱ ❉✳ ❑✳ ❇♦✇❡♥✱ ❈✳ ❍✳ ❈❤❛♥❣✱
▲✳ ❊✳ ❉❡♣❡r♦✱ ▼✳ ❋❛r♥✇♦rt❤✱ ❚✳ ❋✉❥✐♠♦t♦✱ ❆✳ ●✐❜❛✉❞✱ ▼✳ ❏❡r❣❡❧✱ ▼✳ ❑r✉♠r❡②✱ ❚✳ ❆✳ ▲❛❢✲
❢♦r❞✱ ❆✳ ▲❛♠♣❡rt✐✱ ❚✳ ▼❛✱ ❘✳ ❏✳ ▼❛t②✐✱ ▼✳ ▼❡❞✉♥❛✱ ❙✳ ▼✐❧✐t❛✱ ❑✳ ❙❛❦✉r❛✐✱ ▲✳ ❙❤❛❜❡❧✬♥✐❦♦✈✱
❆✳ ❯❧②❛♥❡♥❦♦✈✱ ❆✳ ✈❛♥ ❞❡r ▲❡❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❲✐❡♠❡r✱ ✏❘❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❳✲r❛② r❡✢❡❝t♦♠❡tr②✿
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❬✶✹✽❪ ▼❛rt✐♥ ❇❡r❣❡r✱ ❏ ❍✉❜❜❡❧❧✱ ❙t❡♣❤❡♥ ❙❡❧t③❡r✱ ❏ ❈♦✉rs❡②✱ ❛♥❞ ❉ ❩✉❝❦❡r✱ ✏❳❈❖▼✿ P❤♦t♦♥
❈r♦ss ❙❡❝t✐♦♥ ❉❛t❛❜❛s❡ ✭✈❡rs✐♦♥ ✶✳✷✮✱✑ ✶✾✾✾✳

✶✻✽
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❬✶✹✾❪ ❇✳ ❘♦②✱ ❇✳ ❑✳ ❈❤❛tt❡r❥❡❡✱ ❙✳ ❈✳ ❘♦②✱ ◆✳ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②❛✱ ❛♥❞ ◆✳ ❈❤♦✉❞❤✉r②✱ ✏P❤♦t♦❡❧❡❝tr✐❝
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡❞ t♦t❛❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ♥❡❛r ❛❜s♦r♣✲
t✐♦♥ ❡❞❣❡s ♦❢ ❤❡❛✈✐❡r ❛t♦♠s✱✑ ❆♣♣❧✐❡❞ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■s♦t♦♣❡s✱ ✈♦❧✳ ✹✽✱ ♥♦✳ ✻✱ ♣♣✳ ✼✽✺✕✼✽✽✱
✶✾✾✼✳

❬✶✺✵❪ ❚✳ ❙❝❤♦♦♥❥❛♥s✱ ❆✳ ❇r✉♥❡tt✐✱ ❇✳ ●♦❧♦s✐♦✱ ▼✳ ❉❡❧ ❙❛♥❝❤❡③ ❘✐♦✱ ❱✳ ❆✳ ❙♦❧é✱ ❈✳ ❋❡rr❡r♦✱
❛♥❞ ▲✳ ❱✐♥❝③❡✱ ✏❚❤❡ ①r❛②❧✐❜ ❧✐❜r❛r② ❢♦r ❳✲r❛②✕♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❘❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱✑
❙♣❡❝tr♦❝❤✐♠✐❝❛ ❆❝t❛ P❛rt ❇✿ ❆t♦♠✐❝ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ ✈♦❧✳ ✻✻✱ ♥♦✳ ✶✶✲✶✷✱ ♣♣✳ ✼✼✻✕✼✽✹✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✺✶❪ ❊✳ ❇r♦✇♥❡✱ ▼✳✲▼✳ ❇❡✱ ❚✳ ❉❡s♠♦♥❞ ▼❛❝ ▼❛❤♦♥✱ ❛♥❞ ❘✳ ●✳ ❍❡❧♠❡r✱ ✏❘❡♣♦rt ♦♥ t❤❡
❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❉❡❝❛② ❉❛t❛ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ Pr♦❥❡❝t✳✑

❬✶✺✷❪ ▲✳ ❊✳ ❇❛✐❧❡② ❛♥❞ ❏✳ ❇✳ ❙✇❡❞❧✉♥❞✱ ✏❳✲r❛② ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ♦❢ ❆❧✱ ❈❧✱ ❆r✱ ❙❝✱ ❚✐✱ ❱✱ ▼♥✱
❋❡✱ ❈♦✱ ❨✱ ❛♥❞ ❆❣✱✑ P❤②s✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇✱ ✈♦❧✳ ✶✺✽✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣✳ ✻✱ ✶✾✻✼✳

❬✶✺✸❪ ❲✳ ❘✉❜✐♥s♦♥ ❛♥❞ ❑✳ P✳ ●♦♣✐♥❛t❤❛♥✱ ✏❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❋❡57 ✶✹✳✹ ❦❡❱ ❚r❛♥✲
s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❑✲❈❛♣t✉r❡ ❋r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❈♦57 ❡− ❈❛♣t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❑✲❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❨✐❡❧❞ ♦❢ ❋❡✱✑
P❤②s✐❝❛❧ r❡✈✐❡✇✱ ✈♦❧✳ ✶✼✵✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣✳ ✾✻✾✱ ✶✾✻✽✳

❬✶✺✹❪ ❲✳ ❇❛♠❜②♥❡❦ ❛♥❞ ❉✳ ❘❡❤❡r✱ ✏Pr❡❝✐s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P̄ kωk✲ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉♦✲
r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞ ωk ♦❢ ❈✉ ❛❢t❡r ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡❝❛② ♦❢ 65❩♥✱✑ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ❢ür P❤②s✐❦ ❆
❍❛❞r♦♥s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐✱ ✈♦❧✳ ✷✶✹✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✸✼✹✕✸✽✵✱ ✶✾✻✽✳

❬✶✺✺❪ ❊✳ ❏✳ ▼❝●✉✐r❡✱ ✏❑✲ s❤❡❧❧ ❛✉❣❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡s ❛♥❞ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ❛r✲①❡✱✑
P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❆✱ ✈♦❧✳ ✷✱ ♥♦✳ ✷✱ ♣♣✳ ✷✼✸✕✷✼✽✱ ✶✾✼✵✳

❬✶✺✻❪ ❉✳ ▲✳ ❲❛❧t❡rs ❛♥❞ ❈✳ P✳ ❇❤❛❧❧❛✱ ✏❩ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❑−▲▲ ❛✉❣❡r r❛t❡s✱✑ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇
❆✱ ✈♦❧✳ ✸✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣♣✳ ✺✶✾✕✺✷✵✱ ✶✾✼✶✳

❬✶✺✼❪ ❉✳ P✐♥❤❡✐r♦✱ ❆✳ ❋❡r♥❛♥❞❡s✱ ❈✳ ●♦❞✐♥❤♦✱ ❏✳ ▼❛❝❤❛❞♦✱ ●✳ ❇❛♣t✐st❛✱ ❋✳ ●r✐❧♦✱ ▲✳ ❙✉st❡❧♦✱
❏✳ ▼✳ ❙❛♠♣❛✐♦✱ P✳ ❆♠❛r♦✱ ❘✳ ●✳ ▲❡✐tã♦✱ ❏✳ P✳ ▼❛rq✉❡s✱ ❋✳ P❛r❡♥t❡✱ P✳ ■♥❞❡❧✐❝❛t♦✱ ▼✳ ❞❡
❆✈✐❧❧❡③✱ ❏✳ P✳ ❙❛♥t♦s✱ ❛♥❞ ▼✳ ●✉❡rr❛✱ ✏❑✲ ❛♥❞ ▲✲s❤❡❧❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ②✐❡❧❞s ❢♦r
t❤❡ ❋❡ ✐s♦♥✉❝❧❡❛r s❡q✉❡♥❝❡✱✑ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ P❤②s✐❝s ❛♥❞ ❈❤❡♠✐str②✱ ✈♦❧✳ ✷✵✸✱ ♣✳ ✶✶✵✺✾✹✱ ✷✵✷✸✳

❬✶✺✽❪ ❨✳ ▼é♥❡s❣✉❡♥ ❛♥❞ ▼✳✲❈✳ ▲é♣②✱ ✏❈♦❧❡❣r❛♠✱ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♦❢ ✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ s♣❡❝tr❛✱✑ ◆✉❝❧❡❛r ■♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ P❤②s✐❝s ❘❡s❡❛r❝❤
❙❡❝t✐♦♥ ❆✿ ❆❝❝❡❧❡r❛t♦rs✱ ❙♣❡❝tr♦♠❡t❡rs✱ ❉❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ❆ss♦❝✐❛t❡❞ ❊q✉✐♣♠❡♥t✱ ✈♦❧✳ ✶✵✵✸✱
♣✳ ✶✻✺✸✹✶✱ ✷✵✷✶✳

❬✶✺✾❪ ❲✳ ❍✳ Pr❡ss✱ ❲✳ ❚✳ ❱❡tt❡r❧✐♥❣✱ ❙✳ ❆✳ ❚❡✉❦♦❧s❦②✱ ❛♥❞ ❇✳ P✳ ❋❧❛♥♥❡r②✱ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡❝✐♣❡s✳
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✽✽✳

❬✶✻✵❪ ❉✳ ▲✳ ❲✐♥❞t✱ ✏■▼❉✕❙♦❢t✇❛r❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ✜❧♠s✱✑
❈♦♠♣✉t❡rs ✐♥ P❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✷✱ ♥♦✳ ✹✱ ♣♣✳ ✸✻✵✕✸✼✵✱ ✶✾✾✽✳

❬✶✻✶❪ ❉✳ ▲✳ ❲✐♥❞t✱ ✏■▼❉ ■♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❣✉✐❞❡ ✫ ✉s❡r✬s ♠❛♥✉❛❧✱✑ ✷✵✶✸✳

❬✶✻✷❪ ❆✳ ●✐❜❛✉❞ ❛♥❞ ❙✳ ❍❛③r❛✱ ✏❳✲r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✱✑ ❈✉rr❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱
✈♦❧✳ ✼✽✱ ♥♦✳ ✶✷✱ ♣♣✳ ✶✹✻✼✕✶✹✼✼✱ ✷✵✵✵✳

✶✻✾
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❬✶✻✸❪ ▼✳ ❨❛s❛❦❛✱ ✏❳✲r❛② t❤✐♥✲✜❧♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✱✑ ❚❤❡ ❘✐❣❛❦✉ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✈♦❧✳ ✷✻✱ ♥♦✳ ✷✱
♣♣✳ ✶✕✾✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✻✹❪ ❨✳ ▼é♥❡s❣✉❡♥ ❛♥❞ ▼✳✲❈✳ ▲é♣②✱ ✏❘❡❢❡r❡♥❝❡✕❋r❡❡ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❳✲❘❛② ❘❡✢❡❝t♦♠❡tr② ✲ ●r❛③✲
✐♥❣ ■♥❝✐❞❡♥❝❡ ❳✕r❛② ❋❧✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❙②♥❝❤r♦tr♦♥ ❙❖▲❊■▲✱✑ ♣❤②s✐❝❛ st❛t✉s
s♦❧✐❞✐ ✭❛✮✱ ✈♦❧✳ ✷✶✾✱ ♥♦✳ ✾✱ ♣✳ ✷✶✵✵✹✷✸✱ ✷✵✷✷✳

❬✶✻✺❪ ❙✳ ▼✳ ❍❡❛❧❞✱ ❏✳ ❑✳ ❉✳ ❏❛②❛♥❡tt✐✱ ❆✳ ❆✳ ❇r✐❣❤t✱ ❛♥❞ ●✳ ❲✳ ❘✉❜❧♦✛✱ ✏❳✕r❛② r❡✢❡❝t✐✈✐t② st✉❞②
♦❢ ❙✐❖2 ♦♥ ❙✐✱✑ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❱❛❝✉✉♠ ❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❆✱ ✈♦❧✳ ✽✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣♣✳ ✷✵✹✻✕✷✵✹✽✱
✶✾✾✵✳

❬✶✻✻❪ ❇■P▼✱ ■❊❈✱ ■❋❈❈✱ ■▲❆❈✱ ■❙❖✱ ■❯P❆❈✱ ■❯P❆P✱ ❛♥❞ ❖■▼▲✱ ✏❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❞❛t❛ ✕ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t ✶ t♦ t❤❡ ✏●✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✑ ✕
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞✱✑ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ❢♦r ●✉✐❞❡s
✐♥ ▼❡tr♦❧♦❣②✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✻✼❪ ◗✉✐❝❦ ❙❝♦♣❡ ◗❙✲▲✷✵✶✵❩✴❆❋❈✱ ✏▼✐t✉t♦②♦✳✑

❬✶✻✽❪ ❘♦❝❤ ❤❡✐❣❤t ❣❛✉❣❡✱ ✏❤tt♣s✿✴✴r♦❝❤♠❡❝❛♥✐q✉❡✳❢r✴✱✑
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Titre : Analyse combinée GIXRF-XRR sans référence pour la caractérisation des matériaux en couches minces 
et calcul d'incertitudes 

Mots clés : Spectrométrie X, métrologie, fluorescence X, sciences des matériaux, couches minces 

Résumé : La caractérisation de films minces et de 
matériaux multicouches est cruciale dans la science 
des matériaux avancés et ses applications. Dans cette 
thèse, nous introduisons une méthode de référence 
pour la caractérisation des matériaux en couches 
minces en combinant les techniques de réflectivité 
des rayons X (XRR) et de fluorescence des rayons X 
en incidence rasante (GIXRF). La XRR est une 
technique sensible à la densité électronique, 
permettant de déterminer la densité, l'épaisseur et la 
rugosité de couches minces. D'autre part, la GIXRF est 
sensible à la densité élémentaire, fournissant des 
informations sur la distribution en profondeur des 
éléments. La combinaison de ces techniques élimine 
les résultats ambigus pour la caractérisation des 
couches de quelques nanomètres, ainsi que des 
profils de distribution en profondeur, aboutissant à 
une caractérisation d'échantillon plus précise. La 
méthode sans référence est basée sur la physique de 
l'ionisation et de l'absorption et nécessite la 
connaissance des paramètres atomiques 
fondamentaux plutôt que l'utilisation de matériaux 
de référence ou de normes d'étalonnage. Nous 
proposons dans cette thèse une méthode récursive 
pour estimer les incertitudes dans l'analyse combinée 
GIXRF-XRR basée sur la méthode statistique 
Bootstrap. Cette méthode implique la génération de 
poids aléatoires à multiplier par les points de 
données de la fonction de coût. L'application de ces 
poids donne lieu à un nouvel ensemble de valeurs 
optimisées pour les films minces qui diffèrent des 
originales. En répétant le processus, un ensemble de 
structures optimisées est calculé, sur lequel des 
statistiques peuvent être effectuées pour déduire les 
incertitudes sur les paramètres optimisés de la 
structure   de    l'échantillon.   Un autre    problème   
dans  l'analyse combinée GIXRF-XRR dans l'approche 
sans référence est la prise en compte des incertitudes 
dans les paramètres fondamentaux et l'angle solide 
de   détection.  Nous  introduisons  donc  également 

une approche basée sur la méthode de Monte 
Carlo pour calculer l'incertitude sur l'angle solide 
de détection et les paramètres fondamentaux qui 
sont inclus dans l'analyse combinée. La mesure de 
plusieurs échantillons sélectionnés en combinant 
la GIXRF et la XRR a été réalisée dans le 
goniomètre CASTOR sur la ligne de faisceau 
MÉTROLOGIE de l'installation du synchrotron 
SOLEIL. Les données XRR ont d'abord été 
analysées pour estimer la composition structurelle 
avec le logiciel IMD, puis l'ajustement des spectres 
XRF a été effectué à l'aide de COLEGRAM pour en 
déduire les intensités des raies d'émission de 
fluorescence des rayons X. L'analyse combinée 
GIXRFXRR a ensuite été réalisée à l'aide d'ELIXIR, 
un logiciel interne, pour dériver la structure de 
l'échantillon et les incertitudes associées ont été 
calculées par un programme Mathematica. Cette 
méthodologie a été appliquée à des matériaux 
chalcogénures amorphes et cristallins GexSbyTez 
avec différentes compositions (x, y, z) et sur des 
films minces à base de tantale, dopés avec 
différents éléments. Les incertitudes dérivées sur 
la structure de l'échantillon, les paramètres 
fondamentaux et l'angle solide ont été analysées. 
De plus, certains paramètres fondamentaux, à 
savoir les coefficients d'atténuation massiques, les 
rendements de fluorescence et les coefficients 
d'absorption photoélectriques pour le fer et 
l'yttrium ont été mesurés et leurs incertitudes ont 
été estimées à l'aide de différentes méthodes. 
Enfin, pour améliorer la résolution de la détection 
de fluorescence, nous avons conçu un prototype 
de spectromètre à dispersion en longueur d'onde 
(WDS) basé sur la diffraction de Bragg. Ce WDS 
intègre un cristal plat et un capteur CCD haute 
résolution. Grâce à cette configuration, notre 
spectromètre WDS atteint une résolution spectrale 
de 2 eV à 8048 eV. 

 

 



 

 

 

Title : Reference-free combined analysis GIXRF-XRR for the characterization of thin lm materials and 
uncertainties calculation 

Keywords : X-ray spectrometry, metrology, X-ray fluorescence, material sciences, thin layers 

The characterization of thin films and multilayered 
materials is crucial in advanced material science and 
its applications. In this thesis we introduce a 
reference-free method for the characterization of 
thin film materials by combining X-ray Reflectivity 
(XRR) and Grazing Incidence X-ray Fluorescence 
(GIXRF) techniques. XRR is a sensitive technique to 
the electronic density, allowing for determination of 
the density, thickness and roughness of thin layers. 
On the other hand, GIXRF is sensitive to the 
elemental density, providing information on the 
elemental depth distribution. The combination of 
these techniques removes ambiguous results for the 
characterization of nanometer layers, as well as 
nanometer depth profiles, resulting in a more 
accurate sample characterization. The reference-free 
method is based on the physics of ionization and 
absorption and requires knowledge of the atomic 
fundamental parameters rather than the use of 
reference materials or calibration standards. We 
propose in this thesis a recursive method for 
estimating uncertainties in combined GIXRF-XRR 
analysis based on the Bootstrap statistical method. 
This method involves generating random weights to 
be multiplied by the cost function data points. The 
application of these weights results in new set of 
optimized thin film values that differs from the 
original ones. By repeating the process, a set of 
optimized structures are calculated, of which 
statistics can be performed to deduce the 
uncertainties on the optimized parameters of the 
sample structure. An additional problem in the 
reference-free combined GIXRF-XRR analysis is the 
consideration of uncertainties in the fundamental 
parameters and the solid angle of detection. We 
therefore introduce a Monte Carlo-based approach 
to calculate the uncertainty on the solid angle of 
detection and the fundamental parameters which 
are included in the combined analysis. The 
measurement of several selected samples using 
GIXRF  and  XRR  were  carried  out  in  the  CASTOR 

goniometer on the MÉTROLOGIE beamline of the 
SOLEIL synchrotron facility. XRR data were initially 
analyzed to estimate structural composition with 
IMD software, followed by the fitting XRF spectra 
using COLEGRAM to derive the intensity of 
fluorescence X-ray emission lines. The combined 
GIXRF-XRR analysis was afterwards performed 
using ELIXIR, in-house software, to derive the 
sample structure and the associated uncertainties 
were calculated by a Mathematica program. This 
methodology was applied to amorphous and 
crystalline chalcogenides GexSbyTez with different 
(x, y, z) compositions and on tantalum-based thin 
films, doped with different elements. The derived 
uncertainties on the sample structure, 
fundamental parameters, and solid angle were 
analyzed. Furthermore, some fundamental 
parameters, namely mass attenuation coefficients, 
fluorescence yields and photoelectric absorption 
coefficients for iron and yttrium were measured 
and their uncertainties were estimated using 
different methods. Finally, to improve the 
resolution of the fluorescence detection, we 
developed a prototype of a wavelength dispersive 
spectrometer (WDS) based on Bragg's diffraction, 
which includes a flat crystal and a high-resolution 
CCD sensor, achieving a resolution of 2 eV at 8048 
eV. 


