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Introduction

Les algebres colorées : La généralisation des algébres de Lie connue aujourd’hui sous le
nom d’algebres de Lie colorées ont été introduites pour la premiere fois par Ree [58]. Cette
classe inclut les superalgebres de Lie qui sont Z,-graduées et qui jouent un role important dans
les supersymétries. Plus généralement, les algebres de Lie colorées jouent un role important en
physique théorique, voir par exemple [3,67]. Montgomery a prouvé dans [56] que les algebres
de Lie colorées simples peuvent étre obtenues a partir d’algébres associatives graduées, tandis
que le théoréeme d’Ado et le théoreme PBW des algébres de Lie colorées ont été prouvés par
Scheunert [62]. Au cours des deux dernieéres décennies, de nombreux travaux ont concerné les
algebres de Lie colorées en mathématiques et en physique, voir [10,16,18,31,44,73] pour plus
de détails.

Les algebres de Lie ternaires et plus généralement les algébres de Lie n-aires sont une
généralisation naturelle des algebres de Lie binaires, ott on considere des opérations n-aires
et une généralisation de la condition de Jacobi. La généralisation la plus courante consiste
a exprimer l'application adjointe comme une dérivation. Les algébres correspondantes ont
été appelées algebres n-Lie. Ces algebres ont été introduites et étudiées pour la premiere fois
par Filippov dans [33], I'étude est complétée par Kasymov dans [43]. Dans le cas ternaire,
ces algebres sont apparues dans les bases mathématiques algébriques de la mécanique de
Nambu développées par Takhtajan et Daletskii dans [26,68,69], comme une généralisation
de la mécanique hamiltonienne impliquant plus d’un hamiltonien. En plus de la mécanique
de Nambu, les algebres n-Lie se sont révélées avoir de nombreuses applications en physique,
comme dans la théorie des cordes, avec notamment les algebres de Bagger-Lambert. La deuxieme
approche de la généralisation de la condition de Jacobi au cas n-aire consiste a considérer une
sommation sur Sp,_1 au lieu de Ss.

Les généralisations de type Hom des algébres n-aires ont été examinées en premier lieu
dans [11], ot les Hom-algebres n-aires de type Lie et de type associatif ont été introduites. Les
identités habituelles sont déformées par des applications linéaires. Dans un cas particulier,
on retrouve les algebres Hom-Lie qui ont été motivées par des déformations quantiques des
algebres de champs de vecteurs comme les algebres de Witt et de Virasoro. D’autres propriétés,
méthodes de construction, exemples, cohomologie et extensions centrales des Hom-algebres
n-aires ont été étudiés dans [7-9].

La théorie de (co)homologie par rapport a la représentation adjointe pour les algebres n-Lie a
été introduite par Takhtajan dans [26,69] et par Gautheron dans [35] du point de vue de la théorie
de la déformation. La théorie générale de la cohomologie des algebres n-Lie et des algebres de

Leibniz a été établie dans [22,61] et des algébres et superalgebres n-Hom-Lie dans [1,4,5].
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Les systemes triples de Lie : Le concept de systeme triple de Lie a été introduit pour la
premiere fois par Jacobson [42]. La formulation actuelle est due a Yamaguti [74]. En outre, il
est apparu dans les travaux de Cartan sur la géométrie riemannienne [21]. Cette structure a été
fortement développée pour les espaces symétriques et les espaces connexes. En effet, I'espace
tangent d'un espace symétrique est un systeme triple de Lie. Il s’avere qu'il a des applications
importantes en physique, en particulier dans la théorie des particules élémentaires et la théorie
de la mécanique quantique, ainsi qu’en analyse numérique des équations différentielles. Il est
devenu un sujet intéressant en mathématiques, leur structure a été étudiée en premier par Lister
dans [51].

Les O-opérateurs : Les O-opérateurs ou les opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur les algebres

de Lie sont apparus pour la premiere fois dans un article de B. A. Kupershmidt [48] en tant
qu’opérateur analogue aux r-matrices classiques et aux structures de Poisson. Cependant, les
opérateurs de Rota-Baxter ont été introduits par G. Baxter [15] dans son étude de la théorie des
fluctuations en probabilité. Ensuite, ils sont développés par G.-C. Rota [60] en combinatoire.
IIs ont des applications importantes dans les aspects algébriques de la renormalisation en
théorie quantique des champs [25]. Les opérateurs de Rota-Baxter sur les algebres de Lie
(resp. les algebres associatives) sont également liés a la décomposition des opérations en
somme d’opérations algébriques. Dans [13], Les auteurs ont introduit la notion d’opérateur de
Rota-Baxter sur une algebre 3-Lie. Récemment, afin de construire des solutions de I’équation
classique de 3-Lie Yang-Baxter, les auteurs dans [17] ont introduit une notion plus générale
appelée opérateur de Rota-Baxter relatif a une représentation sur une algebre 3-Lie.
La théorie des déformations utilisant des séries formelles et des cohomologies appropriées
a été initiée par Gerstenhaber [36] pour les algebres associatives. Nijenhuis et Richardson
ont étendu cette étude aux algeébres de Lie [57]. Les déformations des algebres 3-Lie et des
systemes triples de Lie ont été étudiées dans [32] et [47,76] respectivement. Récemment, les
déformations de certains opérateurs, des morphismes et des opérateurs de Rota-Baxter ont été
fortement étudiés dans [6, 30, 34,55,70]. Une cohomologie est nécessaire pour controler les
déformations et les problemes d’extension d’une structure algébrique donnée. La cohomologie
de diverses structures algébriques, telles que les algebres associatives, les algebres de Lie, les
algébres de Leibniz, les algebres pré-Lie et les algebres n-Lie, sont bien connues. Récemment, la
cohomologie des opérateurs de Rota-Baxter et des O-opérateurs sur une algébre de Lie et une
algebres associative a été développée dans [30,70] respectivement. Dans [23,71], les auteurs
ont construit une 3-algébre de Lie dont les éléments de Maurer-Cartan sont des O-opérateurs
twistés (opérateurs de Reynolds généralisés) sur une algebre 3-Lie. Ils ont étudié la cohomologie
et les déformations des opérateurs de Reynolds généralisés sur une algebres 3-Lie.

Les opérateurs de Reynolds généralisés introduits par Uchino dans le contexte des algebres
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associatives [72] sont les analogues algébriques de la structure de Poisson twistée introduite
et étudiée dans [46,63]. Ils sont également liés aux NS-algebres considérées par Leroux [50].
Les opérateurs de Reynolds généralisés sur les algebres de Lie et les algebres de Leibniz ont
été étudiés dans [27,29]. Une cohomologie des opérateurs de Reynolds généralisés a été
dérivée d'une Lo.-algebre compatible dont les éléments de Maurer-Cartan sont donnés par des
opérateurs de Reynolds généralisés, voir [27,25]. Une telle cohomologie peut étre considérée
comme la cohomologie de Hochschild (resp. Chevalley-Eilenberg) d"une algebre de Lie a
coefficients dans une représentation. Une cohomologie des opérateurs de Reynolds généralisés
a été construite dans [29] comme une cohomologie de Loday-Pirashvili des algebres de Leibniz.
On peut voir aussi dans [20,49] la version Hom du crochet de Nijenhuis et de la cohomologie
des O-opérateurs sur une algebre de Lie.

L'objectif de cette these est d’étudier les algebres n-Hom-Lie colorées ainsi que les opérateurs
de Reynolds généralisés sur des systémes triples de Lie munis de représentations (paire L.t.sRep).
L’étude concerne leurs structures, leurs cohomologies et leurs déformations. En premier lieu, on
s’intéresse aux algebres n-Hom-Lie colorées. Notre but dans la premiére partie est de fournir une
cohomologie de ces algebres, notamment une cohomologie régissant les déformations formelles
a un parametre. Dans la seconde partie, on étudie les déformations formelles des algebres
n-Hom-Lie colorées, ainsi que la notion d’opérateur de Nijenhuis sur une algebre n-Hom-Lie
colorée, qui pourrait donner lieu a des déformations infinitésimalement triviales. De plus, en
relation avec ces opérateurs, on introduit la notion de structure produit sur les algebres n-Hom-
Lie colorées. En deuxieme Lieu, on introduit la notion d’opérateur de Reynolds généralisé sur
les systemes triples de Lie et on construit une L.-algebre dont les éléments de Maurer-Cartan
sont des opérateurs de Reynolds généralisés. Ceci nous permet de définir la cohomologie de
Yamaguti d'un opérateur de Reynolds généralisé. Ensuite, on étudie les déformations des
opérateurs de Reynolds généralisés du point de vue cohomologique en déterminant la classe
d’obstruction d’une déformation extensible d’ordre n. En dernier Lieu, on introduit la structure
de Nijenhuis. Cette derniére est liée a 1'opérateur de Reynolds généralisé et on montre que toute
algebre NS-Lie est un systeme triple de NS-Lie.

En guise de préliminaires, on rappelle dans le premier chapitre la cohomologie des algebres
Hom-Lie et des systémes triples de Lie. On montre aussi une correspondance entre les algebres
de Lie et les systemes triples de Lie. Ensuite, apres avoir introduit les notions essentielles
concernant les espaces I'-gradués, ou I' est un groupe abélien, on présente les algébres n-Hom-
Lie colorées. En outre, on présente quelques constructions, en particulier le procédé du Twist de
Yau. De plus, on montre qu’il y a une structure d’algebre Hom-Leibniz colorée sur 1'espace des
objets fondamentaux.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la cohomologie des algebres 3-Hom-Lie colorées et
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n-Hom-Lie colorées. On commence par la définition des algebres 3-Hom-Lie colorées et leurs
modules. Une algebre 3-Hom-Lie colorée avec son module est une paire 3-HomLieRep colorée.
Par la suite, on introduit sa cohomologie de Chevalley-FEilenberg. On termine la premiere section
en proposant un procédé qui permet de construire une paire 3-HomLieRep colorée en partant
d’une paire Hom-LieRep colorée et une fonction quasi-trace. C’est la paire 3-HomLieRep colorée
induite. Puis, on généralise les notions afin de définir la cohomologie des algébres n-Hom-Lie
colorées. En effet, dans la deuxiéme section, on définit le module d’algebre n-Hom-Lie colorée
suivie du produit semi-direct entre une algebre n-Hom-Lie colorée et un module. Dans la
derniére section, on étudie la cohomologie des algeébres n-Hom-Lie colorées a coefficients dans
un module.

Dans le troisieme chapitre, on développe une théorie des déformations formelles t-paramétrées
(t € K) des algebres n-Hom-Lie colorées s’appuyant sur la cohomologie. En premier lieu, on
définit les déformations formelles, infinitésimales et d’ordre k. De plus, on définit un crochet sur
'espace des 2-cochaines dans le but de montrer que des 2-cochaines engendrent une déformation
t-parameterée d’ordre k si et seulement si des conditions bien déterminées sont vérifiées. En
conséquence, on constate que 1’élément infinitésimal d"une telle déformation formelle est un
2-cocycle et que I'élément d’ordre k décrit une algeébre n-Hom-Lie colorée. On étudie ensuite
la notion d’équivalence des déformations et on prouve que leurs éléments infinitésimaux ap-
partiennent a la méme classe de cohomologie. En second lieu, on introduit les déformations
infinitésimalement triviales. Ceci motive la construction des opérateurs de Nijenhuis sur les
algebres n-Hom-Lie colorées multiplicatives. En effet, toute déformation infinitesimalement
triviale engendre un opérateur de Nijenhuis. Inversement, tout opérateur de Nijenhuis engen-
dre une déformation infinitesimalement triviale. Ensuite, on définit une structure produit sur
une algebre n-Hom-Lie colorée comme étant un opérateur de Nijenhuis et une quasi-structure
produit a la fois (un opérateur de Nijenhuis P qui satisfait P> = Id,). De plus, on montre
qu’une algebre n-Hom-Lie colorée (g,[-,---,-]|,€ &) admet une structure produit si et seulement
si g = @, cr gy admet une décomposition g =g g, ol g4+ = D, er(9y)+ et g = DB, er(ay) -
sont des espaces propres. On termine le chapitre par un exemple.

Dans le quatrieme chapitre, on introduit les opérateurs de Reynolds généralisés sur une
paire 3-HomLieRep colorée comme généralisation des opérateurs de Reynolds sur une algébre
3-Hom-Lie colorée. Auparavant, on présente la notion d’algebre 3-Hom-Lie colorée de Reynolds.
Ainsi, on donne la relation entre une algebre Hom-Lie colorée de Reynolds et 1’algebre 3-Hom-
Lie colorée de Reynolds induite et on établit une relation entre les opérateurs de Reynolds et
les dérivations des algebres 3-Hom-Lie colorées. Ensuite, motivé par le produit semi-direct
twisté, on introduit ’opérateur de Reynolds généralisé sur une paire 3-HomLieRep colorée. De

plus, on illustre une caractérisation de ces opérateurs en termes de graphe. Il en résulte, une
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structure d’algebre 3-Hom-Lie colorée sur I'espace des modules. Par la suite, on donne quelques
constructions d’opérateurs de Reynolds généralisés, y compris la transformation de gauge, et
des exemples. Dans la derniére section, on définit la notion de structure complexe généralisée
twistée sur un module d’algebre 3-Hom-Lie colorée. Une structure complexe généralisée twistée
est un opérateur de Nijenhuis sur le produit semi-direct twistée qui satisfait une condition bien
déterminée. De plus, on donne le lien entre les structures complexes généralisées twistées et les
opérateurs de Reynolds généralisés, aussi quelques constructions et exemples.

Le chapitre 5 est consacré a la cohomologie de type Maurer-Cartan des opérateurs de
Reynolds généralisés sur une paire L.t.sRep. D’abord, on présente les opérateurs de Reynolds de
poids non nul A (A € K) sur un systeme triple de Lie. On montre qu'un opérateur de Reynolds
de poids A sur un systéme triple de Lie donne lieu a une nouvelle structure de systéme triple de
Lie tel qu’il soit un morphisme des systémes triples de Lie. Puisque toute algébre de Lie est un
systeme triple de Lie, alors tout opérateur de Reynolds de poids A sur une algebre de Lie reste un
opérateur de Reynolds sur le systéme triple de Lie induit mais de poids 2A. Puis, on généralise
le concept afin d’obtenir la notion d’opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep.
Apres avoir caractérisé ces opérateurs en termes de graphe, on constate ainsi qu’ils conduisent
a une structure de systéme triple de Lie sur 'espace des modules. En outre, on construit des
opérateurs de Reynolds généralisés a partir d"une 1-cochaine bijective ou bien d"un 1-cocycle
T-admissible. On conclut qu'un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire LieRep est
aussi un opérateur de Reynolds généralisé sur la paire L.t.sRep induite. Ce paragraphe contient
un exemple fondamental illustrant les principaux résultats. Dans le second paragraphe, on
construit une L-algébre dont les élements de Maurer-Cartan sont des opérateurs de Reynolds
généralisés sur une paire L.t.SRep. Cette caractérisation des opérateurs de Reynolds généralisés
nous permet d’introduire leur cohomologie de Yamaguti. Par la suite, on montre que cette
derniere est décrite par la cohomologie de Yamaguti de 1’espace des modules a coefficients
dans une représentation correspondante. Dans le paragraphe 3, on définit les déformations
formelles des opérateurs de Reynolds généralisés sur une paire L.t.sRep. En outre, on introduit
les déformations d’ordre n extensibles pour préciser une classe de cohomologie spéciale dite
classe d’obstruction. En effet, une déformation d’ordre n est extensible si et seulement si la
classe d’obstruction est triviale. Par conséquent, si la classe d’obstruction est triviale alors tout
1-cocycle est I'infinitésimal d"une déformation formelle.

Dans le chapitre 6, on aborde une nouvelle structure algébrique des algebres 3-Hom-Lie
colorées dite structure de Nijenhuis ou simplement les algebres 3-Hom-NS-Lie colorées dans la
premiére section, qui est dite également, systeme triple de NS-Lie dans la seconde. Un systeme
triple de NS-Lie donne lieu a un systéme triple de Lie avec un module sur lui-méme. En outre,

on révele la relation entre la structure de Nijenhuis, les opérateurs de Nijenhuis, les opérateurs
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de Reynolds et notamment les opérateurs de Reynolds généralisés. Pour conclure, on a réussi a
montrer que les algebres de Lie, les algebres NS-Lie, les systémes triples de Lie et les systémes

triples de NS-Lie sont étroitement liés au sens du diagramme commutatif suivant :

NS-Lie alg.(L,0,v) ———  NS-L.t.s (L, {-,-,- )
LieRep pair. (L,[,-],0) ——— L.t.sRep pair (L,[[-,-],-],6,).
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Dans ce chapitre on rappelle d’abord les généralités sur les algebres Hom-Lie et des systemes
triples de Lie, ensuite la cohomologie de ces algebres. De plus, on introduit les notions essen-
tielles des espaces I'-gradués (I est un groupe abélien) et on présente les algébres n-Hom-Lie
colorées. En outre, on donne quelques constructions, par exemple le procédé du Twist de Yau.
Aussi, on montre qu’on a une stucture d’algebre Hom-Leibniz colorée sur I'espace des objets
fondamentaux.

Dans tout ce manuscrit, K indiquera un corps commutatif de caractéristique zéro.

1.1 Les algebres Hom-Lie : Généralités et cohomolgie

La notion d’algebre Hom-Lie a été introduite dans [17, 35,54, 65]. Les auteurs dans [?]
et [Jont construit un complexe de cochaines Cpy (g,g) d"une algebre Hom-Lie multiplicative g a
coefficients dans elle-méme qui définit la cohomologie Hyy (g,9).

1.1.1 Définition et exemples

Définition 1.1.1. Une algebre Hom-Lie est un triplet (g, [-,-], &), oit g est un espace vectoriel, |-, -] est une
application bilinéaire antisymétrique et w est une application linéaire satisfaisant I'identité Hom-Jacobi

suivante :

[a(x), [y 2] + [a(y), 2 2]] + [a(2), [x,y]] =0 Yxyzeq (111)

Soient (g, [-,-],a) et (g/,[-,]', &) deux algebres Hom-Lie. Un morphisme d’algebres Hom-Lie est une

application ¢ : g — g’ qui commute avec w et qui vérifie p[x,y] = [p(x),(y)]" pour tout x,y € g.

Remarque 1.1.1. Soit (g, [-,-], &) une algebre Hom-Lie. Si & = idg alors l'identité (1.1.1) est la condition

de Jacobi et I'algebre définie est une algebre de Lie. Toute algebre de Lie est une algebre Hom-Lie.

12
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Exemple 1.1.1. Soient (g,[-,-]) une algebre de Lie et o : g — g un endomorphisme d’algebre de Lie.

Alors le triplet (g, [-, ], &) est une algebre Hom-Lie, oil [-,-|y = a o [-,-].

Exemple 1.1.2. Soient (g,[-,-],«) et (g/,[-,]',a’) deux algebres Hom-Lie. Alors (g g, [—,—],a + &)

est une algebre Hom-Lie, oi1 I'application bilinéaire antisymétrique est donnée par :
(), ()] = (yl Wy)) Vryen e 2y ey
L'application linéaire « + o' : g ® g’ — g @ o’ est définie par :
4o’ (x+x') = (a(x),a'(x")) Vxeg v eqg’.

Exemple 1.1.3. (SI, de Jackson)

Le Sy de Jackson est une q-déformation (q est un parametre dans IK) de S, classique. Cette famille
d’algebres Hom-Lie a été introduite dans I'article [66]. Soit {ey,ez,e3} une base d’un espace vectoriel de
dimension 3. On a une structure d’algebre Hom-Lie définie par les crochets et I'application linéaire o

donnés par :

1
le1,e2] = —2gex, [e1,e3] =2ex, [ez,e3] = —5(1 +q)e;.

a(er) = geq, a(ex) = gey, a(e3) = ges.

Cette algebre n’est pas une algebre de Lie pour q différent de 1.
Siq =1, on retrouve I'algeébre de Lie S, classique. Rappelons que Sl est I'ensemble des matrices

carrées engendrée par la base {e1,ea,e3} de trace nulle.

1.1.2 Cohomologie des algébres Hom-Lie

Soit (g, [-,],«) une algebre Hom-Lie. On définit, pour p > 1, un K-espace vectoriel CZL(g,g)
des cochaines p-linéaires alternées comme suit :

une cochaine ¢ € C;; (g,g) est une application p-linéaire alternée ¢ : g — g satisfaisant

wo @(xo,x1,---,%p) = @(a(xo),a(x1), -+ ,a(xp)) Vxo,x1,---,%p € 0.

Définition 1.1.2. Pour p > 1, on appelle opérateur cobord de I'algebre Hom-Lie (g, [-,-], &) l'application
linéaire 8%, : Cly,; (g,9) — Cﬁle (9,9) qui est définie par :
3 k 1
(SIZLGD(xO’xl’ T 'xP) = Z(_]‘) [D‘n_ (xk)/ (P(xOI e /fk/' o /xp)]
k=0

+ Y o([xixj]alxe), o iy Eje ().

0<i<j<p

O X; signifie que x; est omis.
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Définition 1.1.3. L'esapce des p-cocycles est défini par :

Zh(0,9) ={peCh(g,0) | 6},¢=0}.

L’espace des p-cobords est défini par :

-1 -1
Bh(g.9) ={p=0y ¢| ¢ €Cly (s,9)}
Proposition 1.1.1. Soit 8}, : C}; (g,9) — C ﬁil (g,9) l'opérateur cobord d’une algebre Hom-Lie défini

ci-dessus. Alors

st osl =0 Vn>1.
Remarque 1.1.2. Notons que B}, (3,9) C 2}, (g,9).

Définition 1.1.4. Le p-groupe de cohomologie de I’algebre Hom-Lie g est le quotient :

_ ZIF-JIL(g/g)

HY(99) = :
it Bl (3,9)

1.2 Systémes triples de Lie : Définitions et cohomologie de Yamaguti

On rappelle dans cette section quelques concepts fondamentaux et on présente quelques
résultats de Jacobson concernant Le lien entre les systémes triples de Lie et les algebres de Lie,

voir [51].

1.2.1 Définitions et Notations

Définitions 1.2.1. Un systeme triple de Lie est un espace vectoriel L muni d’une application trilinéaire
[, NMLRL—L qui vérifie les propriétés suivantes :
[x,y,2] + [y,2,x] + [z,%,y] =0, (1.2.1)
[y, [z te]l =[xzl tel + [z, [xyt]e + [zt [xye]], VxuyztecL. (1.2.2)

!

Un morphisme des systemes triples de Lie ¢ : (L,[-,-,-]) — (L,[-,-,-]') est une application linéaire

satisfaisant :
¢(lxy.2]) = [9(x).¢(),9(2)] VxyzeL

L'application ¢ est dite isomorphisme si elle est bijective.
Notations 1.2.1. On désigne par X le couple (x,y) € L ® L. On définit sur L deux applications linéaires
R(X) et D(X) par R(X)z = [z,x,y] et D(X)z = [x,y,z]. Alors les identités (1.2.1) et (1.2.2) peuvent
étre récrites respectivement sous les formes suivantes :

D(X) =R(¢(X)) = R(X) onr ¢(X) =y,

D(X)[z1,22,23] = [D(X)z1,22,23] + [21,D(X)z2,25] + [21,22, D(X)z3].

Cette derniere signifie que D(X) est une dérivation.
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1.2.2 Cohomologie de Yamaguti

Dans [74], K. Yamaguti a introduit la notion de représentation et de théorie de cohomologie
des systémes triples de Lie. Ensuite, les auteurs dans [39,41,47] ont étudié la théorie de

cohomologie d"un point de vue différent. Le point de vue de K. Yamaguti est comme suit :

Définition 1.2.1. Une représentation (M,0) d'un systeme triple de Lie L sur un espace vectoriel M est

une application bilinéaire 0 : @*L — End (M) qui satisfait les conditions suivantes :

0(z,t)0(x,y) — 0(y,t)0(x,z) — 0(x,[y,z,t]) + D(y,2)0(x,t) =0, (1.2.3)
0(z,t)D(x,y) — D(x,y)0(z,t) + 0([x,y,z],t) + 0(z,[x,y,t]) =0 Vx,y,zt€EL, (1.2.4)

oit D(x,y) = 6(y,x) — 0(x,y).

Une paire L.t.sRep (L,][-,-,"],0) est un systeme triple de Lie avec une représentation.
Remarques 1.2.1.

* On peut conclure de I'Eq.(1.2.4) que :

D(z,t)D(x,y) — D(x,y)D(z,t) + D([x,y,z],t) + D(z, [x,y,t]) = 0. (1.2.5)

® Si M =L, alors R est une représentation de L sur lui-méme. C’est la représentation réguliere.

Une représentation d’une algebre de Lie (L, [, -]) est une paire (M, p), ot M est un K-espace
vectoriel et p : L — End(M) est un morphisme d’algebres de Lie. Autrement dit, p est une

application linéaire telle que :

p([eyl) = p(x)o(y) —p(y)p(x) VxyeL.
Notons qu’une paire LieRep (L, [-,-],p) est une algebre de Lie avec une représentation.

Théoréme 1.2.1. Soit (L,[-,-],p) une paire LieRep. Alors (L,][-,-,-],0,) est une paire L.f.sRep oit :

xy.z] =[xylz]l et 6p(xy)=py)e(x) VxyzelL (1.2.6)

Soit (L,[-,-,-],0) une paire L.t.sRep. Pour chaque 1 > 1, on note C? .} (L, M) I'ensemble de
(2n — 1)-cochaines de L a coefficients dans M: ¢ € C#* (L, M) est une application multilinéaire

¢ x2 1L — M vérifiant :

lP(xl/xZ/ e /xZVl—Z/x/x/y) = 0/

Ox,y,z IP(xl/xZ/ U /x2n72/x/ylz) =0.
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L'opérateur cobord de Yamaguti 6>"~1: C#* 1(L, M) — C#*1(L, M) est défini par :

5271*1¢(x1’x2, e /x21’l+1>

IG(in,XZnH)lP(xl,xz,' e /xZn—1> - 9(x2n—11x2n+1)lp(x11x2/’ e /x2n72/x2n)

+ Z ”*kD xzk,l,ka)l/J(xl,Xz,' “+ Xok—1, X0k, /x2n+1)
n  2n+1 1
+ Z Z ) Y (e, x2, Xok1, Rk, [Xok—1, %ok, X5, -+ X2ng)- (12.7)
k=1j=2k+1

Ou 7 signifie que a est omis.
L'opérateur cobord est de carré nul (62"*1 0§21 = (), alors il forme avec I'espace des cochaines

un complexe comme suit :
1 ot 43 & 5
CL.t‘s.(L/ M) — CL.t.s.(L/M) — CL.t.s.(L/M) —
Par conséquent, on obtient le groupe de cohomologie de Yamaguti :
Hits(LM) = Z[ 5 (L,M)/B] ;s (L,M),

ou Z;, (L, M) est I'espace des cocycles et B}, . (L, M) est I'espace des cobords, voir [74,76]
pour plus de détails.

Définition 1.2.2. Une cochaine ¢ € C , . (L, M) est une cocycle si elle vérifie :

D(x1,x2)¢(x3) — 0(x1,x3)9(x2) + 0(x2,x3)p(x1) — @([x1,%2,x3]) = 0. (1.2.8)

Une 3-cochaine H € C3, . (L, M) est un 3-cobord s'il exist ¢ € C}, . (L,M) tel que H = 6'¢. Une
3-cochaine est un 3-cocycle si elle vérifie pour tout x1,x2,x3,Y1,Y2,y3 € L :

H(x1,x1,%2) =0, (1.2.9)

H(xq,%2,x3) + H(xz,x3,%1) + H(x3,%1,%2) =0, (1.2.10)

H(x1, %2, [y1,y2,y3]) + D(x1,x2) H(y1,y2,y3) — H([x1, %2, 1], ¥2,y3) — H(y1, [x1,%2,¥2],¥3)

=H(y1,y2,[x1,%2,y3]) + 0(y2,y3) H(x1,x2,y1) — 0(y1,y3) H(x1,X2,y2) + D(y1,y2) H(x1,x2,3). (1.2.11)
Théoréme 1.2.2. Soit ¢ € Z2, (L, M). Alors w(x,y,z) = ¢([x,y],z) — p(z)¢p(x,y) appartient a
I'espace des 3-cocycles de la paire L.t.sRep (L,[-,-,-],0,) donnée dans le Théoreme 1.2.1.

1.3 Les algebres n-Hom-Lie colorées : Définitions et constructions

Dans ce paragraphe, on rappelle la définition des espaces gradués, du bicaractere et des
algebres n-Hom-Lie colorées introduites par I. Bakayoko et S. Silvestrov dans [14] généralisant
les super-algebres n-Hom-Lie. En outre, on explique le procédé du Twist de Yau qui nous permet
d’obtenir une structure d’algébre n-Hom-Lie colorée a partir d"une algeébre n-Lie colorée. De
plus, on montre qu’on a une stucture d’algebre Hom-Leibniz colorée sur 1'espace des objets

fondamentaux.
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1.3.1 Défintions et notions de base

Une graduation d"un espace vectoriel g sur un groupe abélien I est la donnée d'une dé-
composition en somme directe de sous-espaces (g, )cr, telle que g = @, crgy. On dit que
g est I'-gradué. Un élément x de g, est dit homogene de degré . L'ensemble des éléments
homogenes est indiqué par H(g). Si le corps de base est considéré comme un espace vectoriel
gradué, naturellement la graduation de K est donnée par Ko = K et K, = {0} si v €T\ {0}.
Soient g et Ir deux espaces vectoriels I'-gradués, une application linéaire f : g — I est dite
homogene de degré ¢ € T, si f(x) est homogene de degré v + ¢ pour tout x € g,. L'ensemble de
toutes les applications linéaires de degré ¢ sera noté par Hom (g, l) ¢ Ensuite, I'espace vectoriel
-gradué de toutes les applications linéaires de g dans b sera noté Hom (g, 1) = @zer Hom(g,h)é.
Une Hom-algebre I'-gradué (g,-,«) est constitué d’un espace vectoriel I'-gradué, d’une mul-
tiplication et d'une application linéaire de degré zéro. Pour plus de détails sur les structures

algébriques graduées, voir [62].

Définition 1.3.1. Soit I' un groupe abélien. Une application linéaire ¢ : T @ I' — K* est appelée

bicaractere si elle satisfait les propriétés suivantes :

e(ri,m2)e(rm) =1, (1.3.1)
e(y1, 72+ 73) = e(7v1,72)e(11,73), (13.2)
e(7 +72,73) = e(v1,73)e(72,73) Vi, v2, 713 €T (1.3.3)

En particulier, les identités ci-dessus implique les proporiétés suivantes :
e(7,0)=¢€(0,7)=1 et e(y,7)==1 Vyel.

On suppose que le groupe abélien I' et le bicaractere € sont fixés tout au long de ce manuscrit.
Soit g = @, cr g, un espace vectoriel I'-gradué. Si x et x’ sont deux éléments homogenes
de degré v et 7' respectivement, alors au lieu d’écrire €(vy,7’) on écrit simplement ¢(x,x’). Si

X = (x1,...,%p) € ®Pg, on établit :

i—1
e(x,X;)=¢(x,)_x) pour i>1 et e(x,X;)=1 pour i=1,
k=1
. p .
e(x,X")=e(x, Y x;j) pour i<p et &(x,X)=1 pouri=p,

e(x, X)) = e(x,ixk).

k=i
Sur I'espace gradué gI(g) = @,crgl(g),, olt:

gl(9)y={f:9—9/f(9y) Cgyyy et aof=fon V9o el}
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On définit I’algébre linéaire générale Hom-Lie colorée par le commutateur gradué :

(f,gl=fog—e(f,g)gof Vf, g€gl(n).

Définition 1.3.2. [14] Une algebre n-Hom-Lie colorée est un quadruplet (g,[-,---,-|,€,&) constitué
d’'un espace vectoriel gradué g = @.cr 9, d'un bicaractere e, d’une application n-linéaire [, ...,] :

g X ... X g — g et d'une application linéaire de degré zéro satisfaisant ces identités :
(1, Xi, X, Xn] = —e(X5,Xi00) [%1,- -+ Xi1, Xise o0 X, (1.3.4)
[a(x1), - a(xnn), [yr, Y2, ynl]

e(X,YG) [a(y1), -+ a(yio), [x1, %2, yil a(yiza), -+ a(yn)]. (1.3.5)

M-

I
—_

1

L'identité (1.3.5) est appelée identité de e-n-Hom-Jacobi. La condition (1.3.4) est équivalente a I'équation :

i—1
[xl,...,xi,...,xj,...,xn] = —s(xi,X]

- 1
i+1

)S(Xgl,x]-)s(xi,xj) [x1,.. X, Xy o Xn). (1.3.6)

Définition 1.3.3. Soient (g,[-,---,-],e,a) et (¢/,[-,---,-]',&,a’) deux algebres n-Hom-Lie colorées. Une
application linéaire de degré zéro f : g — g’ est dite morphisme d’algébres n-Hom-Lie colorées, si elle

satisfait les conditions suivantes :
foa=d'of,
F([x1,--xn)) = [f(x1),---, f(x0)] Vxq,...,x0 € H(g).

Définition 1.3.4. Une algebre n-Hom-Lie colorée (g, [-,---,-],€, ) est dite :

o multiplicative si a[x1,- -+, x| = [a(x1), -+, a(xy)],

* réguliere sia est un automorphisme,

* involutive si a> = Id.
Remarques 1.3.1.

1. SiT = {0}, le groupe trivial, on retrouve les algebres n-Hom-Lie.

2. SiT =7y et e(x,y) = (—1)*¥], on trouve les n-Hom-Lie super-algebres.

3. Sin =2 (resp, n = 3), on parle des algebres Hom-Lie colorées (resp. des algebres 3-Hom-Lie

colorées).
4. Sia = Id, on trouve les algebres n-Lie colorées.
Définition 1.3.5. Soit (g,[-,---,-],& &) une algebre n-Hom-Lie colorée. Alors :

1. Un sous-espace I'-gradué Iy de g est une Hom-sous-algébre coloré de g si :

a(biy,) Sl et [y, By by, ] SOy by Y Y1,72,0, 70 €T
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2. Un Hom-idéal coloré 1 de g est une Hom-sous-algebre coloré de g tel que :
[I’}’lfg’}’z/ v /g’)/n] g Iyﬁ-...—O—%l v')’ll'YZz ey In S I.

3. Le centre de g est 'ensemble Z(g) = {x € g | [x,y1,...,Yn-1] =0,Yy1....yu—1 € g}. Il est clair

que Z(g) est un Hom-idéal coloré de g.

1.3.2 Twist de Yau des algebres n-Hom-Lie colorées

Dans le théoreme suivant, on construit une nouvelle algebre n-Hom-Lie colorée en partant
d’une algebre n-Hom-Lie colorée et un endomorphisme. On dit qu’elle est obtenue par le

procédé du Twist de Yau.

Théoréme 1.3.1. Soient (g,[-,---,-],€,&) une algébre n-Hom-Lie colorée et B : g — g un endo-
morphisme d’algebre n-Hom-Lie colorée de degré zéro. Alors (g,[-,---,-|g,e,Bon), oit [-,---,]p =
Bol,---,], est une algebre n-Hom-Lie colorée.

En outre, soient (g/,[-,- -+ ,-]',&,&") une algebre n-Hom-Lie colorée et B’ : ' — g’ un endomorphisme
d’algebre n-Hom-Lie colorée de degré zéro. Si f : g — g’ est un morphisme satisfaisant f o p = p' o f,

alors :

folal - lpepon) — (d, [ Vpep oa)
est aussi un morphisme d’algébres n-Hom-Lie colorées.
Preuve 1.3.1. L'application n-linéaire [-,- - - ,-| g est e-antisymétrique qui vérifie l'identité e-n-Hom-Jacobi
(1.3.5). En effet :
[Boa(xr), -, poa(xn) [y, ynlplp
=B ([a(x1), (), [y1, - yl])

— Zs (X, YD) B ([a(r), - alyic1), [x1, 22, yila(yica), - a(ya)])

=Y e(X,Yi)[Boa(yr), -, Boalyi-1),[x1, X2, yilg.Boa(yis1), -, Bo a(yn)] g-

i=1

Donc (g,[-, -+ ,°] & Po «) est une algebre n-Hom-Lie colorée. La seconde assertion découle de :

flxr, - xalp) =[f 0 Bx1), -, fo Blan)l = [B 0 f(x1),--+ B o f(xn)]" = [f (1), f(xu)]pr-

En particulier, on se sert d"une algebre n-Lie colorée et d’'un morphisme d’algebre n-Lie

colorée pour construire une algébre n-Hom-Lie colorée comme suit :

Corollaire 1.3.1. Soient (g,[-,---,-|,€) une algeébre n-Lie colorée et a : g — g un endomorphisme
d’algebre n-Lie colorée. Alors (g, [, ,-|a,€ ), 00 [-,- -+, ]« =@ o[-, -], est une algebre n-Hom-Lie

colorée.
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Exemple 1.3.1. La version graduée de S1(2,C).

Soit 81(2,C) un espace vectoriel Z3-gradué : S1(2,C) = SI(2,C)11,0) B SLU2,C)1,01) D SL2,C)0,1)
avec une base ey € S1(2,C)11,0), €2 € SI(2,C)(101) et e3 € SI(2,C)g1,1)- Les sous espaces homogenes de
S1(2,C) gradués par les éléments de Z3 différents de (1,1,0),(1,0,1) et (1,1,0) sont nuls, donc ils sont omis. La
multiplication [-,-] : SI(2,C) x SI(2,C) — S1(2,C) définie, dans la base {e1,e,e3}, par :

le1,e0] =e3, [e1,e3]) =ex, [en,e3] =ey,

fait de S1(2,C) une algebre de Lie colorée de dimension 3. On munit cette algebre de Lie colorée avec une structure

Hom, pour cela on considére une application linéaire de degré zéro a : S1(2,C) — SI1(2,C)

0 0 -1
x=1-1 0 0
0 1 0

Exemple 1.3.2. Soient T = Z, x Zy, ¢((i1,i2), (j1,j2)) = (—1)"12=2/ et g un espace vectoriel T-gradué

9=19(0,0) P 9(0,1) P 9(1,0) P91,1)

oit: g = Vect(er,e2), 9y = Vect(es), (1,0 = Vect(ea), et g(1,1) = Vect(es).
Le crochet [-,-,-,-] 19 X g X g X g — g défini dans la base {e; |i=1,...,5} par:

[62,63,84,85] =e1, [61,83,64,65] =€, [61,62,64,65] =e3,

le1,€2,€3,e4] =0, [e1,€2,e3,65] =0

forme une algebre 4-Lie colorée de dimension 5 sur g.

Maintenant, on définit un morphisme « : g — g par :
a(er) =er, wa(ex)=e1, ale)=e;, i=23/4,5.
Alors g = (g,[,,+,"]a, & &) est une algebre 4-Hom-Lie colorée, oii le nouveau crochet est donné par :

[62,63164165]11 = ey, [31/’33164/65]a = €1, [31152164135]o¢ = €3,

le1,€2,e3,e4]a =0, [e1,e2,€3,65], =0.

Soit G = (g,[-,---,-],&,&) une algeébre n-Hom-Lie colorée multiplicative. Pour p > 0, on

définit 1’algebre p-derivée de G par :
G" = (g,[,,]F = w214 [, ,.],g,aZP),
Notons que gO =g, gl = (g’ ['/' .. ,.]1 =nxo0 [.,. .. ,'],8,062).

Corollaire 1.3.2. Avec les notations ci-dessus, GV est une algebre n-Hom-Lie colorée pour tout p > 0.
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Lemme 1.3.1. Soient (g,[-,---,-|,€ &) une algebre n-Hom-Lie colorée et I1 est un espace vectoriel T-
gradué. S'il existe une application linéaire bijective de degré zéro f : h — g, alors (b,[-,--+,-]",e,f Lo

o f) est une algebre n-Hom-Lie colorée, oit le crochet [-,...,-|" est défini par :

[x1,...,x0) = f o [f(x1),.... f(xn)] V€l
De plus, f est un morphisme d’algebres n-Hom-Lie colorées.

Proposition 1.3.1. Soit (g, [-,- -, -], € &) une algebre n-Hom-Lie colorée réguliere, alors (g, |-, -+ ,],1 =

-1

a ol €) est une algebre n-Lie colorée.

Corollaire 1.3.3. Soit (g,[-,- -], & &) une algebre n-Hom-Lie colorée avec n > 3. Soient ay, ...,a, € go
tel que a(a;) =a; Vi€ {1,...,p}. Alors, (g,{-,---,-}, € a) est une algebre de (n — p)-Hom-Lie colorée,
ol :

{xi, o xnpt =lar,...ap, %1, X0—p]  VX1,.,X0-p € 0. (1.3.7)

1.3.3 Les algebres Hom-Leibniz colorées

Dans ce paragraphe on montre que pour une algébre n-Hom-Lie colorée, I'espace A" g
appelé espace des objets fondamentaux noté £(g) est muni d’une structure d’algebre Hom-

Leibniz colorée .

Définition 1.3.6. Une algebre Hom-Leibniz colorée est un quadruplet (L,[-,-],€,«) constitué d'un
espace vectoriel T-gradué L, d’'un bicaractere e, d'une application bilinéaire de degré zéro [-,-] : L X L —

L et d’un homomorphisme de degré zéro o : L — L satisfaisant pour tout élement homogéne x,y,z € L
[a(x),[y,z]] —e(x,y)[a(y), [x,2]] = [[x,y],«(z)] (e — identité Hom-Leibniz). (1.3.8)

En particulier, si a est un morphisme d’algebre Hom-Leibniz colorée (c-a-d. ao [-,-] = [-,+] o «®?) on dit

que (L,[-,-], € &) est une algebre Hom-Leibniz colorée multiplicative.

Soit (g,[-,---,-],&, &) une algebre n-Hom-Lie colorée, on définit I’espace des objets fon-
damentaux par l'espace vectoriel T-gradué £ = £(g) := A" 'g. Pour un objet fondamental

X =x1 N\ ANxy_1 € L, on définit I’adjointe adx comme une application linéaire dans g par :
adx -y =1[x1,-,Xp-1,Y]. (1.3.9)
On définit une application linéaire & : £ — L par:
a(X)=a(x)) A Aa(xy-1). (1.3.10)

Alors l'identité de e-n-Hom-Jacobi (1.3.5) peut s’écrire en fonction de I’adjointe comme suit :

n

adyx) - [y1,- - yn) = Y e(X, V) a(yr), -+, a(yio1),adx - yi, -, a(yn)]-
i=1
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Maintenant, on définit une application bilinéaire de degré zéro [-,],: L x L — L par:

n—1

[X,Y]a = ; e(X, i) (a(y1), - a(yi—1),adx - yi,- -, 2(Yn—1))- (1.3.11)

Proposition 1.3.2. Avec les notations ci-dessus, 'adjointe ad vérifie I'équation suivante :
ad[x y), - #(z) = adg(x) - (ady -z) —e(X,Y) adyy) - (adx -z) VX, Y € H(L(g)), z € H(g). (1.3.12)
En outre, le quadruplet (L, ]-,-a, €, &) est une algebre n-Hom-Lie colorée.

Preuve 1.3.2. Il est facile de montrer que les identités (1.3.5) et (1.3.12) sont équivalentes. Pour tout
X,Y,Z € H(L), l'identité de e-Hom-Leibniz (1.3.8) peut s’écrire en fonction du crochet [-,-], et de

'application linéaire & comme suit :
[2(X), [Y, Zala = e(X, Y)[&(Y), [X, Zla]a = [[X, Y]a, &(Z)] (1.3.13)

Ona:

n—1n-1
= Zs(X,Zj)s(Y,Zi)(ocZ(z]),...,zx(adxzj),...,oc(adyzi),...,az(zn,1))
i=1 j<i
n—1n-1
+Y ) XY+ Z]-)s(Y,Z,-)(zxz(zl) Le(adxz;),. .., a(adyz;),...,a%(z,-1))
i=1 j>i
n—1

Puisque le crochet |-,-|, est e-antisymétrique, alors on obtient :
[&(Y), [X, Z]aa

1n—1
=, Z e(Y,Z;)e(X, Z;) (a%(z1), ... ,a(adyz;), ... a(adxz;),. .. 0% (z,-1))

i=1 j<i
n—1n-1
+ Y Y ey, X)e(Y, Zj)e(X, Zi) (a*(z1), ..., a(adyz;), ... ,a(adxz)), ..., 0 (zy—1))
i=1 j>i
n—1
+ ) X+ Y,Zi)(ucz(zl),...,ada(y) cadxz),...,0%(z,-1)).
i=1

Le coté droit de I’'Eq.(1.3.13) est égal a :

n—1
Y e(X+Y,Z) (zxz(zl),..., (ady(x) - adyzi) — e(X,Y)adyy) - adXzi)),...,oaz(zn_l)). (1.3.14)
i=1

D’autre part, on calcule le coté gauche de I'Eq.(1.3.13), on obtient :

[[X,Y]a, &(2)]a
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n—1n—

Il
hgll

BN
Lon

=) e(X+Y,Z) (ucz(zl),...,az(zi,l),ad[xly]uuc(zi),...,az(zn_l)).

~.
—_

D’aprés I'Eq.(1.3.12), l'identité de e-Hom-Leibniz est vérifiée.

Zle(X,Y]-)e(X,ZZ-)s(Y,Zi)(ucz(zl),..., [a(y1),...,adxzj,. ot (Yn1),a(z)], . 0% (z01))
j=1
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CHAPTER

Cohomologie de Chevalley-Eilenberg des algébres 7-

Hom-Lie colorées

Le but de ce chapitre est de construire une cohomologie des algebres 3-Hom-Lie colorées et

n-Hom-Lie colorées.

2.1 Les algébres 3-Hom-Lie colorées : représentations et cohomologie

D’abord, on présente une théorie des représentations des algébres 3-Hom-Lie colorées
qui généralise la théorie introduite par Zhang dans [75]. Ensuite, on construit une paire 3-
HomLieRep colorée a partir d'une paire HomLieRep colorée et une fonction quasi-trace. De

plus, on présente la cohomologie de Chevalley-Eilenberg des algebres 3-Hom-Lie colorées.

2.1.1 Représentations des algebres 3-Hom-Lie colorées

Définition 2.1.1. Une algebre Hom-Lie colorée (g,[-,-],€,a) est un espace vectoriel I-gradué g =
@, cr9, muni d’un crochet de degré zéro [,'] : 9 X g — g et d'une application linéaire o : g — g de

degré zéro qui satisfont :
[x,y] = —e(x,y) [y, x], 2.1.1)

Oxy,z €(z,x)[a(x), [y,z]] = 0. (2.1.2)

oit Oy.y,z est la somme cyclique sur x,y,z. Une représentation de (g,[-,-],€,a) sur un espace vectoriel
I'-gradué M est une application linéaire de degré zéro o : g — M et un endomorphisme v de M de degré

zéro satisfaisant :

o(a(x)) ov=voo(x), (2.1.3)
o([x,y]) ov=ce(y,x)o(a(x)) oo(y) —a(a(y)) o o(x) Vx,y € H(qg). (2.1.4)
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On dit qu’on a une paire Hom-LieRep colorée et on s’y réfere avec le quintuplet (g, [-,-],€,,0).

Définition 2.1.2. Une algebre 3-Hom-Lie colorée (g, |-,-,-],€,) est un espace vectoriel T'-gradué g =
@, er 9y muni d’une application trilinéaire e-antisymétrique de degré zéro [-,-,-] :g Ng A g — get

d’une application linéaire « : g — g de degré zéro qui vérifient :

[x1, %2, 1], (y2), & (y3)] + e(x1 + x2,y1) [ (y1), [x1, %2, ¥2), & (y3)]

+e(x1 + x2,y1 +y2)[a(y1), a(y2), [x1,%2,y3]] — [a(x1),a(x2), [y1,¥2,y3]] =0, (2.1.5)
pour tout x1,x2,y1,Y2,y3 € H(g).

Définition 2.1.3. Soient (g,[,-,-|,€, ) et (gl,[-,-,-]/,e,zx’) deux algebres 3-Hom-Lie colorées. Une
application linéaire de degré zéro ¢ : g — g est un morphisme d’algebres 3-Hom-Lie colorées si elle

satisfait :
poa=d o,
¢([xv.2]) = [p(x), (), ¢(2)]  Vx,y,z H(0).

Soient (g, [-,-,],€ &) une algeébre 3-Hom-Lie colorée et M un espace vectoriel I'-gradué. On
définit une application bilinéaire e¢-antisymétrique de degré zéro p : g A g — End(M) et un

endomorphisme y dans M qui satisfont pour tout x;,y; € H(g),1 <i<3:

p(a(x1),a(x2)) oy = pop(xi,x2), (2.1.6)

)
pa(x1),a(x2))p(y1,y2) — e(x1 + x2,y1 + y2)p(a(y1),a(y2))p(x1,x2)
=p([x1,x2,y1],a(y2)) o p + e(x1 + x2,y1)0((y1), [x1,%2,42]) o 1, (2.1.7)
L

y1)) o p=p(a(x1)a(x2))p(x3,y1)
+ e(x1,x2 + x3)p(a(x2),a(x3) )p(x1,y1) — €(x2,x3)p(a(x1),a(x3) ) (x2,41)- (2.1.8)

p([x1,x2,x3],

Définition 2.1.4. Avec les notations ci-dessus, (M, p, u) est une représentation de g, ou un g-module.
Une algebre 3-Hom-Lie colorée avec son module forment une paire 3-HomLieRep colorée (g,[-,-,-],€,,p).
On définit
ad :g A g — gl(g), adyy(z) = [x,y,z].
On constate que (g,ad,a) est une représentation de I'algebre 3-Hom-Lie colorée (g,[-,-,|,€,«). C'est la

représentation adjointe.

2.1.2 Cohomlogie de Chevalley-Eilenberg

Définition 2.1.5. Soit (g,[-,-,-],€,a,p) une paire 3-HomLieRep colorée, I'ensemble %, (3, M) = {4 :
(A2g)P~LAg— M|poa=pnoy}, p>1est'espace T-gradué des p-cochaines de g & valeurs dans
M.
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Définition 2.1.6. Soit ¢ € €} (9, M) une p-cochaine d’une algebre 3-Hom-Lie colorée. Un opérateur

cobord 67 agissant sur une p-cochaine est donné par :

OPp(x1, s X2pi1)

po2ptl , — —
:Z Z (—1)18(XZ1‘,1 + Xoi, X2i41 +...+x]',l)l/](Dé(xl),...,Dé(le‘,l),tx(x%),...,,[le‘,l,xZi,x]‘],...,OC(X2P+1))

P
+2( D) e(p + x1 + oo + X012, X1 + X23)p (P (0911, 0P (x0) )9 (X1, ooy ¥2 4, ¥y X2ps1)

+

(—1)P (P + 31 + o+ Xap 1, %2y + X2p1)0(@P (x2p), 0P~ (x2p 1) S0 (X1, X2p 1)

+ (=1)Pe(¢p +x1 + ... + X2p-2,X2p 1+ x2p+1)€(x2prx2p+l)P(0‘p_1(x2p—1)/“p_1(x2p+l))lp(x1r-~-/x2p72rx2p)/
ol X; signifie que x; est omis.

Définition 2.1.7. Le complexe de cochaines (Eszlcljz,y(g,M),(S) est la cohomologie de Chevalley-

Eilenberg de I'algebre 3-Hom-Lie colorée. On définit les espaces I'-gradués suivant :

e L'espace des p-cocycles est défini par Z% (3, M) = Ker(67) = {9 € Ch (3, M) | 679 = 0}.

o L'espace des p-cobords est défini par B, (9, M) = Img(6¥) = {¢p =" | ¢ € Ch,, ( g,M)}.
Lemme 2.1.1. B, (g,M) C 2L, (3, M).
Définition 2.1.8. On appelle p-groupe de cohomologie I'espace quotient Zf, u/ BZ,,,.

Définition 2.1.9. Soit (g,[-,-],& &) une algebre Hom-Lie colorée. Une application linéaire T € g} =
{T € g*|T(x) =0,Vx € g, et v = e} est une fonction quasi-trace d’algebre Hom-Lie colorée si elle
satisfait :
Toa(x)="1(x), (2.1.9)
Ouryze(z,0)T(x)T([y,2]) =0 Vx,y,zeq. (2.1.10)

Soient une paire Hom-LieRep colorée G = (g, [-,],¢,«,0) et T : g — K une fonction quasi-

trace. On définit les applications multlinéaires de degré zéro suivantes :

¢r(xy) = T(x)e(y) —e(x,y)T(y)e(x), (21.11)
v,y,z]l: =71(%)[y,z] +e(x,y +2)T(y) [z, x] +e(x +y,2)T(2)[x,y] Vxy,zeH(g). (2.1.12)

Théoreme 2.1.1. Avec les notations ci-dessus, le quintuplet G- = (g,[-,-,"]+, € &,01) est une paire
3-HomLieRep colorée. C’est la paire 3-HomLieRep colorée induite de G.
2.2 Représentations des algébres n-Hom-Lie colorées

Dans cette section, on généralise la notion de représentation d’algebre 3-Hom-Lie colorée

dans le but d’introduire la représentation d’algebre n-Hom-Lie colorée.
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Définition 2.2.1. Une représentation d’algebre n-Hom-Lie colorée (g, |-,-- - ,-],€,&) sur un espace vecto-
riel T-gradué M est une application multilinéaire e-antisymétrique de degré zéro p - N\" ' g — End(M)
satisfaisant les identités suivantes pour tout X = (x1,...,%,-1),Y = (Y1,---,Yn-1) € ’H(/\”_lg) et
Xy € H(g) :

p(&(X)) op=pop(X), (2.2.1)
p(a(x1), - a(xn-1)) o p(y1,-- - yn—1) — (X, Y)p(a(y1), - ,a(yn-1)) o p(x1,- .., Xp1)
n—1

= L e(X,Yi)p(a(yr), - a(yi-1),adx (i), - ,a(yn-1)) o 1, (2.2.2)
p([x1,x2, - xal,(yr), 2(y2), - a(yn—2)) o,

|
™=

Il
-

(=1)"e(x;, X )p(a(ay)y, -, Eiye 0 (xn) )o (X0 Y1, Y2, Yn—2), (22.3)
oit l'application linéaire & est définie par I'Eq (1.3.10). On note cette représentation par le triplet (M, p, jt).
Remarques 2.2.1.

1. L’équation (2.2.2) peut s’écrire en fonction des objets fondamentaux sur L et le crochet d’algebre

Hom-Leibniz colorée (1.3.11) comme suit :
p(@(X)) o p(Y) —e(X,Y)p(@(Y)) o p(X) = p([X,Y]a) o p. (2.24)

2. Deux représentations (M,p,pu) et (M',p',u’) sont equivalentes s’il existe un isomorphisme
d’espaces vectoriels T-gradués f : M — M’ de degré zéro, telle que f(p(X)m) = p'(X)f(m)
et fou=pu'o fpourtout X € H(L), me Metm' € M'.

Exemple 2.2.1. Soit (g,[-,---,-],€ «) une algébre n-Hom-Lie colorée. La représentation adjointe est une

représentation sur g avec yu = . L'identité (2.2.2) est équivalente a l'identité de e-n-Hom-Jacobi (1.3.5).

Proposition 2.2.1. Soit (g,[-,---,-],€,&) une algébre n-Hom-Lie colorée. Alors (M,p, ) est une
représentation de g si et seulement si (g & M, [-,...,-]p,e,ucg@M) est une algebre n-Hom-Lie colorée
multiplicative, ot le crochet n-aire [-,...,-], : A" (g ® M) — g ® M est donné par :

n . .
[x1 4+ M1, X0+ mylp = [x1,..., %] + Z(—l)”’ls(xi,X’)p(xl,...,fi,...,xn)mi.
i=1

L’application linéaire de degré zéro agep : g © M — g © M est donnée par :
agom(x +m) =a(x)+u(m) Vx; € H(g) et m; € H(M).

On l'appelle produit semi-direct de I'algebre n-Hom-Lie colorée (g,[-,--- ,-|,€,&) par la représentation
(M, p, ), il se note g =,™ M. Notons que g & M est un espace T-gradué, oir (9 & M), = g, & M,. Ce
qui implique que x + m € H (g ® M) alors x; + m; = X; = ;.
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Preuve 2.2.1. C'est facile a montrer que [-,...,-], est e-antisymétrique. Soient X1 + v1,...,Xp—1 + Vy_1
et y1 + w1, ...,y + wy € H(g ® M), lidentité (1.3.5) est donnée en termes de crochet n-aire [-,...,-],

et de morphisme aggp par :
n
[agom(x1 +01),.. . 0gam(Xn—1 + Vp—1), Y1 + W1, ., Yn + Wnlplp = ZS(X,YZ-) (2.2.5)
i=1
[gem (1 +w1), .. agem(Vicr + wis1), X1 + 01,0, Xn—1 + Vo1, Yi + Wilp, - &gam (Yn + Wn)] -

Le premier membre de I'égalité (2.2.5) est égal a :

[a(x1), ..., a(xu=-1),[V1, -, Yn]
n—1

+ (—1)”_i£(xi,Xi +Y)o(a(x1),..., %0, a(xn=1),[V1, .-, yn)) 1 (0;)

]

1

+ 3 (1) ey, Y)p(a(xr), .., a(x))0(Y1,- - G- Y0

-

I
—

1

Le second membre, pour i € {1,...,n} fixé, est égal a :

€(X1Yi)[06(y1)/---/ﬂé(yifl)/[xlf--wyi]/---/“(yn)]
+Y ()" Te(X ey, X+ YD (@), G0 (Yim1) X1, Xno1, Yl () i (w5)

]<l

+Y (=D Te(X, Y)e(y, YDp(a(yr), - a(ia), (X1 Xno1, Yl Pjoeo o 0 (yn)) p(w;)

]>1

+ Z 1)*e(X,Y;)e (X+yi,Yi)£(x]-,Xj +yi)e(a(yr), - Yoo &(Yn))p (X1, 0, Xy, Xn1,Yi)0;

+(=1)""e(X,Y)e(X + vi, YD o(a(y1), ..., Ui a(yn))o (21, ..., X1 )W

Alors (M, p, ) est une représentation de I'algebre n-Hom-Lie colorée (g,[-,-- - ,-],€ &) si et seulement si

(9@ M,[,...,"]p,&0gpm) est une algebre n-Hom-Lie colorée multiplicative.

Proposition 2.2.2. Soient (g,[-,...,-|,€) une algébre n-Lie colorée, (M, p) une représentation de g,
« : g — g un morphisme d’algeébre et y : M — M une application linéaire de degré zéro tel que
p(&(X)) opu=pop(X),pourtout X € L. Alors (M,p = p o p, i) est une représentation de ’algebre

n-Hom-Lie colorée multiplicative (g,[-,...,-|a, € &) qui a été construite dans le corollaire 1.3.1.
Preuve 2.2.2. C’est évident que :
p(a(X))op=pop(X) VXY €EH(L).
Puisque (M, p) est une représentation de g, alors :
p([x1,. . xn]w, a(y1),..., a(yn—2)) o p
:l’l ﬁ([xl/ '/ ]/yllﬂ'/yan)

= Z Ye(x;, X u2 0 p(x1,. .., %0y X0)0(Xi V1, - Y
i=1
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(—1)”_1£(xi,Xi)y op(a(xy), ..., Xi,...,a(xn))pop(Xi,Y1,---,Yn)

I
™

Il
—

(=) Le(x;, XD (a(x1), ..., %y a(x))p (X0 Y1, Yn)-

I
-

Il
—

Par conséquent, la condition (2.2.3) est verifiée. Aussi, la condition (2.2.2). Donc (M, p, 1) est une

représentation de (g,|-,...,"]a & ).

2.3 Cohomologie des algébres n-Hom-Lie colorées

Dans cette section, on étudie la cohomologie des algebres n-Hom-Lie colorées multiplica-
tives dans une représentation donnée. Soit (g, [-,- -, -], &) une algebre n-Hom-Lie colorée et
(M, p, ) un L(g)-module. Une p-cochaine est une application multilinéaire e-antisymétrique

¢:L(g) ®--- @ L(g) A\g —> M satisfaisant :

p—1
po (X, -, Xp,z) = @(&(X1), - ,&(Xp),a(z)). (2.3.1)
L’ensemble des p-cochaines est un espace I'-gradué qui est noté ij,y (g, M).

On peut définir 1’'opérateur cobord de la cohomologie d’algébre n-Hom-Lie colorée g a

coefficients dans M en utilisant la structure d’algebre Hom-Leibniz colorée comme suit :

Définition 2.3.1. Soit ¢ € C,f,H (g, M) une p-cochaine d’une algebre n-Hom-Lie colorée. Un opérateur

cobord 67 : Cy (3, M) — sz,;il (g, M) agissant sur une p-cochaine est donné par :

Fo(Xy,... Xp,z) (2.3.2)
|4 . —
= Z (—1)Z€(XZ‘,X1'+1 ++X],1)§0(5((X1),,5((X,), ~(X] 1) [XZ,X]‘],X,...,&(XP),(X(Z))
1<i<j
+ Z Xl'XH-l +..+X )¢(5C(X1),...,EIX\Z'),...,EC(XP),MKXZ‘)(Z))

+i( )IH (¢ + X1+ ...+ Xi1, Xi)p(&F 1(Xi))(q)(Xl,...,}/(\i,...,Xp,z))
=1

~.

+ (_1)P+1 (Q)(Xl,...,prl, ) : Xp) o, alﬂ(z),

(QD(Xl,...,prl, ) . Xp) o, tXp(Z)
nfl )
)" e(@+ X1+ o+ Xp 1, Xy Ry Xy H2)e(xg, X, x4 2)
1:1

(1 (), T (1), 071 (2)) (X X1, ), (233)

pour tout X; = (x )1<]<n 1€H(L(g)), 1<i<petzeH(g).
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Proposition 2.3.1. Soit ¢ € C, (g, M) une p-cochaine, alors 6P *! o 6% (¢) = 0.
Preuve 2.3.1. Soient ¢ € Ck (9, M) une p-cochaine, X; = (X?)]Sjgn_l EH(L(Y), 1<i<p+2et
z € H(g). On établit :

4
6P =060+ 0y + 05408y et 5" osP =YYy,
i,j=1

N 1
ot Yij =38! o ¥,

(1) e(Xist 4 oo+ X1, X) @@, XG) v, [ X Xy o (X ), (2))

M=

§f¢(X1,...,Xp,z) =

—
A

i<j

§§¢(X1,...,Xp,z) = (=1)'e(Xjpq + ... + Xp,Xl-)go(&(Xl),...,EXZ),...,&(Xp),ad(Xi)(z))

I

M-

Il
-

Lop(X,uXpz) = Y (=) le(@+Xq + o+ Xi1, Xi)p(&P~ 1(X))<g0(X1, D o ))
No(X1, Xpz) = (1P o(X1, ... Xpo1, ) - Xp) 0a aP(2).

Pour simplifier les notations, on remplace ad(X)(z) par X - z. On va monter que Y11 + Y12 + Y21 +
Y22 = 0 pour (X;)1<i<p € L(g) et z € g.

Commen-consparY11(@)(X, ..., Xp,z), qui est donné par :
Y11(§0) (Xl,...,Xp,Z)

b .
= Z (—1)Z+k€(Xl‘+1 + ...+ Xj—l/Xi)€<Xk+l + ...+ Xj—erk)

1<i<k<j
@@ (X1) e iy @ Xpe)ooes [R(X), [ X, X s eoees 8 (X)), 6% (2) )
p . oy
+ Y (D)X e+ X+ e+ X1, X (X1 + e+ X1, Xk)
1<i<k<j

(p(ﬁ?(Xl),...,ﬁ) O [@(X:), [Xe, Xila)as 2 (Xp), 0 (2))

+ Z 1+k 1 Xi+1 + ...+ 5-(7{ + ...+ Xj,l,Xi)S(Xk_._l + ...+ X]‘,l,Xk)

1<i<k<j

@ (&3(X1), 0y Xiy oo [Xi/,)?k],x,...,[[Xi,Xk]a,zi(X]-)]a,....,dz(Xp),(xz(z)).

On applique 'identité (1.3.8), on trouve que Y11 = 0.

D’une partona :

(Ya1(@) + Y12(9)) (X1, ..., Xp, 2)

P . —
= Y ()" (X 4 o+ X+ o+ Xp, X)X + o+ Xp, X))

1<i<j

P(F2(X1), ey Ky oo X5 Koo (X)), [ X, X - (2))
et

Yzz((p) (Xl, ...,Xp,Z)
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p
Z 1) e(Xisn + o + Xp, Xi)e(Xji1 + oo + Xp, X))
1<i<

—

(2(X1) Xiyooor (X)), 8 (Xp), (A(X5) - (X - 2)))

p _
Z D (X1 + oo+ Xpy1, Xj)e(Xjg1 + oo+ Xj + o+ X, Xi)
1<i<

—

g[)(ﬁé (Xl),...,EC(XZ'),...,}/Z]',...,ftz(xp), (&(Xl') . (X] . Z)))

D’aprés I'Eq (1.3.5), Y12 + Y21 + Yo = 0, pour tout X;, X; € H(L(g)) et z € H(q).

Et d’autre part on a :

Y31§0(X1/---/Xp+112)
ptl

1<1<]<k
(87 (X)) @(&(X1),wves Ky oo [ Xy Xt oves K oor(2))
+ (1) e (@ + Xy 4 o+ X1, Xp)e(Xig1 + o+ X 4 o+ X1, X))
o (& (X)) P@(X ) Kooy Ky [ Xt Xy s (2))
+ (1) e(@+ X1 + oo+ Xim1, Xi)e(Xjs1 + oo + Xio1, X))
p (&P 7H(X0)) @((X1), oo Ko Xy oos [Xj Xl (2)) },

Y139(X1,.0, Xpi1,2) = = Y310(X1, ..., Xpy1,2)
p+1
+ Y (D) (@ + Xg + e Xim, Xp)e(@ + Xi A+ Ko+ o+ X1, X))

1<i<j
p (&P 1([X;, X)) i (@( X1y s Xiy oo Xy Z))
et
Y339 (X1, v, Xp11,2)

p+1 o
= ¥ {(-) e+ Xa + o+ Xi1, X)e(@ + Xa 4+ X1, X))o (371 (X0)

1<i<j

(& (X)) (9(Xt, e Riy Ry, 2)) )

+ (—1)Me(@+ Xg + oo 4+ Xim1, X)e(@ + Xa + oo + Xi + o + Xj21, X))
p(& (%)) (0 (@~ (X)) (@(X1 s R Ri 7)) ).

Pour &P (X;) € L(g), &7 (X;) € L(qg) et (p(Xl,...,)A(i,...,)A(j,...,z) € M. En appliquant I'Eq (2.2.2), on

obtient :
Y3+ Y33+ Y31 =0.

Par le méme calcul, on prouve que :

Y3+ Y3 =0,
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Yia 4+ Ya1 + You +Yao + Yau + Ya3 + Yyu =0,

Ce qui termine la preuve.
Définition 2.3.2. On définit les espaces I'-gradués suivant

o I'espace des p-cocycles Z}, (3, M) = {¢ € Ci, (3, M) : 679 =0},

* I'espace des p-cobords By, (g, M) = {p =6"1g: 9 €CL, ( g,M)}.
Lemme 2.3.1. B, (g, M) C 2L, (3, M).

Définition 2.3.3. On appelle p-groupe de cohomologie le quotient

Hg,y(ng) = Zf,y (Q/M)/Bo;z,y(ng)~
Exemple 2.3.1. Soit (g,[,---,],€ &) une algébre n-Hom-Lie colorée, alors

1. une 1-cochaine ¢ est dite 1-cocycle si et seulement si :

n

¢ oadx(xy) 2 Ve (¢, X)e(x;, XD (x1, -, i+, x0)P(X7). (2.3.4)
En particulier, si M = g, I'équation précédente peut s’écrire comme suit :
n
Y el Xi)[x1,. o, p(xi),- .., xn] — p([x1,%2,..., %] ) = 0.
i=1
2. Une 2-cochaine i est un 2-cocycle si et seulement si pour tout élément homogéne X = (x1,...,%,—1),
Y= (Y1, yn-1) €L(g) etyn €9:
O(E(X)) YW1, ) + P(@(x1), -, (K1) ady - )
=Y X Y)p(alyr),- -, a(yia), [x1, - Xn-1, Yl & (yn))
i=1
n . A .
+ Z(—l)n_lél(l,b + X,Yn)e(yi,Y;)p(a(yl),. . .,yAi,. . .,a(yn))lp(xl,. . .,xn,l,yi). (2.3.5)
i=1
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CHAPTER

Déformations et opérateurs de Nijenhuis des algébres

n-Hom-Lie colorées

Dans ce chapitre, on étudie les déformations formelles a un paramétre des algebres n-
Hom-Lie colorées en s’appuyant sur la cohomologie. En outre, on introduit les déformations
infinitésimalement triviales. Ceci motive la construction des opérateurs de Nijenhuis sur les
algebres n-Hom-Lie colorées multiplicatives. En relation avec ces opérateurs, on considere la

structure produit sur les algebres n-Hom-Lie colorées.

3.1 Déformations des algebres n-Hom-Lie colorées

Dans cette section, on définit les déformations formelles et on traite les déformations équiva-
lentes d’algébre n-Hom-Lie colorée.

Soit K[[A]] I'anneau des séries formelles a une variable A et a coefficients dans K. Pour
tout espace vectoriel I'-gradué g, on note par g[[A]] 'espace I'-gradué des séries formelles a
coefficients dans g. Etant donnée une application n-linéaire w: g X --- X g — g de degré =, elle
admet naturellement une extension n-linéaire, w : g[[A]] X --- X g[[A]] — g[[A]], aussi de degré v
et définie par :

w(xy, - xp) =Y /\f1+"'+f"w(a]f,...,a{1"),
Jiejn=0

pour tout élément homogene x; = }; > Migll.

Définition 3.1.1. Soit (g, [, ,-],& &) une algebre n-Hom-Lie colorée. Une déformation formelle

A-parametrée d une algebre n-Hom-Lie colorée est une application n-k-linéaire de degré zéro :

[ lasallA] - xcgf[A]] = g[[A]],
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définie par :

[x1, -+, xn]p = [x1,-++,x0) + Z)Liwi(xl,...,xn), (3.1.1)
i=1

ot w; 1 g®" — g (i > 1) sont des applications multilinéaires e-antisymétrique de deqré zéro, tel que
pp Y q 4 q

[Oé(xl),' ce(xXn-1) [y Y2, /]/n]/\]/\ (3.1.2)

e(X,Y) [a(yr), - a(yiza), [xv, %2, yila, a(ivn), - a(ya)] (3.1.3)

I-

pour tout élément homogene x; € g, i € {1,--- ,n}.

La définition précédente signifie que le quadruplet g, := (g[[A]],[-,- -+, +]A,€ &) est une al-
gebre n-Hom-Lie colorée.

Remarques 3.1.1.
1. SiA2=0,(k=1),Ia déformation est dite infinitésimale.
2. SiAHL =0, ]a déformation est dite d’ordre k .

Soient w et w’ 2-cochaines de 1'algebre n-Hom-Lie colorée (g, [-,- - -, ],& &) & coefficients dans
la représentation adjointe. On définit le crochet [-,-] : C2 ,(g,9) x C2,(g,9) — C3 ,(g,9), pour tout
X, YeH(L)etz e H(g), par:

(w,'](X,Y,z) =w(@(X),w'(Y,z)) —e(X,Y)w(@(Y),w'(X,2) — w(w' (X,0) o &(Y),a(z))
+ &' (@(X),w(Y,z)) —e(X, V)" (&(Y),w(X,z)) — ' (w(X,0) 0 &(Y),a(z)),

w(X,e)oa(Y)= Es(X,Yi)a(yl) Ao No(Xye) Ao Aa(Yn—1).
k=1

Théoreme 3.1.1. Avec les notations ci-dessus, les 2-cochaines wj, i > 1, engendrent une déformation

formelle A-paramétrée g, d’ordre k si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

62w =0, (3.1.4)
) 1 -1
0 wy + E Z [w,-,wl_i] =0, 2<I1<k, (315)
i=1
1 K
5 Z [w;,w;_i] =0, n<I<2k. (3.1.6)
i=l—k

Preuve 3.1.1. Soient w;, i > 1 des 2-cochaines engendrent une déformation A-paramétrée d’ordre k
de I'algébre n-Hom-Lie colorée (g,|-,...,-|,&,a). Alors gy := (g,[,---,-]1, & ) est aussi une algebre

n-Hom-Lie colorée. D’aprés la proposition 1.3.2, I'identité (1.3.5) dans g, est équivalente i :

ad}:

X ~u(z) = adg(x) - (ady - z) —e(X,Y) adé‘(y) - (ad% - z), (3.1.7)
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out
k .
(X Y]y =[X,Y]a+ Y_Nwi(X,0) 0 &(Y).
i=1
L’application adjointe dans g, est donnée par :

k .
ady -z=uadx z+ Y NMwi(X,z).

i=1
Le membre gauche de 'Eq.(3.1.7) est égal a :
ko koo
ﬂd[le]u . DC(Z) + 2/\1 (wi([X,Y]“,IX(Z)) + adw’_(xl,)o&(y) : IX(Z)) + ”21 Al+]adwi(wj(X,o)oﬁt(Y)) : lX(Z).
i= L=
Le membre droit est égal a :
k .
adg(x) (ad} - z) =ady(x) - (ady -z) + Y AN (wi(@(X),ady - z) + adyx) - wi(Y,z))
i=1
k . .
+ ) AHwi(&(X),wi(Y,2)).
ij=1
k .
adg(y) (adk - z) =ady(y, - (adx - z) + Y A (wi(&(Y),adx - z) + adyy) - wi(X,z))
i=1
k . .
+ Y A Hwi(a(Y),wi(X,2)).
ij=1

En comparant les coefficients de AL, on obtient les conditions (3.1.4), (3.1.5) et (3.1.6) respectivement.

Remarques 3.1.2.
1. L'équation (3.1.4) signifie que w- est un 2-cocycle.

2. Si gy est une déformation d’ordre k, alors on déduit de I’ Eq.(3.1.6) que (g, wy,€,&) est une algeébre

n-Hom-Lie colorée.
3. En particulier, une déformation infinitésimale de g, engendrée par w : \"g — g et donnée par :
[ a =[]+ Aw(, ).
L'application linéaire w engendre une déformation infinitésimale de I'algebre n-Hom-Lie colorée g
si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) Le quadruplet (g,w,¢,a) est une algebre n-Hom-Lie colorée multiplicative.

(b) L'application w est un 2-cocycle de g a coefficients dans la représentation adjointe. Autrement

dit, w satisfait la condition (2.3.5) pour p = ad.

Définition 3.1.2. Deux déformations formelles g, et g, d’une algébre n-Hom-Lie colorée (g, [-,...,],€,a)
sont considérées comme équivalentes, sil existe un isomorphisme formel ¢ : gy — 9,/, ot p) =

Y=o A, i 1 g — g sont des applications linéaires de degré zéro satisfaisant :

o =1idy, ¢Pioa=uno¢; (3.1.8)
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Pro[xr, - xnln = [Pa(x1), -, Pa(xn)] - (3.1.9)
Deux déformations équivalentes seront notées par g ~ g,.
Remarque 3.1.1. Une déformation formelle g, est dite triviale si gy ~ g.

Théoreme 3.1.2. Soient g, et g,/ deux déformations équivalentes engendrées par w et w' respectivement.

Alors w et w' appartiennent a la méme classe de cohomologie ’Hiy (g,9).

Preuve 3.1.2. Il suffit de prouver que w — ' € B ,(9,9).

Soit g\ ~ g,/. Une identification des coefficients de A dans (3.1.8) nous donne :

W(x1, )+ Pr[xr, e xn] = @ (1, )+ [P(1), ]+ (X1 ()].

Alors :

Wt xn) = @ (x1,0 0, 2) = = plen, ]+ [90), o xa] e [ p(an)]

=—¢[x1,-,xn] + Zn:(—l)"_is(xi,Xi)[xl,...,fi,...,xn,(p(xi)]
i=1

Cela termine la preuve.

3.2 Opérateurs de Nijenhuis sur les algebres n-Hom-Lie colorées

Motivé par les déformations infinitésimalement triviales, on définit les opérateurs de Ni-
jenhuis sur les algebres n-Hom-Lie colorées multiplicatives. En relation avec ces opérateurs,
on introduit la notion de structure produit sur les algébres n-Hom-Lie colorées. En outre, on
montre qu’une algebre n-Hom-Lie colorée admet une structure produit si et seulement si elle

admet une décomposition, voir [64] pour le cas non-gradué.

3.2.1 Définitions et constructions

Soit gy := (g[[A]], [, ---,]A, & &) une déformation d’ordre (n — 1) d’une algebre n-Hom-Lie

colorée.

Définition 3.2.1. La déformation g, est dite infinitésimalement triviale s'il existe une application
linéaire de degré zéro N : g — g tel que Ty = id + AN : gy — g soit un morphisme d’algebre. Autrement

dit, si pour tout x1,...,x, € H(g) ona:

Troa=waoT,, (3.2.1)
Talx1, o xa)r = [Ta(x1), ..., Ta(xn)]. (3.2.2)
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La condition (3.2.1) est équivalente a N oo = o N.
Le membre gauche de I'Eq. (3.2.2) est égal a :

(1, 2] + Awr (1,00, %0) + Nx,. .., x0])

n-2
+ Z:/\]+1 (Nwj(x1,...,xn) + wjs1(x1,..., %)) + A" Nwp_1(x1,...,%5).
=1

Le membre droit est égal a :

n n
[X1,...,x0] + A E (X1, .., NXip, oo, Xp) + A2 Z 1, Nxi o Ny, x4+
i1=1 i1<ip

+ A1 2 [x1, ..o, Nxiy, ooy Nxiy, oo, Nxg L x0] + AN X, Nxg, o N

i1<ip...<ip_1

Par identification des coefficients, pour tout 2 <! <#n — 1, on obtient :

n

w1 (X1, 2%0) + N x1, .., x0] = Z [x1,.. ., Nxiy, .., Xn], (3.2.3)
=1
Nwy 1(x1,...,x0) = [Nx1,...,.Nxa,...,Nxy], (3.2.4)
Nawi(xq,..xn) +wig(xq,x) = Y [x, Nxg, o N, N, x,]. (3.2.5)
i1 <ip...<ij

Soient (g, [-,...,],&,&) une algébre n-Hom-Lie colorée, N : g — g une application linéaire de

degré zéro. On définit un crochet n-aire |-, ..., ]}\/ :A\'g — gpar:

n

(X1, xnlpe = Y [0, N, ] = Nxg,xo,. 0, x0).

i=1
Par induction, on définit une série des crochets n-aires [-,..., ]]N :A\"g—gpar:
. - '
[xl,...,xn]ﬁv = 2 [...,./\/'xl-l,...,j\/'xiz,...,./\/'xij,...] —./\/'[xl,...,xn]i\/ V2<j<n-—1.
i1<i2...<ij

En particulier,on a :

[xl,...,xn]j(fl = Z Nxi, ..., Nxj_,,xn] —/\/'[xl,...,xn]jlv_z. (3.2.6)

i <ip...<ip_q

Les notations ci-dessus explique la définition suivante.

Définition 3.2.2. Soit (g,[-,...,"], € &) une algebre n-Hom-Lie colorée. Une application de degré zéro

N : g — gest un opérateur de Nijenhuis si elle commute avec « et satisfait :

Naxt,..., Nxg,oo o, Ny = Nxa, x0T (3.2.7)
On peut écrire cette derniere de la maniere suivante :
n . .
Z(—l)n—JNn—] ( 2 [ Nx,. Ny, .,./\fxij,. ) ]) =0. (3.2.8)
j:0 1‘]<l’2‘..<l‘j

On a illustré que toute déformation infinitésimalement triviale engendre un opérateur de
Nijenhuis. Maintenant, on va traiter inversement le résultat. En clair, on va prouver que tout

opérateur de Nijenhuis engendre une déformation infinitésimalement triviale.
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Théoréme 3.2.1. Soit N un opérateur de Nijenhuis sur une algebre n-Hom-Lie colorée (g,[-,- -+ ,], €, &).

Alors le crochet n-aire :

n—1

[xll' o /xi’l]/\ = [xll' o /xn] + Z Ai[xlr- . -lxn]_i/\/'r (329)
i=1

définit une déformation infinitésimalement triviale de g.

Preuve 3.2.1. Elle découle de la caractérisation ci-dessus, de l'identité (3.2.2), du Théoreme 3.1.1 et du

Lemme 1.3.1.

Proposition 3.2.1. Soient N un opérateur de Nijenhuis bijectif sur une algebre n-Hom-Lie colorée
(g,[...,"],e ), a € qgotel que a(a) =aet N(a) € Z(g). Alors N est un opérateur de Nijenhuis sur
I'algebre (n — 1)-Hom-Lie colorée (g,{-, -, }a, &), 00 {-,--+,-}a=1a,-,---,].

En particulier, I’équation de 1’'opérateur de Nijenhuis sur une algebre Hom-Lie colorée

(g,[-,-],€ ) s’écrit comme suit :
Nx,Ny] = NNx,y] + N[x, Ny] — N?[x,y].

Corollaire 3.2.1. Soient N un opérateur de Nijenhuis sur une algébre 3-Hom-Lie colorée (g, |[-,-,"],€ «)
et a un élément de degré zéro. Si N est bijectif, alors il est un opérateur de Nijenhuis sur I'algebre

Hom-Lie colorée (g,{-, }a,€ a) tel que N'(a) € Z(g), ot {-,- }a = [a,,"].

3.2.2 Structures produits sur les algebres n-Hom-Lie colorées

Dans cette section, on étudie la structure produit sur une algébre n-Hom-Lie colorée en
tant qu’opérateur de Nijenhuis vérifiant une condition bien déterminée. On montre que cette
structure produit mene a une décomposition de l’algébre. Par la suite, on introduit la notion de

structure produit stricte sur une algebre n-Hom-Lie colorée et on donne un exemple.

Définition 3.2.3. Soit G = (g,[-,---,-],& &) une algébre n-Hom-Lie colorée. Une quasi structure
produit sur G est une application linéaire de degré zéro P : g — g, (P = +1dy) qui satisfait P> = 1d,.

Une quasi structure produit est appelée structure produit sur G si c’est un opérateur de Nijenhuis.

Remarque 3.2.1. On note qu'une structure produit sur une algébre n-Hom-Lie colorée est une application

linéaire de degré zéro P : g — g satisfaisant les propriétés suivantes pour tout x1,...,X, € g :

P?=1d, Pa=uaP,

n—1 ) n
[Px1, Pxy,..., Pxg] = Y (=1)" TPl Y [, Py, Py ), (3.2.10)
jIO i1<i2...<ij

1 si k est impair,
Ol piye =
0 si k est pair.
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Théoreme 3.2.2. Soit G = (g, |-, -+, -], € &) une algebre n-Hom-Lie colorée. Alors G admet une structure
produit si et seulement si g = @, cr 9y admet une décomposition g =g, ®© g, 0it 91 = Der(9,)+ et
9- = @, er(9,)- sont les espaces propres associés aux valeurs propres 1 et —1 respectivement. Notons

qu'ils sont des Hom-sous-algebres colorées et g = (g)+ & (g,)—.

Preuve 3.2.2. Soit P une structure produit sur (g,[-,---,-],€,&). D'apreés I'Eq. (3.2.10), on a pour tout

élement x; € g4 :

n—1
- . ( 1)1’!—]—173]4;1—](‘ Z [ ’lel’ Ipxlzl Ipxlll ])
]=O 11 <13...<1;
n—1 ) n
=Y (—1)ri1 ( ‘>Pﬂnf (X1, o0 ). (3.2.11)
j=0 J
Donc :
n n
yeer Xn| = . Plx1, ..., x| — . e Xyl  SI t pair, 3.2.12
(X1, .y X ) (2]+1> [X1, .0 X 2]‘Z<:n (2]) [X1,..., Xn], sinestpair ( )

2j+1<n

(X1, ] = Y <2n],>73[x1,...,xn] - ) (2],:1_ 1> (X1, Xy], sinestimpair. (3.2.13)

2j<n 2j+1<n
D’apres la formule binomiale, on a :
h n _ n+1

2];” (2],) - oy (2], ! 1)  (—1) (3.2.14)
On applique ’Eq.(3.2.14) aux Eqs.(3.2.12)-(3.2.13), pour tout x; € gy, on obtient P[x1,...,x,] =
[X1,...,%n]. De plus, ona P owa(x) =waoP(x) = «(x), ce qui signifie que a(x) C gy. Donc gy est
une Hom-sous-algebre colorée de g. De maniére analogue, on montre que g_ est une Hom-sous-algebre
colorée.

Réciproquement, on définit une application linéaire de degré zéro P : g — g par :
Px+y)=x—y Vxecgyetyecg_. (3.2.15)

Ona P*(x+vy) =P(x —y) = x +v, cela signifie que P> = Id. Puisque x € g, alors a(x) € gy.
Donc P owa(x) = a(x) = a o P(x). Par ailleurs, P o a(y) = a o P(y). Pour prouver I'Eq (3.2.10) pour
tout x; € g4, on distingue deux cas :

Cas 1: Si n est pair. Puisque g est une Hom-sous-algebre colorée alors :

n—1 )
2(—1)1«—]—17?%«—/( ) [...Pxiy,e o, Piy, o, Py ])
j=0 i1<ip...<ij
n n
== . P[xlr---/xn] - ( > [xl,...,.Xn]
2j—§;<n (2] + 1) 2]';11 2]
n n
S PR T Sy (AT
2j§<n (2] + 1) 2jZ<:n 2j
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_ (Y <2j”+1> ¥ (Z,))[xl,...,xn]

2j+1<n 2j<n
3214
@219 [Px1,Pxz,..., Pxy].
Cas 2: Si n est impair, on a :
n—1 )
Z(—l)n—J—lpum( ) [, Pxiy, e, Piy, oo, P, ])
j:0 i1<i2...<ij

B (Zj;n (;]> - 2]'+le<11 <Zfi 1>)[x1"”'x”]

G219 [Px1,Px2,..., Pxy].

De maniere analogue, on vérifie I'Eq (3.2.10) pour tout x; € g—. Alors ‘P est une structure produit sur G.

Soient G = (g,[-,---,],& &) une algebre n-Hom-Lie colorée et ® : g — g une application

linéaire de degré -y. Alors © est dans le centroide de G si elle vérifie :

Qoa=wa00, (3.2.16)

O[x1,x2,..., %, = [Ox1,x2,...,%,] Vx; € H(g). (3.2.17)
L’identité ci-dessus est équivalente a :

Ofx1,x2...,x,] = &(7y, X;)[x1,..-, v Xl (3.2.18)

@Xl' ;-
~~
i-éme place

Définition 3.2.4. Une quasi structure produit P sur G est appelée structure produit stricte si elle est

dans le centroide de G.

Lemme 3.2.1. Soit P une structure produit stricte sur G, alors P est une structure produit sur G tel

que [9+,...,9+, 9+ ,9—,...,9-]=0,pourtout1 <i<n-—1.
-~

i-éme place

Preuve 3.2.3. L’identité (3.2.10) est équivalente a :

n n
E(_l)"_]’Pan< Z [...Pxi],...,Pxiz,...Pxij,...]> =0.
j:() i1<i2...<i]‘

Si ‘P est une structure produit stricte sur G, alors on a :

(—1)Tlf7314'1—]< ) [...Pxil,...,Pxiz,...Pxij,...]>

i1<i2...<ij

- I

(—1)"—1‘( Z P”nfwf[xl,...,xn])

]ZO i]<i2...<ij
(S ()P
j=0 J
=0.
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De ce fait P est une structure produit.
Pouri e {0,---,n} fixé, soit (k,1) tel que 0 < k <i <1 <m,ol xx € gy et x; €g_. D'une part, de 'Eq.
(3.217),0na:

PX1, s Xi,Xig 1, Xn) = [PX1, 0o, Xipeo o, X)) = [X1,+ 00, X0, X
D’autre part, de 'Eq. (3.2.18) on a :

PlX1,. o) Xi, Xig 1, Xn) =[X1,. 0, X5, PXig1, ..., Xn)
= —[X1,.- 0, X0, Xit 1, X
Par conséquent [g4,...,9+, 9+ g—,...,9-]=0.
~~
i-éme place
Proposition 3.2.2. Soit G = (g,[-,---,-], &) une algebre n-Hom-Lie colorée. Alors G admet une

structure produit stricte si et seulement si g = ., cr 9y admet une décomposition g = g4 © g, 0l g+

et g_ sont des Hom-sous-algebres colorées de g tel que :
[94,---,9+, 9+ ,9-,...,0-]=0 Vi<i<n-—1.
~~
i-éme place
Preuve 3.2.4. La premiére implication découle immédiatement du Lemme 3.2.1. Pour la deuxieme

implication, on applique le Théoreme 3.2.2. L'opérateur P définie par I'Eq.(3.2.15) est une quasi structure

produit et pour tout xj = x,j +x, €g,0u x;’ €gretx, €g-_,ona:

Plxr,x2,..., %0 =Pl +x7,25 +x5,...,%50 +x,]
=Plxf, x5, .., x0 ]+ Py, x5 ,..,%,]
=[x, = [ xg e x ]

= [Px;,x) ..., x5 ]+ [Pxy, x5 ,..., %]

= [Px1,x2,...,%).
Donc P est une structure produit stricte sur G.

Exemple 3.2.1. Soit g, = (9,[,, ", | & &) l'algebre 4-Hom-Lie colorée construite dans I'Exemple 1.3.2.

On définit une application linéaire de degré zéro P : g — g par :
P(er) =e1, Ple2) =e2, Ples) =—es, Ples) =—es et Ples) = —es.

11 est aisé de montrer que ‘P est une structure produit stricte, ainsi qu’elle est une structure produit. Du
Théoreme 3.2.2, on déduit que les Hom-sous-algébres colorées g, et g_ sont engendrées par < ey, ep > et

< e3,eq4,65 > respectivement. Par conséquent :

9+ =0(0,0) e 9- =19(0,1) D 9(1,0) P 9(1,1)-
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CHAPTER

Opérateurs de Reynolds généralisés sur les algebres

3-Hom-Lie colorées

On commence ce chapitre par introduire la notion d’opérateur de Reynolds sur une algebre
3-Hom-Lie colorée qui s’avere étre un opérateur de Reynolds généralisé particulier sur une paire
3-HomLieRep colorée. En outre, on fournit quelques exemples et résultats de caractérisation. Par
ailleurs, on étudie les structures complexes généralisées twistées sur les modules des algebres

3-Hom-Lie colorées.

4.1 Constructions des algebres Reynolds 3-Hom-Lie colorées

Dans cette section, on présente la notion d’opérateur de Reynolds sur une algebre 3-Hom-Lie
colorée et on décrit la propriété de réplication des algébres Reynolds 3-Hom-Lie colorées. On
constate que les opérateurs de Reynolds et les dérivations des algebres 3-Hom-Lie colorées sont

étroitement liés.

Définition 4.1.1. Soit (g,[-,-,],& &) une algebre 3-Hom-Lie colorée, alors une application linéaire

R : g — g de degré zéro est un opérateur de Reynolds si elle satisfait :
Roua(x) =a0oR(x), (4.1.1)
[Rx, Ry, Rz] :R([Rx, Ry,z] + [Rx,y,Rz] + [x, Ry, Rz] — [Rx, Ry, ’Rz]) Vx,y,z €g. (41.2)

Une algebre 3-Hom-Lie colorée avec un opérateur de Reynolds R est dite algebre de Reynolds 3-Hom-

Lie colorée, on la note par (g,[-,-,-],&,a,R).

Théoréme 4.1.1. Soit (g,[-,-,],&,&,R) une algeébre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée. On définit un

crochet ternaire [-,-,-|g : A3g — g de degré zéro par :
[x,y,z]r = [Rx,Ry,z] + [Rx,y,Rz] + [x, Ry, Rz| — [Rx, Ry, Rz]. (4.1.3)
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Alors (g,[-,+,-|r,& &, R) est une algebre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée. En outre, R est un morphisme

d’algebres 3-Hom-Lie colorées.
Cette proposition est une motivation du Théoreme 2.1.1.

Proposition 4.1.1. Soient G = (g,[-,-],€,&, R) une algeébre de Reynolds Hom-Lie colorée et T : g, — K
une fonction quasi-trace. Alors Gr = (g,[-,-,"]<, & &, R) est une algebre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée

si et seulement si :

Ouyze(x,2)T(x) R[RYy,Rz] =0 Vx,y,z € H(qg). (4.1.4)
Preuve 4.1.1. Soient x,y,z € H(g), d'une part on a :
[Rx,Ry,Rz]: = 1o R(x) [Ry,Rz] +e(x,y + z)To R(y) [Rz, Rx] + e(x + y,z)T o R(z) [Rx, Ry].
D’autre part,on a :

[Rx,Ry,z]r = TtoR(x) [Ry,z] +e(x,y +z)To R(y) [z, Rx| +e(x +y,z)T(z) [Rx,Ry],

[Rx,y,Rz]r =TtoR(x) [y, Rz] + e(x,y +z)T(y) [Rz, Rx] + e(x + y,z)T o R(z) [Rx,y],

[x,Ry,Rz]r = t(x) [Ry,Rz] + e(x,y + z2)To R(y) [Rz,x] + e(x + y,z)T o R(z) [x,Ry].
D'oit Gr = (g,[",-,"]«, &, &, R) est une algébre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée.
Motivé par le Théoreme 4.1.1 et la Proposition 4.1.1, on présente la construction suivante.

Corollaire 4.1.1. Soient (g,[,-],€, &, R) une algébre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée et T : g, — K une

fonction quasi-trace. On définit une application trilinéaire [-,-,]cor : A>g — g de degré zéro par :
[%,y,z]1or = [RX, Ry, z]r + [Rx,y,Rz]r + [x, Ry, Rz]r — [Rx, Ry, Rz~ (4.1.5)

Alors, (g,[-,+,-]ror, € &, R ) est une algebre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée. De plus, R est un morphisme

d’algebres.

On peut construire une algebre Hom-Lie colorée a partir d"une algebre 3-Hom-Lie colorée et

un élément de degré zéro comme le montre la proposition suivante.

Proposition 4.1.2. Soit (g,[-,-,-],¢,&) une algebre 3-Hom-Lie colorée. Pour tout x, € g, tel que

X, € ker(a — Id), ona (g,[,]x, € &) est une algebre Hom-Lie colorée, ot :

(X, ylx, = [xe,x,y] Yy €. (4.1.6)
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Rappelons qu'un opérateur de Rota-Baxter sur une algebre Hom-Lie colorée (g, [-, -] € «) est
une application linéaire R : g — g de degré zéro qui satisfait :

aoR(x) =Roua(x), 4.1.7)

[Rx,Ry] = R([Rx,y] + [x,Ry]) Vxye€nq. (4.1.8)

Proposition 4.1.3. Supposons les méme hypothéses que celles de la proposition 4.1.2 tel que x, €

Ker(R — Id). Alors (g,[-,,-],&,&,R) est une algébre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée si et seulement si

R est un opérateur de Rota-Baxter sur I'algebre Hom-Lie colorée (g, [, -]x,, € &).
Preuve 4.1.2. Soient x,y € g et x, € g, tel que x, € Ker(R —Id). Ona:
[Rx’Ry]xe - R([R'x’y]xe + [x’Ry]xe>
=[x¢,Rx,Ry] — R([xe, Rx,y] + [xe,x, Ry] + [xe, Rx, Ry] — [xe, Rx, Ry])
=[Rx,, Rx,Ry| — R([Rxe,Rx,y] + [Rxe, x, Ry] + [Xe, Rx, Ry| — [Rxe, Rx, Ry].
Cela termine la preuve.

Définition 4.1.2. Une algebre Hom-pre-Lie colorée (A, x,€,a) est un espace vectoriel T-gradué A muni
d’une application bilinéaire de degré zéro x : A @ A — A et une application linéaire de degré zéro
«: A — A qui satisfont :

(xxy) *xa(z) —a(x) * (y*z) =e(x,y) ((y *x)*a(z) —a(y) * (x % z)) Vx,y,z € H(A).

Proposition 4.1.4. Soit R un opérateur de Rota-Baxter sur une algebre Hom-Lie colorée (g,[-,-], €, a).
On définit x : g AN g — gpar:
x*xrYy=[Rx,y] Vx,ye€H(g). (4.1.9)

Alors (g,*R,€,a) est une algebre Hom-pre-Lie colorée.

Corollaire 4.1.2. Soit (g,][-,-,-],&,&,R) une algebre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée. Alors (A, %, €,)

est une algebre Hom-pre-Lie colorée, oii I'application bilinéaire x, : g A\ g — g est donnée par :
X %o Y = [Rxe, RX, Y. (4.1.10)

Ensuite, on illustre la relation entre les opérateurs de Reynolds et les dérivations des algebres
de 3-Hom-Lie colorées. Mais d’abord, rappelons qu'une dérivation de degré v d"une algebre

3-Hom-Lie colorée (g, [-,-,-],€ ) est une application linéaire D : g — g de degré -y qui satisfait :
aoD(x)=Doa(x), (4.1.11)
D[x,y,z] = [Dx,y,z] +¢(7v,x)[x,Dy,z] +e(v,x +y)[x,y,Dz] Vx,y,z € H(g). (4.1.12)
Proposition 4.1.5. Soit (g, [-,-,],€,&, R) une algebre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée. Si R est bijective,

alors I'application linéaire (R~1 — 11d) : g — g est une dérivation de degré zéro de I'algebre 3-Hom-Lie

colorée.
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Preuve 4.1.3. I est clair que (R~ — 31d) : g — g commute avec «. On effectue un changement de
variable comme suit : X = Rx, Y = Ry et Z = Rz. Puisque 'R est bijectif, alors I'Eq.(4.1.2) peut étre

reformulée de la maniere suivante :
RYUX,Y,Z) = [R7IX,Y,Z] + [X,R7'Y,Z] + [X,Y,R"1Z] — [X,Y, Z].
Ce qui implique que :
-1 1 -1 1 -1 1 -1 1
(R = SI)[X,Y, 2] = (R = ZI)X,Y,Z] + [X,(R™! = J1)Y,Z] + [X,Y, (R} — Z1d)Z).
Dot (R™1 — %Id) est une dérivation de I'algebre 3-Hom-Lie colorée (g,[-,-,-],€, ).

Réciproquement, on peut construire un opérateur de Reynolds en partant d"une dérivation.

Proposition 4.1.6. Soit D : g — g une dérivation de degré zéro de l'algébre 3-Hom-Lie colorée
(9[-, -], &,a). Si l'application linéaire (R~ + 31d) : g — g est inversible, alors (R~! + 31d)~!

est un opérateur de Reynolds.

4.2 Opérateurs de Reynolds généralisés sur les paires 3-HomLieRep

colorées

Dans ce paragraphe, on étudie tout d’abord les produits semi-direct twistés d’algéebres
3-Hom-Lie colorées induites par les algebres Hom-Lie colorées. Puis, on introduit la notion
d’opérateur de Reynolds généralisé sur une paire 3-HomLieRep colorée. Cet opérateur est
caractérisé en termes de graphe du produit semi-direct twisté. Par conséquent, un opérateur de
Reynolds généralisé donne lieu a une structure d’algebre 3-Hom-Lie colorée sur 1’espace des
modules. En outre, on donne quelques constructions d’opérateurs de Reynolds généralisés et

des exemples.

Définition 4.2.1. Soit G = (g, [-,],¢,a,p) une paire HomLieRep colorée. Pour tout 2-cocycle H de
degré zéro de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de G, la somme directe g & M est munie d'une

structure d’algébre Hom-Lie colorée définie par :
wgpm (X +u) =a(x) + p(u), (4.2.1)
[x 4+ 1w,y + v]ﬁl = ([x,y],p(x)v —e(x,y)p(y)u+ H(x,y)) Vx+u,y+veH(gdM). (422)
C’est ce qu’on appelle produit semi-direct H-twisté. Il se note par g xf M.
Remarques 4.2.1.

* Notons que g & M est un espace vectoriel I'-gradué, oit (g ® M), = g, ® M,. Cela implique que

X+ u=X=71upourtout x + u € H(g ® M).

* Un produit semi-direct est un produit semi-direct H-twisté, oit H = 0.
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On définit H; : A3g — M par:
H:(x,y,z) =t(x)H(y,z) + e(x,y + z)T(y)H(z,x) + e(x + y,z)T(z) H(x,y). (4.2.3)

Alors Hr est un 2-cocycle de degré zero de 1’algebre 3-Hom-Lie colorée induite G = (g, [, -, ], € &)

a coefficients dans (M, p, 1t).

Proposition 4.2.1. Soient G = (g,[-,-],€,&,p) une paire Hom-LieRep colorée et T une fonction quasi-
trace sur G. La somme directe g & M est munie d'une structure d’algebre 3-Hom-Lie colorée donnée

par:

[(x+u),(y+0),(z+w)}r
= ([x,y,z]f, pc(x,y)w —e(y,z)pr(x,2)v+e(x,y + 2)p< (v, z)u + Hf(x,y,z)>, (4.2.4)

pour tout x +u, y+v, z+w € H(g® M) tel que T(x + u) = 7(x). C'est le produit semi-direct twisté

de I'algébre 3-Hom-Lie colorée induite.

Remarque 4.2.1. Soient (g,[-,,-],¢a,p) une paire 3-HomLieRep colorée et H € Z,f,y(g,M). Sion
remplace pr par p et Hr par H dans I’Eq.(4.2.4), on trouve le produit semi-direct twisté de I'algebre

3-Hom-Lie colorée.

Définition 4.2.2. Soit (g,[-,-,-],€ a,p) une paire 3-HomLieRep colorée. Une application linéaire de
degré zéro T : M — g est un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire 3-HomLieRep colorée, si

elle satisfait :

Tou=wuoT, (4.2.5)
[Tu, Tv, Tw) = T(p(Tu,Tv)w —e(v,w)p(Tu, Tw)v + e(u,v + w)p(Tv, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw)), (4.2.6)

pour tout u,v et w € H(M).

Remarque 4.2.2. Si H = 0, on retrouve la définition d’un opérateur de Rota-Baxter relatif sur une paire

3-HomLieRep colorée.

Exemple 4.2.1. Soit (g,[-,-,-],&,&,R) une algébre de Reynolds 3-HomLie colorée. On peut réécrire

I'Eq.(4.1.2) de la maniere suivante :

[Rx, Ry, Rz) =R (ad s ry) (2) — £(y,2)ad (o ) (v) + £,y + 2)ad (my rz) (%) — 0y 1y R2)

1l est clair que R un opérateur de Reynolds généralisé par rapport a la représentation adjointe et le

2-cocycle H(x,y,z) = —[x,y,z].

Définition 4.2.3. Soient T et T' deux opérateurs de Reynolds généralisés sur les paires 3-Hom-LieRep

colorées (g,[-,-,-],&,a,p) et (g/,[-,-,-]',e,a',p"). Un morphisme d’opérateurs de Reynolds généralisés
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T et T' se compose d’un morphisme d’algeébres 3-Hom-lie colorées ¢ : g — g’ et d'un morphisme

p: M — M tel que :

pou(u)=pop(u) (4.2.7)
poT(u) =T op(u), (4.2.8)
P(p(x,y)u) = p'(¢(x),¢(y))p(u), (4.2.9)
Y(H(xy,z)) =H (¢(x),¢(y),¢(z)), YVxyzeg ueM. (4.2.10)

En particulier, si les deux morphismes ¢ et  sont bijectifs alors (¢, ) est dite isomorphisme.

En utilisant le produit semi-direct twisté, on peut caractériser les opérateurs de Reynolds

généralisés en termes de graphe.

Lemme 4.2.1. Une application linéaire de degré zéro T : M — g est un opérateur de Reynolds généralisé
si et seulement si le Gr(T) = {(Tu,u)|u € M} est une Hom-sous-algebre colorée du produit semi-direct

twisté.
Preuve 4.2.1. Soient (Tu,u),(Tv,v) et (Tw,w) € Gr(T),ona

[(Tu+u),(Tv+0),(Tw + w)]f
= ([Tu, Tv, Tw], p(Tu, Tv)w — e(v,w)p(Tu, Tw)v + e(u,v + w)p(To, Tw)u + H(Tu, To, Tw)).

Si Gr(T) est une Hom-sous-algebre colorée du produit semi-direct H-twisté g xf M, alors :
[Tu, Tv, Tw] = T(p(Tu, To)w — e(v,w)p(Tu, Tw)v + (1, v + w)p(Tv, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw)).

OnawoT(u)=Topu(u). D'oit T est un opérateur de Reynolds généralisé. Inversement, si T est un

opérateur de Reynolds généralisé, on a :

[(Tu + u),(Tv +0), (Tw + w)]
= (T(p(Tu, To)w — e(v,w)p(Tu, Tw)v + e(u,v + w)p(Tv, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw)),

o(Tu, Tv)w — e(v,w)p(Tu, Tw)v + e(u,v + w)p(To, Tw)u + H(Tu, To, Tw)) € Gr(T).
Par ailleurs,
gt (T + 1) = o T(u) + u(u) = T o p(u) + p(u) € Gr(T).
Par conséquent, Gr(T) est une Hom-sous-algebre colorée du produit semi-direct H-twisté.

Le corollaire ci-apres est une conséquence du Lemme 4.2.1 et du fait que Gr(T) et M sont

isomorphes.
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Corollaire 4.2.1. Soit T : M — g un opérateur de Reynolds généralisé. Alors, on a une structure
d’algebre 3-Hom-Lie colorée sur M définie par le morphisme y et I'application trilinéaire e-antisymétrique
de degré zéro suivante :

[u,0,w|r = p(Tu, Tv)w — (v, w)p(Tu, Tw)v + e(u,v + w)p(Tv, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw).
En outre, T est un morphisme d’algebres 3-Hom-Lie colorées.

Proposition 4.2.2. Si w une 1-cochaine bijective de degré zéro de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg
de I'algebre 3-Hom-Lie colorée. Alors T = w ™' : M — g est un opérateur de Reynolds généralisé, oil

H=—é'w.

Preuve 4.2.2. Soit w € C}W(g,M) est une 1-cochaine bijective de degré zéro. Puisque H = —6'w est
un 2-cocycle, alors :

H(Tu,Tv, Tw) = —(51w(Tu, Tv, Tw)

=p(Tu, Tv)w(w) — e(v,w)p(Tu, Tw)w(v) + &(u,v + w)p(Tv, Tw)w(u) — w[Tu, Tv, Tw].
En appliquant T = w ™" des deux cotés, on obtient :
[Tu, To, Tw] = T(p(Tu,Tv)w(w) —e(v,w)p(Tu, Tw)w(v) + e(u,v +w)p(To, Tw)w(u) + H(Tu, Tv, Tw))

Dans la suite, on illustre que 1'identité est un opérateur de Reynolds généralisé sur l’algebre
3-Hom-Lie colorée déformée par un opérateur de Nijenhuis.
Un opérateur de Nijenhuis sur une algebre 3-Hom-Lie colorée (g, [, -,-],€ «) est une applica-

tion linéaire de degré zéro N : g — g qui commute avec « et satisfaisant :
Nx, Ny, Nz :./\/<[Nx,./\/y,z] + [Nx,y, Nz| + [x, Ny, Nz]
— N[Nx,y,z] = Nx,Ny,z] — Nx,y, Nz| + J\/'Z[x,y,z]> Vx,y,z € g.
Notons que le crochet :

~N[Nx,y,z] — N[x,Ny,z] — Nx,y, Nz] + N?[x,y,z] Vx,y,z€q,

détermine une algebre 3-Hom-Lie colorée sur g. Cette algebre sera notée par gnr = (g, [, -, | x, & &).
Exemple 4.2.2. Avec les notations ci-dessus, 'application bilinéaire ad' définie par :
adV (x,y)z = [Nx,N'y,z] Vxy,zeq,

est une représentation de I'algeébre 3-Hom-Lie colorée multiplicative g sur g par rapport a I'application

. De plus, H : N3g — g définie par :
H(x,y,z) = ~N[Nx,y,z] — Nx,Ny,z] = N[x,y,Nz] + N?[x,y,z],

est un 2-cocycle. Donc l'identité id : g — gar est un opérateur de Reynolds généralisé.
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Lemme 4.2.2. Soient (g,[-,-,-], € «,p) une paire 3-HomLieRep colorée et g xg M le produit semi-direct
twisté. Pour tout w € C}W(g,M) de degré zéro, le quadruplet (g & M, [-,-,-]ﬁ”“’,s,txg@M) est une
algebre 3-Hom-Lie colorée, oii le crochet ternaire est donné par :
[(x+ 1), (y +0), (z + w) ]+
= (o () — ey, 2)p(x2)o +e(x,y + 2)ply2)u + H(xy,2) +bw(x,y,2))-
En outre, I'application 1 définie ci-dessous est un morphisme d’algebres.
¢:gx£IM—>gxf+5“]M
(x,u) = (x,u —w(x))
Preuve 4.2.3. Soient (x,u),(y +v),(z+w) e H(gD M), ona:
tgem 0 (1) = (a(x), p(u — w(x))) = (a(x),u(u) — w(a(x))) = P o agam(x,u).
Aussi :

Plix+u), (v +0), z+ )]}

¢([xy,1 p(x,y)w —e<y,z>p<x,z>v+e(x,y+z>p<y,z>u+H<x,y,z>)
(ewal — ey, Dp(x2)o + ey +Dp(y2)u+ Hxy,z) ~wlxy)
[ = w(x)), (y,0 = W (), (2,0 = w(2))f+5

[5y,2), p(x,y) (= w(2)) = ey, 2)p(x,2) (0 = w(y)) +e(x,y +2)p(y,2) (4 — w(x) + H(x,y,2) + 60 (x,3,2))
=[p(x,u), 9 (y,0),(z,w)] .

Ceci prouve le résultat.

En partant d"un opérateur de Reynolds généralisé T et une 1-cochaine, on peut construire

un nouvel opérateur de Reynolds généralisé sous certaines conditions.

Théoreme 4.2.1. Soient T un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire 3-HomLieRep colorée
(9[-, ] eap)etwe C}W(g,M) de degré zéro. Si l'endomorphisme (Idpyy —w o T) : M — M est
inversible, alors I'application linéaire T o (Idp; — w o T)™! : M — g est un opérateur de Reynolds

généralisé, oit le 2-cocycle est déterminé par (H + dw).

Preuve 4.2.4. Soient T : M — g un opérateur de Reynolds généralisé et w € C} (9, M) de degré zéro
tel que l'opérateur (Idy; — w o T) soit inversible. Alors pour tout u’' € M, il existe u € M tel que

u' = (Idy — w o T)u. De plus,
GH(T o (Idy — wo T)~ 1) :{ (To (Idy — w o T)*l)u’,u’) | € M}
:{(Tu,(IdM—on)u> |u€M}

=(Gr(T)) C gw=) T2 M.

1l découle du Lemme 4.2.1 que T o (Idp; — w o T) ™! est un opérateur de Reynolds généralisé.
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Définition 4.2.4. Soient T : M — g un opérateur de Reynolds généralisé et w un 1-cocycle de degré

zéro. Alors w est dite 1-cocycle T-admissible si l'application (Idp + w o T) : M — M est inversible.

Proposition 4.2.3. Soit w un 1-cocycle T-admissible. Alors T o (Idy +w o T)™': M — g est un

opérateur de Reynolds généralisé. C’est la transformation de gauge de T. On la note T,

Preuve 4.2.5. D’apres le Lemme 1.3.1, 'application bilinéaire ' : g x{f M —q xf M donnée par
Y (x,u) = (x,u + w(x)) définit un endomorphisme d’algebre 3-Hom-Lie colorée. On considere le sous

espace I'-gradué déformé :
' (Gr(T)) ={(Tu,u + (wo T)u)lu e M} Cg xf M.

Alors ' (Gr(T)) est une Hom-sous-algebre colorée. D’autre part, I'opérateur (Idpy + w o T) est in-
versible implique que ' (Gr(T)) est le graphe de (T o (Idy + w o T)™1). Dot T,, est un opérateur de

Reynolds généralisé.

Proposition 4.2.4. Soient T : M — g un opérateur de Reynolds généralisé et w un 1-cocycle T-
admissible. Alors les structures d’algébres 3-Hom-Lie colorées sur M induites par des opérateurs de

Reynolds généralisés T et T,, sont isomorphes.

Preuve 4.2.6. Notons que le quadruplet (M, [-,-,-|1,,€ 1) est une algebre 3-Hom-Lie colorée. On

considére I'endomorphisme Idp + w o T : M — M, il est clair qu’elle commute avec y. De plus :

[(Idp +w o T)u, (Idpys + wo T)v, (Idy + w o Tw]7,
=p(Tu, Tv)(Idp + w o T)w — e(v,w)p(Tu, Tw) (Idp + w o T)v
+e(u,v+w)p(To, Tw)(Idp + w o T)u + H(Tu, Tv, Tw)
=p(Tu, Tv)w — e(v,w)p(Tu, Tw)v + e(u,v + w)p(Tv, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw)
+po(Tu, Tv)(w o T)w — e(v,w)p(Tu, Tw) (w o T)v + &(u,v +w)p(Tv, Tw) (w o T)u
=[u,v,w|r + w([Tu, T, Tw))
—fu,0,wlr +wo T([u,0,wl7)

=Idy +wo T)([u,v,w]r).

Cela prouve que (Idp + w o T') est un isomorphisme d’algebres 3-Hom-Lie colorées.

4.3 Structures complexes généralisées twistées

Le but de cette section est d’introduire les structures complexes généralisées twistées sur
les modules des algebres 3-Hom-Lie colorées induites par les algébres Hom-Lie colorées. En
outre, on donne le lien entre les structures complexes généralisées twistées et les opérateurs de

Reynolds généralisés, ainsi que quelques constructions et exemples.
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Soit g xf M un produit semi-direct twisté d’algebre Hom-Lie colorée. Toute application

linéaire J : g & M — g & M doit étre de la forme :

J = . 4.3.1)
c —S

Pour certaines applications linéaires de degré zéro N € Endy(g), S € Endg(M), T: M — g et

o : g — M. Ces applications sont les composantes de la structure de 7.

Définition 4.3.1. Une structure complexe généralisée twistée sur un module M d’algebre Hom-Lie
colorée est une application bilinéaire de degré zéro J : g @ M — g @ M qui satisfait les conditions

suivantes :
e xoN=Noaet pyoS=S5oy,
e xoT=Topuet coa=poo,
o J est un quasi complexe : J* = —id,
* la condition d’intégrabilité :
(T (x+u),Ty+ v)]f =[(x+u),y+ v)]f + J([j(x+ u),(y+ v)}f +[(x+u),J(y+ v)}f),
pour tout (x +u),(y +v) € H(g® M).

Remarque 4.3.1. Une structure complexe généralisée twistée est un opérateur de Nijenhuis sur le

produit semi-direct twisté qui satisfait J? = —id.

Théoreme 4.3.1. Une application bilinéaire J : g ® M — g & M de la forme (4.3.1) est une struc-
ture complexe généralisée twistée sur un module M d’algebre Hom-Lie colorée, si et seulement si, ses

composantes satisfont les identités suivantes pour tout x,y € H(g) et u,v € H(M) :

NT =TS, (4.32)
N? + To = —id, (4.3.3)
So=0N, (4.3.4)
S?2+ 0T = —id, (4.3.5)
[Tu, To] = T(p(Tu)v - e(u,v)p(TU)u), (4.3.6)
o(Tu)Sv — e(u,0)p(Tv)Su — H(Tu, Tv) = S (p(Tu)v - s(u,v)p(Tv)u), (4.3.7)
[Nx,Tv] — Nlx, To] = T(p(Nx)v — p(x)Sv + H(x, Tv)), (4.3.8)

p(Nx)Sv +e(u,v)p(Tu)ox — H(Nx, Tv) 4+ p(x)v
=S (p(Nx)v —p(x)Sv+ H(x, TU)) —o[x, Tv], 4.3.9)

[Nx,Ny] — [x,y] = N([Nx,y] + [x,Ny])
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=T (p(x)oy — e(x,y)p(y)ox + H(Nx,y) + H(x Ny)), (4.3.10)
o(Nx)oy — e(x,y)p(Ny)ox + H(Nx,Ny) — H(x,y) = o([Nx,y] + [x,Ny])
-5 (p(x)(fy —e(x,y)p(y)ox + H(Nx,y) + H(x, Ny)). (4.3.11)
Preuve 4.3.1. La condition J* = —id est identique a :

N?(x) 4+ NT(u) + To(x) = TS(u) | [ —x

oN(x) +0T(u) — So(x) + S*(u) —
Ce qui est équivalent aux identités (4.3.2)-(4.3.5). Puis, on considére la condition d’intégrabilité; pour
u,v € H(M), le critere d’intégrabilité est équivalent aux conditions (4.3.6) et (4.3.7). Pour x € H(g) et

u € H(M), l'intégrabilité est équivalente aux Eqs.(4.3.8)-(4.3.9). Et pour x,y € H(g), on obtient les
identités (4.3.10) et (4.3.11).

Motivé par 1’'Eq.(4.2.2), on introduit la notion de structure complexe généralisée twistée sur

un module d’algebre 3-Hom-Lie colorée.

Définition 4.3.2. Une structure complexe généralisée twistée sur un module M d’algebre 3-Hom-Lie

colorée est une application bilinéaire de degré zéro J : g © M — g ® M qui satisfait

xoN=NoaxetyoS=Soy,

xoT=Touetcoan=puoo,

J est un quasi complexe : J? = —id,

la condition d’intégrabilité

[J(x—i—u),J(y—i—v),J(z—kw)]f: J[J(x—i—u),J(y—i—v),(erw)]ff+J[J(x+u),(y+v),f(z+w)]

+ J[(x+u),j(y+v),f(z+w)]ff + [j(x+u),(y+v),(z+w)]ff + [(x+u),J(y+v),(z+w)]ff
+[(x+u),(y+9),T(z+ w)}f —J(x+u),(y+0),(z+ w)}gl.

Pour tout (x +u), (y + v) et (z,w) dans H(g & M).

Remarque 4.3.2. Une structure complexe généralisée est une structure complexe généralisée twistée, oil

le 2-cocycle H = 0.

Théoreme 4.3.2. Une application linéaire J : g ® M — g ® M de la forme (4.3.1) est une structure
complexe généralisée twistée sur un module M d’algebre 3-Hom-Lie colorée g, si et seulement si, ses

composantes satisfont aux identités suivantes :

NT =TS, (4.3.12)
N2 + To = —id, (4.3.13)
So=0N, (4.3.14)
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S2 40T =—id, (4.3.15)
[Tu, Tv, Tw] = T(p(Tu To)w — e(v,w)p(Tu, Tw)o + e(u,0 + w)p(To, Tw)u), (4.3.16)
o(Tu, Tv)Sw — e(v,w)p(Tu, Tw)Sv + €(u,v + w)p(Tv, Tw)Su — H(Tu, Ty, Tw)
=S (p(Tu,Tv)w —¢e(v,w)p(Tu, Tw)v + e(u,v + w)p(To, Tw)u), (4.3.17)
[Nx, Tv, Tw] — N[x, Tv, Tw]
:T(p(Nx, To)w — e(v,w)p(Nx, Tw)v — p(x, Tv)Sw + e(v,w)p(x, Tw)Sv + H(x, Tv, Tw)), (4.3.18)
p(Nx, Tv)Sw — e(v,w)p(Nx, Tw)Sv — e(u,v + w)p(Tv, Tw)ox — H(Nx, Tu, Tw)
S(p(Nx To)w — ¢(v,w)p(Nx, Tw)v—p(x,TU)Sw—I—s(v,w)p(x,Tw)Sv+H(x,Tv,Tw)>
olx, Tv, Tw] — p(x, Tv)w + (v, w)p(x, Tw)v, (4.3.19)
[Nx, Ny, Tw] — [x,y, Tw] — N([Nx,y, Tw] + [x,Ny,Tw])
=T (p(Nx,Ny)w — p(x,y)w — p(Nx,y)Sw + e(u,0 + w)p(y, Tw)ox + H(Nx,y, Tw)
—p(x,Ny)Sw — e(v,w)p(x, Tw)oy + H(x,Ny, Tw)), (4.3.20)
o(Nx,y)w + p(x, Ny)w — p(x,y)Sw + H(x,y, Tw) + (7([Nx,y, Tw] + [x, Ny, Tw])
+ p(Nx,Ny)Sw + ¢(u,v)p(Nx, Tw)oy — ¢(u,v + w)p(Ny, Tw)ox — H(Nx, Ny, Tw)
=S (p(x,y)w + p(Nx,Ny)w — p(Nx,y)Sw + ¢(u,v + w)p(y, Tw)ox + H(Nx,y, Tw)
—p(x,Ny)Sw — e(u,v)p(x, Tw)oy + H(x, Ny, Tw) ) (4.3.21)
[Nx,Ny,Nz] — [Nx,y,z] — [x,Ny,z] — [x,y,Nz] + N[x,y,z]
- N([Nx,Ny,z] + [Nx,y,Nz] + [x,Ny,Nz})
:T(p(x, Ny)oz —e(y,z)p(x,Nz)oy + H(x,Ny,Nz) 4+ p(Nx,y)oz — e(x,y + z)p(y, Nz)ox
+ H(Nx,y,Nz) — e(y,z)p(Nx,z)oy + e(x,y + z)o(Ny,z)ox + H(Nx,Ny,z) — H(x,y,z)), (4.3.22)
p(Nx,Ny)oz — e(y,z)p(Nx,Nz)oy + ¢(x,y + z)p(Ny,Nz)ox + H(Nx, Ny, Nz)
- U([NX,N]/,Z] + [Nx,y,Nz] + [x,Ny,Nz] — [x,y,z})
=-S5 (p(x,Ny)az —¢e(y,z)p(x,Nz)oy + H(x,Ny,Nz) + p(Nx,y)oz + e(x,y + z)p(y,Nz)ox

+ H(Nx,y,Nz) — e(y,z)p(Nx,z)oy + e(x,y + z)p(Ny,z)ox + H(Nx,Ny,z) + H(x,y,z)), (4.3.23)
pour tout x,y € H(g) et u,v € H(M).

Exemple 4.3.1. Soit T : M — g un opérateur de Rota-Baxter relatif sur une paire 3-Hom-LieRep colorée
0

(9,0, ), &a,p). Si T est bijectif, alors J = 1

) est une structure complexe généralisée sur
le module M de I'algébre 3-Hom-Lie colorée.

Corollaire 4.3.1. Soit J : g ® M — g & M une structure complexe généralisée twistée sur un module
M d’algébre 3-Hom-Lie colorée. Alors T : M — g est un opérateur de Rota-Baxter relatif. De plus,
Gr(T,S) = {(Tu,Su)|u € M} est une Hom-sous algebre colorée du produit semi-direct twisté g x,jH M.

Théoreme 4.3.3. Soit J : g & M — g & M une structure complexe généralisée twistée sur un module
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M d’algebre Hom-Lie colorée (g, [-,-],€, ). Alors J est une structure complexe généralisée H-twistée

sur M de l'algébre 3-Hom-Lie colorée induite G- = (g, [-,-, "]+, € «).

Preuve 4.3.2. Soient J : g @® M — g @® M une structure complexe généralisée twistée sur un module

(M, p, n) d’algebre Hom-Lie colorée (g, [-,-],€, &) et T une fonction quasi-trace. Pour tout u,v,w € M,

ona:
[Tu, Tv, Tw],
L (Tu)[To, Tw] + e(u,0 + w)7(To)[Tw, Tu] + (1 + v,w)(Tw)[Tu, T]
(4.36) T(T(Tu)p(Tv)w —&(u,0)T(Tv)p(Tu)w — e(v,w)T(Tu)p(Tw)v
+e(u+v,w)T(Tw)p(Tu)v + (1, v + w)T(Tv)p(Tw)u — e(u + v,w)s(u,v)T(Tw)p(Tv)u)
@111)

T(pT(Tu,Tv)w —&(v,w)pr(Tu, Tw)v + (u,v + w)p-(To, Tw)u).

Alors I’Eq.(4.3.16) est demontrée. De la méme maniere, les Eqs.(4.3.17)- (4.3.21) seront demontrées.

D’oit J est une structure complexe généralisée H-twistée sur M de I'algébre 3-Hom-Lie colorée induite.

Définition 4.3.3. Une structure complexe sur une algébre 3-Hom-Lie colorée (g, [-,-,-],€,a) est un

opérateur de Nijenhuis T : g — g qui satisfait 7> = —1d,.

Définition 4.3.4. Soit (g,[-,-,-],€&,p) une paire 3-Hom-LieRep colorée. Une structure complexe sur

le module M est un couple d’applications linéaires de degré zéro (I,Zyy) qui satisfait :
* Ty est un endomorphisme de degré zéro sur M qui commute avec u tel que T4, = —idy.
* T est une structure complexe sur I'algebre 3-Hom-Lie colorée (g,[-,-,], €, «).

® Pour tout x,y € getu € M:

0(Zx,Zy)Ipu =T (p(Ix,Iy)u +o0(Zx,y)Ipu + p(x,Zy)Ipu — p(x,y)u)

+po(Zx,y)u+ p(x,Zy)u + p(x,y)Lpu.

Proposition 4.3.1. Un couple d’applications linéaires de degré zéro (I,Zy) est une structure complexe
sur un module M d’algebre 3-Hom-Lie colorée si et seulement si T S Ly : g B M — gd M est une

structure complexe sur le produit semi-direct g »<, M.

Exemple 4.3.2. Soit (Z,Z)) une structure complexe sur un module M d’algebre 3-Hom-Lie colorée g.

A
Alors J = (

) est une structure complexe généralisée sur le module M de I'algébre 3-Hom-Lie
0 Im

colorée.
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CHAPTER

Cohomologie de type Maurer-Cartan des opérateurs

de Reynolds généralisés sur une paire L.t.sRep

Notre objectif dans ce chapitre est d’introduire la notion d’opérateur de Reynolds généralisé
sur un systeme triple de Lie muni d"une représentation (paire L.t.sRep). Pai ailleurs, on construit
une L-algebre dont les éléments de Maurer-Cartan sont des opérateurs de Reynolds généralisés.
Cela nous permet de définir la cohomologie de Yamaguti d"un opérateur de Reynolds généralisé.
Cette cohomologie peut étre considérée comme la cohomologie de Yamaguti d"un certain
systeme triple de Lie a coefficients dans une représentation donnée. En outre, on étudie les
déformations des opérateurs de Reynolds généralisés du point de vue cohomologique en

déterminant la classe d’obstruction d’une extension d’une déformation d’ordre .

5.1 Opérateurs de Reynolds généralisés sur les paires L.t.sRep

Dans cette section, on introduit la notion d’opérateur de Reynolds généralisé sur une paire
L.t.sRep qui est une généralisation des opérateurs de Reynolds de poids non nul sur un systeme
triple de Lie. Cette notion a été étudiée sur les algebres de Lie et 3-Lie dans [27] et [23, 71]
respectivement. Par la suite, on donne quelques exemples et une caractérisation en termes de

graphe d’un opérateur de Reynolds généralisé.

5.1.1 Opérateurs de Reynolds de poids non nul sur les systemes triples de Lie

Définition 5.1.1. Soient (L,[-,-]) une algebre de Lie et A un scalaire non nul. Un opérateur de

Reynolds de poids A sur une algebre de Lie est une application linéaire R : L — L qui satisfait :

[Rx,Ry] = R([Rx,y] +[x, Ry] + A[Rx,Ry]) Vx,y € L. (5.1.1)
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Remarque 5.1.1. Si A =1, on retrouve la condition d’un opérateur de Reynolds sur une algébre de Lie

qui est donnée dans [77].

Définition 5.1.2. Un opérateur de Reynolds de poids A (A € K) sur un systeme triple de Lie

(L,[-,-,-]) est une application linéaire R : L — L qui vérifie :
[Rx, Ry, Rz] = R([Rx, Ry,z] + [x,Ry,, Rz] + [Rx,y, Rz] + A[Rx, Ry, Rz]) (5.1.2)
On note par (L, [-,-,-], R) un systeme triple de Lie de Reynolds de poids A.

Exemple 5.1.1. Pour un nombre complexe fixé q, il y a une structure de systéme triple de Lie analogue a
I'algebre de Lie de type Block introduite dans [19], qui est engendrée par la base B(q) = {Ly,;|m,i € Z}
et définie par le crochet ternaire suivant :

[Linis Lnjs Lpx] = (n(i+q) —m(j+9))(p(i +j+q) — (m+n)(p + ) Lyt p itk

Soit B(q)>0 = {Lm,i|m,i € Z.}, alors l'application linéaire R : B(q)>0 — B(q) >0 définie par

-1

R(Lyi) = AmEitD)

Lm,i Vm € B(q)zo A=0, (5.1.3)
est un opérateur de Reynolds de poids A sur B(q)>o.

Définition 5.1.3. Soient (L,[-,-,-],R) et (L', [-,-,-]', R") deux systemes triples de Lie de Reynolds. Une
application linéaire o : L — L' est un morphisme de systémes triples de Lie de Reynolds si elle vérifie les

conditions suivantes :
xoR=Roun
afx,y,z] = [a(x),a(y),a(z)] Vx,y,ze€ L.
En d’autres termes, si a est un morphisme de systemes triples de Lie qui vérifie x o R = R’ o a.

Théoreme 5.1.1. Soit (L,[-,-,-],R) un systeme triple de Lie de Reynolds de poids A. On définit [-,-,-|»

sur 'espace vectoriel L comme suit :
[x,y,z]r = [Rx,Ry,z] + [Rx,y,Rz] + [x, Ry, Rz] + A[Rx, Ry, Rz] Vx,y,z € L. (5.1.4)

Alors (L,[-,-,-]r, R ) est un systeme triple de Lie de Reynolds de poids A. De plus, R est un morphisme

de systemes triples de Lie.

Proposition 5.1.1. Soit R : L — L un opérateur de Reynolds de poids A sur une algebre de Lie. Alors
R est un opérateur de Reynolds de poids 2 sur le systeme triple de Lie induit.

Exemple 5.1.2. Soit W I'algebre de Witt engendrée par les éléments de la base {1, } ncz. Le crochet de

Lie est défini par I'équation suivante :

(L, 1) = (m —n)lyyn  Vm,n € Z. (5.1.5)
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D’aprés le Théoreme 1.2.1, on a un systeme triple de Lie défini par le crochet suivant :
Ly ln, 1) = (m—n)(m+n—p))lwinsy Vmn,peZ.

On définit sur I'algebre W>o = span{l,|n > 0} un opérateur R : W>og — W par :

—1

Notons que R est un opérateur de Reynolds de poids A sur 'algebre de Lie W>o. En appliquant la
Proposition 5.1.1, on trouve que R est un opérateur de Reynolds de poids 2A sur le systeme triple de Lie
induit. Cet exemple sera également considéré dans la suite lorsque on introduit la structure de Nijenhuis

des systemes triples de Lie.

5.1.2 Opérateurs de Reynolds généralisés sur les paires L.t.sRep

Soit (L,[-,-,+],0) une paire L.t.sRep. Pour tout 3-cocycle H € Z3, . (L, M), on a une structure

de ysteme triple de Lie sur la somme direct L & M donnée par :
[x+uwy+v,z+wly= ([x,y,z], 0(y,z)u —0(x,z)v+ D(x,y)w + ’H(x,y,z)). (5.1.7)

Ce systeme triple de Lie est appelé produit semi-direct twisté et noté par L =t M.

Désormais, H désignera toujours un 3-cocycle.

Définition 5.1.4. Une application linéaire T : M — L est un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire

L.t.sRep (L,[-,-,-],0), si elle vérifie :
[Tu, Tv, Tw] = T(D(Tu,Tv)w 4 0(Tv, Tw)u — 0(Tu, Tw)v + H(Tu, To, Tw)) Vu,o,weM.  (5.1.8)

Exemple 5.1.3. Un opérateur de Rota-Baxter de poids zéro sur un systeéme triple de Lie (L,[-,-,-]) est une

application linéaire R : L — L satisfaisant :
[R(x),R(y),R(z)] = R([R(x), R(),2] + [R(x),y,R()] + [x,R(y), R()]) VxyzeL

Tout opérateur de Rota-Baxter de poids zéro sur un systeme triple de Lie est un opérateur de Reynolds généralisé,

oit la représentation est la représentation réguliére et le 3-cocycle H est trivial.

Exemple 5.1.4. Tout opérateur de Reynolds de poids A sur un systeme triple de Lie (L,[-,-,-]) est un opérateur de

Reynolds généralisé par rapport a la représentation réquliere, oit le 3- cocycle H est défini par;
H(x,y,z) =Ax,y,z] Vx,y,z€ L.

Exemple 5.1.5. Soit (L, |-,-,-],0) une paire L.t.sRep. Supposons que ¢ € C+ , . (L, M) soit une cochaine bijective.
Alors 91 : M — L est un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.SRep, oit H = —5'¢. En effet, ona:

6 o(Tu, Tv, Tw) = D(Tu, To)w — 8(Tu, Tw)v + 6(To, Tw)u — ¢([Tu, To, Tw]) Vu,v,w € M.

En appliquant ¢~ aux deux membres de I'équation, on obtient le résultat.
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Définition 5.1.5. Soient T et T’ deux opérateurs de Reynolds généralisés sur une paire L.t.sRep. Un morphisme
d’opérateurs de Reynolds généralisés T et T' est la donnée d'un morphisme de systéme triple de Lie ¢ : L — L et

d’un endomorphisme 1 : M — M qui satisfont :

poT=T oy, (5.1.9)
P(0(x,y)u) =0(9(x),¢(v))p(u), (5.1.10)
P(H(x,y,2) =H(P(x),¢(y),¢(z)) Vxyz€eL ueM. (5.1.11)

En particulier, si ¢ et P sont tous deux bijectifs, alors (¢,) est dite isomorphisme.

Id 0

Soit ¢ € C}, . (L, M) une cochaine, on définit Kp:L®M — L@ M parky = ;
L. I

Proposition 5.1.2. Soit (L,[-,-,-],0) une paire L.t.sRep. Alors K, est un isomorphisme de produits semi-direct
fwistés L x;{ Met L xg'[, M,oit H' =H —6l¢.
L'identité (5.1.8) peut étre caractérisée par le graphe de T étant une sous-algebre.

Proposition 5.1.3. Une application linéaire T : M — L est un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire
L.t.sRep (L,[-,-,-],0) si et seulement si le graphe Gr(T) = {(Tu,u)| u € M} est une sous-algebre du produit

semi-direct twisté L =}t M.
Preuve 5.1.1. Soit T : M — L une application linéaire. Pour tout u,v,w € M, ona:

[Tu+u,To 4+ v, Tw + w|y
:([TM,TU, Tw)], 0(Tv, Tw)u — 0(Tu, Tw)v + D(Tu, Tv)w + H(Tu, Tv, Tw))

Ce qui implique que le graphe Gr(T) est une sous-algebre du produit semi-direct twisté L =}t M si et seulement si
T satisfait :

[Tu, Tv, Tw] = T(G(TU, Tw)u — 6(Tu, Tw)v + D(Tu, Tv)w + H(Tu, To, Tw))
Ce qui signifie que T est un opérateur de Reynolds généralisé.
Puisque M et Gr(T) sont isomorphes en tant qu’espaces vectoriels, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 5.1.1. Soit T : M — L un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L,][-,-,-],0). Alors

il existe une structure de systeme triple de Lie sur M donnée par :
[u,v,w]r = 0(Tov, Tw)u — 0(Tu, Tw)v + D(Tu, To)w + H(Tu, To, Tw) ¥ u,v,w € M. (5.1.12)
En outre, T est un morphisme de systémes triples de Lie.

Définition 5.1.6. Soit T : M — L un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L,[-,-,-],0).
L'application ¢ € Z} , . (L, M) est dite 1-cocycle T-admissible si l'endomorphisme (Id + ¢ o T) : M — M est
bijectif.

Proposition 5.1.4. Soit ¢ est un 1-cocycle T-admissible alors T o (Id + @ o T)~!: M — L est un opérateur de

Reynolds généralisé. On note cet opérateur par T, .
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Preuve 5.1.2. Soit ¢ € Z}, (L, M) un 1-cocycle T-admissible. D’aprés les Propositions 5.1.2 et 5.1.3, on a :
ko(Gr(T)) = {(Tu,u + ¢(Tu))|u € M} C Lnjl' M,

est une sous-algebre du produit semi-direct twisté L xz{, M, oit H' = H — 6' ¢. Etant donnée que (Id + ¢ o T):
M — M est un isomorphisme, donc x,(Gr(T)) est le graphe de I'application T o (Id + ¢ o T)™' : M — L. Ce
qui implique que T o (Id + ¢ o T) ™! est un opérateur de Reynolds généralisé.

En suivant le Corollaire 5.1.1, on peut montrer que les structures de systéme triple de Lie induites par

les opérateurs de Reynolds généralisés T et T, sont isomorphes.

Proposition 5.1.5. Soient T un opérateur de Reynolds généralisé et ¢ un 1-cocycle T-admissible. Alors les

structures de systeme triple de Lie sur M induites par T et T, sont isomorphes.

Preuve 5.1.3. On considere l'application linéaire (Id + ¢ o T) : M — M. Pour tout u,v,w € M, ona

[(Id +@oT)u,(Id+ ¢oT)v,(Id+ ¢ o T)w]r,
= 0(Tu,To)(Id+¢oT)w—0(Tu, Tw)(Id + po T)v

+D(To, Tw)(Id + ¢ o T)u + H(Tu, Tv, Tw)
= 0(Tu,Tv)w — 6(Tu, Tw)v + D(Tv, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw)
+0(Tu, Tv) (¢ o T)w — 8(Tu, Tw) (¢ o T)o + D(Tv, Tw) (@ o T)u
[, v,w]t + @([Tu, Tv, Tw))
= [wowlr+¢oT([uowlr)

= (ld+goT)uov,wr.
Donc (Id + ¢ o T) est un isomorphisme de systémes triples de Lie.

Dans [27], 'auteur a introduit la notion d’opérateur de Reynolds généralisé sur une paire LieRep
(L,[-,-],p) avec un 2-cocycle H dans la cohomologie de Chevalley-Eilenberg, en tant qu’application

linéaire T : M — L vérifiant :
[Tu, Tv] = T(p(Tu)v +po(To)u + H(Tu, Tv)) Yu,v € M.

Proposition 5.1.6. Soit T : M — L un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire LieRep (L,[-,-],p). Alors

T est aussi un opérateur de Reynolds généralisé sur la paire L.t.sRep induite.

5.2 Cohomologie de Yamaguti des opérateurs de Reynolds généralisés

Dans ce paragraphe, on construit une L-algebre dont les éléments de Maurer-Cartan sont les
opérateurs de Reynolds généralisés sur une paire L.t.sRep. Cette caractérisation nous permet de définir la
cohomologie des opérateurs de Reynolds généralisés. Par la suite, on l'interprete comme la cohomologie

de Yamaguti du systéme triple de Lie induit a coefficients dans une représentation adaptée.
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5.2.1 Caractérisation de Maurer-Cartan

Une permutation o € S, est appelée (i,n —i)-shufflesic(1) < ... <o(i)eto(i+1) <...<o(n). Si

i=0oui=mn,onsuppose que o = Id. L'ensemble des (i,n — i)-shuffles sera noté S(in—i)-

Définition 5.2.1. Une Leo-algebre est un espace vectoriel Z-gradué (g = Grez8") muni d'une famille d’applications

linéaires de degré 1; 1 : ®*g — g (k > 1) qui satisfont pour tout élément homogene x1,- - ,X, € g :
(i) La symétrie graduée :
L (Xo (1), Xo(n=1)Xo(n)) = €(@)n (X1, Xn—1,Xn) V0 ESy.
(ii) L’identité de Jacobi généralisée :

n
Y Y el (ilxoqy - Xo(i)) Xo(it1), - 1 Xo(m) =0 Y >1.
i=1 U'ES(I',H,Z')
Définition 5.2.2. Un élément de Maurer-Cartan d'une Leo-algebre (g = Srezak, {1;} 1) est un élément 7t € g0

satisfaisant I"équation de Maurer-Cartan suivante :

+o00 1
) aln(n,---,n) =0. (5.2.1)

n=1
Soit 7 un élément de Maurer-Cartan d’une Leo-algebre (g, {/;};£5). On définit une série d’applications
linéaires I]" : ®*g — g de degré 1 par :

+001
M (xq, - ,x;) = —1 T, 70X, , X Vxy,-,xnEgetk>1. 5.2.2
r (x1 k) n;)”! n+kd 1 k) 1 n€g > (5.2.2)

n
Théoreme 5.2.1. [37] Avec les notations ci-dessus, (g, {17} %) est une Loo-algebre qui est obtenue en twistant
avec un élément de Maurer-Cartan 7t de la Leo-algebre (g,{1;},.%). En outre, 71 + 1’ est un élément de Maurer-
Cartan de (g,{1;} %) si et seulement si v’ est un élément de Maurer-Cartan de la Leo-algebre twistée (g, {17} ).

N

Soit L un espace vectoriel. On considere 1'espace vectoriel gradué C*(L,L) = &,>0C"(L,L), out
" (L, L) est I'espace des applications multilinéaires P € Hom((A’L) ® --- ® (A2L) ®L, L) qui satisfont :

n>0

P(X1,X2,- -, Xn_1,%,%,y) =0, (5.2.3)
Ouxy,z P(¥1,%2,-+,%5-1,%,Y,2) =0. (5.2.4)
Le degré d’un élément dans C"(L,L) est défini comme étant n. On définit pour tout P € CP(L,L) et
Qedi:

[P,QlLts. = PoQ — (=1)MQoP, (5.2.5)
ott PoQ € CPHI(L,L) est donné par :

(POQ)(XL' o /Xp+q/x)

p
= Z (_1)(k71)q Z (_1)0P(XU(1)’ T 'Xa(k—l)r Q(Xor(k)r' . 'Xa(k+q—1)/xk+q) A ]/k+qka+q+1r' o /Xerq/x)
k=1 ceS(k—1,4)

P
+ Z (_1)<k_1)q Z (_1)UP(X{7(1)/' o rxo'(kfl)lkaLq A Q(X(T(k)/ t /Xa(k+q71)/yk+q)rxk+q+ll' e rxp+qrx)
k=1 reS(k—14)
+ Y (CDMED)TPXoay e Xo(p) Qi) Fo(prg—1) Xa(pra) X))
c€S(p.q)

pour tout (k — 1,¢)-shuffle 0.
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Proposition 5.2.1. L'espace vectoriel gradué C* (L, L) muni du crochet gradué défini par (5.2.5) est une algebre

de Lie gradudée.

Proposition 5.2.2. Soit L un espace vectoriel. Alors t € C1(L, L) définit une structure de systéme triple de Lie
sur L si et seulement si [71,7t)L 5. = 0, ¢’est-a-dire que 7t est un élément de Maurer-Cartan de 1'algebre de Lie
graduée (C*(L,L),[-,"]Lts.)- Enoutre, (C*(L,L),[-,|Lts.,d7) est une algebre de Lie différentielle graduée, oit d
est définie par :

dr = (=1)" 7, s (5.2.6)

Soit (L, [~, . ~},9) une paire L.t.sRep. On écrit simplement 7 : ANLRL—L pour indiquer la structure
de systeme triple de Lie [+, ,-]. Alors 7t + 6 + H correspond au produit semi-direct du systéme triple de

Lie sur L & M défini pour tout x,y,z € Let u,v,w € M par:
[x+uwy+v,z+wly= ([x,y,z], 0(y,z)u —0(x,z)v+ D(x,y)w + ’H(x,y,z)). (5.2.7)

On obtient donc :

[T+0+H, T+60+H]|rss. =0.

On considere l'espace vectoriel gradué C*(M,L) = @,>0C"(M,L), ot C"(M,L) est 'ensemble des
applications linéaires f € Hom((A\’M) ® --- ® (A*M) ®M, L) satisfaisant :

n>0
f(u]/ 112/ e ,un,‘l,u, M,'U) :O/ (528)
OQuow fQUL U, Wy, u,0,w) =0 YU €M, 1<i<n—1. (5.2.9)
On définit
I3:CP(M,L) x C1(M,L) x " (M,L) — TP (M, L),
ly: CP(M,L) x C1(M,L) x C"(M,L) x C5(M,L) — CPHI+ 1M L)
par:

l3(P, QrR) :[[[77 + GrP]L.t.s.r Q]L.t.sArR]L.Ls.r
l4(P, Q, R,S) :[[[[H, P]L.t.s.r Q]L.t.s./R]L.t.s./sh.t.s.-

Maintenant, on présente la caractérisation de Maurer-Cartan des opérateurs de Reynolds généralisés sur

une paire LieRep (L, [-,-,-],0).

Proposition 5.2.3. L'espace vectoriel gradué C*(M, L) est une Leo-algebre avec {ly =1 =0,13(-,-,-),14(+,-,-,*)}

et les crochets supérieures sont triviaux.

Théoreme 5.2.2. Une application linéaire T : M — L est un opérateur de Reynolds généralisé si et seulement T

est une solution de I'équation de Maurer-Cartan de la Leo-algebre (C*(M,L),13,1s). En d’autres termes :

1
14(T, T,T,T) =0.

1
713(T/T/T) + E

3!
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Preuve 5.2.1. Pour tout T € Hom(M,L),ona:
(T, T,T,T)(u,0,w) = —24T(H(Tu, Tv, Tw)). (5.2.10)
D’aprés la preuve du Théoréeme 4.4 dans [24], on a :
I5(T, T, T)(u,0,w) = 6([Tu, To, Tw] — T(6(To, Tw)u — 6(Tu, Tw)v + D(Tu, Tv)w)). (5.2.11)
D’oit on obtient :

1 1
(alg(T,T,T) + (T T,T, T)) (1, 0,0)

=[Tu, Tv, Tw] — T(6(Tv, Tw)u — 6(Tu, Tw)v + D(Tu, To)w + H(Tu, Tv, Tw)).

Par conséquent, une application linéaire T € Hom(M, L) est un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire

L.t.sRep (L,[-,-,-],0) si et seulement si T est un élément de Maurer-Cartan de la Leo-algebre (C*(M,L),13,14).

Proposition 5.2.4. Soit T un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L,[-,-,-],0). Alors

C*(M, L) est muni d'une structure de Leo-algebre twistée donnée par :

If(P) = %13(7", T,P) + %M(T, T,T,P), (5.2.12)
F(P,Q)=b(T,P,Q) + ;4(TT,P,Q) 52.13)
11 (P,Q,R) =15(P,Q,R) +14(T,P,Q,R), (5.2.14)
1{(P,QR,S) =14(P,Q,R,S), (5.2.15)
II=0, k>5, (5.2.16)

pour tout P € CP(M,L),Q € C1(M,L),R € C"(M,L) et S € C°(M,L). En outre, pour toute application linéaire
T': M — L, la somme T + T’ est un opérateur de Reynolds généralisé si et seulement si T' est un élément de

Maurer-Cartan de la Les-algebre (C*(M, L),I1T,11,11,1T), c’est-a-dire que I'application T' vérifie :

1 1 1
H(T) + 55 (T, T) + g5 (T, T, T') + L1 (T, T, T, T') =0.
Preuve 5.2.2. En ce qui concerne la premiere partie du théoréme. Puisque T est un élément de Maurer-Cartan de la
Loo-algebre (C*(M,L),l3,14), d’apres le Théoreme 5.2.1, C* (M, L) est muni d'une structure de Loo-algebre twistée.
En ce qui concerne la seconde partie. Selon le Théoreme 5.2.2, T + T’ est un opérateur de Reynolds généralisé si et

seulement si :

1 1
glg(T +T,T+T,T+T)+ Il4("[ +T,T+T, T+T, T+T')=0. (5.2.17)
En soulignant le fait que 513(T,T,T) + 414(T,T,T,T) = 0. La condition ci-dessus est équivalente i;
l(31 T,T,T') +30(T, T, T') + (T, T, T’
30 3(T,T,T') +3(T, T, T') + I5(T", T', T')
1
+ (414("[, T,T,T) + 6lu(T, T, T, T') + 4ls(T, T, T, T') + 1s(T', T, T’,T’)) —0.

c’est-a-dire :
1 1 1
(T + ilzT(ir’, T') + algT(T’,T’,:r’) + Il4T(ir’, T',T',T') = 0.

Ce qui implique que T'est un élément de Maurer-Cartan de la Leo-algebre twistée (C*(M, L), 1T, 11,1T,1T).
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Cette caractérisation nous permet de définir la cohomologie des opérateurs de Reynolds généralisés.

En effet, pour n > 0, on définit sur I'espace C%(M,L) = Hom(2*M ® --- @ (®*M) AM, L) I'opérateur

n>0
différentiel dy : CA(M,L) — C#"(M, L) par:

1 1
dr(f) =1 (f) = SB(LTf) + c(T,T,T.f). (5.2.18)
Les groupes cohomologiques correspondants sont :

o ZIML) {feCHML)dr(f) =0)
HIM D) = B04D) ~ (drg)lg e Cr (ML)}

5.2.2 Cohomologie de Yamaguti

Soit une structure de systéme triple de Lie de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L,[-,-,-],0).
Etant donnée une structure de systeme triple de Lie sur I'espace de la représentation M, on construit une
représentation de 'espace des représentations (vu comme un systéme triple de Lie) sur la paire L.t.sRep

(vue comme un espace vectoriel) comme suit : on définit une application bilinéaire 07 : ®>M — End(L)

par:
01 (u,v)x =[x, Tu, Tv] — T(D(x, Tu)v — 6(x, Tv)u + H(x, Tu, Tv)) Vu,ve M, x € L. (5.2.19)
Proposition 5.2.5. Avec les notations ci-dessus, (L,07) est une représentation du systeme triple de Lie (M, [-,-,-]T).

Preuve 5.2.3. Notons que :

Dy(u,v)x =0r(v,u)x — 0r(u,v)x

=[Tu,Tv,x] — T(6(Tv,x))u — 6(Tu,x))v + H(Tu,Tv,x)) Vu,v€ Mandx € L.
D’aprés les Egs. (1.2.1)-(1.2.5), (1.2.10)- (1.2.11) et (5.1.8)-(5.1.12), pour tout u; e M,1 <i<4,xcL,ona:

Or (us, )01 (11,u2) — 01 (12, 14)07 (11, u3) — O (11, (U2, u3,us]7) + Dr (U2, 1u3)07 (11, Us) X
=|[x, Tuy, Tup), Tus, Tug)| + [Tuy, [x, Tuy, Tuz], Tug] + [Tup, Tus, [x, Tuq, Tug)]

— [x, Tuq, [Tup, Tus, Tug]] + T(G(Tu3,Tu4)9(x, Tup)uy — 6(Tusz, Tug)H(x, Tuq, Tuy)

— 0(Tus, Tug)D(x, Tuq )up + 6(Tup, Tug)H(x, Tuq, Tuz) — 0(Tuo, Tuy)0(x, Tuz)uy

+ 0(Tuy, Tug) D(x, Tuy)uz + D(x, Tuy )0(Tuz, Tug)up — D(x, Tuq )0(Tuy, Tug)us

+ D(x, Tuq)D(Tuy, Tuz)uy + D(x, Tuy )H(Tug, Tuz, Tug) + H(x, Tuy, [Tua, Tuz, Tug))

— 0(x, [Tug, Tuz, Tuy))uq + D(Tuz, Tup)H(x, Tuy, Tug) + D(Tuy, Tuz )6 (x, Ty )uq

+ D(Tugz, Tup)D(x, Tuy )up — D([x, Tuq, Tuz], Tug)ug + D([x, Tuy, Tup), Tug)us

+ 0([x, Tuy, Tup), Tug)us — 6([x, Tuy, Tus), Tug)uz — D([x, Tuy, Tug], Tusz)us

+ 0([x, Tuy, Tug], Tup)us + D([x, Tuq, Tug], Tuz))uz — 6([x, Tul,Tu4],Tu3)u2)
:T<H(x, Tuy, [Tup, Tuz, Tuy))

+ D(x, Tuq ) H(Tup, Tuz, Tuy) — H([x, Tuy, Tup|, Tuz, Tuy)

— H(Tuy, [x, Tuy, Tus), Tug) — H(Tuz, Tuz, [x, Tuy, Tus]) — 6(Tuz, Tug) H(x, Tuq, Tuy)

Gharbi Rahma -63-



Cohomologie de type Maurer-Cartan des opérateurs de Reynolds généralisés sur une paire L.t.sRep

+ 0(Tuy, Tug)H(x, Tuq, Tuz) — D(Tuy, Tuz)H(x, Tuy, Tu4))

=T(8%H (x, Tuy, Tup, Tuz, Tug)) = 0.
De la méme maniere, on obtient :

Or(us,ua) Dy (u1,u2) — Dr(u1,u2)07(us,us) + 01 ([U1,u2, us|,1s) + 07 (13, [U1, 12, 18] T) X
=[[Tuy, Tup, x], Tuz, Tus)] + [x, [Tuq, Tup, Tus|, Tus| + [x, Tus, [Tu, Tuz, Tua]]
— [Tuq, Tup, [x, Tuz, Tug]] + T(()(Tug, Tuy)0(Tuq, x)uy — 0(Tuz, Tuy)0(Tuy, x)uq
— 0(Tus, Tug) H(Tuq, Tuy, x) — H([Tu, Tuy, x|, Tug, Tug) + D(Tuy, Tup) H(x, Tuz, Tuy)
— D(Tuy, Tup)6(x, Tug)uz + D(Tuy, Tup) D(x, Tuz)uy + H(Tuy, Tup, [x, Tuz, Tuy))
+ 0(x, Tug)0(Tuy, Tuz)uy — 0(x, Tug)0(Tuy, Tuz)uy + 6(x, Tug) D(Tuq, Tuz )us
+ 0(x, Tug)H(Tuy, Tup, Tuz) — D(x, [Tuy, Tup, Tus)|)ug — H(x, [Tuy, Tup, Tuz), Tuy)
+ 0(x,[Tuy, Tup, Tuy))us — D(x, Tuz)0(Tug, Tug)uy + D(x, Tuz)0(Tuy, Tug)uz
— D(x,Tuz)D(Tuy, Tup)ug — D(x, Tuz)H (Tuy, Tup, Tuy ) — H(x, Tuz, [Tuy, Tup, Tug))
— D([Tuy, Tuy, x|, Tuz)ug + 6([Tuq, Tuz, x], Tug )uz — 0(Tuy, [x, Tuz, Tug] ) uq
— 60(Tuy, [x, Tug,Tu4])u2>
:T<’H(Tu1,Tu2, [x, Tus, Tug|) — H([Tuy, Tup, x), Tuz, Tuy) + D(Tuy, Tuy)H(x, Tuz, Tuy)
— H(x,[Tuy, Tuy, Tus), Tug) — H(x, Tus, [Tuq, Tup, Tuy)) — 0(Tuz, Tug)H(Tuy, Tuy, x)
+ 0(x, Tug)H(Tuy, Tup, Tuz) — D(x, Tuz) H (Tuq, Tuy, Tu4))

=T(0°H (Tuq, Tup, x, Tuz, Tug)) = 0.
On en déduit donc que O est une représentation du systeme triple de Lie (M, [-,-,-]t) sur L.
Remarque 5.2.1. On appelle cette représentation la représentation induite par (M, [-,-,|7).

Il découle de la proposition précédente qu’'on peut considérer la cohomologie de Yamaguti de
L.ts. (M,[-,-,-]r) a coefficients dans la représentation (L,07). Plus précisément, pour chaque n >0, on
désigne par C2"*1(M, L) I'ensemble des (211 + 1)-cochaines de Yamaguti de M a coefficients dans L. Une
(2n + 1)-cochaine ¢ € €2"+1(M, L) est une application multilinéaire de M dans L qui satisfait :

(P(vll 02, ,02-2,0, U,l/l) - O/
Ouow ¢(01,02,°++,V2n—2,4,0,w) = 0.
L'opérateur cobord correspondant 67"~ 1 : ¢2*~1(M,L) — C?"+1(M, L) est défini comme suit :
211
‘5Tn ¢(v1,v2,- -+, V2p+1)

=07(021,92041) (01,02, ,V2n—1) — 0T (V201,020 41) (01,02, * , V20 —2,V24)

n
n—l—k = =
Z D1 (vok—1,02%) (01,92, , Uk—1,02ks* ** » V20+1)
n  2n+1
k+1 ~ ~
+ Z Z H * (P(ULUZ/"'rvzkflrUZk/"‘1[02k711772krvj]Tr"'/UZnJrl)
k=1j=2k+1
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:[4)(01102/ Tt ern*l)/TUZH/ TUZn+1] - TD(q)(UlrUZ/ T rUanl)rT02n>UZn+1
+ T0(@(v1,v2,- -+, 02n-1), TV241) 020 — TH(@(v1,02, -+ ,02n—1), T2, TO2441)
— [@(v1,v2,- -+ ,v20-2,021), T2 —1, TO241] + TD(@ (01, -+, V212,020 ), T2 1) V2041

—T0(¢(v1, - ,v21-2,921), TV2141)V2n—1 + TH(@(v1, - ,02n—2,020), TO21-1, TV2n41)

n
+ Z(_1>n+k([T(Uzk—lfTUZqu’(Ulr' “ Ook—1,02ks* V20 41)]
k=1

— TO(Togk, @(V1,- -+, Vok—1,02ks*** » V2n41)V2%—1 + TO(T02k_1, 9(V1, -+, Vok—1,D2ks =+ » V2n41) U2k

— TH(Tvp—1, Toog, @(v1," -+, O2k—1, 00k, ,02n+1)))

n  2n+1
+Y Y (—yrtH ((P(Ulr' “+ Ogk—1,02k,+++ ,0(Tvog, Toj ) vk 1 — 0(Tok_1, TV}) Vg, * , V2u11)
k=1j=2k+1

+ @(v1,02,-++ , Ook—1,02, -, D(T_1, Tvox)vj + H(Tvox_q, Togg, T0j), - - 1772n+1))'
Avec cet opérateur, les cochaines de Yamaguti forment un complexe
1 ‘S% 3 ‘5?% 5
¢ (ML) — (ML) —C (ML) — -,
tel que 02'1 0 02'~1 = 0 pour tout n > 1. En particulier, une cochaine ¢ € C'(M, L) est un cocycle si :

TH(¢(01), Tz, To3)
=[p(v1),Tvy, Tvs] + [Tv1, ¢(v2), Tvs] + [Tvy, Tvy, @(v3)] + TO(@(v1), Tvs)vs
—TD(¢(v1),Tvp)vs + TD(@(v2), Tv1)vs — TO(9(v2), Tvs)vr + TH(@(v2), Tvy, Tvs)
— TD(¢(v1),Tva)vs — TO(Tvy, @(v3))v1 + TO(Tv1, @(v3))v2 — TH(Tv1, Tva, @(v3))
— @(8(Tvy, Tvz)vq) — @(8(Tvq, Tvz)va) + @(D(Tv1, Tvp)v3) + @(H(Tvq, Ty, Tvz). (5.2.20)

Pour tout x = (x1,x2) € L ® L, on définit dr(x) : M — L par:
or(x)u= T(D(X)u +H(x, Tu)) —[x,Tu] Yue M. (5.2.21)

Proposition 5.2.6. Soit T un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L,[-,-,-],0). Alors o(x)
est un cocycle du systeme triple de Lie (M, [-,-,-|1) a coefficients dans (L,6T).

Preuve 5.2.4. Pour tout uq,u,uz € M,ona:

o1 091 (x) (1,2, u3)
=[TD(x)uy, Tup, Tuz] + [Tuy, TD(x)ua, Tuz] + [Tuq, Tup, TD(x)u3] + [TH(x, Tu1), Tup, Tus]
+ [Tur, TH(X, Tua), Tus] + [Tuy, Tuz, TH(x, Tus)| — [[x, Tu1], Tuz, Tus]
— [Tuy, [x, Tuz], Tus) — [Tuy, Tuz, [x, Tus]] + [x, [Tu1, Tua, Tus]]
= T(D(TD (), Tuz)us + D(TH(x)u, Tuz)us = D(([x, Tona], T
— 6(TD(x)uy, Tug)uy — O(TH(x)u1, Tug)uz + 0([x, Tuq), Tuz)us
+ H(TD(x)u1, Tup, Tuz) + H(TH(x, Tuy), Tup, Tuz) — H([x, Tuq], Tua, Tus)
— D(TD(x)up, Tuy)uz — D(TH(x, Tup), Tuy)uz + D([x, Tuz], Tuy )us
+ 0(TD(x)uz, Tuz)ur + 0(TH(x, Tuz), Tuz )ur — 0([x, Tuz], Tuz)uy
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+ H(Tuq, TD(x)u2, Tuz) — H(Tuy, TH(x, Tuz), Tuy) + H(Tuy, [x, Tuz], Tus)
+ 0(Tup, TD(x)uz)ur + 0(Tuz, TH(x, Tuz))ur — 0(Tuz, [x, Tus])ux
— 0(Tu1, TD(x)uz)up — 0(Tuy, TH(x, Tus) Juz + 6(Tus, [x, Tus])uz
+ H(Tur, Titz, TD(x)t3) + H(Tus, Tz, TH(x, Tuta)) — H(Tur, Tz, [x, Tus]))
— TD(x)(6(Tup, Tuz)uy — 6(Tuy, Tuz)uy + D(Tuy, Tup)uz + H(Tuy, Tup, Tusz))
— H(x, [Tu, Tuz, Tus]) + [x, [Tur, Tuz, Tus]]
(1'2'@5'1'8)7"(9(Tu2/Tu3)D(X)M1 — 0(Tuq, Tuz) D(x)uz + D(Tuq, Tuz) D(x)us
— 0(Tuy, Tuz)H(x, Tuz) + D(Tur, Tuz)H(x, Tus) + D([x, Tua], Tuz)uz — 0([x, Tu], Tuz)uz
+ H([x, Tu1), Tup, Tuz) — D([x, Tuz], Tuy)uz + 0([x, Tuz), Tuz)uy + H(Tuq, [x, Tuz), Tuz)
+ 0(Tuy, [x, Tus], )uy — 0(Tuy, [x, Tus), Juz + H(Tuy, Tuz, [x, Tuz]) — H(x, [Tu1, Tuz, Tus))
— D(x)60(Tuy, Tuz)uy + D(x)60(Tuy, Tuz)uy — D(x)D(Tuq, Tuy)us — D(x)H(Tuq, Tuy, TM3)))
(1'2:'11)T((9(Tu2,Tu3)D(x) + 6(Tuz, [x, Tus]) + 0([x, Tuz], Tuz) — D(x)0(Tuz, Tuz))uy

— (6(Tur, Tus) D(x) — O([x, Tur], Tus) — 0(Tur, [x, Tus]) + D(x)6(Tur, Tus) uz
+ (D(Tuy, Tuz) D(x) + D ([, T, Tuz) = D([x, Tu], Tur) = D(x)D(Tur, Tuz) Ju

(124)1.25)y
On en déduit que o1 () est un cocycle.

On désigne l'espace des (21 — 1)-cochaines par :

L®L sin=0,
c- 1M, L) = (5.2.22)
c2-1(M,L) sin>1.
Aussi l'opérateur cobord At : C%"_l (M,L) — C%”H(M,L) par:

dr sin=0,
A1 = (5.2.23)
5T sin > 1.

Maintenant, on précise les groupes de la cohomologie des opérateurs de Reynolds généralisés sur une

paire L.t.sRep.

Définition 5.2.3. Soit T un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L,[-,-,-],0). On note I'espace

des cocycles par Z*(M, L), l'espace des cobords par B* (M, L) et les groupes de cohomologie par :
H7(M,L)=Z"(M,L)/B*(M,L).
Ce sont les groupes de cohomologie correspondent d I"opérateur de Reynolds généralisé.

On va prouver, en utilisant un élément de Maurer-Cartan T de la Le-algebre (C*(M, L),13,14), que

I'opérateur cobord At coincide avec la différentielle dr définie par 1’'Eq.(5.2.18).
Théoreme 5.2.3. Soit T un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L,[-,-,-],0). Alors

dr(f) = (=1)"'Ar(f) Vf€Hom(M®---® M,L), n>1. (5.2.24)
2n—1
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Preuve 5.2.5. Dans [24], les auteurs ont montré que :

1
513(’1—'/ T/f) (ull' o /un/un—H)

:[HT( + 0/ T]L.t.s./T} L.t.s./,ﬂ L.t.s.(ul/ e run/ unJrl)
:(71)71_1 [[71' + 9/ T]L.t.s./ T]L.t.s. (f(ul/ T run—llun)rvnrun+l)

+ (_1)7171 [[ﬂ + 9/ T} L.ts.s T] L.t.s. (un/f(ull e /unflfvn)/unJrl)

F Y ) ) 4 6, T, Tl (W f - T W ta1))

k . —~
- ‘Z(*l)l-i_lf(ul e ruir e /uk/ [[71' + 9/ T]L.t.s.lT]L.t.s.(ui/uk+1)lvk+lluk+2/' tty

M=
~—

/N
ﬁ
Ko

U. unl [[7'[ + 6 T]L t.s. rT]L.t.s.(ui/ un+1)>

:(—1)"—1(5%”—10).

k . —~
- Z(—l)lﬂf (111 o Wi W i1, [T+ 6, Tl s, Tlis, (Wi U1 ) Upegz -+

En rajoutant un argument, on montre que dr(f) = 113(T, T, f) + %14(T, T,T,f) = (—1)" 191 (f). En effet;

(T, T, T, f)(Uy, -+, U, 1)
=[H, T|Lts Tlitss Tleas, flres. Q-+ Un i g1)
=1, T)tss Tltss Tlits. (F QUL -+ A1, n), Oty i1

+ M Tees, Tles, Tlees (un, f U, -+ WUn—1,00), tin41)

+ Z B l l[H T]Lts /T]L.t.S/ ]LtS (ul/f(ul/"'/l/l\i/"'/unlun+l))

—FW”EZHﬁl
k=1i=1

f(ull e /il\i/ et /uk/ [H/ T]L.t.s./ T]L.t.s./T]L.t.S.(ui/ uk+l)/vk+1/uk+2/ e /unzunJrl)
1 n=1 k ™

(=D Y (=D
k=1i=1

f(ull e /il\i/ e /uk/ uk+1l [H/ T]L.t.s./T]L.t.S.IT} L.t.S.(lli/ vk+l)/uk+2/ e /unzunJrl)

n ! Z H_l (ul/ T ;ﬁ\i/ < Uy, [H/ T] L.ts.s T]L.t.s./ T]L.t.s.(ui/ un-‘,—l))

ZFW%%AW%JWW%WﬂmMﬂ%Wm%memﬂMWAMme

n . _
- Z(_l)]+1TH(f(u1r o /u]'/' o run/un—‘,-])rTuj/Tj)
j=1

+Z W f (W, Wy U, Ty, Toj, Tity 1)

A

1<j<k<n

f(U.l,"',l/l\ u-k 1/H( T'U],Tuk) Uk+uk/H(Tuj/TUleUk)/uk+1/'"/un/un-‘rl)}’
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La preuve est terminée.

Proposition 5.2.7. Soit (¢, ¢) un morphisme d’opérateurs de Reynolds généralisés T et T sur une paire L.t.sRep
(L,[-,-,-],0). Alors :

o ['application { est un morphisme de systémes triples de Lie.
* Le diagramme suivant commute pour tout u,v € M :

¢
—

07 (u,0)

0. (p()$(2)),

~——
~——

—
¢

oit (L,07) et (L,0,) sont les représentations induites des systemes triples de Lie.

En se basant sur la proposition 5.1.2, on montre la pertinence de la théorie de cohomologie. Soit
(¢, ) un morphisme d’opérateurs de Reynolds généralisés T et T', tel que ¥ soit bijective. On note par
CZ'~1(M, L) l'espace des (21 — 1)-cochaines de systeme triple de Lie (M, [-,-,-]1) a coefficients dans la

représentation (L,67). On définit :

O:LRL—-LQL sin=0,
@:C¥ (ML) — ci’?*l(M,L) sin>1,
par:
O(x) = ¢(x) = (¢(x1),¢(x2)) Vx=(x1,x)eLl®L sin=0,

O(¢) (u1,- - uzp1) = P(@(p~ (1), -, (uzn-1))) Yu; € M sin>1.

Théoréme 5.2.4. Avec les notations ci-dessus, ® est une cochaine des complexes (C3.(M, L), Ar) et (C;, (M,L),Ap).
Par conséquent, elle induit un morphisme © des groupes de cohomologie Hy(M, L) et H%, (M, L).

Preuve 5.2.6. Pour n=0. Soient x € L ® L et (¢, §) un morphisme d’opérateurs de Reynolds généralisés T et
T'. En appliquant les Egs.(5.1.9), (5.1.10), et (5.1.11), on obtient :
© 0 91 (x)u =P(dr(x) (4~ ()
=po T(DOO)( ™ () + H(G T ())) = b T( " ()]
=T oy (DGO~ () + H(L T~ ())) — [9(0), ¢ o Ty~ (u))]
=T (D(@O)P~ () + H(p(0), 9o T~ (w)) = [p(0), T 0 (" ()]

!

=T (D(p(0)u+H($(), T w)) ) = [$(x), T'u
=T (D(@(x))u + H(©(x), T'w))) ~ [O(x), T
=07 (©(x))u.

Pour n > 1. Soit ¢ € C¥" 1 (M,L). Ona:

5’T®((P)(01,02,' “, U2n41)

=07 (02, 02141)O(@) (01,02, -+, V2n—1) — 07 (V2n—1,0204+1)O(@) (V1,02 -+, V2n—2,V2n)
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+ 2 1) Dl (03-1,02)@ (@) (01,02, -+, Ook—1, 0k +* V20 11)
n  2n+1 k1
+ Z Z Tl‘i‘ * ®(q))(01102/"'/UZk—l/UZk/"'/[UZk—1/UZk’Uj]/]"’."'02n+1)
k=1j=2k+1

=07 (20, 02041)P(@(P (1), P~ (v20-1)) — 07 (020-1,02041) P (@Y (v1), -+, P~  (v2n))

+ Z 1) DI (01,02 (@ (v1), - (v1), 9~ (021, (02041))

n  2n+1

+Y Y GO e (o1), L [ at) 7 (02 7 (0] T (02000))

k=1j=2k+1
=00(p o (van), P o (v2ur1))p(@(Y  (w1), - (v2n-1))
— 05 (Yo (van—1), Y o (vans1)) (@Y (v1), -, (van))

+Z 1™ D (o (va_1), P o (o)) p(@(p~ (v1), -+, (v2041))

n  2n+1

+ E E n+k+l¢(cp(l/}*1 (Ul)/' ., [l/]71 (Uzk_l),lpfl(vzk),lpil (U]‘)]T/ T zllfl (UZn-i-l))

k=1j=2k+1
= (0r(y™" (020), 4 (@2011)) (¥~ (@1), - ¥ (0201))

—0r(Y ™ (0201), ¥ (0201)) 9 (¥ (1), 97 (020))

+E D" Dr (™ (vp-1), 9 (©2)) (@ (01), 9 (02041))

n  2n+1

+Z Y (1) 1(01),...,[¢_1(Uzk_1),l/]_l(Uzk),ll]_l(vj)]T/'"/lp_l(UZn-‘rl)))

k=1j=2k+1
=¢ (5T€0(1/J71(271)11P71 (v2),-+ 9! (02n+1)))

=0 ((ST(P) (01102/ ce 10211-4—1)'

La preuve est terminée.

5.3 Classes d’obstruction des opérateurs de Reynolds généralisés

Dans cette section, on exploite la théorie de la cohomologie de Yamaguti présentée dans la section
précédente, afin de d’étudier les déformations formelles des opérateurs de Reynolds généralisés sur une
paire L.t.sRep. En outre, on introduit une classe de cohomologie spéciale associée a une déformation
d’ordre n et on montre qu'une déformation d’ordre n est extensible si et seulement si cette classe de
cohomologie dans le troisieme groupe de cohomologie est triviale. De ce fait, on appelle cette classe de
cohomologie la classe d’obstruction d'une extension d'une déformation d’ordre #.

Soit K[[A]] 'anneau des séries formelles & une variable A et & coefficients dans K. Pour tout espace
vectoriel M, on note par M[[A]] I'espace des séries formelles a coefficients dans M. Si de plus, on a une
structure de systeme triple de Lie (L, [, -,-]) sur KK, alors on a une structure de systéme triple de Lie sur

I’anneau K][A]] dans L[[A]] donnée par :

400 400 400 +oo
[Z)\’xi, Y My, Y, /\kzk] =Y ) Ayl Vxiyjz € L (5.3.1)
i=0 i=0 k=0

s=0i+j+k=s
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Pour toute représentation (M,0) de (L,[-,-,-]), il y a une représentation naturelle de systeme triple de

Lie L[[A]] sur le K[[A]]-module M[[A]], définie par :

P ol
9( ;)Alx,», ZO)L]y]) ( Z A mk) Z Z ASQ(xi,yj)mk in,yj €L, me M. (5.3.2)
i= j=

s=0i+j+k=s

De méme, un 3-cocycle H peut étre étendu & un 3-cocycle sur le systeme triple de Lie L[[A]] & coefficients

dans M[A]], noté également H. On considére une série formelle :

+oo
T\=Y AT, T,€Ci(M,L). (5.3.3)
i=0
Il s’agit d'une cochaine Ty € C:(M,L[[A]]). On I'étend pour qu’elle soit une application de M[[A]] sur

L[[A]]. On la note toujours par T).

Définition 5.3.1. Si la série formelle T) = Z T;A!, oit Ty = T, satisfait I'équation suivante :
i=0

[Ty, Trv, Tyw] = Ty (D(TAu,TAv)w 4 0(Tyo, Tyw)u — 0(Tyu, Taw)v + H(Tau, Tyo, T,\w)),
on dit qu’il s’agit d'une déformation formelle d’opérateur de Reynolds généralisé T.

Remarque 5.3.1. Si T\ = T + ATy est un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L,[-,-,-],0),

on dit que Ty engendre une déformation infinitésimale de T.

En s’appuyant sur la relation entre I'opérateur de Reynolds généralisé et la structure d'un systeme
triple de Lie, on obtient le résultat suivant :

oo

Proposition 5.3.1. Soit T) = Z A'T; une déformation formelle d'un opérateur de Reynolds généralisé T sur une
i=0

paire L.t.sRep (L,[-,-,-],0). Alors le crochet [-,-,-]1, défini, pour tout u,v,w € M, par :

[u,v,w]T 2 Y oA ( (Tiu, Tyo)w + 6(Tyo, Tiw)u — 6(Tu, Tiw)v + ) H(Tiu,T-v,Tsv)),
k=0i+j=k i+j+s=k

est une déformation formelle du systeme triple de Lie (M, [-,-,-]1) donné dans le Corollaire 5.1.1.

Définition 5.3.2. Soient T) = Z AT; et T/\ Z ANT'; deux déformations formelles d'un opérateur de Reynolds
i= i=0
généralisé T sur une paire L.t.sRep ( 0, ],0). Ondit qu’elles sont équivalentes s'il existe un élément x € LAL,

¢; € gI(L) et ; € gl(M) (i > 2) tel que le couple :
(¢Af1dL+A 2)\ ¢, $r = Idy + AD(x)(—) + AH(x 2)&4)1) (5.3.4)

soit un morphisme d’opérateurs de Reynolds généralisés T) et T:\. En particulier, une déformation T) est dite
triviale s'il existe un élément x € LAL, ¢; € gl(L) et ; € gl(M) (i > 2) tel que le morphisme (¢,,P,)
défini par I'Eq.(5.3.4) donne une équivalence entre T) et T. Ce dernier étant considéré comme une déformation de

lui-méme.

Théoreme 5.3.1. Si deux déformations formelles d’un opérateur de Reynolds généralisé T sont équivalentes, alors

leurs infinitésimaux appartiennent a la méme classe de cohomologie HY.(M, L).
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n .
Définition 5.3.3. Soit T un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep (L,[-,-,-],60). SiTy = Y _ A'T;
i=0
définit un K[[A]]/ (A"*1)-module de M[[A]]/ (A"F1) sur le systeme triple de Lie L[[A]]/ (A"+1) satisfaisant :

[Tau, Tho, Taw] = Ty (D(TAu,TAv)w 4 0(Tyo, Tyw)u — 0(Tyu, Taw)v + H(Tau, Tyo, TAw)),

on dit que T est une déformation d’ordre n de I'opérateur de Reynolds généralisé T.

n .
Définition 5.3.4. Soit Ty = Y A'T; une déformation d’ordre n d'un opérateur de Reynolds généralisé T sur
i=0
une paire L.t.sRep (L,|-,-,-],0). S'il existe une cochaine T, 1 € C+(M, L) tel que Ty = Ty + A"+1T,, 1 soit une

déformation d’ordre (n+ 1) de T, alors on dit que T), est extensible.
n .
Théoréme 5.3.2. Soit T) = Z)\ZTi une déformation d’ordre n de T. Alors T) est extensible si et seulement si la

i=0
classe de cohomologie [Obs”| € H3.(M, L) est triviale, oit Obs” est une 3-cochaine dans C3.(M, L) définie par :

Obs™ (u,v,w) (5.3.5)
= Y [T, To Tyw] — T;(D(Tju, Tro)w + 6(Tjo, Tyw)u — 6(Tju, Tew)o + H(Tu, Tjo, Tkw)).
v
. ontl
Preuve 5.3.1. Soit T = Z A T; une extension de Ty, alors pour tout u,v,w € Mona:
i=0

[7~'Au,7~j\v,7~}w] = 77\ (D(T/\M, T,\v)w + G(TAU, T/\W)M — G(T/\M, T/\W)U + H(T,\M, T/\U, T/\w>) .
En développant I'équation et en comparant les coefficients de A", on obtient :

[Ty41u, To, Tw] + [Tu, Tys10, Tw| + [Tu, To, Ty qw] — T(D(Tygau, To)w — (Tyqqu, Tw)v

+ H (T 11, To, Tw) + D(Tu, T, 110)w + 0( T, 110, Tw)v + H(Tu, T, 110, Tw)

+ 0(Tv, Typaw)u — 0(Tu, Tyy1w)v + H(Tu, To, Ty w))

+ Y [T, To, Trw] — T(D(Tju, To)w + 6(Tjo, Tyw)u — 8(Tiu, Tyw)o + H(Tu, Tjo, Tkw))
0<i jk=n+1

itjrk>n+1

=0.
Ce qui équivaut a :
ObsT = 61T, ;. (5.3.6)

Ainsi, la classe de cohomologie [Obs™ | est triviale. Inversement, On suppose que la classe de cohomologie Obs™
est triviale, donc il existe une cochaine T, 41 € C+(M, L) tel que ObsT = 6%(T,41). Soit Ty = Ty + A"+1T,,,
alors T) satisfait :

n+1
Y [T, Tyo, Tew] — Ty(D(Tiu, Tyo)w + 6(T0, Tyw)u — 6(Tou, Tyw)o + H(Tu, Too, Tkw)>.
i+j+k=s=0

Ce qui implique que T), est une déformation d’ordre (n + 1) de T. D’oit elle est une extension de Tj.

n .
Définition 5.3.5. Soit T) = Z)\’ T; une déformation d’ordre n d'un opérateur de Reynolds généralisée T. La
i=0
classe de cohomologie [Obs™] € H3.(M, L) définie dans le Théoreme 5.3.2 s’appelle la classe d’obstruction d'une

extension de T).

Corollaire 5.3.1. Si H3.(M, L) = 0, alors tout 1-cocycle est I'infinitésimal d’une déformation formelle de T.
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CHAPTER

Structures de Nijenhuis des algébres 3-Hom-Lie colorées

et des systemes triples de Lie

On présente dans ce chapitre une nouvelle structure algébrique, appelée structure de Nijenhuis, qui
généralise les algebres 3-Hom-Lie colorées ainsi que les systemes triples de Lie. Cette structure admet un
lien avec les opérateurs de Nijenhuis et avec les opérateurs de Reynolds généralisés. En outre, on établit

une relation entre la structure de Nijenhuis des systémes triples de Lie et celle des algébres de Lie.

6.1 Les algebres 3-Hom-NS-Lie colorées

Dans cette section, on introduit la notion de structure de Nijenhuis d"une algébre 3-Hom-Lie colorée,
ol simplement dit une algebre 3-Hom-NS-Lie colorée. On montre que cette derniere donne lieu a une
algebre 3-Hom-Lie colorée et une représentation sur elle-méme. De méme, on établit un lien entre les
opérateurs de Reynolds généralisés sur une paire 3-Hom-LieRep colorée et les algebres 3-NS-Hom-Lie
colorées. Donc, les algébres 3-NS-Hom-Lie colorées peuvent étre considérées comme des structures

algébriques sous-jacentes des opérateurs de Reynolds généralisés.

Définition 6.1.1. Une algebre 3-Hom-pre-Lie colorée est un quadruplet (g,{-,-,-},€ &) constitué d'un espace
vectoriel T-gradué g, d'une accolade trilinéaire de degré zéro: {-,-,-} 1 g A g ® g — g et d'une application linéaire

de degré zéro o : g — g satisfaisant, pour tout élément homogene x;,y; € g (1 <i < 3), les identités suivantes :

{a(x1),a(x1), Ay, y2,y3 1} ={[x1, %2, 1] a(y2), a(ys) } +e(x1 + x2,y1){a(y1), [x1,%2,42], 2 (y3) }

+e(x1 +x2,y1 + y2){a(y1),a(y2), {x1,x2,y3}}, (6.1.1)
{1, x2, %3] a(y1), a(y2) } ={a(x1),a(x2), {x3,y1,y2}} — e(x2,x3){a(x1), a(x3), {x2, 41,42} }
+e(x1,x2 + x3){a(x2),a(x3), {x1,y1, 42} }, (6.1.2)
oit [-,-,-]¢ est défini par :
e(x3,x1) [x1, %2, %3] =y 00,25 €(x3,%1){x1, X2, X3} (6.1.3)
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Définition 6.1.2. Soient g un espace vectoriel I'-gradué muni d’une accolade de degré zéro, d'un crochet e-
antisymétrique aussi de degré zéro {-,-,-}, [-,-,"]« : 9 @ g ® g — g, et d'une application linéaire de degré zéro
a:g— g. Alors le quintuplet (g,{-,-,-},[,-,-]+,€ &) est une algébre 3-Hom-NS-Lie colorée, s'il vérifie les
propriétés suivantes pour tout élément homogene x1,x2,x3 et y1,Yy2,y3 de g :
{x1,x2,x3} = — e(x1,x2){x2, %1, 3}, (6.1.4)
{a(x) a(x2) {y1,y2,y3}y ={llx1, 22,01 ], a(y2), a(ys)} + e(xi +x2,y0){a(y1), [x1,%2,y2]], a(y3) } }
+e(xy +x2, 51 + y2){w(yr) a(y2) {x1,x2,¥3}}, (6.1.5)
e(xz,x1) {[[x1, 22, 3], a(y1), &(y2) } = Ouy ey s €(x3,21) {(31), 2(x2), {x3,y1, 92} }, (6.1.6)
e(ys,yn)la(xn),a(x2), [y1,v2,ysll = Oyrynys ea yr)e(xn +x2,y1 +y2) [ (y1) a(y2), [[x1, %2, y3]]]«
+ Oyiyays €3 y1)e(x1 + x2,y1 + y2){a(y1),a(y2), [x1, %2, y3]+ }
—e(ys,yi){a(x1),a(x2), [y1,y2,¥3)+ ), (6.1.7)

oit le double crochet |-, -,-|| est défini par :
£<x3,x1)[[X1,X2,X3]] = Oxl,xz,x3 £(x3,x1){x1,x2,X3} + S(X3,X1) [x1/x2/x3}*-

Remarque 6.1.1. On obtient la notion d’une algébre 3-pre-Lie colorée et d'une algébre 3-NS-Lie colorée si dans les

définitions précédentes I'application o = Id.

Remarque 6.1.2. Soit (g,{-,-,-},[-,-, -]+, € &) une algebre 3-Hom-NS-Lie colorée. D’une part, si {-,-,-} =0,
on remarque que (g, |-,-,-]«, € ) est une algebre 3-Hom-Lie colorée. D’autre part, si [-,-,-]« = 0, on note que
(g,{-,-,-},& ) est une algebre 3-Hom-pre-Lie colorée. Par conséquent, on dit qu’une algebre 3-Hom-NS-Lie colorée

est une généralisation des algebres 3-Hom-Lie colorées et 3-Hom-pre-Lie colorées.

Exemple 6.1.1. Soit N : g — g un opérateur de Nijenhuis sur une algebre 3-Hom-Lie colorée (g,[-,-,"], €, ).
Alors

{x,y,2} =[Nx,Nvy,z],
[x,y,z], = — N([Nx,y,z] + [x,Ny,z] + [x,y, Nz] — N[x,y,z]) Vx,y,z € g,

définissent une algebre 3-Hom-NS-Lie colorée.
Exemple 6.1.2. Soit (g,][-,-,-],& &, R) une algebre de Reynolds 3-Hom-Lie colorée. Alors
{x,y,2} = [Rx,Ry,Rz] et [x,y,z]«=—[Rx, Ry, Rz] Vxyz€<uqy,
forment une structure d’algebre 3-Hom-NS-Lie colorée sur g.

Théoréme 6.1.1. Soit (g,{-,-,-},[,, ]« € &) une algebre 3-Hom-NS-Lie colorée. Alors (g, [[-,-,-]|,€ «) est une
algebre 3-Hom-Lie colorée. En outre, (g,0,a) est une représentation de (g,[[-,-,-]],€,&), 0tt 0 : g ® g — End(g) est

une application bilinéaire de degré zéro définie par :
o(x,y)z={xy,z} Vxyzeuy. (6.1.8)
Preuve 6.1.1. Soient x1,x3,Y1,Y2,Y3 €g,0na:

lac(x1), (x2), [ly1, y2,y3]1 — [lx1,x2, 1]l «(y2), a(ys)]| — e(x1 + x2,y1) [[a(y1), [x1, %2, 921, (y3)]]
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—e(x1 +x2,y1 +y2)[w(y1), a(y2), [x1,%2,y3]]]
(6‘1:‘7)[a(x1),a(x2), [y y2,y3]l ) + {a(x1),a(x2), [y, y2,y3)s b + {a(x1), a(x2), {y1,y2,y3} }

—e(y2,ys){a(xr),a(x2),{y1,y3,92}} +e(yr,v2 +ya){a(x),a(x2), {y2,y3,y1 1}
+e(xr +x2,y1 + v2 +ys){[vr,y2,y3l a(xr), a(x2) } — e(x1 + x2,y1 + y2 + y3)
e(xr, x2){[ly1,y2 3]l a(x2),a(x1) } — [[[x1,x2,y1], a(y2), a(ys)]« — {[lx1, 22,1 ], a(y2), a(y3) }
+ e(y2,y3) {ll[x1 22,11 a(ys), a(y2) } —e(x1 + x2 + y1,y2 + ya){a(y2), a(ys), [x1, X2, y1]+ }
—e(xr +x2 +y1,y2 +y3){a(ya), a(ys), {x1,x2,y1}} — e(x1 + x2,y1)e(x1 + x2 + y1,42 + ¥3)
{a(y2),a(ys), {y1,x1, %2} } + e(x1 + 22+ y1, 2 + y3)e(xr + x2,y1){a(y2), a(ys), {y1, %2, 21 }}
—e(x1 +xo,y1) [ (1), [[x1, %2, 2]l 2 (y3)]« — e((x1 + x2,y1){(y1), [[x1, %2, v2]], a(y3) }
= e(yry2 + y3){llx x2,v2ll a(ys), a(y1) } + e(x1 + x2,v1 + y3)e(va,y3){ay1), a(y3), [x1,x2,y2]+ }
+e(x1 + x2,y1 +y3)e(ya,ya){a(yr), a(ys), {x1, 2,92} } + e(x1 + 22,91 + y2 + y3)e(y2,y3)
{a(y1),alys) {y2,x1,x2}} — e(x1 + x2, 91 + y2 +y3)e(y,y3)e(x1, x2) {a(y1), a(ys), {y2,x2, %1 } }
—e(x1 4 x2,y1 + y2) [w(y1), a(y2), [x1, %2, y3])]« — e(x1 + x2,y1 + y2){a (1), a(y2), [x1,%2,y3] }
—e(x1 +x2,y1 +y2){a(y1),a(y2), {x1,x2,y3}} —e(x1 + x2,y1 + y2 + y3){a(y1), a(y2), {y3,x1, %2} }
+e(x1 +x2,y1 + y2 +ys)e(xy, x2){a(y1), a(y2), {ys, x2,x1}} + e(x1 + x2,y1)e(y2,y3)
{a(y1), [x1,x2,y3]) b a(y2)} — e(x1 + x2,y2)e(y1,v2 + y3){a(y2), [x1,x2,y3] }, (y1)

OPLO (), (), fyn, v s} — elya ) ) a(x2), v s, ya} ) + ey wa + ys)
{a(xr),a(x2) {y2,y3, 11} +e(xr + x2,y1 + y2 + ya){[y1,v2, 93]l a(x1), a(x2) }

—e(x1 +x2,y1 +y2 +y3)e(x1, x2) {1, y2,y3l, a(x2), a(x1) } — {{[x1,x2,y1], a(y2),a(ys) }
+e(y2,y3){[[[x1, x2,y1l, a(y3), a(y2) } —e(x1 + x2 + y1,y2 + y3){a(y2),a(ys), {x1,x2,y1}}
—e(x1 + x,y1)e(x1 + x2 +y1,y2 +y3){aly2), «(ys) {y1,x1, 2} +e(x1 +x2 +y1,y2 +y3)

e(x1 + x2,y1){e(y2),«(y3), {y1, x2,x1} } +e(x1 + x,y1){a(yr), [x1, x2,y2]l, 2 (y3) }
—e(yr,y2 +y3){lxnx2, vl a(ys), a(yr) b +e(x1 + x2,y1 +y3)e(ya, y3){a(y1), a(ys), {x1,x2,¥2} }
+e(x1 +x2,y1 +y2 +y3)e(ya,ya) {a(ya), a(ys), {ya, x1, %2} } — e(x1 + x2,y1 +y2 + y3)e(y2,y3)

e(xy, xo){a(y1), a(ys), {y2, x2,x1}} —e(x1 + x2,y1 + y2){a(y1), a(y2), [x1,%2,y3] }
—e(x1 + 22,1 +y2){alyr), a(y2) {x1,x2,y3}} —e(x1 + x2,41 +y2 +y3){a(y1),a«(y2), {ys, x1, %2} }

+e(x+xy1 +y2 +ya)e(xr, xa){a(yr) aly2), {ys, x2, 21} } + e(x1 + x2,y1)e(y2,y3)
{a(y1), [[x1, 22, y3]} a(y2)} — e(x1 + x2,y2)e(yr,y2 + ya){a(ya), [x1, %2, y3] } a(y1)
=0.
Ce qui signifie que [[-,-,-]] définit une structure d’algebre 3-Hom-Lie colorée sur g. De plus, les Eqs.(2.1.6)-
(2.1.8) sont vérifiées. Donc le quintuplet (g, [[-,-,-]], €, 0) est une paire 3-HomLieRep pair colorée.

Remarque 6.1.3. L'algebre 3-Hom-Lie colorée (g, [[-,-, -], € &) définie dans le théoreme précédent est dite algebre
3-Hom-Lie colorée sous-adjacente et 'algebre (g,{-,-,-},[-,-,-]«,€ &) est dite algebre 3-Hom-NS-Lie colorée

compatible.

Le résultat suivant illustre que les algebres 3-Hom-NS-Lie colorées peuvent étre considérées comme
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des structures algébriques sous-jacentes des opérateurs de Reynolds généralisés sur une paire 3-HomLieRep

colorée.

Théoreme 6.1.2. Soit T : M — g un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire 3-Hom-LieRep colorée

(9, -], a,p). On définit une accolade et un crochet comme suit :
{u,0,w} =p(Tu, To)w et [u,v,w]s =H(Tu,To,Tw) Yu,v,we M. (6.1.9)
Alors (M, {-,-,-},[",+, "]+, & 1) est une algebre 3-Hom-NS-Lie colorée. On dit que c’est I'algebre induite.

Preuve 6.1.2. Soient uq,uy,us, Uy, s € M,ona:

{n(u1), p(ua), {us, us,us}
o(Topu(ur), Top(ur))p(T(us), T(us))us

= plaoT(ur),aoT(uz))o(T(u3), T(ua))uis
217)

(6.19)

p([Tuy, Tuz, Tuz],ac0 T(ug)) o p(us) + €(uq + uz, uz)p(a o T(uz), [Tuy, Tuz, Tus]) o p(us)
+e(uy + up,uz + ug)p(ao T(uz), a0 T(uyg))p(T(ur), T(uz))us
= p(Tlur,uz,us]], T o p(ug)) o pus) + e(ur +uz,u3)p(T o pus), Tlluy, uz, ugl]) o pe(us)
+e(ur +ug,us +ua)p(T o p(uz), T o p(ua))o(T (1), T(u2))us
= A{llwr,uz,us]), p(ug), 1 (us) } + e(uy + uz,uz){p(us), [ur, uz,usl), p(us) }
+e(uy + uz,uz + ug){p(us), p(ug), {ur,uz,us} }.
Ensuite, I'Eq.(6.1.5) est vérifiée. De maniére analogue, on vérifie les équations (6.1.6) et (6.1.7). Par suite
(M, {-,-,-}, -, +]+,& n) est une algebre 3-Hom-NS-Lie colorée.

Définition 6.1.3. Soient (g,{-,-,-},[-,-,],&,a) et (g/,{-,-,-}, [, -]« € ") deux algebres 3-Hom-NS-Lie col-

orées. Un morphisme d’algebres 3-Hom-NS-Lie colorées est une application linéaire de degré zéro  : g — g’ qui

satisfait :
Ppoa= a o P,
p{x,yz} = {y(x),pv) (=)} (6.1.10)
Py zle=[px),vy), ()] Yryzeq (6.1.11)

Proposition 6.1.1. Soit (¢,) un morphisme d’opérateurs de Reynolds généralisés T et T' sur des paires 3-
HomlLieRep colorées (g,]-,-,-],&,a,p) et (9,],-,-],€,&,0") respectivement. Alors i est un morphisme d’algebres
3-Hom-NS-Lie colorées induites (M, {-,-,-},[-,-,-]«, &, u) et (M, {-,-,-}, [, "]k & 1).
Preuve 6.1.3. D'apres I'Eq.(4.2.7), onap oy =y’ o . De plus :

(6.1.9)

p{u,o,w} =" op(Tu,To)w
(5.1:.10) p’((I)(TM),‘P(TU))l/J(w)
CLD /(T (p(w)), T' (9 (0)) ) (w)

= {p)y()pw)} Vu,v,w € M.

Ce qui implique que I'Eq.(6.1.10) est vérifiée. De la méme maniere, on vérifie I'équation (6.1.11). Alors ¢ est un

morphisme d’algebres 3-Hom-NS-Lie colorées.
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Proposition 6.1.2. Soit (g,[-,,-],€ &,p0) une paire 3-HomLieRep colorée. Alors il existe une structure compatible
d’algébre 3-Hom-NS-Lie colorée sur g si et seulement sil existe un opérateur de Reynolds généralisé inversible T.

En outre, la structure de I'algébre 3-Hom-NS-Lie colorée sur g est déterminée par :

{x,y,2} =T(p(x,y) T (2)), [xyzs=T(H(x,y,2)) Vxyzecaq.

Preuve 6.1.4. Soit T : M — g un opérateur de Reynolds généralisé inversible sur une paire 3-Hom-LieRep colorée.

On applique le Théoréme 6.1.2, on obtient une structure d’algébre 3-Hom-NS-Lie colorée sur M donnée par :
{u,v,wip =p(Tu, To)w et [u,v,w]y;=H(Tu, To,Tw) Yu,v,we M.
Etant donnée que T est bijectif, alors (g,{-,-,-},[-,-, ]+, € 1) est une algebre 3-Hom-NS-Lie colorée, oil :

{xy,z} =T{T(x), T (), T (2)}m = T(p(x,y) T (2)),
[x,y,2)e = T[T (x), T~ (y), T~} (2)]m = T(H(x,y,2)) Yxyz €

De plus, ona :

{xy.2} —ey2){x 2y} +e(xy +2){yzx} + [y,
=T(p(x )T~} (2) — e(y,2)p(x,2) T~ (v) +e(x,y +2)p(y,2) T~ (x) + H(x,1,2))
=T(p(ToT ! (x),To T (y))T () = ey, 2)p(To T~ (x), To T~1(2)) T (v)
+e(x,y+z)p(ToT Hy),ToT Hz)T H(x)+ H(ToT *(x),ToT (y),To T’l(z)))
=[ToT ' (x),ToT ! (y),ToT }(2)]
=[xy.2].

Réciproquement, On a l'identité Id : g — g est un opérateur de Reynolds généralisé sur (g, [-,-,-],€,«) relatif a la

représentation (g,0).

6.2 Systemes triples de NS-Lie

Notre objectif dans cette section est d’étudier la structure de Nijenhuis d"un systéme triple de Lie ou
systéme triple de NS-Lie comme généralisation des systémes triples de Lie et des pre-systémes triples de
Lie. Ainsi, on montre que les algebres de Lie, les algebres de NS-Lie, les systemes triples de Lie et les

systemes triples de NS-Lie sont étroitement liés.

6.2.1 Définitions et constructions

Définition 6.2.1. Soit L un espace vectoriel muni de deux applications trilinéaires {-,-,-}, [,+,] : ®3L — L. Le

triplet (L,{-,-,-},[-,-,+]) est appelé systéme friple de NS-Lie, si les identités suivantes sont vérifiées :

vyl ==lvayiysl,  Oyiyaws V1,y2,y3] =0, (6.2.1)
{x1, 22, [y1 298]} = vy by, vt — o e by vt + {v v ix v, ps}, (622)
{xr,x2 v y2,y33 " = {H{xux2,v1} y2,ys) + {yn [ x2, 02l st + {y w2, [ x2,y5]l}, - (6.2.3)
[x1,x2, [[y1,v2,y3]l] = [[x1, %2, 1] v2,y3] + [, [x1, %2, 920 y3] + [y1,v2, [x1, %2, y3]]]
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+ {[x1/x2/y1]1y2ly3} - {[x1/x2/1/2]/]/1r]/3} + {]/1/]/2/ [x1/x2/y3]}*
- {x1/x2/ []/Lyz/]/?,}}*r (624)

pour tout x1,x2,y1,Y2,y3 € L, ot {+,-,-}* et [[-,-,-]] sont définis comme suit :

{y1v2,y3}" = {3,211} — {y3, 1,92},

[y y2,y3] = Ay y2,y3}" + {yiya,yst — {2, y1yst + [y1,v2,ys)- (6.2.5)
Remarque 6.2.1. On constate que si l'accolade {-,-,-} est triviale, alors (A,[-,-,-]) est un systeme triple de Lie.
Si le crochet [-,-,-] est triviale alors (A,{-,-,-}) est un systeme triple de pre-Lie. De ce fait, un systeme triple de

NS-Lie est une généralisation de systéme triple de Lie et systeme triple de pre-Lie, voir [53] pour plus de détails sur

les systeme triple de pre-Lie.
Un systeme triple de NS-Lie donne lieu a un systéme triple de Lie et une représentation sur lui-méme.

Théoreme 6.2.1. Soit (L,{-,-,-},[,-,]) un systeme triple de NS-Lie. Alors (L,[[-,-,]|) est un systeme triple de
Lie qu’appelle systeme triple de Lie sous-adjacent et il est noté par . En outre, (L,0) est une représentation de T,

ott 0: L ® L — End(L) est déterminée par :
o(xy)z={zxy} VxyzelL.

Preuve 6.2.1. Ce n'est pas difficile de prouver que [[-,-,-]] satisfait (1.2.1). D’aprés les Eqs.(6.2.2)-(6.2.4), pour

tout x1,x2,Y1,Y2,y3 € L,ona:

(1,22, [y, y2,y3])]] = [lx1, %2, 910 y2, y5] — [y, [x1, %2, v2]L ya]l = [y, v, [, %2, y3]]]
={xux2,{y1y2,y3} " + {xu a2 {ys v} — {xu a2 {ys vyt — {xux2 {2, v,y

—{x1, %2, [y, y2,y8]} — {xx2, [y, v2, 98]} + {x2, 21, [y, v2, 98]} = [x1,x2, ([y1,v2,y5]]]

—{ya,v2, [, 22,10+ {ys [[x, 22,1l vz — {{xn, 22,913 v2,y3) — {{x, 22,01} y2, 98}

+ {{x2 x50} v2,y3} — {22, Lv2,y3) + {2, [, %2, vt — [[lx1, 22,111 y2, 5]

— Ay, [lx1, 22,920l 1} + {ys ya, [ x2, 9201} = {y, (I3, 22,920 ys b + {{x1, 22,923, 1,93}

+{{xv by yst — e xu 2 by st + {lxn x2,v2ly1yst — [y [, x2,v20) v3l

= {H{xux2,y3} v2,} + e x2, s} vyt — {voye {x, x2, 33 + {2, {2, x93

—{y1.y2, [x1, 22,31 Y + {y1y2, [x1, %2980} — [v1,v2, ([x1, %2, y3]]]
=0.

Cela implique que s est un systéme triple de Lie. On applique les Eqs.(6.2.2)-(6.2.3), on obtient :

o(x1,x2)0(y1,y2) — 0(y2,x2)0(y1,x1) — 0(y1, [[y2,x1,%2]]) + Do (y2,x1)0(y1,x2) =0,
0(x1,%2) Do (y1,¥2) — D*(y1,y2)0(x1,x2) + 0([[y1,y2,:1]], x2) + 0(x1, [[y1,¥2,%2]]) =0,

oit Dy(x1,x2) = 0(x2,%1) — 0(x1,X2). Alors g est une représentation de G sur L. Par conséquent (L,[-,-,-]],0)

est une paire L.t.sRep.

Un systeme triple de NS-Lie peut étre considéré comme une structure algébrique sous-jacente d’un

opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep.

Gharbi Rahma 7.



Structures de Nijenhuis des algébres 3-Hom-Lie colorées et des systémes triples de Lie

Théoreme 6.2.2. Soit T : M — L un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire L.t.sRep. Alors
{u,v,w} =0(To, Tw)u et [u,0,w|=H(Tu, To, Tw) (6.2.6)
définissent une structure de systéme triple de NS-Lie sur M. Il s’agit du systeme triple de NS-Lie induit.
Preuve 6.2.2. Pour tout u,v,w € L, il est clair que :
[w,0,w]| = —[v,u,w| et Oypw|u,v,w]=0.
De plus, pour tout uq,uz,v1,v2,v3 € M, d’'aprés les Eqs.(1.2.3)-(1.2.4) et ’'Eq.(6.2.5), on a :
{ur,up, [[v1,02,03)]} — {{u1,u2,01},02,03} + {{ur,u2,v2}, 01,03} — {v1,02, {11, u2,v3}}
:{u1/u2/ {01102/03}*} + {ulluZ/ {01102/03}} - {1/[1,1/[2, {02/’01/’03}} + {u]/MZI [’01/’02/03]}
- {{u1/u2//vl}102/v3} + {{u1/u2/’02}/’01/v3} - {01102/{1’[111’[2/’03}}*
={uy,uy,{v3, 02,01} } — {u,up, {v3,01,02} } + {u1,u2,{v1,v2,v3} } — {u1,uz,{v2,v1,03}}
+ {ulr up, [01102103]} - {{ullubvl}rvbv?)} + {{ulr MZ,’UZ},Ul,U3} - {{ulru2103}102101}
+ {{u1,u2,v3},01,02}

=0(Tuy, [Tvy, Tvy, Tvs])uy — 6(Tvy, Tvs)0(Tuy, Tvr)uq + 0(Tvq, Tvs)0(Tua, Tva)uq
— 0(Tvy, Tvy)0(Tuy, Tuz)uy + 6(Toq, Ta)0(Tup, Tvs)uy = 0.

Cela implique que I'Eq.(6.2.2) est vérifiée. De méme pour I'Eq.(6.2.3). Et puisque H est un 3-cocycle de L a
coefficients dans M, alors I'Eq.(6.2.4) est vérifiée. D'oit, (L,{-,-,-},[-,-,-]) est un systeme triple de NS-Lie.

Corollaire 6.2.1. Le systeme triple de Lie sous-adjacent (M, [[-,-,]|) du systeme triple de NS-Lie défini précédem-

ment est explicitement le systeme triple de Lie défini dans le Corollaire 5.1.1.

Définition 6.2.2. Un morphisme de systémes triples de NS-Lie (L,{-,-,-},[,-,-]) et (L',{-,-,-},[,-,-]") est une

application linéaire ¢ : L — L' qui satisfait :

p{xy,z} = {px) W) v} et vy =[pEx) ) p@E)] VxyzeL

Proposition 6.2.1. Soient T et T' deux opérateurs de Reynolds généralisés sur une paire L.t.sRep (L,[-,-,-],0),
(LA b)) et (L4}, [0)) les systemes triples de NS-Lie induits. Si (¢, ) est un morphisme

d’opérateurs de Reynolds généralisés, alors ¢ est un morphisme de systémes triples de Lie induits.
Preuve 6.2.3. Il est facile de la prouver en utilisant les Egs.(5.1.9)-(5.1.11) et I'Eq.(6.2.6).

Notons qu'un opérateur de Reynolds de poids A sur un systéme triple de Lie est un opérateur de

Reynolds généralisé particulier sur une paire L.t.sRep.

Corollaire 6.2.2. Soit (L,[,-,-],R) un Reynolds systéme triple de Lie de poids A. Alors (L,{-,-,-},A[-,-,-] o
(R® R ®R)) est un systeme triple de NS-Lie, oit

{x,y,z} = [x,Ry,Rz] Vx,y,z € L.
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Exemple 6.2.1. L'exemple 5.1.2 sera développé pour un systeme triple de NS-Lie. En effet, on définit un opérateur
de Reynolds ‘R de poids A sur I'algébre de Lie pour construire un opérateur de Reynolds généralisé sur le systéme

triple de Lie induit (L,[[-,-],-]). De plus, d’aprés le corollaire 6.2.2, on a un systeme triple de NS-Lie sur Wx

défini par :
(b} = [ R0, RO = 7 11)(;7 gl o)
_m—mmtn—p),
XRm+1)(p+1) "
et;

(m —n)(m+n—p))

2AMR(Im), R(1n), R(1p)] = R ) m )0 + 1)Zm+n+p.

Donc R est un opérateur de Reynolds généralisé sur le systeme triple de Lie induit (L,[-,,-]).

Exemple 6.2.2. On considére un opérateur de Reynolds de poids A; R : B(q)>o — B(q) >0 sur le systeme triple
de Lie (B(q)>o,[,,-]) défini dans I"Example 5.1.1. Il découle du corollaire 6.2.2, que B(q)>o est muni d'une
structure de systeme triple de NS-Lie donnée par :

(n(i+q) —m(j+a)(plit+j+q)—(m+n)(p+q), N
AMn+j+1)(p+k+1) mA4n-+p,i+j+k

{Lm,i/ Ln,erp,k} =

6.2.2 Des algebres NS-Lie aux systémes triples de NS-Lie

Maintenant, on construit un systéme triple de NS-Lie en partant d"une algebre NS-Lie. On rappelle

d’abord la définition d’algebre NS-Lie présentée par Apurba Das in [27].

Définition 6.2.3. Une algebre NS-Lie est un espace vectoriel L muni de deux opérations bilinéaires o,v : L — L,

oit v est antisymétrique, qui satisfont les deux identités suivantes :
(xxy)oz—xo(yoz)+yo(xoz)=0, (6.2.7)
xv(yxz)+yv(zxx)+zv(x*xz)+xo(yvz)+yo(zvx)+zo(xvy)=0 VxyzeL (6.2.8)
ollx*xy=xo0y—yox+xVvy.

Proposition 6.2.2. Soit (L,o,v) une algebre NS-Lie. Alors (L,*) est une algebre de Lie dite algebre de Lie

adjacente.

Soit (L,[-,-],p) une paire LieRep. Une application bilinéaire antisymétrique H : L x L — M est un

2-cocycle, si elle vérifie :
Ouxyz (0(X)H(y,2z) + H(x,[y,2])) =0 Vx,y,z € L. (6.2.9)

Une application linéaire T : M — L est un opérateur de Reynolds généralisé sur une paire LieRep

(L,[-,-],p) si elle satisfait :
[T(u), T(v)] = T(p(Tu)v — p(To)u + H(Tu, Tv)) Vi,0 € M. (6.2.10)
On définit les deux opérations suivantes :

uov=p(Tu)v et uvo=H(Tu,To) Vu,ve M. (6.2.11)
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Proposition 6.2.3. Avec les notations ci-dessus, (M, o, V) est une algebre NS-Lie.
Théoreme 6.2.3. Soit (L,o,V) une algebre NS-Lie. Alors (L,{-,-,-},[-,,-]) est un systeme triple de NS-Lie, oit :

{xy,z} =zo(yox), (6.2.12)
[x,y,z] =(x*y)vz—zo(xVvy) Vx,y,z€ L. (6.2.13)

Notons que [[x,y,z]] = (x xy) * z.

Preuve 6.2.4. Soient x1,x2,Y1,Y2,y3 € L. D'aprés I'Eq.(6.2.7), 0on a :

{xvx2, 1 by yst — H{xuxa 2 by st + {yuva {x, x93 — {x1, 22, (v, v2, 30}
=Yy30 (3/2 o(y10o(x20 xl))) — Y30 (}/1 o(y20(x20 xl))) +y10 (yz o(yso(x20 xl)))

—Yy20 (3/1 o(yso(x20 xl))) - ((}/1 *12) *ys) o (x20x1)
627

yixy2)o (v30 (ox)) —yso (i xy2) o (120m))) = (1 xy2) ¥ y3) © (20 :1)
=0.

Alors I'Eq.(6.2.2) est vérifiée. De maniére analogue, on vérifie I'Eq.(6.2.3) :

{{]/113/2/]/3}/x1/x2} - {{]/1/]/2/]/3},x2/x1} + {{]/szle}/l/zr]/:%} - {{yl/xlle}/yZ/y?)}
+ {yll [xlerIyZ]/y?)} + {ylr]/2/ [xl/xZIyS]}
=x30 (xl o (yzo(v2 O%))) —x10 (xz o(yso(y20 yl))) +y30 (yz o(xio (xzr}h)))

—Y3o (yz o(xz0 (xl,yl))) +ys0 (((xl *X2) * 1/2) Oyl) + ((xl * X2) *ya) o (y2011)

(6i7)y3 o (yz o ((xl * Xp) 0y1> —(x1%x3) 0 <y3 © (]/2 o yl)) +y30 (((xl * Xp) * VZ) O%)
+ ((xl *X7) *y3) o(y20y1)
=Y3o© ((x1 *x2) 0 (42 Oyl)) —Ys0° ((xl *X2) 0 (Y2 Oyl)) =0.

Ainsi,ona :

(%1, %2, 910, y2,y3] + [y1, [[x1, 22,921l y3] + [y, y2, [x1, %2, 93]l + {[x1,%2,91], y2, 3}
—A{[x1,x2,y2l 1,93} + {yy2, [x1,x2, 3]} — {x1, %2, [y1,y2, 31} — [x1, %2, [y, v2,y5]]]
:(((xl *X2) * Y1) *yz) vys+ ((y1* X1V X2) — Y30 <((x1 *X2) * Y1) Vyz)

+ (o (G xx2) +y2)) Vs —wa o (ya v (2 x2) +92) ) + (1 w2) v (% x2) )

- ((x1*x2)*y3) °(y1vy2) +yso (yzo((xl*xz)vyl) —M
—y30 (y1o((x1#x2) vy2) + 110 (w20 (11 %x2) v 13) ) +M
—v20 (yro((nxx2) v a) ) =110 (1o lyotTVx2) ) +v20 (molysotmiv))

—xp0 (xz o (y1*Y2) V]/s) +x10 (xz o (y30 (1 V]/2))> +x20 (xl o (y1*y2) Vy3>
—x20 (xi0 (a0 (1 vy2) — (raxxa) v (v #v2) *1s)

(62:7)(((x1 *X2) % Y1) *yz) VY3 —y30 (((xl *x2) * Y1) vyz> + (y1 # (% x2) *y2)) v
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— Y30 (yl v ((x1 % x2) *1/2)> +(y1*y2) v ((xl * Xp) *y3) +y3o0 (3/2 o ((x1*x2) vy1)
—y30 (y1 o((x1%x2) Vy2) +y10 (yz o ((x1*x2) Vya)) — Yo (yl o ((x1*x2) vyg))

—x10 (x20 (i #v2) Vi) +x20 (x10 (1% y2) Vs ) +x10 (x20 (a0 (11 v 12)) )

—Xp 0 (xl o(y3o (1 V]/z))) —(x1%x2) v ((yl *12) *ys)—((xl % X) *3/3) o (y1Vy2)

(6257)((x1 *22) * (1 *}/2)) VY3 +yso (((x1 *22) 0 (1 Vyz) —y30 <(x1 *22) * Y1) Vy2>
—y30 (yl v ((x1 % x2) *1/2)) +(y1*y2) v ((xl * X) *y3) +y3o0 (1/2 o ((x1 * x2) V]/l))

— Y30 (y1 o ((x1*x2) Vl/z))ﬂ/l ° (yz o ((x1 *x2) vyg)) — Yo (3/1 o ((x1*x2) Vys))

—X10 (xzo (y1*y2) vy3> +xp0 (X1 o (¥1*Y2) V%) — (x1%x2) v ((?/1 *12) *3/3>

2 (e x2) (1 #2) ) Vs + 30 (k1 +32) © (1 v w2) =30 (1 5 3%2) %31) v 92 )

—y30 (}/1 v ((x1 % x2) *1/2)) + (y1*y2) v ((xl * X) *ya) +ys0 (yz o ((x1* x2) Vyl))

—Yyso (yl o ((x1 % x2) VJ/Z)) —(x1*x2)0 ((y1 *12) Vy3) + (y1*y2) 0 ((xl * X7) V}/a)

— (erex) v (2 2) )
20— (rem) v (1ew2) wwa) + rea) v (v () +ys v (v % 32) = (1 +92))
+ (x1%x2) 0 ((y1 *Y2) Vy3) + (y1xy2)0 (yg, v (a1 % xz)) +y30 ((x1 *x2) v (11 *yz)))
=0.
Donc I’Eq.(6.2.4) est validée et par la suite le triplet (L,{-,-,-},[-,,-]) est un systeéme triple de NS-Lie.

Pour résumer, on a réussi a montrer que les algébres de Lie, les algebres NS-Lie, les systemes triples

de Lie et les systemes triples de NS-Lie sont étroitement liés au sens du diagramme commutatif suivant :

1)

NS-Lie alg.(L,0,v) ——— NS-L.ts. (L, {-,-,-},[-,-

i I

LieRep pair. (L,[-,-],0) ——— L.t.sRep pair (L, [[-,-],-],6,)-
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Perspectives

On veut utiliser le savoir acquis dans cette thése pour considerer les deux projets suivants. Dans le
premier, on considére les algébres associatives sur les espaces gradués comme les super-algébres n-Lie
Rinehart qui sont une généralisation des algebres n-Lie-Rinehart.

Une algebre n-Lie Rinehart est un couple (L, A) constitué d’une algebre associative commutative A et
d’une algebre n-Lie (L,[-,---,-]) tel que A estun L—module et les deux structures satisfont des conditions
de compatibilité bien déterminées. Dans [40], les auteurs ont construit une algébre n-Lie Rinehart en
partant d’une algebre de Leibniz Rinehart, c’est la construction de Takhtajan. On désire étendre cette
construction aux espaces Zy-gradués et établir une théorie de cohomologie. De plus, on envisage de relier
les cohomologies des super-algebres n-Lie Rinehart et leur super-algebres de Leibniz-Rinehart associées.

Puisque on a travaillé sur la cohomologie de type Maurer-Cartan des opérateurs de Reynolds
généralisés sur les paires L.t.sRep, naturellement on pense a la cohomologie de type Maurer-Cartan des
opérateurs de Reynolds généralisés sur les algebres de Lie Yamaguti en tant que deuxieme projet. En
effet, les algebres de Lie Yamaguti sont une généralisation des algebres de Lie et des systémes triples de
Lie. elles ont été introduites dans les années 1950 par yamaguti dans [45].

Une algebre de Lie Yamaguti est un espace vectoriel g muni d’un crochet binaire [-,-] : A%?g — g et
un crochet ternaire {-,-,-} : A?’g ® g — g tel que les équations suivantes soient satisfaites pour tout

x,Y,z,w,t€Eg,

[yl 2l + [y 2] ] + [z 2] y] + {2 +{y 20} + {20y} =0,
{lxylzw) +{ly 2], x,w} + {[zx],y,w} =0,

{vy [z 0]} = {xy, 2} w] + [z {xy,w}],

vy lzwt}} = {{xyzhw i +{z{xywht} + {zw {xyt}}

Cependant, avant tout, on doit considérer la caractérisation de Maurer-Cartan des algebres de Lie
Yamaguti car d’une part; contrairement aux algebres de Lie, aux algebres de 3-Lie, ou méme aux
systemes triples de Lie, cette question n’a pas été considérée sur les algebres de Lie Yamaguti. D’autre
part, c’est essentiel pour construire 1’algebre graduée qui controle les déformations des opérateurs de
Reynolds généralisés sur les algébres de Lie Yamaguti. Ainsi cette construction favorise également
le développement de la cohomologie des opérateurs de Reynolds généralisés sur les algebres de Lie

Yamaguti. On pourrait considérer les questions suivantes :

1. Existe-t-il une algébre de Lie graduée appropriée dont les éléments de Maurer-Cartan correspon-

dent aux structures de 1’algébre de Lie-Yamaguti ?

2. Existe-t-il une algebre appropriée dont les éléments de Maurer-Catan sont précisément les opéra-

teurs de Reynolds généralisés sur les algébres de Lie-Yamaguti ?

3. Existe-t-il une théorie de cohomologie appropriée des opérateurs de Reynolds généralisés sur les

algebres de Lie-Yamaguti, qui peut étre utilisée pour classifier certains types de déformations ?
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