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1.1 Contexte industriel
En France, l’énergie nucléaire est la 1ère source de production d’électricité 1. Elle provient

de 56 réacteurs de différents niveaux de puissance répartis sur l’ensemble du territoire.
Pour répondre au besoin énergétique futur, assurer son indépendance électrique et faire
la transition vers des énergies "bas-carbone", c’est-à-dire une énergie dont la production
n’émet pas ou peu de gaz à effet de serre, la France construit un nouveau réacteur nucléaire
à Flamanville et prévoit la construction de 6 à 8 autres 2. L’énergie nucléaire est au cœur
des enjeux de la politique française et il est donc essentiel d’en assurer la sécurité et la
performance.

Le parc nucléaire français est composé exclusivement de réacteurs à eau pressurisée
(REP). Il s’agit d’installations qui produisent de l’électricité à l’aide de turbines mises en
rotation par de la vapeur. Pour obtenir cette vapeur, de l’eau dans le circuit primaire est
chauffée par un combustible nucléaire dans le cœur du réacteur (appelé cuve). Dans celui-ci,
la fission des atomes d’uranium produit une grande quantité de chaleur. Cette chaleur fait
augmenter la température de l’eau qui y circule à plus de 300˝C.

Le combustible nucléaire est composé de pastilles d’oxyde d’uranium (dioxyde d’ura-
nium), empilées en crayons qui sont à leur tour regroupés en assemblages situés au cœur de
la cuve. La collision d’un neutron d’énergie autour de 10 ´ 103Ev avec un atome d’uranium,
entraîne sa fission ce qui génère de la chaleur, ainsi que 2 à 3 autres neutrons. Ces neutrons
supplémentaires entraînent à leur tour la fission d’autres atomes d’uranium, amorçant ainsi
une réaction en chaîne. Le contrôle de cette réaction est assuré par la présence d’acide bo-
rique dans la cuve, ainsi que par des barres de contrôle capables d’absorber l’excédent de
neutrons générés. Une illustration synthétique du processus de fission est présentée dans la
figure 1.1.

1. Voir EDF [1]
2. Voir world-nuclear.org [2]
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Figure 1.1 – Schéma de fission nucléaire par Engie [3]

L’eau est maintenue sous pression pour l’empêcher de bouillir. Ce circuit fermé est appelé
circuit primaire. Un dispositif d’échangeur de chaleur est utilisé pour chauffer un circuit
d’eau dit secondaire qui n’est pas en contact direct avec le combustible. L’eau chauffée dans
le circuit secondaire est alors transformée en vapeur dans le générateur de vapeur. Après
son passage dans les turbines, la vapeur d’eau est refroidie (par un troisième circuit dit de
refroidissement) et est condensée pour être renvoyée sous forme liquide de nouveau vers le
générateur de vapeur (pour un circuit fermé) ou relâchée dans une rivière à une température
légèrement supérieure (pour un circuit ouvert). Les trois circuits sont étanches pour éviter
les risques de contamination radioactive. Ce fonctionnement est illustré par la figure 1.2.

Pour donner quelques ordres de grandeurs, dans la cuve du REP, la température moyenne
est de 306˝C avec une pression moyenne de 155 bars. Le diamètre de la cuve est de 4 mètres
pour une hauteur de 13 mètres. La viscosité dynamique µ du liquide est environ de 8.0 ¨10´3

Pl et la masse volumique ρ de l’eau est à 700 kg.m´3. La viscosité cinématique ν est définie
par ν “ µ{ρ » 1.1 ¨ 10´5m2s´1.

Le fonctionnement des Réacteurs à Eau Pressurisée (REP) constitue un défi majeur en
ingénierie, car il nécessite la coordination de nombreux composants ayant leurs propres com-
portements, tels que les pompes, les conduits ou la cuve. Afin de garantir sa sécurité auprès
de l’Autorité de Sécurité Nucléaire, il est nécessaire d’étudier le fonctionnement du REP
dans de nombreux scénarios en conditions normales et accidentelles. En France, plusieurs
instituts sont chargés d’étudier le fonctionnement des REP. Parmi eux, le Commissariat à
l’Energie Atomique et aux Energies Alternatives (CEA) est chargé de répondre aux enjeux
de sécurité et d’optimisation de production de l’énergie nucléaire.

Lors de scénarios accidentels, il est important de comprendre les différents mécanismes
impliqués, afin de les éviter, ou d’intervenir lors d’accidents nucléaires. Prenons par exemple
le cas d’une chute de pression dans le circuit primaire. Il peut alors apparaître des zones
de nucléation de bulle de vapeur sur la paroi. Si la nucléation est assez importante, alors
un film de vapeur peut se générer entre la paroi et l’eau, agissant comme un isolant et
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Figure 1.2 – Schéma de fonctionnement d’un Réacteur nucléaire à Eau Pressurisée (REP)
par C. Beurtey [4]

empêchant le refroidissement du combustible. On parle de phénomène d’asséchement de
paroi. Ces phénomènes induisent une très forte augmentation de la température localement
et peuvent mener à la dégradation des gaines de combustible.

Or, il peut être très coûteux ou compliqué d’étudier ces phénomènes expérimentalement.
Une stratégie alternative est la résolution numérique. Celle-ci permet la simulation des
réacteurs. Le service de "Thermohydraulique et de mécanique des fluides" (STMF) a pour
objectif de développer des outils numériques pour la thermohydraulique.

1.2 Contexte numérique

1.2.1 Équations de Navier-Stokes

Le code TrioCFD 3 [5, 6, 7, 8] est un logiciel de mécanique des fluides numérique (CFD 4)
développé au STMF. Il est open source, orienté objet et massivement parallèle. Il est dédié
à la simulation numérique des écoulements turbulents pour des applications scientifiques et
industrielles, notamment dans le domaine de l’énergie nucléaire.

La mécanique des fluides numérique consiste à résoudre numériquement, à l’aide d’un
ou plusieurs processeurs, les équations de la mécanique des fluides (les équations de Navier-
Stokes). Pour cela, il est nécessaire de définir un domaine d’étude :

3. https ://triocfd.cea.fr/
4. Computational Fluid Dynamics
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Définition 1. Soit Ω, le domaine d’étude, ouvert, connexe et borné de Rd,
d “ 2 ou 3, avec une frontière BΩ polygonale pd “ 2q ou polyédrique pd “ 3q

et lipschitzienne.

Une définition plus complète de Ω peut être trouvée dans [9, Définition III.1.1]. On
suppose que les propriétés physiques du domaine Ω sont constantes. On considère dans ce
qui suit un fluide incompressible, c’est-à-dire dont la masse volumique ρ est constante dans
le domaine Ω et au cours du temps. Soient u le champ vectoriel représentant la vitesse
du fluide, et p le champ scalaire représentant la pression du fluide divisée par sa masse
volumique. Soit T ą 0 le temps final de simulation. Le code TrioCFD résout les équations
de Navier-Stokes incompressibles qui s’écrivent :

Trouver pupx, tq, ppx, tqq tel que @px, tq P Ω ˆ p0, T q,
"

Btu ´ ν ∆ u ` pu ¨ grad qu ` grad p “ f ,
div u “ 0. (1.1)

Le paramètre constant ν ą 0 est la viscosité cinématique du fluide qui est de l’ordre de
10´5m2.s´1 dans nos applications. La donnée f est le champ vectoriel représentant les forces
volumiques divisées par la masse volumique. Par exemple, on peut poser f “ g{ρ où g est
le vecteur force de gravitation.

La première équation correspond à l’équation du bilan de quantité de mouvement et la
seconde équation correspond à l’équation de conservation de la masse. Ces équations sont
complétées par des conditions initiales et des conditions aux limites. Si aucune condition
aux limites n’est donnée pour la pression, on impose alors une condition de normalisation :

ż

Ω
p dx “ 0.

L’obtention de ces équations sera développée dans le Chapitre 2.
On remarque que ces équations conduisent à un problème tridimensionnel, mixte, insta-

tionnaire, et non linéaire, et donc particulièrement difficile à résoudre. Le terme non linéaire
pu ¨ grad qu est appelé terme de convection. Le terme ν∆ u est appelé le terme de diffusion.

Lorsque le terme de convection devient négligeable par rapport au terme de diffusion,
le régime de la solution devient stationnaire 5. Les équations (1.5) s’écrivent alors sous la
forme des équations de Stokes :

Trouver pupxq, ppxqq tel que @x P Ω :
"

´ν∆u ` grad p “ f ,
div u “ 0. (1.2)

Ces équations sont complétées avec des conditions aux limites adéquates. On verra dans
le chapitre 2 que ce problème est bien posé pour u P H1

p0qpΩq et p P L2
p0qpΩq (selon les

conditions aux limites). Ces espaces sont définis en Section 2.1.3, p. 23.
Ainsi, lorsque les équations de Stokes et a fortiori les équations de Navier-Stokes sont

résolues dans le cas incompressible, l’un des principaux problèmes est la discrétisation du
champ des vitesses à divergence nulle, en particulier lorsque ν est faible :

H1
pΩq X Hpdiv 0; Ωq :“

␣

v P H1
pΩq { div v “ 0

(

.

5. Il est aussi possible de considérer les équations de Stokes en instationnaire lorsqu’on regarde le com-
portement des solutions en temps long, ce qui est le cas pour les problèmes en milieu poreux. [10]
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Définition 2. On appelle "pressure robust" [11] les discrétisations telles que
l’erreur d’approximation de la vitesse est indépendante de l’erreur d’approxi-
mation de la pression (et par conséquent du paramètre ν). On traduira se terme
par "robuste par rapport à la pression".

1.2.2 Généralités sur les discrétisations spatiales et temporelles

La discrétisation spatiale du problème (1.2) s’écrit :
#

νKU ` GP “ F

DU “ 0
ô

ˆ

νK G
D 0

˙ ˆ

U
P

˙

“

ˆ

F
0

˙

, (1.3)

où U P RNu et P P RNp contiennent respectivement les inconnues de vitesse et de pression
avec Nu, Np qui désignent les nombres d’inconnues en vitesse et en pression. Le vecteur
F P RNu est associé à la discrétisation du terme source. La matrice K P RNu ˆ RNu est la
matrice de rigidité (ou raideur). La matrice D P RNp ˆ RNu est associée à la discrétisation
de l’opérateur de divergence et la matrice G P RNu ˆ RNp est associée à la discrétisation de
l’opérateur de gradient. Pour que la matrice du système (1.3) soit inversible, elle doit être
de rang Nu ` Np. Or le rang maximal des matrices D et G est égal à minpNu, Npq. Une
condition nécessaire pour que la matrice du système (1.3) soit inversible est que :

Nu ě Np, (1.4)

et que le rang des matrices G et D est maximal, c’est-à-dire égal à Np. Si ce critère n’est

pas respecté, le système linéaire global (1.3) n’est pas inversible car la matrice
ˆ

νK G
D 0

˙

n’est pas de rang maximal.

Nous allons maintenant donner quelques détails sur le schéma numérique de la discréti-
sation du problème (1.1). On présente le système algébrique représentant les équations de
Navier-Stokes (2.32) semi-discrétisé en espace :

#

MBtU ` νKU ` LpUqU ` GP “ F

DU “ 0
, (1.5)

La matrice M P RNu ˆ RNu est la matrice de masse pour la discrétisation de la vitesse, la
matrice LpUq P RNu ˆRNu est associée à la discrétisation du terme de convection et BtU est
la dérivée par rapport au temps de U .

Soit T le temps final de discrétisation et δt le pas de temps. On note Nt “ T {dt le
nombre de pas de temps. On note Un`1

» Uptn`1
q, P n`1

» P ptn`1
q et F n`1

“ F ptn`1
q.

Considérons la discrétisation implicite en temps du problème (1.5). Il s’agit de trouver
@n P t1, . . . , Ntu, pUn`1, P n`1

q tel que :
$

&

%

M
Un`1 ´ Un

δt
` νKUn`1

` GP n`1
“ F n`1

´ LpUn
qUn

DUn`1
“ 0

(1.6)

avec U0 donné et n P t1, . . . , Ntu, Nt P N˚. Ce système se met sous la forme matricielle
suivante :
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ˆ

δt´1M ` νK G
D 0

˙ˆ

Un`1

P n`1

˙

“

ˆ

rF n`1

0

˙

, où rF n`1 :“ δt´1MUn
` F n`1

´ LpUn
qUn.

(1.7)
Ensuite nous présentons le schéma de discrétisation en temps qui est un schéma de

projection défini dans les articles de Chorin [12] et Teman [13]. Il est implémenté dans le
code TrioCFD. Le principe est de calculer une prédiction de la vitesse en ignorant les effets
de la pression. Il est composé de 3 étapes :

1) Étape de prédiction de la vitesse :

M
U˚ ´ Un

δt
` νKU˚

` GP n
“ rF n`1 ( a priori DU˚

‰ 0). (1.8)

2) Étape de résolution de la pression :

δtpDĂM´1GqδP “ DU˚ avec δP “ P n`1
´ P n et ĂM “ M ` δt νK (1.9)

3) Étape de correction de la vitesse :

Un`1
“ U˚

´ δtĂM´1GδP (1.10)

Pour notre choix de discrétisation, les matrices K et M sont des matrices symétriques
définies positives et donc, par définition de ĂM P RNu ˆRNu (1.9), la matrice ĂM est également
une matrice symétrique définie positive. De plus, la matrice de masse M est diagonale (en
2D) ou diagonalisable avec une approximation appelée condensation de masse [14, Remarque
66.5].

Si les opérateurs de gradient et de divergence sont transposés l’un de l’autre et que le
problème est bien posé, alors la matrice pDĂM´1Gq “ pDĂM´1DT

q P RNpˆRNp est symétrique
définie positive. Le système peut alors être résolu avec l’algorithme (itératif) du gradient
conjugué [15, p.334]. Un bon choix pour la matrice de préconditionnement est l’inverse de la
matrice de masse de la pression Mp P RNp ˆRNp (Cette remarque est justifiée dans l’annexe
C).

Dans notre étude, la matrice M est symétrique définie positive. De plus, elle est diagonale
où diagonalisable c’est-à-dire qu’il existe une matrice unitaire P P RNu ˆ RNu telle que :

M “ P TDMP,

où DM est une matrice diagonale. En particulier, on peut définir :

M1{2 :“ P TD
1{2
M P,

où D
1{2
M est la matrice définie comme une matrice diagonale dont chaque élément est la

racine carrée du terme correspondant de la matrice diagonale DM . On peut alors écrire la
factorisation suivante :

ĂM “ M1{2
pI ` δtνM´1{2KM´1{2

qM1{2.

On notera rK :“ M´1{2KM´1{2. On a donc :

ĂM “ M1{2
pI ` δtν rKqM1{2 et ĂM´1

“ M´1{2
pI ` δtν rKq

´1M´1{2.
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On donne le développement de Taylor de la matrice pI ` δtν rKq
´1 :

pI ` δtν rKq
´1

“ I `

n
ÿ

l“1
p´1q

l
pδtνq

l
rK l

` Op rKn
q,

et donc :
ĂM´1

“ M´1{2
ˆ

I `

n
ÿ

l“1
p´1q

l
pδtνq

l
rK l

` Op rKn
q

˙

M´1{2,

ĂM´1
“ M´1

`

n
ÿ

l“1
p´1q

l
pδtνq

lM´1{2
rK lM´1{2

` OpM´1{2
rKnM´1{2

q.

Posons xMK,l
“ p´1q

l
pδtνq

lM´1{2
ĂK lM´1{2, de tel sorte que :

ĂM´1
“ M´1

`

n
ÿ

l“1

xMK,l
` OpM´1{2

rKnM´1{2
q. (1.11)

Les coefficients des matrices

M “ pMi,jq
NU
i,j“1, K “ pKi,jq

NU
i,j“1,

et
rK “ p rKi,jq

NU
i,j“1, xMK,l

“
`

xMK,l
i,j

˘NU

i,j“1,

sont tels que pour tout pi, jq P t 1, . . . , NUu
2 :

— M
´1{2
i,j “ Oph´d{2

q

— Ki,j “ Ophd´2
q

— rKi,j “ Oph´2
q

— rK l
i,j “ Oph´2l

q

— xMK,l
i,j “ Opδtνh´2l´d

q

— M´1
i,j “ Oph´d

q

Faisons l’hypothèse suivante :

νδth´2
“ Op1q ô δt !

h2

ν
. (1.12)

Cette hypothèse est équivalente à une condition sur le nombre de Fourier [16]

F :“ νδt{h2. (1.13)

Elle est à mettre en parallèle avec la condition de CFL [17] qui est déjà imposée, si le schéma
de temps est explicite [18, p. 84] pour garantir la stabilité du système et s’écrit :

C “ V δt{h, (1.14)

avec V “ max
xPΩ

p}uhpxq}q. Ces deux inégalités imposent une condition sur le pas de temps.
Si F ď C, l’hypothèse (1.12) est automatiquement vérifiée lorsque la condition de CFL est
vérifiée, sinon il est nécessaire de diminuer le pas de temps δt. Il y a alors un choix à faire
entre la qualité d’approximation et le coût de calcul.

Si le schéma est implicite ou semi-implicite et que la convection est explicite, il existe
une autre condition de Fourier [19, Lemma 3.2]. Dans ce cas, il faudra aussi comparer les
deux conditions pour pouvoir déterminer le pas de temps.
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Si l’hypothèse (1.12) est vérifiée, alors :

max
i,j“1,...,Nu

xMK,l
i,j ! max

i,j“1,...,Nu

M´1
i,j ,

Ce qui justifie l’approximation suivante de l’équation (1.11) :
ĂM´1

“ M´1. (1.15)

On peut calculer explicitement la matrice pDM´1DT
q. Le système (1.9), avec ĂM rem-

placée par M peut alors également être résolu avec un algorithme (direct) de Cholesky.
L’approximation (1.15) peut être améliorée si on augmente l’ordre de l’approximation de

Taylor (ie. on tronque la série de Taylor (1.11) à un ordre plus élevé), néanmoins, l’hypothèse
d’approximation (1.12) reste la même. Ce que l’on peut néanmoins observer est que si
νδt “ h3, alors xMK,l

i,j “ Ophl´dq. Les termes de la matrice MK,l ont un ordre qui diminue
avec l ce qui peut donner un ordre de précision de l’approximation faite. Par ailleurs, plus νδt
est petit par rapport à h et moins l’augmentation de l’ordre de l’approximation apportera
en précision. Une possibilité pour avoir une approximation plus précise sera de choisir :

ĂM´1
“ M´1

` δtνM´1{2
rKM´1{2.

1.2.3 Couples éléments finis mixtes vitesse-pression stables

Revenons au problème (1.3), p. 13. Dans notre travail, nous nous intéressons aux discré-
tisations d’ordre 1 pour la vitesse. Nous énumérons ici une liste non-exhaustive de discréti-
sations :

— L’élément fini mixte P1
´ P 0

disc [20, p.80] 6 qui semble être une discrétisation a priori
très naturelle pour avoir une approximation affine par morceaux pour la vitesse n’est
pas stable pour les équations de Stokes (1.2) [21, p. 348]. Considérons le problème
(1.3). La dimension de l’espace P1 est égale à d fois le nombre de sommets du maillage
noté NS, et la dimension de l’espace P 0

disc est égale au nombre de triangles, noté NT .
On a donc : Nu “ dNS et Np “ NT . On rappelle qu’une condition d’inversibilité
de la matrice du système est donnée par l’équation (1.4). Considérons le cas d “ 2,
d’après les relations d’Euler (voir lemme 9), on a :

NT “ 2N i
S ` N b

S ´ 2,

avec N i
S les sommets intérieurs et N b

S les sommets sur le bord. En général, N b
S ě 3

et on a NT ´ 1 ě 2N i
S, donc le critère (1.4) n’est pas respecté.

— Une solution, présentée dans les travaux de Barrenechea [22, 23], est de stabiliser la
discrétisation P1

´ P 0
disc pour obtenir une approximation affine par morceaux stable

des équations de Stokes (1.2). Le problème s’écrit alors :
ˆ

νK BT

B S

˙ ˆ

U
P

˙

“

ˆ

F
Fsh

˙

, (1.16)

où S P RNp ˆ RNp est une matrice inversible et Fsh un second membre relié à la
matrice S et à déterminer.
Il existe plusieurs matrices de stabilisations S construites à partir des formes bili-
néaires suivantes. On utilise les notations définies en section 3.2.1, p. 37. La vitesse
discrète est donnée par uh et la pression discrète par ph. La fonction qh est une
fonction test discrète dans le même espace que qh. On présente ci-dessous quelques
stabilisations possibles de l’élément P1

´ P 0
disc :

6. tel que uh P P1 défini par (3.16), p. 41 et ph P P 0
disc défini par (3.17), p. 41
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a) Stabilisation de moindre carrée issue des méthodes de Galerkin discontinues
[24] :

Spuh, ph, f ; qhq “ ´
ÿ

ℓPIT

h2
Tℓ

ν
pf`∆ uh´grad ph,grad qhqL2pTℓq`

ÿ

fPIi
F

|f |

ν
prphs, rqhsqL2p|Ff |q,

avec rphs et rqhs les sauts de pression discrète et de pression définis par l’équation
(3.18).

b) Stabilisation des sauts de pression [25] :

Spuh, ph, f ; qhq “
ÿ

fP Ii
F

ż

Ff

hµrphsrqhs dσ,

où hµ est un paramètre à fixer.
c) Stabilisation de Brezzi - Pitkäranta [26] :

Spuh, ph, f ; qhq “
ÿ

ℓPIT

hTℓ

ν
pgrad ph,grad qhqL2pTℓq.

d) Stabilisation polynomiale de la pression [27] :

Spuh, ph, f ; qhq “
ÿ

ℓPIT

1
ν

ppI ´ ψqph, pI ´ ψqqhqL2pTℓq,

avec ψ un interpolateur décrit dans [22, Section 6].
e) Stabilisation par pénalisation de la pression [28] :

Spuh, ph, f ; qhq “
ÿ

ℓPIT

pph, qhqL2pTℓq.

On peut voir que ces méthodes sont nombreuses. Néanmoins, elles ajoutent des erreurs
de consistance et un paramètre de stabilisation à déterminer. Une manière de choisir
le paramètre de stabilisation est décrite dans [22].

Une méthode pour stabiliser l’espace P1
´P 0

disc est d’enrichir l’espace d’approximation
des vitesses P1. Ces schémas sont de bonnes alternatives au P1

´ P 0
disc. On présente

ci-dessous certains de ces schémas :

a) Le schéma pP1
` PBeq ´ P 0

disc est aussi appelé mini-élément [29] 7. Ce schéma
consiste à enrichir l’espace des vitesses en ajoutant des degrés de liberté en vi-
tesse associés à des fonctions de base dites "bulles" correspondant au produit des
coordonnées barycentriques de l’élément (3.4).

b) Une méthode similaire est le schéma de Bernardi-Raugel [30] noté P1
` PBf où

l’espace de la vitesse est enrichi avec des fonctions bulles définies sur les faces des
simplexes. Ces degrés correspondent aux produits des coordonnées barycentriques
des faces (3.4). Une version similaire avec une méthode de condensation statique
peut être retrouvée dans [31]

c) Le schéma pP1
` P0

discq ´P 0
disc [32] où l’approximation de la vitesse est enrichie

avec des fonctions constantes par morceaux.

7. tel que uh P pP1 ` PBq défini par (3.6) et ph P P 0
disc défini par (3.17)

17



— Une méthode classique de discrétisation du problème (1.2), sur un maillage de sim-
plexes, est le schéma des éléments finis mixtes de Crouzeix-Raviart non-conformes
d’ordre 1. C’est-à-dire que la vitesse discrète n’est pas dans H1

pΩq. Ce schéma est
présenté pour les équations de Stokes dans [33, Example 4]. On le note dans ce ma-
nuscrit P1

nc ´ P 0
disc. La vitesse discrète uh appartient à l’espace des vecteurs de com-

posantes P 1 non-conformes noté P1
nc (défini par (3.15), p. 41). Le champ de pression

discrète est dans l’espace des fonctions constantes par morceaux (ph P P 0
disc défini par

(3.17), p. 41). Cette méthode permet une résolution sur maillage non-structuré, avec
une approximation affine par morceaux. Rappelons que le schéma P1

nc´P 0
disc permet,

d’avoir une matrice de masse M diagonale en 2D et diagonalisable en 3D, ce qui est
important en pratique pour une discrétisation en temps efficace du problème (1.5). En
effet, pour le schéma P1

nc ´ P 0
disc, la matrice de divergence D est la transposée de la

matrice du gradient G. L’étape de résolution de la pression (1.9) dans le schéma de
projection est donc fait de manière explicite. Nous montrerons ces propriétés dans
le Chapitre 3, p. 36. Néanmoins, comme la composante normale de la vitesse dis-
crète n’est pas continue aux interfaces des éléments, la vitesse discrète n’est pas dans
Hpdiv ; Ωq, ce qui peut causer des problèmes de précision numérique lorsqu’on résout
les équations de Navier-Stokes. Ces problèmes sont dus à l’apparition de vitesses pa-
rasites définies en section 3.4.4, p. 61, dont l’amplitude est d’autant plus grande que
la viscosité est faible.

1.3 Objectifs de la thèse

Pour répondre à ce problème, un schéma a été élaboré au CEA et implémenté dans le
code TrioCFD. Le schéma P1

nc ´ pP 0
disc `P 1

q
8 est une modification du schéma de Crouzeix-

Raviart avec lequel on utilise plus de degrés de liberté en pression. Ce schéma améliore
l’approximation des vitesses à divergence nulle, mais pour obtenir des résultats optimaux
en 3D, il est nécessaire d’ajouter à nouveau des degrés de liberté en pression ce qui rend le
système linéaire plus complexe à résoudre.

Un autre schéma, initialement développé pour les équations de Stokes, consiste à réaliser
une reconstruction discrète de la vitesse dans l’espace Hpdiv 0; Ωq [34]. Il s’agit d’utiliser une
projection de la fonction test du second membre sur un élément conforme dans Hpdiv ; Ωq.
Néanmoins, elle est complexe à mettre en œuvre pour les équations de Navier-Stokes car elle
nécessite de modifier la matrice de masse M de la vitesse ainsi que la matrice de convection
LpUn

q.

Enfin, une dernière méthode consiste à construire une approximation dans Hpdiv 0; Ωq

en effectuant un traitement sur le maillage basé sur une technique de graphe qui consiste à
supprimer certains degrés de liberté en vitesse [35].

Les études précédentes ont permis de proposer des solutions approchant mieux le champ
des vitesses à divergence nulle, mais ces schémas complexifient la résolution algébrique du
problème. Dans les applications industrielles, il faut toujours trouver un compromis entre
le coût de calcul et la précision de la simulation.

Ces problématiques justifient le travail de cette thèse, dont l’objectif sera le suivant :

8. tel que uh P P1 défini par (3.15) et ph P P 0
disc ` P 1 l’espace des pressions discrètes défini par (3.109)
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Objectif :
Élaborer un nouveau schéma numérique pour les équations de Navier-Stokes en 3D, qui
présentera une précision comparable à celle du schéma P1

nc ´ pP 0
disc `P 1

q. Ce schéma sera
construit en utilisant l’élément fini mixte P1

nc´P
0
disc, avec un schéma MPFA pour la discré-

tisation du gradient de pression. Il n’introduira pas de degrés de liberté supplémentaires
et ne modifiera pas les matrices de masse M ou de convection LpUn

q

Cette thèse est une étude approfondie d’un schéma utilisé dans le code TrioCFD dont le
but est d’améliorer l’efficacité en termes de coût de calcul et de robustesse par rapport au
schéma P1

nc ´ P 0
disc ` P 1. Elle s’organise en 5 chapitres dont les objectifs sont les suivants :

1. Le chapitre 2 est une introduction qui présente d’abord les notions mathématiques
utilisées dans le rapport puis qui énonce le contexte physique de cette thèse.

2. Le chapitre 3 présente les différentes discrétisations sur lesquelles s’appuie cette thèse.
Il aborde la problématique, les enjeux et les alternatives existantes ainsi que leurs
limites.

3. L’objectif du chapitre 4 est d’élaborer un schéma permettant de résoudre les équations
de Stokes (1.2), p. 12. Ce schéma vise à générer une meilleure approximation des
vitesses à divergence nulle, sans rajouter de degrés de liberté et sans modifier la
matrice de masse ou le terme de convection. Ce schéma a ensuite été comparé avec
les schémas de discrétisation proposés par les thèses de [5, 6] et l’article de [34].
Pour cela, la première étape est de définir une nouvelle discrétisation du gradient de
pression dans les équations de Stokes. On utilise la discrétisation MPFA symétrique
[36, 37]. En 2D (resp. 3D), la définition du gradient de pression ainsi construit est
unique pour les degrés de liberté associés à un triangle (resp. tétraèdre) qui ne sont
pas en contact avec le bord BΩ. Ce n’est plus le cas pour les degrés de liberté associés
à un triangle (resp. tétraèdre) en contact avec le bord BΩ. On aura alors besoin
d’ajouter des conditions de bords sur la pression ou d’introduire des degrés de liberté
sur le bord ainsi que de nouvelles équations que nous détaillerons dans la section 4.3.
Ensuite, la section 4.4 présentera des travaux ayant pour objectif de montrer la
bonne définition du schéma. D’abord nous expliquerons pourquoi il est difficile de
démontrer la convergence du schéma avec l’analyse de la condition inf-sup (définie
par (3.87), p. 59), et nous proposerons alors une étude alternative, appelée "inf-sup
test" qui consiste à montrer numériquement, pour des maillages donnés, la stabilité
du schéma.
Enfin, dans la section 4.5, on étudiera la robustesse du schéma par rapport à la visco-
sité ainsi que la précision du schéma de pression. Nous comparons les résultats avec
les alternatives existantes. Pour cela, nous avons étudié l’erreur d’approximation des
schémas présentés pour les équations de Stokes avec différentes solutions analytiques
permettant d’illustrer les critères étudiés.

4. L’objectif du chapitre 5 est d’étendre ce schéma aux équations de Navier-Stokes en
3D afin d’établir un schéma avec une pression P 0

disc qui sera plus précis que le schéma
P1
nc´P 0

disc pour des applications où la viscosité est faible. Ce schéma est ensuite testé
numériquement et comparé aux schémas de discrétisations abordés.
Pour cela, on définira un algorithme de résolution, une discrétisation en temps et
un schéma de convection représenté par la matrice LpUq dans (1.5). Ceux-ci sont
indépendant du schéma du gradient de pression. Enfin, on illustrera les propriétés et
les limites du schéma en effectuant plusieurs cas tests connus qui nous permettront de
montrer que l’erreur d’approximation du schéma est bien moins sensible à la viscosité
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ν, que l’approximation du gradient de pression est plus précise et le tout en ayant un
coût de calcul comparable aux autres schémas de discrétisations présentées.

5. L’objectif du chapitre 6 est de proposer une amélioration du schéma de Crouzeix-
Raviart permettant une résolution plus rapide en parallèle.
Pour cela, nous aborderons, dans la section 6.1, une nouvelle technique d’hybrida-
tion qui correspond à une méthode de décomposition de domaine cellule par cellule
permettant une parallélisation massive. Nous illustrerons, dans la section 6.3 le gain
de performance de ces nouvelles approches par rapport au schéma P1

nc ´ P 0
disc.

6. Enfin, nous conclurons sur le travail effectué lors de cette thèse et présenterons les
nouvelles perspectives qu’il a engendré.
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Chapitre 2

Modélisation

Sommaire
2.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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2.1.2 Opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.1.3 Espaces des champs de pression et de vitesse . . . . . . . . . . . . 23

2.2 Modélisation physique et mathématique . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2.1 Écriture des équations de conservation . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.2.2 Équations de Navier-Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2.3 Equations et formulation faible du problème de Stokes . . . . . . . 32

Dans ce chapitre, nous présenterons toutes les notions, définitions, propriétés et travaux
précédant cette thèse. Nous commencerons dans un premier temps par les notations utilisées
dans ce chapitre. Ensuite, nous présenterons la modélisation physique des problèmes étudiés.
Cela nous permettra de définir ensuite les schémas implémentés dans le code TrioCFD. Nous
introduirons alors le problème de la contrainte d’incompressibilité pour les éléments finis
mixtes. Enfin, nous présenterons les travaux sur lesquels s’appuient cette thèse.

2.1 Notations
Dans cette section, nous présenterons les définitions, théorèmes et propriétés que nous

utiliserons au cours de ce chapitre.

2.1.1 Notations relatives au domaine d’étude
On considère le domaine d’étude Ω Ă Rd (définition 1, p. 12). On utilisera les notations

suivantes :
— pe1, e2q “ px,yq (resp. pe1, e2, e3q “ px,y, zq ) la base orthonormale canonique de

R2 (resp. R3).
— px1, x2q “ px, yq (resp. px1, x2, x3q “ px, y, zq) les coordonnées d’un point de R2 (resp.

R3).
— v “ pv1, v2q (resp. v “ pv1, v2, v3q) les composantes d’un champ de vecteur en 2D

(resp. 3D).

— v ¨ w “

d
ÿ

i“1
viwi P R le produit scalaire entre v,w.

— n|BΩ le vecteur unitaire sortant à BΩ.
— vn “ v ¨ n|BΩ la composante normale sortante à BΩ.
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2.1.2 Opérateurs
On dénote :
— t : la variable temporelle.
— Btp.q “

Bp.q

Bt
la dérivée partielle par rapport au temps.

— Bip.q “
Bp.q

Bxi
la dérivée partielle par rapport à la direction ei, i “ 1, . . . , d.

— B
2
i p.q “

B2p.q

B2xi
la dérivée partielle seconde par rapport à la direction ei, i “ 1, . . . , d.

— B
2
i,jp.q “

B2p.q

BxiBxj
la dérivée partielle seconde par rapport à la direction ei et ej,

pj, iq P t1, . . . , du
2.

— grad v “ pB1v, B2vq
T pour d “ 2 et grad v “ pB1v, B2v, B3vq

T pour d “ 3, le gradient
de v.

— Bnv|BΩ “ grad v ¨ n|BΩ : la dérivée normale de v sur BΩ.

— rot v “

¨

˝

B2v3 ´ B3v2
B3v1 ´ B1v3
B1v2 ´ B2v1

˛

‚ le rotationnel de v pour d “ 3.

— ∆v “

d
ÿ

i“1
B

2
i v le laplacien de v.

— ∆ v “

d
ÿ

j“1

d
ÿ

i“1
B

2
i vjej le laplacien de v.

— div v “

d
ÿ

i“1
Bivi la divergence de v.

— On donne la relation suivante :

∆ v “ grad div pvq ´ rot rot pvq.

— Soit T un tenseur 1 de dimension d ˆ d, on notera

Div pT q :“
d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1
BjTi,jei.

En 2D, cela s’écrit :

T “

ˆ

T1,1 T1,2
T2,1 T2,2

˙

Div pT q “

ˆ

B1T1,1 ` B2T1,2
B1T2,1 ` B2T2,2

˙

,

et en 3D :

T “

¨

˝

T1,1 T1,2 T1,3
T2,1 T2,2 T2,3
T3,1 T3,2 T3,3

˛

‚ Div pT q “

¨

˝

B1T1,1 ` B2T1,2 ` B3T1,3
B1T2,1 ` B2T2,2 ` B3T2,3
B1T3,1 ` B2T3,2 ` B3T3,3

˛

‚

— Grad v “ pBjviq
d
i,j“1 le gradient matriciel de v :

Grad v “

ˆ

B1v1 B2v1
B1v2 B2v2

˙

en 2D, Grad v “

¨

˝

B1v1 B2v1 B3v1
B1v2 B2v2 B3v2
B1v3 B2v3 B3v3

˛

‚ en 3D

1. Dans ce manuscrit, pour simplifier les notations, nous définissons les tenseurs d’ordre 2, de taille d ˆ d
comme des matrices de dimension d ˆ d
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— Soient T, T 1 deux tenseurs de dimension d ˆ d. On dénotera le produit doublement
contractant l’opérateur : qui à deux matrices associe le scalaire suivant :

T : T 1 :“
d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1
Ti,jT

1
i,j.

A l’instar de [9, Def A.2.3, p. 510], on choisit cette convention pour pouvoir définir
un produit scalaire plutôt que la convention :

T : T 1 :“
d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1
Ti,jT

1
j,i.

En particulier, on a :

Grad v : Grad w :“
d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1
BivjBiwj.

— Bnv :“ Grad v : n|BΩ la dérivée normale de v sur la frontière BΩ.
— Soient pw,vq P Rd

ˆRd, on définit le produit tensoriel de deux vecteur l’opération b

tel que w b v est un tenseur de dimension d ˆ d et tel que

pw b vqi,j “ wivj, @pi, jq P t1, . . . , du
2 (2.1)

2.1.3 Espaces des champs de pression et de vitesse
Dans cette partie, nous présentons les différents espaces utilisés. De manière générale,

les espaces vectoriels seront présentés en gras alors que les espaces scalaires sont en lettres
capitales italiques. Si ApΩq désigne un espace de scalaire, on dénotera ApΩq “ pApΩqq

d

l’espace vectoriel dont les composantes scalaires des vecteurs deApΩq appartiennent à ApΩq.
On notera aussi dx :“ dW la mesure d’un ouvert W Ă Ω et dσ celle de sa frontière BW .

On introduit les espaces suivants :
— On note l’espace C8

pΩq des fonctions infiniment différentiable, à support compact
dans Ω. On note C8

pΩq :“
`

C8
pΩq

˘d

— On note Ω l’adhérence de Ω. Alors C8
pΩq est l’espace des restrictions sur Ω des

fonctions infiniment différentiable, à support compact dans Rd.
— L2

pΩq “

"

v mesurable sur Ω :
ż

Ω
v2 dx ă 8

*

, }v}
2
L2pΩq :“

ż

Ω
v2 dx,

— LppΩq “

"

v mesurable sur Ω :
ż

Ω
vp dx ă 8

*

, }v}
p
LppΩq

:“
ż

Ω
vp dx,

— L8
pΩq “

"

f mesurable sur Ω : ess sup
xPΩ

|fpxq| ă 8

*

, }f}L8pΩq :“ ess sup
xPΩ

|fpxq|

avec ess sup
xPΩ

|fpxq| l’essentiel supérieur de |fpxq| sur Ω.

— L2
pΩq “ pL2

pΩqq
d, }v}

2
L2pΩq :“

d
ÿ

i“1
}vi}

2
L2pΩq,

— L2
pΩq “ rL2

pΩqs
dˆd, }T }

2
L2pΩq :“

d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1
}Ti,j}

2
L2pΩq,

— L2
0pΩq “

"

v P L2
pΩq,

ż

Ω
v dx “ 0

*

,

— H1
pΩq “ tv P L2

pΩq; grad v P L2
pΩqu, }v}

2
H1pΩq “ }v}

2
L2pΩq ` }grad v}

2
L2pΩq,

— H2
pΩq “ tv P H1

pΩq; grad v P H1
pΩqu, }v}H2pΩq :“ p}v}

2
L2pΩq ` }grad v}

2
H1pΩqq

1{2,
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— H1
0 pΩq “ tv P H1

pΩq; v|BΩ “ 0u, }v}H1
0 pΩq “ }grad v}L2pΩq.

Grâce à l’inégalité de Poincaré-Steklov (2.2), dans H1
0 pΩq la semi-norme est équiva-

lente à la norme du graphe 2.
— H1

pΩq “ H1
pΩq

d, }v}
2
H1pΩq “ }v}

2
L2pΩq ` }Grad v}

2
L2pΩq,

— H2
pΩq “ H2

pΩq
d, }v}

2
H2pΩq “ }v}

2
L2pΩq `

d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1
}pGrad vqi,j}

2
H1pΩq,

et la semi-norme |v|H2pΩq “

˜

}grad v}
2
L2pΩq `

d
ÿ

α“1
}B

2
αpvq}

2
L2pΩq

¸1{2

,

— Hpdiv ,Ωq “ tv P L2
pΩq; div v P L2

pΩqu, }v}
2
Hpdiv ,Ωq “ }v}

2
L2pΩq ` }div v}

2
L2pΩq,

— Hpdiv 0,Ωq “ tv P Hpdiv ,Ωq; div v “ 0u,
On remarque en particulier que @v P Hpdiv 0,Ωq, }v}

2
Hpdiv ,Ωq “ }v}

2
L2pΩq.

Pour pv,wq P pH1
pΩqq

2, on a :

pGrad v,Grad wqL2pΩq “ pv,wqH1
0pΩq “

d
ÿ

i“1
pvi, wiqH1

0 pΩq,

et
}v}H1

0pΩq “ }Grad v}L2pΩq.

Soit une forme bilinéaire ap¨, ¨q définie sur X ˆ Y . Alors la norme de ap¨, ¨q est définie
par :

}a} :“ sup
xPX, yPY

|apx, yq|

}x}X}y}Y

On rappelle l’inégalité de Poincaré-Steklov [38, Lemme 3.24] :

Théorème 1. Inégalité de Poincaré-Steklov 3

Il existe une constante CPS tel que pour tout v P H1
0 pΩq :

}v}L2pΩq ď CPS}v}H1
0 pΩq, (2.2)

Définition 3. Soit H, un espace de Hilbert, on désigne H 1 le dual de H, i.e. l’ensemble des
formes linéaires sur H. On note le produit scalaire de dualité xv1, vHy. La norme duale sur
H 1 est définie par :

}v1
}H 1 “ sup

vPH
xv1, vyH

On notera H´1
pΩq le dual de H1

0 pΩq et H´1{2
pBΩq le dual de H1{2

pBΩq.

Espace des traces et théorème de la trace

Dans ce qui suit, on rappelle les espaces des traces et les théorèmes de la trace ([39, p.
9]).

— L2
pBΩq “

"

v mesurable sur BΩ :
ż

BΩ
v2 dσ ă 8

*

, }v}
2
L2pBΩq “

ż

BΩ
v2 dσ.

— H1{2
pBΩq “ tv P L2

pBΩq :
ż

BΩ

ż

BΩ

pvpxq ´ vpyqq2

}x ´ y}d
dσpxq dσpyq ă 8u.

— L2
pBΩq :“ pL2

pBΩqq
d.

— H1{2
pBΩq :“ pH1{2

pBΩqq
d.

On écrit les théorèmes de trace [40, Théorème 1.2] et [20, Prop 2.24].

2. norme de H1pΩq

3. aussi connue sous le nom "d’inégalité de Poincaré"
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Théorème 2. (Premier théorème de trace)
L’opérateur v ÞÑ γ0pvq défini par

γ0 :
"

C8
pΩq Ñ H1{2

pBΩq

v ÞÑ γ0pvq “ vBΩ
(2.3)

se prolonge par continuité en une application linéaire continue, encore notée γ0, de H1
pΩq

dans H1{2
pBΩq.

Théorème 3. (Second théorème de trace) On définit l’application trace normale :

γn :
"

C8
pΩq Ñ H´1{2

pBΩq

v ÞÑ γnpvq “ pv ¨ nqBΩ
(2.4)

où n|BΩ est la normale sortante à BΩ. L’application trace normale se prolonge par continuité
en une application linéaire continue, encore notée γn ; de Hpdiv ,Ωq dans H´1{2

pBΩq.

Nous rappelons les formules d’intégrations par parties communément appelées "formules
de Green" [39, Lemme 1.4, p.10] et [39, Corollaire 2.6, p.28].

Théorème 4. Formules de Green :

1) D’après le théorème 3, on a :

@pq, vq P Hpdiv ; Ωq ˆ H1
pΩq,

ż

Ω
div pqqv dx `

ż

Ω
q ¨ grad v dx “ xq ¨ n, vyH1{2pBΩq. (2.5)

2) D’après [41], on a : Ψ :“ tz P H1
pΩq | ∆ z P L2

pΩqu Ă H3{2
pΩq, et on a les formules

d’intégration par parties suivantes :

@pw, vq P Ψ ˆ H1
pΩq, pgradw,grad vqL2pΩq “ ´

ż

Ω
∆w.v dx ` xBnw, vyH1{2pBΩq. (2.6)

@pw,vq P Ψ ˆ H1
pΩq pGrad v,Grad wqL2pΩq “ ´

ż

Ω
∆ w ¨ v dx ` xBnw,vyH1{2pBΩq. (2.7)

avec Ψ :“ pΨq
d

2.2 Modélisation physique et mathématique
On considère un domaine Ω (voir la définition 1, p. 12). Dans cette section, nous nous

appuyons sur l’ouvrage de Boyer et Fabrie [9].
Nous commençons notre introduction avec une hypothèse :

Hypothèse 1. Le domaine Ω Ă R3 est un milieu continu. C’est-à-dire qu’il peut être décrit
par des grandeurs macroscopiques.

Définition 4. On dit que la description du milieu continu est valide, s’il existe une fonction
positive pt,Xq ÞÑ ρpt,Xq tel que la masse Mt contenue dans tout volume de fluide Ω au temps
t peut être écrite :

Mt “

ż

Ω
ρpt,Xq dX

La fonction ρ est appelée le champ de masse volumique du fluide étudié
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On considère un fluide incompressible [9, Définition I.6.1], c’est-à-dire que la masse vo-
lumique ρ est constante, et on note u “ puiq1ďiďd la vitesse du fluide et P sa pression. La
viscosité dynamique du fluide est notée µ. La viscosité cinématique, définie par le rapport
des deux, est donnée par ν “ µ{ρ. On renvoie pour une description complète à [9, p.32] et
[39, p.79]. Nous donnons ci-dessous, dans la figure 2.1, un tableau récapitulatif des variables
utilisées pour définir les équations de Navier-Stokes.

Notation Nom Unité
u Vitesse m.s´1

P Pression thermodynamique bars (kg.m´1.s´2 )
p :“ P {ρ Pression cinématique m2.s´2

ρ Masse volumique kg.m´3

µ Viscosité dynamique Pl (kg.m´1.s´1)
ν Viscosité cinématique m2.s´1

f Source volumique kg.m´2.s´2

Σ Tenseur des contraintes kg.m´1.s´2

D Tenseur des taux de déformations s´1

Tableau 2.1 – Tableau des variables utilisées pour les équations de Navier-Stokes

Il y a deux manières canoniques pour décrire un fluide :
— Les coordonnées Eulériennes correspondent à des coordonnées vu d’un référentiel fixe

associé à l’expérience.
— Les coordonnées Lagrangiennes sont attachées à une particule de fluide (ou un volume

de fluide) et suivent son mouvement.
Pour illustrer cela, considérons un volume de fluide ω0 P Ω. On peut alors définir une

famille d’applications bijectives telles que, pour tout t, ωt :“ φpt, ω0q :“ φtpω0q contienne
au temps t exactement les mêmes particules que celles qui étaient présentes dans ω0 au
temps initial noté t0.

Définition 5. On appelle élément de fluide la famille pωtqt indexé par le temps t. Dans le
cas où ω0 est réduit à un singleton ω0 “ tx0u, on appellera la famille une particule de fluide.

Par conséquence, si on prend ω0 “ tx0u, alors φt décrit la position de la particule par
rapport à un référentiel fixe, au temps t.

On peut alors définir :

φt0pω0q “ φpt0, ω0q “ ω0 “ tx0u, (2.8)

et donc
Xpt, t0,x0q :“ φtpφ

´1
t0 px0qq (2.9)

qui est la position au temps t de la particule de fluide qui avait comme position initiale x0
au temps t0. On appelle X la trajectoire. Connaître X à tout temps et pour tout x0 nous
donne toutes les informations sur les particules de Ω, mais généralement, il est préférable
de travailler avec des grandeurs macroscopiques. On définit le champ de vitesse du fluide :

upt,xq “

ˆ

BXps, t,xq

Bs

˙

(2.10)

ce qui s’écrit de manière équivalente :

upt,φtpx0qq “

ˆ

Bφspx0q

Bs

˙

|s“t

(2.11)
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Les coordonnées pt,Xq sont les coordonnées Eulériennes du système. Pour travailler en
coordonnée Eulériennes, il faut fixer une position X et écrire les équations de conservation
sur ce point.

Considérons fpt,Xq une quantité relative au fluide (masse volumique, température ...)
et calculons la dérivée temporelle de f associée à une particule de fluide :

d

dt
pfpt,Xpt, t0,x0qqq “

Bf

Bt
pt,Xpt, t0, x0qq `

BX
Bt

pt, t0, x0q ¨ grad fpt,Xpt, t0, x0qq

“
Bf

Bt
pt,Xpt, t0, x0qq ` upt,Xpt, t0, x0qq ¨ grad fpt,Xpt, t0, x0qq.

(2.12)
La dérivée Eulérienne est donc définie par la relation suivante :

df

dt
“

Bf

Bt
` u ¨ grad f. (2.13)

Nous rappelons le théorème suivant :

Théorème 5. (Formule de Stokes)
Si Ω est tel que décrit par la définition 1. Pour tout ψ P pC1

c pRd
qq une fonction C1 à

support compact, alors on a :
ż

Ω
divψ dx “

ż

BΩ
pψq ¨ n|BΩ dσ (2.14)

où n|BΩ est la normale sortante à BΩ.

Démonstration. Ce théorème est une conséquence de la formule de green (2.5). Il suffit
d’appliquer la formule de Green avec q “ ψ et v “ 1.

En suivant la démarche de [9], nous supposons que φ est un difféomorphisme de classe
C1 (c’est-à-dire une fonction continue et dont les dérivées partielles sont aussi continues).

Nous rappelons le théorème suivant [9, Théorème I.2.1] :

Théorème 6. (Le théorème du transport)
Pour tout f fonction de classe C1 par rapport aux variables pt,Xq P R ˆ R3, on a :

d

dt

ż

ωt

fpt,Xq dX “

ż

ωt

`Bf

Bt
` div pfuq

˘

dX

Pour tout t, où u est un champ de vecteur dans R3 défini par (2.10)

Remarque 1. Nous ne donnons pas la preuve de ce théorème, néanmoins, il nous semble
qu’il est nécessaire d’expliquer l’origine de cette égalité. Considérons le changement de va-
riable X “ φpt,xq auquel on associe le jacobien BJ (tel que BJpt,xq :“ Grad pφqpt,xq) et
son déterminant J :“ detpBJq. On admet que |J | “ |detpBJq| est différentiable, que J n’est
jamais nul comme cela est démontré dans [9] et que :

B|J |

Bt
“ sgnpJq

BJ

Bt
“ sgnpJqpdiv puqqpt,φpt,xqqJ “ div puqpt,φpt, xqq|J |

Avec un changement de variable X “ φpt,xq, et en appliquant la théorie de dérivation sous
l’intégrale, nous obtenons :

d

dt

ż

ωt

fpt,Xq dX “
d

dt

ż

ω0

fpt,φpt,xqq|Jpt,xq| dx

“

ż

ω0

B

Bt

`

fpt,φpt,xqq|Jpt,xq|
˘

dx
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Or :

B

Bt

`

fpt,φpt,xqq|Jpt, xq|
˘

“
Bf

Bt
pt,φq|J | `

`Bφ

Bt

˘

¨ grad pfq|J | ` fpt,φq
B

Bt
|J |

“

ˆ

Bf

Bt
pt,φq ` u ¨ grad pfq ` fpt,φqpdiv uqpt,φpt,xqq

˙

|J |

Ainsi, avec le changement de variable inverse φpt,xq “ X, nous obtenons :

d

dt

ż

ωt

fpt,Xq dX “

ż

ωt

ˆ

Bf

Bt
` u ¨ grad pfq ` fdiv puq

˙

dX

“

ż

ωt

ˆ

Bf

Bt
` div pfuq

˙

dX

2.2.1 Écriture des équations de conservation
On peut maintenant écrire l’équation de conservation de la masse sur les éléments

pωtqtět0 . En utilisant la notion de masse volumique de la définition 4, p. 25, on écrit l’équation
de conservation de la masse :

d

dt

ż

ωt

ρ dX “ 0, (2.15)

et en appliquant le théorème du transport (théorème 6), on obtient :
ż

ωt

`Bρ

Bt
` div pρuq

˘

dX “ 0, @t ą t0. (2.16)

Si on suppose que ρ et v dont des fonctions régulières, on obtient alors l’équation de conser-
vation de la masse :

Bρ

Bt
` div pρuq “ 0. (2.17)

De plus, pour un fluide incompressible, et en supposant ρ constant dans l’espace, l’équation
s’écrit :

div puq “ 0 . (2.18)

Par simplification, par la suite, nous considérerons toujours ρ constant.

On applique la seconde loi de Newton (ou principe fondamental de la dynamique) pour
décrire l’évolution de la quantité de mouvement pour un élément de fluide.

La quantité de mouvement de l’élément de fluide pωtqtąt0 vaut :
ż

ωt

ρu dX.

La deuxième loi de Newton stipule que le taux de variation de la quantité de mouvement
est égal à la somme des forces externes appliquées à cet élément de fluide. Ces forces sont
de deux types :

— Les forces volumiques
ż

ωt

ρf dX

En général, f “ pfiq
d
i“1 modélise seulement la gravité.
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— Les force de contacts :
ż

Bωt

Σ ¨ n|Bωt dσ

Ces forces sont exercées sur ωt par le reste du fluide. On les appelle les forces de
contraintes. On suppose aussi que si ρ et u appartiennent respectivement aux en-
sembles des fonctions de classe C1 et C0 par rapport aux variables pt,Xq P R ˆ R3,
alors la fonction pt,xq ÞÑ Σpt,xq ¨ a est continue pour n’importe quel vecteur a P Rd

[9, Théorème I.3.1]. Le tenseur Σ est le tenseur des contraintes défini, pour un fluide
incompressible, par :

Σ “ ´P I ` T (2.19)

où P est défini comme la pression thermodynamique du fluide, I est le tenseur identité
d’ordre 2 de taille d ˆ d et T dépend des caractéristiques du fluide. On renvoie à [9,
Section 3.2] pour plus de détails. Dans le cas d’un fluide Newtonien :

T “ 2µD ` λdiv puqI,

avec µ la viscosité dynamique, λ la seconde viscosité (ou viscosité) de volume et D
le tenseur des taux de déformations tel que :

D “
1
2
`

Grad u ` pGrad uq
T
˘

, (2.20)

et donc, pour un fluide incompressible :

Σ “ ´P I ` µ
`

Grad u ` pGrad uq
T
˘

. (2.21)

On obtient donc en appliquant le principe fondamental de la dynamique :

d

dt

ż

ωt

ρu dX “

ż

ωt

ρf dX `

ż

Bωt

Σ ¨ n|Bωt dσ. (2.22)

On peut intégrer par partie le terme
ż

Bωt

Σ ¨ nBωt dσ avec la formule (2.14) du théorème 5
ż

Bωt

Σ : n|Bωt dpσq “

ż

ωt

Div pΣq dX.

Pour détailler le terme de quantité mouvement, on applique le théorème du transport (théo-
rème 6, p. 27 ) avec f “ ρui et i P t1, . . . , du

On a alors l’égalité suivante :

d

dt

ż

ωt

ρui dX “

ż

ωt

`Bρui
Bt

` div pρuiuq
˘

dX

Or, nous avons :

div pρuiuq “

d
ÿ

j“1
ρ

Bpuiujq

Bxj
,

“

d
ÿ

j“1
ρ

Bpu b uqi,j

Bxj
,

avec b le produit tensoriel défini par (2.1).

Donc en appliquant le théorème du transport pour toutes les composantes scalaires
pui, i P t1, . . . , duq de u, nous obtenons :
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d

dt

ż

ωt

ρui dX “

d
ÿ

i“1

ˆ
ż

ωt

`Bρui
Bt

`

d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1
ρ

Bpu b uqi,j

Bxj

˙

.ei dX

Ce qui donne finalement :

d

dt

ż

ωt

ρu dX “

ż

ωt

`Bρu
Bt

` Div pρu b uq
˘

dX.

La conservation de quantité de mouvement s’écrit :
ż

ωt

`Bρu
Bt

` Div pρu b uq
˘

dX “

ż

ωt

pρf ` Div pΣqq dX.

Dans le cas d’un fluide newtonien et incompressible, on écrira (voir (2.21)) :
ż

ωt

Bρu
Bt

` Div pρu b uq dX “

ż

ωt

ρf ` Div p´P I ` µ
`

Grad u ` pGrad uq
T
˘

q dX (2.23)

Nous pouvons simplifier la formulation (2.23), en utilisant l’hypothèse que le fluide est
incompressible :

On rappelle que D est le tenseur des déformation défini par (2.20). On peut écrire, pour
un fluide incompressible, pour i P t1, . . . , du :

d
ÿ

j“1

BDi,j

Bxj
“

1
2

n
ÿ

j“1

B2ui
B2xj

`
B2uj

BxiBxj
“

1
2

n
ÿ

j“1

B2ui
B2xj

“
1
2∆ui

Ici le terme
n
ÿ

j“1

B2uj
BxiBxj

est nul car le fluide est à divergence nulle.

Pour résumer, nous avons montré que pour un fluide incompressible :

Div pGrad u ` pGrad uq
T

q “ ∆ u (2.24)

De plus,

Div pρu b uq “ ρ
d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1

Bpuiujq

Bxj
ei

“ ρ
d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1

Bpuiquj ` uiBpujq

Bxj
ei.

Or comme le fluide est à divergence nulle, nous avons l’égalité suivante :

d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1
ui

Bpujq

Bxj
ei “ 0,

et donc :

Div pρu b uq “ ρ
d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1
uj

Bpuiq

Bxj
ei,

“ ρ
d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1
uj

Bpuq

Bxj
.

Ce qui nous donne finalement :

Div pρu b uq “ ρpu ¨ grad qpuq. (2.25)
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De plus, avec un calcul explicite :

Div pP Iq “ gradP. (2.26)

Finalement, en utilisant (2.24), (2.25), (2.26) et la formulation (2.23), nous obtenons l’équa-
tion qui résulte du principe fondamentale de la dynamique pour un fluide Newtonien et
incompressible :

ρ

ż

ωt

ˆ

Bu
Bt

` pu ¨ Grad qu
˙

dX “

ż

ωt

pρf ´ gradP ` µ∆ uq dX. (2.27)

Ce qui donne sous forme locale l’équation de conservation de la quantité de mouvement
pour un fluide incompressible :

ρ
`Bu

Bt
` pu ¨ Grad qu

˘

´ gradP ` µ∆ u “ ρf @x P Ω (2.28)

2.2.2 Équations de Navier-Stokes
Les équations de Navier-Stokes en incompressible s’obtiennent en écrivant la conservation

de la masse (2.18) et la conservation de la quantité de mouvement (2.28). Elles s’écrivent :
$

&

%

ρp
Bu
Bt

` pu ¨ grad quq ´ µ∆u ` gradP “ ρf pour px, tq P Ω ˆ R`

div u “ 0 pour px, tq P Ω ˆ R`

(2.29)

On obtient un problème similaire en adimensionnant les équations (2.29). On considère L
une longueur caractéristique, U la vitesse caractéristique et T “

L

U
le temps caractéristique

et on note :
rx “

x

L
, rt “

t

T

Alors on obtient, en reprenant les équations (2.29) et avec Čgrad “ grad
rx, Ądiv “ div

rx et
Ă∆ “ ∆

rx.

ρ
` 1
T

Bu
Brt

prx,rtq ` p
1
L

u.Čgrad quprx,rtq
˘

´
µ

L2
r∆uprx,rtq `

1
L
Čgrad pprxq “ ρfprx,rtq dans Ω ˆ R`

1
L
Ądiv uprx,rtq “ 0 dans Ω ˆ R`

On multiplie la première équation par L

ρU2 , et on introduit la viscosité cinématique ν :“ µ{ρ :

1
U

Bu
Brt

prx,rtq ` p
1
U2 u.Čgrad quprx,rtq ´

ν

LU2
r∆uprx,rtq `

1
U2

Čgrad pprxq “
L

ρU2 fprx,rtq dans Ω ˆ R`

div uprx,rtq “ 0 dans Ω ˆ R`

Si on note :

ruprx,rtq “
upx, tq
U

, rpprx, tq “
ppx, tq
ρU2 , rf “

L

U2 f , Re “
LU

ν
(2.30)

On obtient, en remplaçant u, p, f par ru, rp, rf :
$

&

%

Bru
Brt

` pru.Čgrad qru ´
1
Re

r∆ru ` Čgrad rp “ rf dans Ω ˆ R`

Ądiv ru “ 0 dans Ω ˆ R`

(2.31)
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Le nombre de Reynolds Re représente le rapport entre les forces d’inerties et les forces
visqueuses. Il caractérise l’écoulement du fluide. Plus celui-ci est faible, plus le fluide est
visqueux et donc moins le terme convectif a d’importance dans les solutions. On parle alors
de régime de Stokes ou régime laminaire. A contrario, si le nombre de Reynolds est fort, on
caractérisera le régime de turbulent (dépendant de la valeur du nombre de Reynolds).

Finalement, on réécrira les équations de Navier-Stokes sous la forme classique suivante :
"

Btu ´ ν ∆ u ` pu ¨ grad qu ` grad p “ f ,
div u “ 0 (2.32)

Le nombre de Reynolds est alors assimilé à l’inverse de la viscosité.
Pour obtenir (2.32), on peut simplement diviser (2.28) par la masse volumique ρ, les

équations de bilan se réécrivent sous la forme classique des équations de Navier-Stokes
incompressibles, en notant p “ P {ρ.

Pour que le problème soit bien posé, il faut compléter ce système avec des conditions
initiales et des conditions aux limites. De nombreuses conditions existent, dont certaines
sont illustrées ci dessous :

— Imposer la vitesse sur le bord ainsi que la moyenne de la pression :
$

&

%

u “ 0 sur BΩ ˆ r0; `8r
ż

Ω
pdx “ 0 sur r0; `8r

— Imposer une condition de traction nulle : Si on note le tenseur des contraintes Σ
défini par (2.21), p. 29

␣

Σ ¨ n|BΩ “ 0 sur BΩ ˆ r0; `8r

— Imposer la vitesse tangentielle et une condition mixte sur la pression et la vitesse
[42]. En 3D cela s’écrit :

#

pu ˆ n|BΩq ˆ n|BΩ “ 0 sur BΩ ˆ r0; `8r

p `
ρ

2 |u|
2

“ 0 sur BΩ ˆ r0; `8r

— Imposer la vitesse normale et le rotationnel de u (condition de Hodge) [43, 44]. En
3D, cela s’écrit :

"

u ¨ n|BΩ “ 0 sur BΩ ˆ r0; `8r

rot puq ˆ n|BΩ “ 0 sur BΩ ˆ r0; `8r

2.2.3 Equations et formulation faible du problème de Stokes
Pour un nombre de Reynolds faible, les forces visqueuses prédominent sur les forces

inertielles, et le terme de convection peut être négligé. On obtient alors les équations de
Stokes instationnaires [9, Chap. IV, 5.3] :

$

&

%

Bu
Bt

´ ν∆u ` grad p “ f dans Ω

div u “ 0 dans Ω
(2.33)

Si de plus, l’écoulement est stationnaire, on peut alors écrire les équations de Stokes 4 :

4. On ne précisera pas que les équations soit données en stationnaire. A contrario, on parlera des équations
de Stokes instationnaire si on considère les équations (2.33).
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#

´ν∆u ` grad p “ f dans Ω
div u “ 0 dans Ω

(2.34)

Ces équations correspondent aux équations de Navier-Stokes stationnaires lorsque la dérivée
totale en temps est nulle.

Dans ce qui suit, on considère les équations de Stokes avec des conditions au bord de
Dirichlet homogène pour la vitesse. La formulation variationnelle des équations de Stokes,
s’obtient en multipliant par une fonction test v P H1

0pΩq la première équation et par une
fonction test q P L2

0pΩq la seconde, puis en intégrant par parties. On obtient alors :

Problème: 1. Trouver pu, pq P H1
0pΩq ˆ L2

0pΩq tels que
"

apu,vq ` bpv, pq “ xf ,vyH1
0pΩq @v P H1

0pΩq

bpu, qq “ 0 @q P L2
0pΩq

(2.35)

avec f P H´1
pΩq, ap¨, ¨q et bp¨, ¨q les formes bilinéaires telles que :

$

&

%

a : H1
0pΩq ˆ H1

0pΩq Ñ R

apu,vq “ ν

ż

Ω
Grad u : Grad v dx

(2.36)

$

&

%

b : H1
0pΩq ˆ L2

0pΩq Ñ R

bpu, qq “ ´pdiv v, qqL2pΩq :“ ´

ż

Ω
div vq dx

(2.37)

On peut aussi ré-écrire le problème sous une forme plus condensée :

Problème: 2. Trouver pu, pq P V ˆ L2
0pΩq tels que

apu,vq ` bpv, pq ` bpu, qq “ xf ,vyH1
0pΩq @v P H1

0pΩq, @q P L2
0pΩq (2.38)

on notera l’espace :
V :“ tv P H1

0pΩq | bpv, qq “ 0, @q P L2
0pΩqu (2.39)

Remarque 2. On remarque que trouver la vitesse u du problème (2.38) est équivalent à
résoudre la vitesse u1 du problème suivant :

Problème: 3. Trouver pu1, pq P V ˆ L2
0pΩq tels que

apu1,v1
q “ xf ,v1

yH1
0pΩq @v1

P V (2.40)

Démonstration. En effet, si on considère u dans (2.38) en supposant l’unicité de u qui sera
démontrée par le théorème 7, p. 34, alors on peut écrire :

@v1
P V, apu,v1

q “ xf ,v1
yH1

0pΩq

Or le problème (2.40) est bien posé. Cela se montre en utilisant le théorème 20, p. 172 de
Lax Milgram. Les vitesses sont donc bien unique pour les deux problèmes et en particulier :
u1

“ u.

On rappelle la proposition suivante [39, Corollaire 2.4, p.24] :
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Proposition 1. L’opérateur div est un isomorphisme de VK dans L2
0pΩq, où VK est l’or-

thogonal de V dans H1
0pΩq :

H1
0pΩq “ V ‘ VK

Il existe une constante Cdiv positive tel que pour tout q P L2
0pΩq, il existe un unique vq P VK

tel que :
div vq “ q,

}vq}H1
0pΩq ď Cdiv }div vq}L2pΩq “ Cdiv }q}L2pΩq. (2.41)

Remarque 3. Soit u P H1
0pΩq, alors en utilisant une intégration par parties [45], nous

obtenons :
`

rot u, rot u
˘

L2pΩq
´ xrot prot puqq,uyH1

0pΩq “ 0.

On applique la formule d’intégration par parties (2.5), p. 25 avec q “ u, v “ div u :
`

div u, div u
˘

L2pΩq
` xgrad pdiv puqq,uyH1

0pΩq “ 0.

En additionnant ces deux équations, il vient :
`

rot u, rot u
˘

L2pΩq
`
`

div u, div u
˘

L2pΩq
“ x∆ u,uyH1

0pΩq

et en intégrant par parties :

}u}
2
H1

0pΩq “ }div puq}
2
L2pΩq ` }rot puq}

2
L2pΩq

Et donc en particulier, la constante Cdiv de l’équation (2.41) est supérieure à 1.

Avec ces deux résultats, on peut rappeler le théorème suivant [33, Théorème 1] :

Théorème 7. Le problème de Stokes (2.35) est bien posé : il existe une solution pu, pq

unique qui dépend continûment de la donnée :

}u}H1
0pΩq ď ν´1

}f}H´1pΩq,

}p}L2pΩq ď Cdiv }f}H´1pΩq.
(2.42)

Démonstration. On applique le théorème 23, p. 174 avec X “ H1
0pΩq et M “ L2

0pΩq. La
forme bilinéaire ap¨, ¨q correspond à ν fois le produit scalaire dans H1

0pΩq, elle est donc
coercive et continue.

Il reste à montrer que la forme bilinéaire bp¨, ¨q est continue et satisfait la condition
inf-sup.

Montrons d’abord que la forme bilinéaire bp¨, ¨q est continue. En utilisant une inégalité
de Cauchy-Schwarz on obtient :

bpv, qq “

ż

Ω
q div vdx ď }q}L2pΩq}div v }L2pΩq ď d}q}L2pΩq}v}H1

0pΩq

Pour montrer la condition inf-sup, on utilise la proposition 1. Considérons q P L2
0pΩq, en

utilisant la proposition 1, on sait qu’il existe un unique vq P VK tel que div vq “ q. Alors
en prenant v “ vq, on obtient :

|bpvq, qq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
q div vq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
q2 dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ }q}2
L2pΩq
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Or, en utilisant l’inégalité (2.41) de la proposition 1, nous obtenons

}q}L2pΩq ě
1

Cdiv
}vq}H1

0pΩq (2.43)

On retrouve donc que @q P L2
0pΩq, il existe vq tel que :

|bpvq, qq| “ }q}2
L2pΩq ě

1
Cdiv

}q}L2pΩq}v}H1
0pΩq (2.44)

La forme bilinéaire bp¨, ¨q vérifie bien la condition inf-sup. Donc d’après le théorème 23, il
existe un unique couple pu, pq, qui résout le problème de Stokes (2.35) pour f P H´1

pΩq.
Maintenant, nous montrons la dépendance continue aux données : (2.42) :
D’après la seconde équation de (2.35) : @q P L2

0pΩq, bpu, qq “ 0, en particulier d’après
la remarque 2, u P V. Si on pose v “ u dans la première équation de (2.35), puis nous
utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

ν}u}
2
H1

0pΩq “ apu,uq “ ´bpu, pq ` xf ,uyH1
0pΩq ď }f}H´1pΩq}u}H1

0pΩq,

Finalement, nous obtenons :
}u}H1

0pΩq ď ν´1
}f}H´1pΩq. (2.45)

Pour l’inégalité sur p, on utilise la proposition 1, p. 34. Il existe vp P VK tel que div vp “ ´p.
Comme u P V et vp P VK, on remarque que :

apu,vpq “ pu,vpqH1
0pΩq “ 0.

En utilisant v “ vp dans la première équation de (2.35), nous avons :

bpvp, pq “ ´pp, div vpqL2pΩq “ }p}
2
L2pΩq “ xf ,vpyH1

0pΩq

ď }f}H´1pΩq}vp}H1
0pΩq ď Cdiv }f}H´1pΩq}p}L2pΩq.

Ce qui nous donne :
}p}L2pΩq ď Cdiv }f}H´1pΩq. (2.46)
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Chapitre 3

Discrétisations dans le code TrioCFD
pour les équations de Stokes
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Dans ce chapitre, nous présenterons les discrétisations sur lesquelles se basent les tra-
vaux de cette thèse. On présentera les schémas implémentés dans le code TrioCFD. Nous
introduirons le problème de la contrainte d’incompressibilité pour les éléments finis mixtes
et nous présenterons des schémas robustes en pression ou quasi-robustes (voir définition
2, p. 13).

3.1 Schémas numériques pour les équations de Stokes
Il existe une variété de schémas numériques disponibles pour la discrétisation des équa-

tions de Navier-Stokes. On peut citer les schémas classiques de différences finies [46], de
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volumes finis [47] et d’éléments finis [39]. Chacun d’eux apportent sa propre approche pour
discrétiser l’espace et le temps afin d’approximer les solutions de ces équations fondamen-
tales.

Plus récemment, des approches innovantes ont émergé, telles que des schémas adaptés
aux maillages avec des mailles de forme générale et des approximations d’ordre élevé, comme
illustré par :

1. Les schémas Discontinous Galerkin DG [48, 49] qui consistent à faire une approxi-
mation polynomiale dans la cellule, et de pénaliser la discontinuité des fonctions de
bases sur les faces.

2. Les schémas Hybrid Discontinous Galerkin HDG [50], qui se basent sur une discré-
tisation DG. L’idée est d’ajouter le tenseur de vitesse comme inconnue du système
et de résoudre un problème triple avec la vitesse uh, la pression ph et le tenseur
de vitesse σh. Le tenseur des vitesse est ensuite hybridé 1 sur les faces. Le problème
continu, pour les équations de Stokes, s’écrit formellement :

Grad u ´ σ “ 0
´νDiv pσ ` σT q ` grad p “ f

div u “ 0
(3.1)

3. Les schémas Hybrid High Order HHO [51], qui consistent à générer une approximation
polynomiale hybride (sur les faces et sur les cellules) pour avoir une reconstruction
d’ordre supérieure dans chaque cellule. C’est aussi une méthode non-conforme.

4. Les schémas Virtual Element Method VEM [52] sont des schémas de discrétisation
dont les fonctions de bases sont implicites et créées avec des critères de continuité à
définir.

Ces schémas peuvent se voir comme des schémas d’éléments finis avec des fonctions de
base particulières. Cependant, il est important de noter que ces schémas novateurs ne sont
pas couramment intégrés dans des codes industriels (bien que l’on peut citer les travaux en
développement sur le Code_Aster [53] à EDF avec le schéma HHO).

Au sein du CEA, le code TrioCFD tire parti de schémas numériques spécifiques, notam-
ment le schéma VEF 2 [7, 5, 6], basé sur une modification du schéma P1

nc´P 0
disc, et le schéma

VDF 3, qui est une adaptation du schéma MAC [54, 55]. Tout deux sont des schémas de
bas ordre, c’est à dire que la vitesse est approchée par des fonctions affines par morceaux.
Ces schémas ont démontré une grande performance [56], permettant la réalisation de calculs
complexes. Cependant, ils présentent également certaines limitations, qui seront abordées
en section 3.4.4, p. 61.

Dans ce contexte, les travaux de cette thèse ont été entrepris dans le but d’améliorer un
code de calcul déjà robuste et efficace sur le plan numérique pour en proposer une alternative
qui se veut tout aussi efficace mais avec moins de degrés de liberté afin de diminuer le coût
de la méthode en 3D.

3.2 Discrétisation du domaine d’étude

3.2.1 Maillage
Dans cette section, nous allons définir le maillage, les espaces d’indices utilisés ainsi

que certaines hypothèses utiles pour la suite. Dans ce qui suit, on considère un maillage
1. Des précisions sur l’hybridation sont données dans le Chapitre 6
2. Volumes éléments finis
3. Volumes différences finies
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de simplexes, c’est-à-dire un maillage de triangles (2D), tétraèdres (3D). La définition de
maillage de simplexes peut se trouver dans [57, 58].

Éléments géométriques

On suppose que Ω est recouvert par un maillage de simplexes notés Th , avec l’ensemble
des faces Fh et des sommets Sh . On note Ah l’espace des arêtes pour d “ 3. On définit les
espaces des indices suivants pour les différents ensembles composant le maillage Th :

Remarque 4. On utilisera le terme facettes pour désigner les arêtes (resp. les faces) pour
d “ 2 (resp. d “ 3).

— IT représente l’espace des indices des mailles tel que Th :“
ď

ℓPIT

Tℓ.

— IF représente l’espace des indices des facettes tel que Fh :“
ď

fPIF

Ff

On note IF “ I iF Y IbF , où @f P I iF , Ff Ă Ω et @f P IbF , Ff Ă BΩ.
— IS représente l’espace des indices des sommets, tel que Sh :“ pSjqjPIS

est l’ensemble
des sommets.
On note IS “ I iS Y IbS, où @j P I iS, Sj Ă Ω et @j P IbS, Sj Ă BΩ.

On notera les indices par les lettres suivantes :
— Pour les cellules : ℓ, ℓ1, r, k
— Pour les sommets : i, j, m
— Pour les faces : f, f 1

On notera NT , NF , NS les cardinaux des espaces IT , IF , IS. De même pour les espaces
des indices des éléments intérieurs et respectivement du bord que l’on notera N i

F , N
i
S et

N b
F , N

b
S.

On définit aussi les espaces d’indices des sous-ensembles suivants :
— @ℓ P IT , IF,ℓ “ tf P IF |Ff Ă Tℓu, IS,ℓ “ tj P IS |Sj Ă Tℓu.
— @i P IS, IT,i “ tℓ P IT |Si Ă Tℓu, NT,i :“ cardpIT,iq.
— @i P IS, IS,i “ tj P IS |SjSi Ă Fhu, NS,i :“ cardpIS,iq.
— @i P IS, IF,i “ tf P IS |Si Ă Ffu , NF,i :“ cardpIF,iq.
— @f P IF , IS,f “ ti P IS |Si Ă Ffu.
Ainsi, par exemple, si f P IF , alors IS,f est l’espace d’indices de l’ensemble des sommets

qui sont sur la face Ff .
On note qu’en 2D, si Sj Ć BΩ, alors NT,j “ NS,j.

Pour tout f P IF , Mf est le barycentre de la face Ff , et on note nf sa normal unitaire
(sortante si Ff Ă BΩ). On notera la normale sortante de Ff au triangle Tℓ le vecteur nf,ℓ.
Pour tout ℓ P IT , et pour tout j P IS,ℓ, on notera λj,ℓ , les coordonnées barycentriques
(décrites en (3.3)) ; Fj,ℓ désigne la facette opposée au sommet Sj dans l’élément Tℓ. On
appelle Sj,ℓ le vecteur face normale sortant de Fj,ℓ de norme |Sj,ℓ| “ |Fj,ℓ|.

La taille du maillage est donnée par le paramètre h qui est le maximum des diamètres
des simplexes de Th . La définition est donnée en [38, Définition 8.4, p.73].

On propose deux hypothèses de maillage :

Hypothèse 2. (Régularité du maillage 1) : L’intersection de deux éléments distincts
de Th est soit vide, soit un point, une arête ou une face commune (en 3D).

Hypothèse 3. (Régularité du maillage 2) : Pour tous les simplexes Tℓ, ℓ P IT , on
suppose que le rapport du diamètre du cercle (resp. de la sphère en 3D) circonscrit hℓ sur le
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diamètre ρℓ du cercle inscrit (resp. de la sphère inscrite en 3D ), au triangle Tℓ, est borné
indépendamment de Tℓ et de Th ie.

@ℓ P IT ,
hℓ
ρℓ

“: σℓ ă σ

La caractérisation de la régularité du maillage est donnée par σ. De plus, on a l’inégalité
suivante [33, (3.17)] :

@ℓ P IT , @f P IF,ℓ |Ff | |Tℓ|
´1

ď Cρρ
´1
ℓ , (3.2)

et Cρ ne dépend pas du maillage.

hℓ
ρℓ

Tℓ

Figure 3.1 – Schéma d’un triangle Tℓ Ă Th

Coordonnées barycentriques
Les coordonnées barycentriques sont très utiles dans le domaine des éléments finis. Elles

permettent de définir des fonctions de bases, et s’intègrent très facilement sur l’élément de
référence. Considérons un triangle Tℓ, avec ℓ P IT de sommet Si, Sj, Sm, avec i, j,m P IS,ℓ

x

Si

SjSm

Tℓ

Figure 3.2 – Schéma du triangle Tℓ de sommet Si, Sj, Sm.

La configuration du triangle Tℓ est représentée sur la figure 3.2. On considère un point x
dans le triangle Tℓ de sommets Si, Sj, Sm et un point O quelconque défini comme l’origine.
On peut écrire :

x “
ÿ

α“ti,j,mu

λα,ℓ
ÝÑ
OSα, (3.3)

Avec :
λα,ℓpxq “ pd|Tℓ|q

´1Sα,ℓ ¨ p
ÝÝÑ
OMα,ℓ ´ xq, (3.4)
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où Mα,ℓ est le barycentre de la face opposé au sommet Sα du triangle Tℓ et donc :

gradλα,ℓ “ ´pd|Tℓ|q
´1Sα,ℓ.

On appelle les λα,ℓ, α P t1, ..., d ` 1u les coordonnées barycentriques et la formule (3.3)
(donnée pour d=2) la décomposition en coordonnées barycentriques.

On pourra définir la fonction "bulle" sur l’élément définie par :

ϕBe,ℓ “

d`1
ź

α“1
λα,ℓ, (3.5)

et on peut définir l’espace :

PBe “ tq P L2
pΩq, q|Tℓ

“ qℓ ϕBe,ℓ, qℓ P R, @ℓ P IT u PBe :“ pPBeq
d. (3.6)

On note la formule d’intégration, donnée dans [59] :

ż

Tℓ

d`1
ź

α“1
λkα
α,ℓ dx “ d! |Tℓ|

d`1
ź

α“1
kα!

˜

d `

d`1
ÿ

α“1
kα

¸

!
. (3.7)

Élément de référence

On définit le triangle de référence T̂ [15, p.58]. Tout ce qui est relié à ce triangle sera
noté avec un accent circonflexe.

On considère l’élément de référence T̂ de sommets
`

Ŝi, Ŝj, Ŝm
˘

de coordonnées respec-

tives :
ˆ

0
0

˙

,

ˆ

1
0

˙

,

ˆ

0
1

˙

.

On notera ĥ, σ̂, ρ̂ les paramètres du triangles de références correspondants aux notations
déjà présentées. On définit Fℓ la transformation de T̂ vers Tℓ P Th :

Ŝm

ŜjŜi

Sm

Sj
Si

F̂i

F̂m

F̂j

Fj

Fk

Fi
hℓ

Tℓ

T̂

ρℓ

Fℓ

Figure 3.3 – Schéma de l’élément de référence T̂ et du triangle Tℓ

Fℓpx̂q “ Bℓx̂ ` bℓ (3.8)

avec Bℓ P R3ˆ3, bℓ P R3.

On notera @ℓ P IT , f P IF,ℓ :
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— Les faces de l’élément de référence :F̂f,ℓ “ F´1
ℓ pFf,ℓq.

— Les normales de l’élément de référence :n̂f,ℓ “ F´1
ℓ pnf,ℓq.

— Les vecteurs faces normales de l’élément de référence :Ŝf,ℓ “ F´1
ℓ pSf,ℓq.

— Le déterminant de la matrice de passage Bℓ : Jℓ “ detpBℓq.
— L’opérateur ˆ̈ℓ, qui pour tout v P L2

pTℓq, est défini par v̂ℓ :“ v|Tℓ
˝ F´1

ℓ .
— L’opérateur gradient suivant la variable x̂ : grad x̂.

Relations entre les éléments et l’élément de référence

Soit ℓ P IT et une face f P IF,ℓ. Considérons la normale n̂f,ℓ, à la face F̂f sortante au
triangle T̂ . L’égalité suivante est vérifiée [38, Lemme 9.11] :

nf,ℓ “ |Tℓ||F̂f,ℓ||Ff,ℓ|
´1

pB´1
ℓ q

T n̂f,ℓ. (3.9)

On donne les relations suivantes [38, Lemme 11.1] :

|Jℓ| “ |T ||T̂ |
´1

}Bℓ} ď hℓ{ρ̂

}B´1
ℓ } ď ĥ{ρℓ

(3.10)

Proposition 2. Soit v P H1
pΩq. Les égalités et inégalités suivantes sont vérifiées :

}v}
2
Tℓ

“ |Jℓ|}v̂|Tℓ
}

2
L2pT̂ q

, (3.11)

grad v|Tℓ
“ pB´1

ℓ q
Tgrad x̂v̂, (3.12)

}grad v}
2
L2pTℓq ď }B´1

ℓ }
2
|Jℓ|}grad x̂v̂}

2
T̂
, (3.13)

}grad x̂v̂}
2
L2pT̂ q

ď }Bℓ}2
|Jℓ|

´1
}grad v}

2
L2pTℓq. (3.14)

Démonstration. Ces inégalités sont obtenues avec le changement de variables x “ Fℓpx̂q.

3.2.2 Espaces fonctionnels
On définit l’espace :

PhH
1

“
␣

v P L2
pΩq ; @ℓ P IT , v|Tℓ

P H1
pTℓq

(

, PhH1
“ rPhH

1
s
d, (3.15)

ainsi que les espaces discrets suivants :

Pour tout D Ă Rd un ensemble de simplexes connectés, et k P N, on appelle P k
pDq

l’ensemble des polynômes de degré k sur D. En particulier on peut définir :

Pour k P N˚ : P k
pThq :“ tq P C0

pΩq, @ℓ P IT q|Tℓ
P P k

pTℓq, u Pk
pThq :“ pP k

pThqq
d, (3.16)

Pour k P N : P k
discpThq “

␣

q P L2
pΩq; @ℓ P IT , q|Tℓ

P P k
pTℓq

(

, Pk
discpThq :“ pP k

discpThqq
d.

(3.17)
On note rvhsFf

p
ÝÝÑ
OM f q le saut de vh à travers le milieu Mf de la face Ff .
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— Si Ff est une face intérieure, telle que Ff “ TℓXTℓ1 , avec ℓ ă ℓ1. Le saut rvhsFf
p
ÝÝÑ
OM f q

s’écrit :
rvhsFf

p
ÝÝÑ
OM f q :“ vh|Tℓ

p
ÝÝÑ
OM f q ´ vh|Tℓ1 p

ÝÝÑ
OM f q. (3.18)

— Si Ff est une face du bord appartenant à l’élément Tℓ, alors rvhsFf
p
ÝÝÑ
OM f q :“ vh|Tℓ

p
ÝÝÑ
OM f q.

Soit k ě 1. On notera πkhppq l’opérateur de projection relié à l’espace P k
pThq défini par

(3.16), p. 41.
ż

Ω
qhπ

k
hppq dx “

ż

Ω
qhp dx, @qh P P k

pTh q. (3.19)

En particulier l’opérateur de projection π0
hp¨q est défini pour tout q P L2

pΩq comme l’opéra-
teur :

@ℓ P IT , π0
hpqq|Tℓ

“ |Tℓ|
´1

ż

Tℓ

q dx. (3.20)

Soient pa, bq P R2, on notera a À b (resp. a Á b ) si il existe une constante c, indépendante
du maillage, telle que a ď cb (resp. a ě cb).

Opérateurs reliés au maillage :

Pour simplifier les notations, on définit :
— Pour tout v P L2

pTℓq, vℓ :“ |Tℓ|
´1

ż

Tℓ

v|Tℓ
dx.

— Pour tout v P H1
pΩq, vf :“ |Ff |

´1
ż

Ff

v|Ff
dσ.

— Pour tout v P L2
pFf q, vf,ℓ :“ |Ff |

´1
ż

Ff

v|Tℓ
dσ.

Ces définitions s’étendent aux fonctions v telles que :
— v P L2

pTℓq, vℓ :“ |Tℓ|
´1

ż

Tℓ

v|Tℓ
dx.

— v P H1
pΩq, vf :“ |Ff |

´1
ż

Ff

v|Ff
dσ.

— v P L2
pFf q, vf,ℓ :“ |Ff |

´1
ż

Ff

v|Tℓ
dσ

Inégalités locales :

Proposition 3. (Inégalité de Poincaré-Steklov dans la cellule [38, Lemme 12.11])
Pour tout ℓ P IT , et pour tout v P H1

pTℓq, on a :

}v ´ vℓ}L2pTℓq À hℓ}grad v}L2pTℓq. (3.21)

Proposition 4. (Inégalité de Poincaré-Steklov sur les faces [21, Lemme 36.8])
Soit v P H1

pTℓq. Pour toute cellule Tℓ, ℓ P IT et pour une face Ff , f P IF,ℓ, on a :

}v ´ vf,ℓ}L2pFf q À σ1{2h
1{2
ℓ }grad v}L2pTℓq. (3.22)

Proposition 5. (Inégalité de trace dans la cellule [38, Lemme 12.15])
Soit ℓ P IT , alors @v P H1

pTℓq, on a :

}v}L2pFf q À σ
1{2
ℓ }v}

1{2
L2pTℓq

ˆ

h
´1{2
ℓ }v}

1{2
L2pTℓq

` }grad v}
1{2
L2pTℓq

˙

. (3.23)

Si on combine (3.21) et (3.23), alors on obtient :
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Proposition 6. Soit ℓ P IT et f P IF,ℓ. L’inégalité suivante est vérifiée pour tout v P

H1
pTℓq :

}v ´ vℓ}L2pFf q À σ
1{2
ℓ h

1{2
ℓ }grad v}L2pTℓq. (3.24)

Proposition 7. Pour toute cellule Tℓ, ℓ P IT , et pour tout v P H1
pTℓq X P 1

pTℓq, l’inégalité
inverse suivante est vérifiée :

}grad v}L2pTℓq À pρℓq
´1

}v ´ vℓ}L2pTℓq. (3.25)

Démonstration. On suit la preuve de [60, Lemme 2] : on passe par l’élément de référence
pour obtenir :

}grad v}L2pTℓq À }B´1
ℓ }|Tℓ|

1{2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

T̂

grad x̂v̂ℓ dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

En intégrant par parties dans l’élément de référence, on obtient :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

T̂

grad x̂v̂ℓ dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

BT̂

v̂ n̂|BT̂ dσ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Enfin, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, et en repassant dans l’élément Tℓ, on
retrouve l’inégalité (3.25).

Opérateurs discrets

On peut définir les opérateurs discrets :
— gradh tel que : @q P PhH

1, gradh q P L2
pΩq, est tel que

@v P L2
pΩq, pgradh q,vqL2pΩq “

ÿ

ℓPIT

pgrad q,vqL2pTℓq.

— Gradh tel que : @v P PhHpdiv q, Grad hv P L2
pΩq, est tel que

@w P L2
pΩq, pGradh v,wqL2pΩq “

ÿ

ℓPIT

pGrad v,wqLpTℓq.

— divh tel que : @v P PhHpdiv q, divh v P L2
pΩq, est tel que

@q P L2
pΩq, pdivh v, qqL2pΩq “

ÿ

ℓPIT

pdiv v, qqL2pTℓq.

3.3 Discrétisation conforme pour les équations de Stokes
Dans cette section, nous discutons de l’analyse numérique d’un schéma conforme pour

les équations de Stokes. Une analyse d’erreur pour des problèmes abstraits est proposée en
annexe B, p. 171, analogue à celle de la thèse de Heib [5, section 2.2.1].

La méthode des éléments finis nécessite des espaces d’approximations de dimension finie
pour les inconnues, relatifs au maillage. Dans cette démarche, supposons deux espaces fermés
de dimension finie Xh Ă X et Mh Ă M . Cette discrétisation est dite conforme. Le problème
discret s’écrit alors :

Trouver puh, phq P Xh ˆ Mh tel que :
"

apuh,vhq ` bpvh, phq “ xf ,vhyH1
0pΩq @vh P Xh

bpuh, qhq “ 0 @qh P Mh

avec a et b définies par (2.36), p. 33 et (2.37), p. 33. On peut alors définir l’espace

Vh :“ tvh P Xh | bpvh, qhq “ 0, @qh P Mhu. (3.26)
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Remarque 5. Même si le schéma d’approximation est conforme, il est possible que Vh Ć V.

Existence et unicité de la solution

Pour montrer l’existence et l’unicité de la solution, nous pouvons appliquer le théorème
23, p. 174 d’existence et d’unicité du problème continu en substituant les espaces continus
par les espaces discrets. Il reste donc à montrer les hypothèses du théorème :

— Continuité de la forme bilinéaire ap¨, ¨q sur Xh ˆ Xh (B.7) : Celle-ci est vérifiée par
la continuité de ap¨, ¨q sur X ˆ X.

— Continuité de la forme bilinéaire bp¨, ¨q sur Xh ˆ Mh (B.8) : Celle-ci est vérifiée par
la continuité de bp¨, ¨q sur X ˆ M .

— Coercivité de la forme bilinéaire de ap¨, ¨q sur Vh (B.9) : La coercivité de a sur V
n’implique pas la coercivité sur Vh car Vh Ć V, néanmoins la coercivité de ap¨, ¨q
sur X implique celle de ap¨, ¨q sur Xh.

— La condition inf-sup (2.44) de bp¨, ¨q sur Xh ˆ Mh (B.10) : La condition inf-sup du
problème continu n’implique pas la condition inf-sup sur l’espace Xh ˆ Mh. Comme
vu avec les remarques précédentes, c’est souvent la seule condition à vérifier avec un
schéma conforme.

L’utilisation des schémas conformes est très pratique car leur analyse se base sur l’analyse
du problème continu. Cependant, en pratique, il peut s’avérer difficile de trouver une paire
d’éléments finis qui respecte la condition inf-sup en étant d’ordre 1. En effet, le schéma
P1

´ P 0
disc ne respecte pas la condition inf-sup (voir p. 16).

Il est possible de considérer d’autre éléments inf-sup stables (qui respectent la condition
inf-sup). C’est le cas des éléments finis de Taylor-Hood [61] (P2

´ P 1) 4 et du mini-élément
pP1

` PBeq ´ P 0
disc [29] 5.

Il est aussi possible de choisir un espace d’approximation non-inclus dans l’espace de la
solution et de considérer des fonctions de base en vitesse pouvant être discontinues. Cette
approche conduit à des paires d’éléments finis capables de s’adapter aux discontinuités du
terme source tout en ayant une erreur acceptable. Cependant, elles nécessitent une analyse
numérique plus approfondie pour démontrer leur convergence.

3.4 Discrétisations non-conformes pour les équations
de Stokes

Dans la section précédente, nous avons abordé la définition des méthodes conformes, ainsi
qu’une méthodologie d’analyse numérique les concernant. Dans cette section, nous nous inté-
ressons aux méthodes non-conformes :une approximation non-conforme consiste à approcher
l’espace continu H1

0 par un espace discret X0,h qui n’est pas inclus dans H1
0pΩq. Dans cette

section, trois discrétisations non conformes basées sur les éléments finis de Crouzeix-Raviart
non conformes d’ordre 1 [33, Exemple 4, p. 58] pour résoudre les équations de Stokes. Celui
ci sera présenté en section 3.4.4, p. 56 (noté P1

nc ´ P 0
disc). Ce schéma pose un problème

de consistance (p. 61). Pour corriger cela, un schéma modifié avec des degrés de liberté en
pression supplémentaires localisés sur les sommets du maillage sera proposé dans la section
3.4.5, p. 65. Bien que ce schéma présente des propriétés intéressantes, pour les maintenir en
3D, l’ajout de degrés supplémentaires sur les arêtes est nécessaire. Ce dernier schéma sera
présenté dans la section 3.4.6, p. 74.

4. tel que uh P pP 2qd X H1
0pΩq et ph P P 1 X L2

0pΩq. Ces espaces sont définis par (3.16)
5. tel que uh P pP1 ` PBeq et ph P P 0

disc. Ces espaces sont définis par (3.16), (3.6) et (3.17)
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3.4.1 Les éléments finis non-conformes d’ordre 1 scalaires
Pour définir les éléments finis non-conformes d’ordre 1, on introduit un maillage trian-

gulaire Th de sommets Sh et de facettes Fh comme défini en section 3.2.1. Dans un premier
temps, nous définissons les éléments finis P 1

nc. L’espace de discrétisation est :

Xh “ tvh P rP 1
discpThqs

d
| @ f P I iF : rvhsFf

p
ÝÝÑ
OM f q “ 0 u, (3.27)

La condition :
rvhsFf

p
ÝÝÑ
OM f q “ 0 (3.28)

est communément appelée le "patch test".

On appelle X0,h le sous-espace de Xh tel que :

X0,h :“ tvh P Xh | @f P IbF , vh|BΩ “ vhp
ÝÝÑ
OM f q “ 0u. (3.29)

Comme les fonctions vh P Xh sont discontinus aux interfaces, cette approximation est non-
conforme dans H1

pΩq : Xh Ć H1
pΩq. On peut définir le produit scalaire associé à l’espace

X0,h suivant :

p¨, ¨qh :
"

X0,h ˆ X0,h Ñ R
pvh, whq ÞÑ pvh, whqh :“ pgradh vh,gradhwhqL2pΩq

(3.30)

Sa norme associée est notée :

} ¨ }h :
"

X0,h Ñ R
vh ÞÑ }vh}h :“ pvh, vhq

1{2
h

(3.31)

Proposition 8. La forme bilinéaire p¨, ¨qh est bien un produit scalaire associé à l’espace
X0,h.

Démonstration. Les preuves de propriétés de symétrie, et de positivité sont immédiates. Il
reste à montrer que la forme bilinéaire p¨, ¨qh est bien définie.

Si }vh}h “ 0, alors nous avons :

@β P t1, . . . , d ` 1u, Bβvh “ 0 sur Tℓ, ℓ P IT

ce qui veut dire que vh est constant sur chaque Tℓ, ℓ P IT . Or, par la propriété du patch
test, on sait que :

@f P IF ,
ż

Ff

rvhs “ 0.

Ce qui implique que vh est constant sur tout le domaine Ω et comme vh P X0,h, on en conclut
que vh “ 0. L’opérateur } ¨ }h est donc bien une norme sur X0,h.

Fonctions de base pour les éléments finis P 1
nc

Proposition 9. L’espace X0,h est un espace vectoriel de dimension N i
F . On peut le munir

d’une base de fonctions affines par morceaux pϕf q
NF
f“1 de sorte que les fonctions satisfassent :

ϕf p
ÝÝÑ
OM f 1q “ δf f 1 , @ 1 ď f, f 1

ď NF . (3.32)
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Soit Tℓ P Th, les fonctions de base locales de l’élément P 1
nc

ϕα,ℓpxq, 1 ď α ď d ` 1,
associées aux barycentres des éléments Tℓ sont telles que

ϕα,ℓp
ÝÝÑ
OMα1,ℓq “ δαα1 , 1 ď α1

ď d ` 1.
Ces fonctions peuvent s’exprimer en fonction des coordonnées barycentriques λα,ℓ définies

par (3.4), p. 39 telles que si x P Tℓ, alors x “

d`1
ÿ

α“1
λα,ℓp

ÝÑ
OSα,ℓqqpxq

ϕα,ℓpxq “ 1 ´ dλα,ℓpxq. (3.33)

Remarque 6. Pour une facette intérieure Ff , f P I iF partagée par deux triangle Tℓ, Tk, on
a :

@x Ă Ff , ϕℓ,f pxq “ ϕk,f pxq “ 1
Si Ff est une arête intérieure (f P I iF ) partagée par le triangle Tk et Tℓ : Ff Ă

BTk
č

BTℓ, pℓ, kq P IT , ℓ ‰ k. On a alors :

ϕf pxq “

"

ϕℓ,f pxq si x P Tℓ
ϕk,f pxq si x P Tk

Si Ff est une arête du bord (f P IbF ) sur le triangle Tℓ, alors on définira

ϕf pxq “ ϕℓ,f pxq

L’opérateur d’interpolation des éléments finis de Crouzeix-Raviart non-conforme d’ordre 1 :
πCRh pour des fonctions scalaire est défini par (3.34) :

πCRh :

$

&

%

H1
pΩq Ñ Xh

v ÞÑ
ÿ

fPIF

vf ψf (3.34)

Notons que @f P IF ,
ż

Ff

πCRh vdσ “

ż

Ff

v dσ.

On donne les propriétés de l’opérateur d’interpolation πCRh suivantes :
Proposition 10. Les inégalités suivantes sont vérifiées :

@v P H1
pΩq, }πCRh v}h ď }grad v}L2pΩq, (3.35)

@v P H1
0 pΩq, @ℓ P IT , }v ´ πCRh pvq}L2pTℓq À hℓ}grad v}L2pTℓq. (3.36)

De plus, pour tout v P P 1
pΩq, πCRh v “ v.

La constante de stabilité de la borne sur }πCRh v}h est égale à 1 [62, Lemme 2]. En
particulier, elle est indépendante de l’anisotropie du maillage.

Démonstration. On reprend la preuve de [60, Lemme 2]. Posons ℓ P IT . On donne la relation
entre le gradient de la fonction interpolée vh et le gradient de la fonction v, en intégrant par
parties deux fois :

grad pvhq|Tℓ
“ |Tℓ|

´1
ż

Tℓ

grad vh dx “ |Tℓ|
´1

ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

vhnf,ℓ dσ,

“ |Tℓ|
´1

ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

v nf,ℓ dσ “ |Tℓ|
´1

ż

Tℓ

grad v dx,

ď |Tℓ|
´1`

}grad v}
2
L2pΩq|Tℓ|

2˘1{2
,
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En particulier, en intégrant le gradient constant sur Tℓ, on obtient :

|Tℓ||grad pvhq|Tℓ
|
2

“ }grad pvhq}
2
L2pTℓq ď }grad v}

2
L2pTℓq.

En sommant sur tout les triangles Tℓ, ℓ P IT , on retrouve l’inégalité voulu pour v. L’équation
(3.47) en est déduite directement.

Pour l’inégalité (3.48), nous reprenons la preuve disponible dans [63, p. 7]. Posons v P

H1
0pΩq et ℓ P IT . On considère la transformation affine Fℓ du triangle Tℓ au triangle de

référence T̂ défini par (3.8) ainsi que la projection :

π̂CRh :

$

&

%

H1
pT̂ q Ñ Xh

v̂ ÞÑ
ÿ

fPt1,...,d`1u

π̂f v̂ ϕf , où π̂fv “
1

|F̂f |

ż

F̂f

v dσ.

avec v̂ “ v ˝F´1
ℓ . On reprend la preuve de la Proposition 7, p. 43, et on passe dans l’élément

de référence pour obtenir :

}v ´ πCRh pvq}
2
L2pTℓq ď

|Tℓ|

|T̂ |
}v̂ℓ ´ π̂CRh pv̂ℓq}L2pT̂ q

On observe que l’opérateur π̂CR est l’opérateur identité pour les fonctions affines. En parti-
culier, il préserve les fonctions constantes. Ceci implique que la fonction vℓ ´ πCRh pv̂ℓq est à
moyenne nulle. On utilise l’inégalité de Poincaré-Steklov (3.21) :

}v ´ πCRh pvq}
2
L2pTℓq ď

|Tℓ|

|T̂ |
|v̂ℓ ´ π̂CRh pv̂ℓq|H1pT̂ q

Ensuite, en utilisant un changement de variable, l’inégalité se ré-écrit :

}v ´ πCRh pvq}
2
L2pTℓq ď

|Tℓ|

|T̂ |
}Bℓ}2

ˆ

|Tℓ|

|T̂ |

˙´1

|vℓ ´ πCRh pvℓq|H1pTℓq

et donc :
}v ´ πCRh pvq}

2
L2pTℓq ď h2

ℓ |vℓ ´ πCRh pvℓq|H1pTℓq

Théorème 8. (Inégalité de Poincaré-Steklov discrète) [21, Lemme 36.6]
Il existe une constante Cnc

PS indépendante du pas du maillage Th et proportionnelle au
diamètre de Ω, tel que

@vh P X0,h, }vh}L2pΩq ď Cnc
PS}vh}h. (3.37)

Problème de diffusion anisotrope et éléments finis de Crouzeix-Raviart

On considère le problème suivant :

Problème: 4. Trouver u tel que

´div pλgrad puqq “ f dans Ω
u “ 0 sur BΩ

avec λ P L8
pΩq :“

"

f mesurable sur Ω : f est essentiellement bornée u, [38, (1.5b), p.7]
une fonction uniformément bornée par une constante strictement positive. On peut alors
donner la formulation faible associée à ce problème :
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Problème: 5. Trouver u P H1
pΩq tel que

ż

Ω
λgradu ¨ grad v dx “

ż

Ω
fv @v P H1

pΩq (3.38)

Ce problème admet une unique solution [14, Lemme 61.1, p.60]. Il suffit de montrer que
la forme bilinéaire pu, vq ÞÑ

ż

Ω
λgradu ¨ grad v dx définie un produit scalaire sur H1

0 pΩq ˆ

H1
0 pΩq. On peut alors appliquer le théorème de Lax-Milgram (voir théorème 20, p. 172).

Remarque 7. On peut généraliser le problème en substituant λ par Λ P pL8
pΩqq

RdˆRd [21,
Remarque 40.2, p. 194].

Le problème discrétisé avec les éléments finis P 1
nc s’écrit alors :

Problème: 6. Trouver u P X0,h, tel que

aλ,hpuh, vhq “

ż

Ω
fvh @v P X0,h (3.39)

avec la forme bilinéaire aλ,h définie par (3.40).

aλ,h :

$

&

%

X0,h ˆ X0,h Ñ R

puh, vhq ÞÑ aλ,hpuh, vhq :“
ÿ

ℓPIT

ż

Tℓ

λgraduh ¨ grad vh dx . (3.40)

On a alors la proposition suivante donnée dans [21, Lemme 41.1] :
Proposition 11. Le problème 6 est bien posé. Il admet une unique solution qui dépend
continûment des données.

Démonstration. De la même façon, on peut montrer que la forme bilinéaire aλ,h est un
produit scalaire sur X0,h. La preuve est exactement la même que celle de la proposition 8.
On conclut que ce problème admet une unique solution en utilisant le théorème de Lax-
Milgram (voir théorème 20, p. 172).

3.4.2 Les éléments finis non-conformes d’ordre 1 vectoriels

Pour les paires d’éléments finis que nous présentons dans cette section, l’espace des
vitesses discrètes est le sous-espace de PhH1, tel que :

Xh :“ pXhq
d (3.41)

On peut alors généraliser le "patch test" pour les éléments P1
nc :

rvhsFf
p
ÝÝÑ
OM f q “ 0 (3.42)

On appelle X0,h le sous-espace des vecteurs de Xh :

X0,h :“ tvh P Xh | vh|BΩ “ vhp
ÝÝÑ
OM f q “ 0, @f P IbF u. (3.43)

Pour la même raison que l’espace Xh, cette approximation est non-conforme dans H1
pΩq :

Xh Ć H1
pΩq.

On peut définir le produit scalaire associé à l’espace X0,h suivant :

p¨, ¨qh :
"

X0,h ˆ X0,h Ñ R
pvh,whq ÞÑ pvh,whqh :“ pGrad hvh,Grad hwhqL2pΩq

(3.44)

associée à la norme } ¨ }h.
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Proposition 12. La forme bilinéaire p¨, ¨qh est bien un produit scalaire associé à l’espace
X0,h.

Démonstration. Les preuves de propriétés de symétrie, et de positivité sont immédiates. Il
reste à montrer que la forme bilinéaire p¨, ¨qh est bien définie. Celle-ci se montre avec la
proposition (8), en appliquant le même raisonnement à chaque composante scalaire.

On notera aussi l’opérateur divh tel que :

@vh P Xh, @ℓ P IT , divh pvhq|Tℓ
“ div pvhq|Tℓ

.

Fonctions de base pour les éléments en vitesse

On donne les fonctions de bases vectorielles des éléments finis P1
nc

ϕβα,ℓ :“ ϕα,ℓpxqeβ,

et on définit
ϕβf :“ ϕf pxqeβ. (3.45)

L’opérateur d’interpolation des éléments finis vectoriel de Crouzeix-Raviart non-conforme
d’ordre 1 est défini par :

ΠCR
h :“ pπCRh q

d. (3.46)

Notons que @f P IF ,
ż

Ff

ΠCR
h vdσ “

ż

Ff

v dσ. On donne les propriétés de l’opérateur d’in-

terpolation ΠCR
h suivantes :

Proposition 13. Les inégalités suivantes sont vérifiées :

@v P H1
pΩq, }ΠCR

h v}h ď }Grad v}L2pΩq, (3.47)
@v P H1

0pΩq, @ℓ P IT , }v ´ ΠCR
h pvq}L2pTℓq À hℓ}Grad v}L2pTℓq. (3.48)

De plus, pour tout v P P1
pΩq, ΠCR

h v “ v.

Démonstration. On a déjà montrer ces inégalités dans le lemme 13 pour le cas scalaire. La
preuve est donc immédiate.

Théorème 9. (Inégalité de Poincaré-Steklov discrète) [21, Lemme 36.6]
Il existe une constante Cnc

PS indépendante du pas du maillage Th et proportionnelle au
diamètre de Ω, tel que

@vh P X0,h, }vh}L2pΩq ď Cnc
PS}vh}h (3.49)

Discussions sur la stabilité des éléments finis P1
nc ´ P 0

disc pour le problème de
Darcy-Stokes

Le problème de Darcy-Stokes s’écrit : Trouver pu, pq tel que :

σu ´ 2µdiv pDq ` grad p “ f
div puq “ 0 (3.50)

avec
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— les constante de viscosité et perméabilité σ ą 0, µ ą 0 et au moins l’un des deux est
plus grand que 1.

— le tenseur D défini par (2.20), p. 29
— la forces f .

Ce problème est intéressant à résoudre, car il peut intervenir lorsqu’on utilise des schémas
de projection pour les écoulements de Stokes et pour les écoulements à nombre de Reynolds
élevé. Dans ce cas, un schéma pouvant résoudre le problème de Darcy et celui de Stokes peut
être avantageux. Le schéma P1

nc ´ P 0
disc est un bon candidat, mais celui-ci ne converge pas

lorsqu’on l’applique au problème de Darcy. Ceci est expliqué dans l’article [64] [65]. Dans
ces articles, il est stipulé que ces instabilités viennent du fait que l’inégalité de Korn n’est
pas vérifiée :

DC ą 0, |u|H1pΩq ď Cp}D}L2pΩq ` }u}L2pΩqq

Pour pouvoir corriger l’élément P1
nc ´ P 0

disc et vérifier l’inégalité de Korn, on ajoute une
pénalisation issue des méthodes de Galerkin Discontinues qui s’écrit :

shpu,vq “
ÿ

fPIi
F

ż

Ff

2µ
h

rus ¨ rvs dσ (3.51)

Dans [65], il est expliqué que le schéma P1
nc ´ P 0

disc avec cette stabilisation correspond
exactement à une méthode de Galerkin Discontinues.

3.4.3 Lien avec la méthode HHO
La méthode HHO (Hybrid High-Order) [51] est une méthode de discrétisation non

conforme qui s’inscrit dans le formalisme des schémas gradients [66]. Les liens entre cette
méthode et les méthodes de Galerkin Discontinues Hybrides (HDG) ont été fait dans [67]
et le lien entre la méthode HHO et la méthode des Virtual Element methods (VEM) est
proposée dans [68]. Ce schéma a aussi été appliqué aux équations de Stokes et Navier-Stokes
[69, 70].

Présentation de la méthode HHO :

La méthode HHO consiste à créer un schéma qui approche la solution avec des polynômes
de degrés l dans les cellules et k sur les facettes. Le principe repose sur deux points :

— La reconstruction locale : On résout un problème local dans chaque élément avec une
intégration par partie.

— Le terme de stabilisation : On ajoute un terme de pénalisation qui permet d’imposer
faiblement sur chaque face de la cellule la consistance entre les inconnues de la face
et les traces des inconnues de cellule de part et d’autre de la face. Cela assure la
stabilité tout en préservant les propriétés d’approximation de reconstruction.

Un des avantages des schémas HHO est qu’ils sont définis sur des mailles de forme
polytopal [51, définition 1.4]. Néanmoins, pour simplifier les notations, nous considérons ici
seulement un maillage de simplexe.

Approximation polynomiale

Pour présenter l’espace d’approximation polynomiale, on introduit deux définitions :

Définition 6. On définit Al
d l’espace de vecteur à d composantes et dont la somme de

chaque composante est inférieure à l P N. On a donc

Al
d :“ tα P Nd : |α| ď su (3.52)
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On note son cardinal N l
d qui vaut d combinaisons parmi l.

N l
d :“ cardpAl

dq “

ˆ

l ` d
d

˙

“
pl ` dq!
l!d! (3.53)

L’idée est de réaliser une approximation polynomiale sur les cellules et sur les facettes.
Pour simplifier, on réalise une approximation de même ordre sur les facettes et les cellules.
On note le degré de cette approximation k. On considère X un sous-ensemble de Rd. On
définit l’espace polynomiales de degré au plus l défini sur X par :

PlpXq :“
"

p : X Ñ R : DpγαqαPAl
d

P RN l
d tel que ppxq “

ÿ

αPAl
d

γαxα, @x P X

*

.

On a alors que
dimpPldq “ N l

d.

Cette espace est similaire à P k
pDq, où D un ensemble de simplexe. Cependant, cette dé-

finition nous permet également de définir des espaces polynomiaux sur des éléments géo-
métriques de dimensions plus petit que d. Par exemple, nous pouvons appliquer la même
définition à une facette ou à une cellule.

Projection sur des espaces polynomiaux locaux

Par la suite x désignera l’indice d’une cellule ou d’une facette notée Xx. On définit les
projecteurs suivant [51, d´éfinitions 1.38 & 1.39, p.29] :
Définition 7. Le projecteur L2 orthogonal π0,l

x est défini par :

π0,l
x : L1

pXxq Ñ PlpXxq

v Ñ π0,l
x v

(3.54)

et tel que @w P PlpXxq

pπ0,l
x v ´ v, wqL2pXxq “ 0.

Définition 8. Le projecteur elliptique π1,l
x est défini par :

π1,l
x : L1

pXxq Ñ PlpXxq

v Ñ π1,l
x v

(3.55)

et tel que @w P PlpXxq,

pgrad pπ1,l
x v ´ vq,gradwqL2pXxq “ 0 et pπ1,l

x v ´ v, 1qL2pXxq “ 0.

Application au problème de Poisson

Pour illustrer le schéma, considérons le problème de Poisson décrit par (3.56).
Problème: 7. Trouver u tel que :

"

´∆u “ f dans Ω
u “ 0 sur BΩ (3.56)

avec f P L2
pΩq. On rappelle que sa formulation variationnelle est donnée par :

Problème: 8. Trouver u P H1
0 pΩq tel que

ż

Ω
gradu ¨ grad v “

ż

Ω
fv, @v P H1

0 pΩq. (3.57)

Nous effectuons une construction locale en nous positionnant dans une cellule spécifique,
où nous calculons ensuite toutes les contributions associées.
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Calcul du projecteur L2 elliptique local

On fixe un degré k et un élément du maillage Tℓ, ℓ P IT . Soit pv, wq P H1
pTℓq ˆ H1

pTℓq
et ∆w P L2

pTℓq. En intégrant par partie avec (2.6), p. 25, on obtient :

pgrad v,gradwqL2pTℓq “ ´pv,∆wqL2pTℓq `
ÿ

fPIF,ℓ

pv,gradw ¨ nf,ℓqL2pFℓq. (3.58)

Si on prend w P Pk`1
pTℓq, alors, pour k ě 1, ∆w P Pk´1

pTℓq Ă PkpTℓq et pour k “ 0,
∆w “ 0, ∆w P PkpTℓq.

— En utilisant la définition 7 de π0,k
ℓ , on peut substituer le terme

pv,∆wqL2pTℓq par pπ0,k
ℓ v,∆wqL2pTℓq,

dans le second membre de l’équation (3.58). De plus, pour tout f P IF,ℓ, on a gradw P
`

PkpFf q
˘d
, car nf,ℓ P pP0

pFf qq
d.

— En utilisant la définition 7 du projecteur π0,k
f , on peut remplacer

pv,gradw ¨ nf,ℓqL2pFf q par pπ0,k
f v,gradw ¨ nf,ℓqL2pFf q.

— Finalement, en utilisant la définition 8 du projecteur elliptique π1,k`1
ℓ , on écrit :

pgrad π1,k`1
ℓ v,gradwqL2pTℓq au lieu de pgrad v,gradwqL2pTℓq.

En conclusion, on obtient :

pgrad π1,k`1
ℓ v,gradwqL2pTℓq “ ´pπ0,k

ℓ v,∆wqL2pTℓq `
ÿ

fPIF,ℓ

pπ0,k
f v,gradw ¨ nf,ℓqL2pFf q. (3.59)

Et en utilisant les définitions de π0,k
ℓ et π1,k`1

ℓ :

0 “ pπ1,k`1
ℓ v ´ v, 1qL2pTℓq “ pπ1,k`1

ℓ v ´ π0,k
ℓ v, 1qL2pTℓq.

Cela veut dire que pour calculer π1,k`1
ℓ v, on a juste besoin de :

— π0,k
ℓ v la projection L2 de v sur PkpTℓq

— @f P IF,ℓ, π0,k
f v la projection L2 de v sur PkpF q.

Espace des inconnues locales discrètes

Dans cette partie, on se place localement dans une cellule Tℓ, ℓ P IT . L’espace des
inconnues locales est donné par :

Uk
ℓ :“ tvℓ “ pvℓ, pvf qfPIF,ℓ

q : vℓ P PkpTℓq et vf P PkpFf q @f P IF,ℓu. (3.60)
Ainsi, si k “ 0, nous avons une inconnue par cellule et une inconnue par facette. Si k “ 1,
on aura N1

d “ d ` 1 inconnues par cellule et N1
d´1 “ d inconnues par facettes où N l

d est
défini par (3.53) et ainsi de suite. On définit ensuite la semi-norme discrète H1 sur Tℓ par :

@vℓ P Uk
ℓ , }vℓ}1,Tℓ

:“ p}grad vℓ}2
L2pTℓq ` |vℓ|

2
1,BTℓ

q
1
2 ,

|vℓ|1,BTℓ
:“ p

ÿ

FPIF,ℓ

h´1
f }vf ´ vℓ}

2
L2pFf qq

1
2 . (3.61)
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Soit ahp¨, ¨q une forme bilinéaire coercive et continue. On définit la norme discrète associée
à la forme bilinéaire ahp¨, ¨q :

}.}a,h : PhH
1

Ñ R

uℓ Ñ }uℓ }a,h :“
ÿ

ℓPIT

ahpuℓ , uℓ q. (3.62)

On définit ensuite un outil pour l’analyse de la méthode HHO :

Définition 9. L’interpolateur local est défini par :

Ikℓ : H1
pTℓq Ñ Uk

ℓ

v Ñ Ikℓv :“ pπ0,k
ℓ v, pπ0,k

f vq@fPIF,ℓ
q

(3.63)

La proposition suivante nous donne la continuité de l’interpolateur [51, proposition 2.2,
p. 46] :

Proposition 14. (Borne de l’interpolateur local)
Il existe une constante Chd,ρ,k ą 0, telle que pour tout ℓ P IT et v P H1

pTℓq

||Ikℓv||1,Tℓ
ď Chd,ρ,k}grad v}L2pTℓq

Construction de l’opérateur de reconstruction de potentiel

On peut créer, en utilisant (3.58) et (3.59), un opérateur de reconstruction pour passer de
l’espace HHO à l’espace des polynômes de degré k ` 1 dans chaque cellules. Ce projecteur
est défini par [51, (2.16), p.47]. On note celui-ci : pk`1

ℓ : Uk
ℓ Ñ Pk`1

pTℓq tel que pour
vℓ P Uk

ℓ , @w P Pk`1
pTℓq :

pgrad pk`1
ℓ vℓ ,gradwqL2pTℓq “ p´vl,∆wqL2pTℓq `

ÿ

fPIF,ℓ

pvf ,gradw ¨ nf,ℓqL2pFf q, (3.64)

et
ppk`1
ℓ vℓ ´ vℓ, 1qL2pTℓq “ 0. (3.65)

L’équation (3.64) est équivalente à, @w P Pk`1
pTℓq :

pgrad pk`1
ℓ vℓ ,gradwqL2pTℓq “ pgrad vℓ,gradwqL2pTℓq `

ÿ

fPIF,ℓ

pvf ´ vℓ,gradw ¨ nf,ℓqL2pFf q.

Quand on compare (3.65) à (3.59), on identifie :

pk`1
ℓ Ikℓv “ π1,k`1

ℓ v. (3.66)

On illustre ces propriétés de commutation par le schéma suivant :

H1 - Uk
ℓ

Q
Q
Q
Q
Q
Q

Q
Q

Q
Qs Pk`1

pTℓq

?

Ikℓ

pk`1
ℓ

π1,k`1
ℓ
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Contribution locale

Dans une cellule Tℓ, on approche la forme bilinéaire ap¨, ¨q par :

aℓpuℓ , vℓ q :“
`

grad pk`1
ℓ uℓ ,grad pk`1

ℓ vℓ
˘

L2pTℓq
` sℓpuℓ , vℓ q, (3.67)

où sℓ : Uk
ℓ ˆUk

ℓ Ñ R est une forme bilinéaire locale de stabilisation dont le but est d’assurer
la coercivité de la forme bilinéaire aℓ. Pour que le problème discret soit bien posé, la forme
bilinéaire sℓ doit satisfaire 3 propriétés [51, hypothèse 2.4] :

Hypothèse 4. (Propriété de sℓ).

1) La forme bilinéaire sℓ doit être symétrique semi-définie positive.
2) Dη ą 0, indépendant de h et Tℓ tel que @vℓ P Uk

ℓ :

η´1
||vℓ ||

2
1,Tℓ

ď aℓpvℓ , vℓ q ď η||vℓ ||
2
1,Tℓ

3) @w P Pk`1
pT q, @vℓ P Uk

ℓ

sℓpI
k
ℓw, vℓ q “ 0

Il existe plusieurs choix de stabilisation. Classiquement, on peut prendre [51, (2.22), p.
50] :

sℓpuℓ , vℓ q :“
ÿ

fPIF,ℓ

h´1
f

`

pδkℓ,f ´ δkℓ quℓ , pδ
k
ℓ,f ´ δkℓ qvℓ

˘

L2pFf q
, (3.68)

où
δkℓ vℓ :“ π0,k

ℓ ppk`1
ℓ pvℓ q ´ vℓq, et δkℓ,f :“ π0,k

f ppk`1
ℓ pvℓ q ´ vℓq. (3.69)

Dans ce cas là, seules les quantités sur les facettes sont pénalisées. Le facteur h´1
f assure

l’homogénéité dans (3.67).

Avant de donner des propriétés sur la forme bilinéaire sℓ, on rappelle les définitions des
espaces de Sobolev suivants :

Définition 10. (Multi-indice et espace de sobolev)

On note m “ pm1, . . . ,mdq P Nd un multi-indice, tel que |m| “

d
ÿ

i“1
mi. On définira alors

la dérivée partielle B
m

p¨q “ B
m1
1 . . . Bmd

d . On peut alors définir les espaces de Sobolev d’ordre
r ą 0 suivants :

— Hr
pΩq :“

␣

q P L2
pΩq | @m P Nd, |m| ď r, B

mq P L2
pΩq

(

, |v|HmpΩq :“
ˆ

ÿ

0ă|m|ďr

}B
mv}

2
L2pΩq

˙1{2

On définit aussi l’espace :

PhH
r

“
␣

v P L2
pΩq ; @ℓ P IT , v|Tℓ

P Hr
pTℓq

(

, PhHr
“ rPhH

r
s
d. (3.70)

On peut maintenant donner les propriétés de la forme bilinéaire sℓ [51, proposition 2.14] :

Proposition 15. (Consistance de sℓ).
Soit une cellule Tℓ, ℓ P IT et sℓ un terme de stabilisation comme décrit par la propriété 4.
Alors si r P t0, ¨ ¨ ¨ , ku, @v P Hr`2

pTℓq

sℓpI
k
ℓv, I

k
ℓvq

1
2 ď Chr`1

ℓ |v|Hr`2pTℓq

où la constante C dépend de Tℓ et k.
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Démonstration. On utilise la Propriété 4.3 de la forme bilinéaire sℓ avec w “ π0,k`1v P

Pk`1
pT q et la proposition 14. On obtient :

sℓpI
k
ℓv, I

k
ℓvq

1{2
“ sT pIkℓ pv ´ π0,k`1

ℓ vq, Ikℓ pv ´ π0,k`1
ℓ vqq

1{2

ď η1{2
||Ikℓ pv ´ π0,k`1

ℓ vq||1,Tℓ

ď C|v ´ π0,k`1
ℓ v|1,Tℓ

avec C “ η1{2Chd,ρ,k

ď Chr`1
ℓ |v|Hr`2pTℓq

Définition des inconnues globales :

On définit l’espace global des inconnues discrètes :

Uk
h “ tvh “ rpvℓqℓPIT

, pvf qfPIF
s : vℓ P PkpTℓq, @ℓ P IT , vf P PkpFf q, @f P IFf

u.

On définit l’interpolateur global :

Ikhv :“ ppπ0,k
ℓ vqℓPIT

, pπ0,k
f vqfPIF

q. (3.71)

On définit la semi-norme globale :

||vh||
2
1,h :“

ÿ

ℓPIT

||vℓ ||
2
1,Tℓ

. (3.72)

On note aussi :
Uk
h,0 :“ tvh P Uk

ℓ : vf “ 0, @fIbF u,

l’espace des inconnues associées aux conditions de bord de dirichlet homogènes.

Définitions des formes bilinéaires globales :

On définit les forme bilinéaires globales suivantes :

ahpuh , vh q :“
ÿ

ℓPIT

aℓpuℓ , vℓ q, (3.73)

et
shpuh , vh q :“

ÿ

ℓPIT

sℓpuℓ , vℓ q. (3.74)

On énonce la propriété suivante [51, p. 57] :

Proposition 16. Propriétés de ah
La forme bilinéaire ah possède les propriétés suivantes :

— La forme bilinéaire ah est stable et bornée : @vh P Uk
h,0, on a :

η´1
||vh ||

2
1,h ď aℓpvh , vh q ď η||vh ||

2
1,h.

— L’erreur de consistance Eh est telle que, pour tout r P t0, ¨ ¨ ¨ , ku et tout w P H1
0 pΩq X

PhH
r tel que ∆w P L2

pΩq.

sup
vh PUh,0,||vh ||a,h“1

|Ehpw; vhq| ď Chr`1
ÿ

ℓPIT

|w|Hr`2pTℓq,

où la constante C ne dépend pas de w et h. L’erreur de consistance Eh s’écrit :
@vh P Uk

h,0
Ehpw, vh q :“ ´p∆w, vhqL2pΩq ´ ahpIkhw, vh q. (3.75)
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Formulation du problème de poisson pour la méthode HHO

La formulation variationnelle HHO sur le problème de Poisson avec conditions limites
de Dirichlet homogènes s’écrit :

Problème: 9. Trouver uh P Uk
h,0 tel que

ahpuh , vh q “ pf, vh q0,Ω, @vh P Uk
h,0 (3.76)

Proposition 17. Le problème (3.76) est bien posé. [51, lemma 2.19].

Démonstration. On vérifie seulement les hypothèses du Théorème 20 (Lax-Milgram) avec
U “ Uk

h,0. Or Uk
h,0 est un espace Hilbertien avec la norme induite par ah. La forme bilinéaire

est donc U -coercive avec une constante de coercivité égale à 1. Finalement, il suffit d’utiliser
une inégalité de Poincaré discrète, prouvé dans [51, p. 55] et l’équivalence des normes de la
propriété 16.

|pf, vhqL2pΩq| ď }f}L2pΩq }vh}L2pΩq ď CP }f}L2pΩq }vh }1,h ď η1{2CP }f}L2pΩq }vh }a,h,

où CP est la constante de l’inégalité de Poincaré et }.} est définie en (3.62). Ceci implique
que la forme linéaire f est continue avec une constante de continuité égale à η1{2CP

On donne ensuite un théorème de majoration de l’erreur pour le problème de Poisson
[51, théorème 2.32, p. 68] :

Théorème 10. (Estimation d’erreur en norme L2)
Soit pMhqhPH un maillage régulier et k ě 0 un degré polynomial fixé. Soit u P H1

0 pΩq l’unique
solution du problème (3.57) et telle que u P PhH

r`2, pour r P t0 ¨ ¨ ¨ ku. Pour tout h P H, on
note uh P Uk

h,0 l’unique solution de (3.76). Supposons f P PhH
1, alors :

ÿ

ℓP IT

||pk`1
h uh ´ u||L2pTℓq ď Ch2

ÿ

ℓPIT

}f}H1pTℓq si k=0

ď C
ÿ

ℓPIT

hr`2
|u|Hr`2pTℓq si k>0

Avec une constante qui ne dépend pas de h et u.

Lien avec le schéma P1
nc ´ P 0

disc :

Lorsqu’on résout les équations de Stokes (2.35) ou le problème de diffusion anisotrope,
avec la méthode HHO [51] sur un maillage de simplexes et les paramètres pk “ 0, l “ ´1q

(ie. des fonctions de bases constantes sur les faces et aucune fonction de base dans les
cellules), cela revient à utiliser le schéma P1

nc ´P 0
disc [71, p.179]. Par ailleurs, la méthode de

stabilisation (3.68), p. 54 utilisée pour la méthode HHO est alors exactement celle donnée
pour stabiliser les éléments finis P1

nc ´P 0
disc pour le problème de Stokes-Darcy (3.51), p. 50.

3.4.4 Le schéma P1
nc ´ P 0

disc

Le schéma P1
nc´P 0

disc est un schéma mixte pour les équations de Stokes et Navier-Stokes
basé sur les éléments finis de Crouzeix-Raviart non-conformes d’ordre 1 [33, Exemple 4].
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Formulation variationnelle des équations Stokes pour le schéma P1
nc ´ P 0

disc

On associe à la forme bilinéaire ap¨, ¨q (2.36) la forme bilinéaire ahp¨, ¨q telle que :

ah :
"

X0,h ˆ X0,h Ñ R
puh,vhq ÞÑ νpuh,vhqh

. (3.77)

L’espace de discrétisation de la pression est défini par l’espace des fonctions constantes sur
chaque maille (P 0

discpTh q) :

Mh “ tqh P L2
0pΩq; @Tℓ, ℓ P IT , qh|Tℓ

P P 0
discpTℓqu “ P 0

discpThq X L2
0pΩq. (3.78)

On associe à la forme bilinéaire bp¨, ¨q (2.37), la forme bilinéaire bhp¨, ¨q telle que :

bh :
"

X0,h ˆ Mh Ñ R
pvh, phq ÞÑ ´pdivh vh, phq

. (3.79)

On définit aussi l’espace des fonctions à divergence discrète nulle

Vh :“ tvh P X0,h | @qh P Mh, bhpvh, qhq “ 0u.

On montre un lemme intéressant : [64, Lemme 3.1]

Lemme 1. Pour tout vh P Vh, on a @ℓ P IT , div pvh|Tℓ
q “ 0.

Démonstration. On a avec une intégration par parties :

pdivh vh, 1qL2pΩq “
ÿ

ℓPIT

pdiv vh, 1qL2pTℓq “
ÿ

ℓPIT

ż

BTℓ

vh ¨ n|BTℓ
dσ

“
ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

rvhs ¨ nf dσ “ 0

car vh P X0,h (3.42), p. 48. Donc pour vh P Vh et qh P P 0
discpThq, si on pose qh :“ |Ω|

´1
ż

Ω
qh,

on obtient :

pdivh vh, qhqL2pΩq “ pdivh vh, qhqL2pΩq ` pdivh vh, qh ´ qhqL2pΩq “ qh
ÿ

K

pdiv vh, 1qL2pTℓq “ 0.

Finalement, on a bien pdivh vh, qhq “ 0 pour tout qh P P 0
discpThq, et donc, pour tout ℓ P IT ,

div vh|Tℓ
“ 0.

Lorsqu’on discrétise les équations de Stokes (2.35), p. 33 avec une méthode non-conformes
et un terme source f P H´1

pΩq, les fonctions de tests vh P X0,h n’étant pas dans H1
0pΩq, il

faut réaliser un traitement sur le second membre.
Soit ℓf P LpX0,h,Rq tel que

ℓf :
#

X0,h Ñ R
vh ÞÑ ℓf pvhq

avec

@vh P X0,h, ℓf pvhq :“
#

pf ,vhqL2pΩq si f P L2
pΩq,

xf ,JhpvhqyH1
0pΩq si f R L2

pΩq.
(3.80)
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où Jh : X0,h Ñ Y0,h est un opérateur de moyennisation [38, §22.4.1], avec

Y0,h “ tvh P H1
0pΩq | @K P Th, vh|K P Pk

pKqu.

De plus, il existe une constante Cnc
Jh

strictement positive, indépendante du maillage et telle
que :

}Jhvh}H1
0pΩq ď Cnc

Jh
}vh}h. @vh P X0,h (3.81)

Pour obtenir un problème bien posé, on remplace le second membre par ℓf pvhq.

Par ailleurs, lorsque f P L2
pΩq et que le calcul exact de

ż

Ω
f ¨ vh dx, avec vh P X0,h

n’est pas possible, nous approchons cette intégrale avec des formules de quadrature qui sont
définies dans l’Annexe A.

Nous rappelons le résultat suivant présenté dans [60, Lemme 2] et [72] :

Proposition 18. L’opérateur d’interpolation ΠCR
h des éléments finis P 1

nc joue le rôle d’un
opérateur de Fortin (voir (B.20), p. 176) :

@v P H1
pΩq, }ΠCR

h v}h ď }Grad v}L2pΩq, (3.82)
@v P H1

pΩq, @qh P Mh, pdivh ΠCR
h v, qhqL2pΩq “ pdiv v, qhqL2pΩq. (3.83)

Démonstration. L’équation (3.82) a déjà été prouvé dans la proposition 13, p. 49. Montrons
(3.83). On intègre par parties, sur un triangle Tℓ, ℓ P IT :

ż

Tℓ

div vh dx “
ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

vh ¨ nf,ℓ dσ “
ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

v ¨ nfdσ,

“

ż

Tℓ

div v dx

La proposition précédente permet de montrer rapidement la condition inf-sup de la forme
bilinéaire bh (B.10) sur Xh´P 0

disc. En réalité, l’espace Xh est plus grands que nécessaire pour
démontrer la condition inf-sup du schéma. On montre un résultat analogue à la proposition
précédente en utilisant un espace plus restreint. On peut construire un opérateur inverse à
droite explicite pour l’opérateur divh de Mh à Xh,0 :

Lemme 2. Pour tout qh P Mh, il existe vh,π0
h

pqhq P Xh,0 tel que :

´
`

divh vh,π0
h

pqhq, π
0
hpqhq

˘

L2pΩq
“ ν´1

}π0
hpqhq}

2
L2pΩq (3.84)

}vh,π0
h

pqhq}h ď Cdiv ν
´1

}π0
hpqhq}Ω (3.85)

Démonstration. Soit qh P Mh. On utilise la proposition 1, p. 34 : Il existe vπ0
h

pqhq P H1
0pΩq

tel que
div vπ0

h
pqhq “ ´ν´1π0

hpqhq, et }vπ0
h

pqhq}H1
0pΩq ď Cdiv ν

´1
}π0

hpqhq}L2pΩq.

Soit vh,π0
h

pqhq P Xh,0 tel que @f P I iF ,

vh,π0
h

pqhqpMf q “ ΠCR
h pvπ0

h
pqhqqpMf q

On intègre ensuite par parties deux fois et on obtient :

@ℓ P IT ,
ż

Tℓ

div vh,π0
h

pqhq dx “
ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

vh,π0
h

pqhq¨nf,ℓ dσ “
ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

vπ0
h

pqhq¨nf,ℓ dσ “

ż

Tℓ

div vπ0
h

pqhq dx.

Ce qui nous donne la première égalité (3.84). La dernière inégalité s’obtient en utilisant
(3.47), p. 49.
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On peut donc construire le représentant de qh dans X0,h qu’avec les composantes nor-
males. La discrétisation du Problème (2.35) s’écrit alors :

Problème: 10. Trouver puh, phq P X0,h ˆ Mh tels que @pvh, qhq P X0,h ˆ Mh :
"

ahpuh,vhq ` bhpvh, phq “ ℓf pvhq,
bhpuh, qhq “ 0. (3.86)

Avec ℓf p¨q qui est défini par (3.80), p. 57.
Pour montrer l’existence et l’unicité du problème (10), on peut utiliser le théorème 23.

Il faut donc vérifier :
— La continuité de la forme bilinéaire ahp¨, ¨q sur X0,h ˆ X0,h,
— La continuité de la forme bilinéaire bhp¨, ¨q sur X0,h ˆ Mh,
— La coercivité de la forme bilinéaire sur Vh définie par (3.26).
— La condition inf-sup discrète entre les espaces X0,h et Mh pour la forme bilinéaire

bhp¨, ¨q :

Dβ ą 0, inf
qhPMh

qh‰0

sup
vhPX0,h

vh‰0

bhpvh, qhq

||vh||h
ě β||qh||L2pΩq. (3.87)

Comme la méthode est non-conforme, on ne peut pas utiliser les propriétés des formes
bilinéaires ap¨, ¨q et bp¨, ¨q du problème continu pour montrer ces propriétés. Il faut donc
démontrer ces quatre points.

Proposition 19. La forme bilinéaire ahp¨, ¨q est continue et coercive sur X0,h ˆ X0,h.

Démonstration. En utilisant la proposition 12, on sait que : ahpvh,vhq
1{2

“ ν1{2
}vh}h est

une norme sur X0,h. La coercivité et la continuité de la forme bilinéaire ahp¨, ¨q sont donc
établies.

Rappelons les propriétés [63, Lemme 3.1, Lemme 5.2] :

Proposition 20. La forme bilinéaire bhp¨, ¨q est continue et respecte la condition inf-sup
discrète (3.87) :

Démonstration. Pour la continuité de bh, elle s’obtient en utilisant une inégalité de Cauchy-
Schwarz. Pour montrer la condition inf-sup, à l’instar de la preuve du problème continu (voir
Théorème 7, p. 34), nous allons utiliser la proposition 1, p. 34. Cette preuve se base sur le fait
que ΠCR

h est un opérateur de Fortin : Soit qh P P 0
discpTh q XL2

0pΩq, Il existe un unique vqh
P

VK tel que div vqh
“ qh et

}vqh
}H1

0pΩq ď Cdiv }div vqh
}L2pΩq “ Cdiv }qh}L2pΩq.

En appliquant le lemme 2, on définit la vitesse discrète

vh,qh
:“ ΠCR

h vqh
,

telle que :
}vh,qh

}h ď }Grad vqh
}L2pΩq “ }vqh

}H1
0pΩq ď Cdiv }qh}L2pΩq. (3.88)

Nous avons donc en utilisant (3.83), on a :

pdivh vh,qh
, qhqL2pΩq “ pdivh vqh

, qhqL2pΩq “ }qh}
2
L2pΩq.

Et en utilisant l’inégalité (3.88), on trouve :

|bhpvh,qh
, qhq| ě

1
Cdiv

}qh}L2pΩq }vh,qh
}h.
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On observe que dans la preuve de la condition inf-sup, la vitesse est vh,qh
est construite

seulement avec les composantes normales (voir le lemme 2). On rappelle le théorème suivant
[33, Théorème 3], [73, Théorème 2] :

Théorème 11. Le problème (3.86) est bien posé. C’est-à-dire qu’il admet une unique solu-
tion puh, phq P X0,h ˆ Mh telle que :

— Si f P H´1
pΩq on a :

}uh}h ď Cnc
Jh
ν´1

}f}H´1pΩq, (3.89)

}ph}L2pΩq ď 2Cnc
Jh
CdivC

nc
PS}f}H´1pΩq. (3.90)

— Si f P L2
pΩq, on a :

}uh}h ď Cnc
PSν

´1
}f}L2pΩq, (3.91)

}ph}L2pΩq ď 2Cnc
PSCdiv }f}L2pΩq. (3.92)

avec Cdiv , C
nc
Jh
, Cnc

PS les constantes définies par (2.41), p. 34, (3.81), p. 58, (3.49), p. 49.

Démonstration. Pour montrer que le problème est bien posé, il suffit d’utiliser le théorème
de Babuska-Brezzi (théorème 23, p. 174) avec X :“ X0,h défini par (3.41) et Y :“ Mh

par (3.78). La continuité et a coercivité de la forme bilinéaire ahp¨, ¨q sont établies par
la proposition 19. La continuité et la condition inf-sup de bh ont été démontrées dans la
proposition 20.

Pour montrer (3.89), on considère puh, phq l’unique solution de (3.86). On sait que
divh uh “ 0. Si on prend vh “ uh dans (3.86), et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz
ainsi que l’inégalité (3.81), p. 58 si f P H´1

pΩq ou (3.49), p. 49 so f P L2
pΩq, on obtient :

"

}uh}h ď ν´1 Cnc
Jh

}f}H´1pΩq si f P H´1
pΩq

}uh}h ď ν´1 Cnc
PS }f}L2pΩq si f P L2

pΩq
(3.93)

Pour obtenir l’inégalité de stabilité sur ph (3.90), on utilise la proposition 1, on sait que

D!vph
P VK tel que div vph

“ ph.

On considère vh,ph
:“ ΠCR

h vph
, et on teste la première équation de (3.86) avec vh “ vh,ph

. En
utilisant l’inégalité triangulaire, de Cauchy-Schwarz et de Poincaré-Steklov discrète (3.49),
puis en utilisant la proposition 13, on obtient :

}ph}
2
L2pΩq “ νpuh,vh,ph

qh ´ pf ,vh,ph
qL2pΩq,

ď ν}uh}h}vh,ph
}h ` }f}L2pΩq}vh,ph

}L2pΩq, en utilisant Cauchy-Schwarz
ď 2Cnc

PS}f }L2pΩq}vh,ph
}h, avec (3.49) et (3.93)

ď 2Cnc
PS}f }L2pΩq}Grad vph

}L2pΩq, avec (3.82)
ď 2Cnc

PS Cdiv }f}L2pΩq}ph}L2pΩq. avec (2.41), p. 34

De la même façon, si f P H´1
pΩq, la preuve est identique :

}ph}
2
L2pΩq “ νpuh,vh,ph

qh ´ ℓf pvhq,

ď ν}uh}h}vh,ph
}h ` Cnc

Jh
}f}H´1pΩq}vh,ph

}h, en utilisant Cauchy-Schwarz et (3.81)
ď 2Cnc

Jh
}f }H´1pΩq}vh,ph

}h, avec (3.93)
ď 2Cnc

Jh
}f }H´1pΩq}Grad vph

}L2pΩq, avec (3.82)
ď 2Cnc

Jh
Cdiv }f}H´1pΩq}ph}L2pΩq. avec (2.41), p. 34
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Estimation d’erreurs

Pour les estimations d’erreur, on peut consulter l’Annexe B (B.26) et (B.27) en utilisant
les propriétés d’approximation des espaces discrets [6, p.25]. On donne ici, les estimations
d’erreurs suivantes [33, Théorème 4, 6] :

Théorème 12. Supposons que la solution du problème (2.35) pu, pq appartienne à
`

H1
0pΩqX

H2
pΩq

˘

ˆH1
pΩq. Alors la vitesse uh solution du problème (3.86) converge vers u dans X0,h :

}uh ´ u}h À h
`

|u|H2pΩq ` ν´1
|p|H1pΩq

˘

, (3.94)

}ph ´ p}L2pΩq À hσp|u|H2pΩq ` ν´1
|p|H1pΩqq. (3.95)

De plus, si Ω est un domaine convexe :

}uh ´ u}L2pΩq À h2 `
|u|H2pΩq ` ν´1

|p|H1pΩq

˘

. (3.96)

On peut voir dans les estimateurs d’erreur (3.96) que même si u “ 0, nous avons

}uh}L2pΩq ď ν´1h2
}p}L2pΩq.

On se propose de détailler cette estimation dans la prochaine sous-section.

Modes parasites de vitesse

Dans cette sous-section, nous mettons en exergue un problème de vitesses parasites pour
le schéma numérique P1

nc ´P 0
disc. Ces vitesses parasites sont générées par la non-conformité

du schéma et dépendent linéairement de l’inverse de la viscosité.
On considère φ P H1

pΩq, et les équations de Stokes (2.35) avec f “ gradφ. On peut
alors écrire le problème sous cette forme :

Problème. Trouver pu, pq P H1
0pΩq ˆ L2

0pΩq tels que

νpGrad u,Grad vqL2pΩq ´ pp, div vqL2pΩq “ pgradφ,vqL2pΩq @v P H1
0pΩq (3.97)

pq, div uqL2pΩq “ 0 @q P L2
0pΩq (3.98)

Or, en faisant une intégration par parties au membre de droite de (3.97), on obtient :

νpGrad u,Grad vqL2pΩq ` pp, div vqL2pΩq “ ´pφ, div vqL2pΩq @v P H1
0pΩq

On peut alors reformuler le problème précédent par celui-ci :

Problème. Trouver pu, pq P H1
0pΩq ˆ L2

0pΩq tels que
"

νpGrad u,Grad vqL2pΩq ´ ppp ´ φq, div vqL2pΩq “ 0 @v P H1
0pΩq

pq, div uqL2pΩq “ 0 @q P L2
0pΩq

En appliquant le théorème 11, on sait que la solution de ce problème existe et qu’elle est
unique. Cette solution est pu, pq “ p0, φq.

Si maintenant, nous considérons le problème discret issu du schéma P1
nc ´ P 0

disc :

Problème: 11. Trouver puh, phq P X0,h ˆ Mh tels que
"

νpGradh uh,Gradh vhqL2pΩq ´ pph, divh vhqL2pΩq “ pgradφ,vhqL2pΩq @vh P X0,h
pqh, divh uhqL2pΩq “ 0 @qh P Mh

(3.99)
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De la même manière que pour le problème continu, on intègre par parties ce terme avec
la formule de Green (théorème 4) et on trouve :

pgradφ,vhqL2pΩq “
ÿ

ℓPIT

ˆ

´

ż

Tℓ

φ div vh dx `
ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

rvhs ¨ φnf,l dx
˙

,

“
ÿ

ℓPIT

´

ż

Tℓ

φ div vh dx `
ÿ

fPIF

ż

Ff

rvhs ¨ φnf dx.
(3.100)

Le terme
ÿ

fPIF

ż

Ff

rvhs ¨ φnf dx (3.101)

peut être alors non nul, car vh R H1
pΩq. Ce terme agit alors comme une source numérique

pour l’équation de conservation de la quantité de mouvement. Ainsi, la solution discrète uh
n’est pas nulle, elle tend vers 0 et génère des vitesses parasites dont l’amplitude va dépendre
de ν à cause du terme de diffusion.

On peut montrer avec la propriété du patch test (3.42) la propriété suivante :
Lemme 3. Soit vh P Vh, l’inégalité suivante est vérifiée :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

fPIF

ż

Ff

rvhsφnf dσ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

À σh}gradφ}L2pΩq}vh}h. (3.102)

Démonstration. En effet, on écrit :
ÿ

fPIF

ż

Ff

rvhsφnf dσ “
ÿ

fPIF

ż

Ff

rvh ´ vf sφnf dσ,

“
ÿ

ℓPIT

ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

|pvh ´ vf qφn|BTℓ
| dx,

“
ÿ

ℓPIT

ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

|pvh ´ vf qpφ ´ φℓqn|BTℓ
| dx car

ż

Ff

pvh ´ vf q dσ “ 0.

et donc en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|
ÿ

fPIF

ż

Ff

rvhsφnf dσ| ď
ÿ

ℓPIT

ÿ

fPIF,ℓ

}vh ´ vf}L2pFf q}φ ´ φℓ}L2pFf q.

— Montrons d’abord une inégalité sur le terme }φ ´ φℓ}L2pFf q. En utilisant l’inéga-
lité de trace locale (3.23), p. 42 puis l’inégalité de Poincaré-Steklov dans la cellule
(3.21), p. 42, on a :

}φ ´ φℓ}L2pFf q ď σ1{2
}φ ´ φℓ}

1{2
L2pTℓq

ph
1{2
ℓ } φℓ}

1{2
L2pTℓq

` }gradφ}L2pTℓqq.

À σ1{2h
1{2
ℓ }grad φ}

2
L2pTℓq.

— Pour obtenir un inégalité sur le terme }vh´vf}L2pFf q, on utilise la proposition 4, p. 42
(Inégalité de Poincaré-Steklov sur les faces) :

}vh ´ vf}L2pFf q ď pσhq
1{2
Tℓ

}Grad vh}L2pTℓq.

Finalement, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz discrète, on a prouvé l’inégalité sui-
vante :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

fPIF

ż

Ff

rvhsφnf dσ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

À σh}gradφ}L2pΩq}vh}h.
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En particulier, on remarque que même si la stabilité est indépendante de l’anisotropie
(3.35), p. 46, ce n’est pas le cas de la consistance du schéma (3.102) qui dépends de h et σ.

Considérons les équations de Stokes (3.86) avec comme terme source :

f “
ÿ

fPIF

ż

Ff

rvhs ¨ φnf dx.

On pose vh “ uh et on obtient :

}uh}h À ν´1σh}gradφ}L2pΩq. (3.103)

Pour obtenir une approximation qui ne soit pas dégradée par le manque de consistance,
il faut choisir le pas du maillage de sorte que h ! ν. Dans le cadre de nos applications
industrielles, on a ν “ 10´5 (cf p. 10). Il faut donc un pas de maillage très faible, ce qui sera
coûteux.

La solution du problème approché ne sera donc pas puh, phq “ p0, π0
hpφqq. Considérons

les équations de Stokes discrétisées par les éléments finis P1
nc ´ P 0

disc (Problème 10, p. 59),
avec comme second membre f “ grad px ` yq. La solution de ce problème est alors :

pu, pq “ p0, px ` yq ´ 1q (3.104)

Sur la figure 3.5, est représentée l’erreur en vitesse (en norme L2
pΩq) tracée en fonction

de la viscosité avec un pas de maillage de h “ 0.05. On peut voir que l’erreur en vitesse
augmente linéairement pas rapport à l’inverse de la viscosité ν. Dans le tableau 3.1, on
représente l’erreur absolue en vitesse et relative pression en norme L2

pΩq pour plusieurs pas
de maillage h. On définit

εCR0 puhq :“

$

’

’

&

’

’

%

}uCRh }L2pΩq si u “ 0

}uCRh ´ u}L2pΩq

}u}L2pΩq

sinon
et εCR0 pphq :“

$

’

’

&

’

’

%

}pCRh }L2pΩq si p “ 0

}pCRh ´ p}L2pΩq

}p}L2pΩq

sinon

(3.105)
Si u “ 0 (resp. p “ 0) on donnera l’erreur absolue en vitesse (resp. en pression), sinon on
donnera l’erreur relative. On notera "TCM" le taux de convergence moyenné.

h εCR0 puhq εCR0 pphq

1.00 ˆ 10´1 1.01 ˆ 100 2.35 ˆ 10´2

5.00 ˆ 10´2 2.38 ˆ 10´1 6.90 ˆ 10´3

2.50 ˆ 10´2 5.85 ˆ 10´2 2.05 ˆ 10´3

1.25 ˆ 10´2 1.48 ˆ 10´2 7.87 ˆ 10´4

TCM 2.03 1.63

Tableau 3.1 – Tableau des erreurs en vitesse et en pression pour ν “ 10´3

On peut voir sur la figure 3.4, la représentation de la norme de ces vitesses parasites.
L’erreur en vitesse étant générée seulement par ces vitesses parasites, on peut remarquer
sur la figure 3.5 que l’amplitude de ces vitesses parasites dépend linéairement de 1{ν. Dans
le tableau 3.1, on montre que l’amplitude de ces vitesses s’atténue lorsqu’on diminue le pas
du maillage et donc que le schéma converge.
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Figure 3.4 – Norme des vitesses parasites du schéma P1
nc´P 0

disc pour pu “ 0, p “ x`y´1q

et ν “ 10´3, h “ 0.05

10´7 10´6 10´5 10´4 10´3 10´2 10´1 10010´4

10´3

10´2

10´1

100

101

102

103

1
-1

ν

ε 0
pu

h
q

εCR0 puhq, h “ 0.05

Figure 3.5 – Erreur en vitesse, en norme L2
pΩq pour pu “ 0, p “ x ` y ´ 1q, le pas de

maillage est fixé à h “ 0.05.
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Stratégies pour corriger la consistance du schéma

Considérons le problème 11 sous forme matricielle comme décrit par (1.3), p. 13 :
"

νKUν ` BTP “ F
BU “ 0 (3.106)

avec F qui ne dépends pas de ν. En particulier, on a Uν “ ν´1K´1
pF´BTP q. La dépendance

par rapport à la viscosité ν de la vitesse est alors évidente car le terme K´1
pF ´ BTP q ne

dépends pas de ν pour ce cas test. Si on pose U1 “ K´1
pF ´BTP q, on a Uν “ ν´1U1. Pour

ne plus voir cette dépendance de l’erreur à la viscosité, il peut être intéressant de prendre
la norme

`

}u}
2
H1

0pΩq ` ν´2
}p}L2pΩqq

1{2 pour la définition de nos erreurs relatives.
Ces vitesses parasites sont donc un problème lorsque l’on va résoudre les équations de

Stokes et a fortiori Navier-Stokes avec des viscosités faibles. Celles-ci sont gênantes par leur
dépendance à ν qui augmentera donc l’erreur générée par l’approximation. Dans un réacteur
à eau pressurisé, ν vaut environ 10´5, ce qui peut augmenter fortement l’erreur. Par ailleurs,
ce phénomène est accentué pour les équations de Navier-Stokes avec une résolution itérative
car les erreurs se cumulent.

Il existe différentes stratégies pour remédier à ce problème bien connu :
1. Utiliser un schéma avec une approximation polynomiale de degré supérieur [74, 75].

En augmentant l’ordre d’approximation du schéma, on réduit l’amplitude des sources
numériques de (3.100).

2. Construire une approximation dans Hpdiv 0; Ωq en effectuant un traitement sur le
maillage, qui consiste à supprimer certains degrés de liberté en vitesse. [35]

3. Augmenter le nombre de degrés de liberté des pressions discrètes [5, 6]. Une approche
naturelle est de rajouter des degrés de liberté de pression pour renforcer la contrainte
de divergence nulle. Cela permet de diminuer l’amplitude du terme de non-conformité
sans changer la discrétisation de la vitesse, néanmoins, l’étape de résolution de la
pression (1.9) peut devenir alors plus coûteuse. Cette méthode est illustrée par les
sections 3.4.5, p. 65 et 3.4.6, p. 74.

4. Projeter les fonctions tests sur un sous-espace discret de Hpdiv ; Ωq [34]. Ce schéma
permet de faire disparaître complètement le terme de discontinuité (3.101), p. 62
puisque l’intégration par partie sera exacte. Il s’agit d’utiliser une projection de la
fonction test du second membre sur un élément conforme dans Hpdiv ; Ωq. Néanmoins,
elle est complexe à mettre en œuvre pour les équations de Navier-Stokes car elle
nécessite de modifier la matrice de masse M de la vitesse ainsi que le terme de
convection LpUn

q ce qui peut rendre l’étape (1.9), p. 14 coûteuse. Cette méthode est
décrite en section 3.6, p. 81.

On se propose de présenter par la suite les deux derniers schémas. D’autres schémas plus
spécifiques existent comme par exemple :

— Considérer une formulation vitesse vorticité pression pour rendre le schéma robuste
en pression [76, 43].

— Une stabilisation "grad-div" qui consiste à pénaliser les sauts de vitesse normale le
long des arêtes [77].

Ces schémas sont nombreux et ne seront pas étudiés dans la suite de ce manuscrit (car elles
s’inscrivent dans un contexte plus large encore).

3.4.5 Le schéma P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q

Le schéma P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q a initialement était proposé par Heib [5]. Il présente

l’avantage de réduire les modes parasites en vitesses tout en apportant une discrétisation
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plus précise pour le gradient de pression. L’idée est d’ajouter une nouvelle composante
P 1

pTh q
6 à la pression. On présente d’abord les espaces de discrétisation :

Espace pour la vitesse :

L’espace d’approximation des vitesses est l’espace Xh défini par (3.41), p. 48. Si on im-
pose des conditions de Dirichlet homogène, on utilisera l’espace X0,h défini par (3.43), p. 48.

Espace pour la pression :

M0
h :“ P 0

discpThq X L2
0pΩq (3.107)

Pour k P N‹ : Mk
h “ P k

pThq X L2
0pΩq (3.108)

Mh :“ t qh P L2
pΩq { qh “ q0,h ` q1,h, q0,h P M0

h , q1,h P M1
hu “ M0

h ` M1
h . (3.109)

On considère le problème suivant :

Problème: 12. Trouver puh, phq P X0,h ˆ Mh tels que @pvh, qhq P X0,h ˆ Mh :
"

ahpuh,vhq ` b01
h pvh, phq “ ℓf pvhq @vh P X0,h
b01
h puh, qhq “ 0. @qh P Mh

(3.110)

avec la forme linéaire ℓf p¨q définie par l’équation (3.80), p. 57 et la formes bilinéaire
ahp¨, ¨q est définie par (3.77) et la formes bilinéaire b01

h p¨, ¨q est définie par (3.111) :

b01
h :

"

Xh ˆ Mh Ñ R
pvh, qhq ÞÑ ´pdivh vh, q0,hqL2pΩq ` pvh,grad q1,hqL2pΩq

. (3.111)

et on a :
Vh :“ tvh P X0,h | @qh P Mh, b

01
h pvh, qhq “ 0u

Remarque 8. (Calcul de la norme L2 de la pression)
On peut calculer la norme L2 de la pression avec l’expression suivante :

}ph}
2
L2pΩq “

ÿ

ℓPIT

p|Tℓ|pp0,h|Tℓ
q

2
q ` rCd

ÿ

ℓPIT

|Tℓ|

ˆ

ÿ

iPIS,ℓ

pp1,hpSiqq
2

`
ÿ

i,jPIS,ℓ

p1,hpSiqp1,hpSjq

˙

`
2

d ` 1
ÿ

ℓPIT

|Tℓ|p0,h|Tℓ

ÿ

iPIS,ℓ

p1,hpSiq

avec rCd “ 1{6 si d “ 2 et rCd “ 1{10 si d “ 3.

On a besoin d’une hypothèse supplémentaire sur le maillage :

Hypothèse 5. Pour chaque triangle du maillage, il y a au plus une arête qui appartient au
bord pour d “ 2 et au plus deux faces pour d “ 3.

6. défini par (3.16), p. 41
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Condition inf-sup

Une preuve partielle est disponible dans [5, Section 4.2] et [6, Théorème 4.3.1] à partir
des travaux de [63], mais elle est plus difficile à démontrer que celle des P1

nc ´ P 0
disc. On

présente ici une preuve complète faite dans [72]. On utilisera les notations de la page 42.
Avant de faire celle-ci, on énonce les propositions et les lemmes suivants nécessaires à la
démonstration :

On notera pour tout q P L2
pΩq et v P L2

pΩq :

rq :“ q ´ π0
hpqq et rv :“ v ´ Π0

hpvq. (3.112)

Lemme 4. Soit pvh, q1,hq P X0,h ˆ M1
h . L’inégalité suivante est vérifiée :

|
ÿ

ℓPIT

ÿ

fPIF,ℓ

pvh ¨ nf,ℓ, q1,hqL2pFf q| ď σ}vh}h}rq1,h}L2pΩq (3.113)

Démonstration. La preuve de ce théorème est identique à celle du lemme 3, p. 62.

Proposition 21. (Décomposition L2-orthogonale de Mh) Soit qh P Mh, qh “ q0,h ` q1,h et
pq0,h, q1,hq P M0

h ` M1
h . On peut définir une décomposition orthogonal de qh dans M0

h ` ĂM1
h

avec
ĂM1
h :“ tqh P Mh| @ℓ P IT ,

ż

K

qh dx “ 0u. (3.114)

En particulier, si on a qh P Mh, et qh “ q0,h ` q1,h, alors rq1,h “ qh ´ π0pqhq. De plus, la
somme étant directe, on peut établir l’égalité de norme suivante :

}qh}
2
L2pΩq “ }π0

hpqhq}
2
L2pΩq ` }rq1,h}

2
L2pΩq. (3.115)

Si l’hypothèse 5 est vérifiée, alors on peut aussi définir un opérateur inverse à droite
explicite de la divergence discrète de M1

h à XT,h :“ tvh P X0,h | @f P I iF , vh ¨ nF “ 0u :

Lemme 5. On suppose l’hypothèse 5, alors @q1,h P M1
h , DvT,h P XT,h tel que :

pgrad q1,h,vT,hqL2pΩq Á ν´1σ´2pd´2q
}rq1,h}

2
L2pΩq, (3.116)

pdiv vT,h, q0,hqL2pTℓq “ 0 @q0,h P M0
h , @ℓ P IT , (3.117)

}vT,h}h À ν´1σ2
}rq1,h}L2pΩq. (3.118)

Démonstration. (Preuve du lemme 5) Soit q1,h P M1
h . Pour tout ℓ P IT , on pose qℓ :“ q1,h|Tℓ

et q̂ℓ “ qℓ ˝ Fℓ. L’opérateur grad est continu de H1
pΩq vers Hprot ,Ωq [78, Proposition

2.2.10]. En particulier, comme q1,h P H1
pΩq, l’égalité suivante est vérifiée :

@f P IF , |Ff “ Tℓ X Tk, grad qℓ ˆ nf “ grad qk ˆ nf .

On construit vT,h P XT,h | @f P I iF ,vT,hpMf q “ ν´1h2
fnf ˆ pgrad q1,h ˆ nf q, où hf est le

diamètre de la face Ff . On a pour tout ℓ P IT :

pgrad q1,h,vT,hqL2pTℓq “ ν´1 |K|

d ` 1
ÿ

fPIi
F,ℓ

h2
f |grad qℓ ˆ nf |

2. (3.119)

On effectue un changement de variable du triangle Tℓ vers l’élément de référence et en
utilisant la relation (3.9), p. 41, on obtient :

— Si d “ 2, en utilisant l’hypothèse 5, on obtient :
ÿ

fPIi
F,ℓ

h2
Ff

|grad qℓ ˆ nf |
2

“
ÿ

fPIi
F,ℓ

|F̂f,ℓ|
2
|grad x̂q̂ℓ ˆ n̂f,ℓ|2 Á |grad x̂q̂ℓ|

2. (3.120)
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— si d “ 3, alors le terme précédent s’écrit

|grad qℓ ˆ nf | “ |F̂f,ℓ| |Ff |
´1

|Bℓ grad x̂q̂ℓ ˆ n̂f,ℓ|.

On obtient alors :

|grad qℓ ˆ nf | Á |Ff |
´1

}B´1
l }

´1
|grad x̂q̂ℓ ˆ n̂f,ℓ| . (3.121)

Or,
hf |Ff |

´1
}B´1

ℓ }
´1

Á σ´1
ℓ ,

en supposant l’hypothèse 5, on obtient :
ÿ

fPIi
F,ℓ

h2
Ff

|grad qℓ ˆ nf |
2

Á σ´2
ℓ |grad x̂q̂ℓ|

2

On utilise l’inégalité de Poincaré-Steklov dans l’élément de référence T̂ (2.2), p. 24
et en appliquant l’inégalité (3.120) ou (3.121) dans l’équation (3.119), on en déduit :

pgrad q1,h,vT,hqL2pTℓq Á ν´1σ
´2pd´2q

ℓ |Tℓ||grad x̂q̂ℓ|
2

Á ν´1σ
´2pd´2q

ℓ }rqℓ}
2
L2pTℓq

En sommant sur tout les triangles Tℓ, ℓ P IT , on obtient l’équation (3.116). Pour ob-
tenir (3.117), on remarque que gradϕf,ℓ “ |Tℓ|

´1
|Ff |nf,ℓ. En particulier cela implique

que :
grad pϕf,ℓq K vT,hpMf q

et
pdiv vT,h, q0,hqL2pTℓq “ |Tℓ|q0,h|Tℓ

ÿ

fPIi
F,ℓ

gradϕf,ℓ ¨ vT,hpMf q “ 0.

Finalement, l’équation (3.118) s’obtient en remarquant que :

Grad vT,h|ℓ “
ÿ

fPIi
F,ℓ

vT,hpMf q b gradϕf,ℓ

Ce qui implique :

}Grad vT,h}
2
LpTℓq À ν´2

ÿ

fPIi
F,ℓ

|Ff |
2
|Tℓ|

´1h4
Ff

|grad qℓ ˆ nf |
2.

En utilisant l’équation (3.2) et l’hypothèse 5, l’inégalité se réécrit :

}Grad vT,h }
2
L2pTℓq À ν´2σ2

ℓh
2
Tℓ

|Tℓ|
ÿ

fPIi
F,ℓ

|grad qℓ ˆ nf |
2

À ν´2σ2
ℓh

2
Tℓ

}grad qℓ}2
L2pTℓq .

L’inégalité (3.25), p. 43 donne :

}Grad vT,h}L2pTℓq À ν´1σ2
ℓ }rqℓ}L2pTℓq.

L’inégalité (3.118) s’obtient en sommant l’inégalité précédente sur tout les triangles
Tℓ, ℓ P IT .

On énonce le théorème suivant :
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Théorème 13. Si l’hypothèse 5 est vérifiée, alors la forme bilinéaire b01
h p¨, ¨q est continue et

respecte une condition de type inf-sup :

@pvh, qhq P X0,h ˆ Mh, |b01
h pvh, qhq| À σ}vh}h}qh}L2pΩq, (3.122)

inf
qhPMh,qh‰0

sup
vhPX0,h

vh‰0

b01
h pvh, qhq

||vh||h
Á

1
?

2
C´2

divσ
´2d

||qh||Mh
. (3.123)

Démonstration. (Preuve du théorème 13)
Soit pvh, qhq P X0,h ˆ Mh. La première inégalité s’obtient en intégrant par parties la

forme bilinéaire b01
h p¨, ¨q :

b01
h pvh, qhq “ ´pdivh vh, π0pqhqqL2pΩq `

ÿ

ℓPIT

ÿ

fPIF,ℓ

pvh ¨ nf,ℓ, q1,hqL2pFf q. (3.124)

En utilisant Cauchy-Schwarz, on obtient :

|pdivh vh, π0pqhqqL2pΩq| ď
?
d}vh}h}π0pqhq}L2pΩq. (3.125)

Finalement, on retrouve la continuité de la forme bilinéaire b01
h p¨, ¨q (3.122) en utilisant

(3.125), (3.113) et la proposition 21.
On veut maintenant démontrer la seconde inégalité (3.123). Soit qh P Mhzt0u avec qh “

q0,h ` q1,h tels que pq0,h, q1,hq P pM0
h ˆ M1

hq et soit vh,π0
h

pqhq “ vh,π0
h

pqhqpqhq issu du lemme 2.
En utilisant (3.124), avec (3.113) et (3.84), on établit :

b01
h pvh,π0

h
pqhq, qhq Á ν´1

}π0
hpqhq}

2
L2pΩq ´ σ}vh,π0

h
pqhq}h}rq1,h}L2pΩq. (3.126)

En utilisant l’inégalité (3.85) et l’inégalité de Young, on obtient pour tout ϵ ą 0 :

´}vh,π0
h

pqhq}h}rq1,h}L2pΩq ě ´
1
2Cdiv ν

´1
pϵ}π0

hpqhq}
2
L2pΩq ` ϵ´1

}rq1,h}
2
L2pΩqq. (3.127)

En utilisant l’inégalité (3.126) dans (3.127), on écrit :

b01
h pvh,π0

h
pqhq, qhq Á ν´1`

p1 ´
ϵ

2Cdivσq}π0
hpqhq}

2
L2pΩq ´

Cdiv

2ϵ σ}rq1,h}
2
L2pΩq

˘

. (3.128)

Posons vT,h :“ vT,hpq1,hq défini dans le lemme 5. En utilisant (3.116) et (3.117), on obtient :

b01
h pvT,h, q1,hq “ pgrad q1,h,vT,hqL2pΩq Á ν´1σ´2pd´2q

}rq1,h}
2
L2pΩq. (3.129)

Enfin, considérons v‹
h “ µvh,π0

h
pqhq ` vT,h, avec µ ą 0. En utilisant les équations (3.128) et

(3.129), on infère :

b01
h pv‹

h, qhq “ µb01
h pvh,π0

h
pqhq, qhq ` b01

h pvT,h, qhq,

Á ν´1`µp1 ´
ϵ

2Cdivσq}π0pqhq}
2
L2pΩq ` pσ´2pd´2q

´
µCdiv

2ϵ σq}rq1,h}
2
L2pΩq

˘

.

Si on choisit ϵ “ pCdivσq
´1

ď 1 et µ “ σ´2pd´2qϵ2, il vient :

b01
h pv‹

h, qhq Á Cminν
´1

}qh}
2
L2pΩq (3.130)

avec Cmin “ ϵ2σ´2pd´2q
“ C´2

divσ
´2pd´1q. Il reste à montrer que la norme }v‹

h}h est bornée par
}qh}L2pΩq. Pour prouver cela, on sait que :

}v‹
h}

2
h ď 2pµ2

}vh,π0
h

pqhq}
2
h ` }vT,h}

2
hq.
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Ensuite, en utilisant (3.85) et (3.117), on obtient :

}v‹
h} ď 2ν´2

pµ2C2
div }π0pqhq}

2
L2pΩq ` σ4

}rq1,h}
2
L2pΩqq,

ce qui mène à :
}v‹

h}
2
h ď C2

maxν
´2

}qh}
2
L2pΩq avec Cmax “

?
2σ2. (3.131)

On conclut en utilisant (3.130) et (3.131) pour obtenir (3.123) avec CminC´1
max “

1
?

2
C´2

divσ
´2d.

On énonce ensuite le théorème suivant [5, Proposition 4.2.2] :

Théorème 14. Si l’hypothèse 5, p. 66 est vérifiée, alors il existe une unique solution au
problème (3.110) qui vérifie :

}uh}h ` ν´1
}ph}L2pΩq ď c}f}L2pΩq.

avec c qui est une constante qui ne dépend pas de h. Si de plus, la solution pu, pq est dans
l’espace H2

pΩq ˆH1
pΩq, avec Ω convexe, alors il existe une constante c1 indépendante de h

telle que :
}u ´ uh}h ` ν´1

}p ´ ph}L2pΩq ď c1h
`

}u}H2pΩq ` ν´1
}p}H1pΩq

˘

.

avec }vh}
2
h la norme de X0,h.

Propriétés en 2D

Avant de montrer une propriété intéressante du schéma P1
nc ´ P 0

disc, on établit le lemme
suivant

Lemme 6. Soit vh P Vh :“ twh P Xh | @qh P Mh, b01
h pwh, qhq “ 0u et q1,h P M1

h . On a :

ÿ

fPIF

ż

Ff

q1,hrvhs ¨ nf dσ “ 0. (3.132)

Démonstration. Soit q1,h P M1
h , et vh P Vh, en utilisant la définition de Vh et une intégration

par partie, on obtient :
ÿ

fPIF

ż

Ff

q1,hrvhs ¨ nf “
ÿ

ℓPIT

`

ż

Tℓ

grad hq1,h ¨ vh dx
˘

`
ÿ

lPIT

`

ż

Tℓ

div pvhqq1,h dx
˘

,

“ pdivh pvhq, π0
hpq1,hqqL2pΩq “ 0.

En 2D, on peut montrer une propriété intéressante du schéma P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q [72,

Lemme 5-6] :

Lemme 7. Soit vh P Vh. Alors, pour d “ 2, nous avons que pour tout q2,h P P 2
pThq défini

par (3.16), p. 41,
ÿ

ℓPIT

ż

Tℓ

grad q2,h ¨ vh dx “ 0.

Cette propriété illustre le fait que le schéma P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q donne une bonne ap-

proximation du gradient dans le sens où si f “ gradφ avec φ P P 2
pThq, alors on obtient

exactement uh “ 0.
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Démonstration. Soit vh P Vh alors, avec une intégration par parties (théorème 4, p. 25), on
obtient :

ÿ

ℓPIT

ż

Tℓ

grad q2,h ¨ vh dx “ ´
ÿ

ℓPIT

ż

Tℓ

q2,hdiv pvhq dx `
ÿ

ℓPIT

ż

BTℓ

q2,hvh ¨ n|BTℓ
dσ

avec n|BTℓ
la normale sortante à Tℓ. Comme la fonction vh appartient à Vh, en utilisant le

fait que divh vh|Tℓ
est constant Tℓ, ℓ P IT , on obtient :

ÿ

ℓ

ż

Tℓ

q2,hdiv vh dx “
ÿ

ℓ

ż

Tℓ

π0pq2,hqdiv vh dx “ 0

Cette dernière égalité est vérifiée car @q P M0
h ,

ż

Ω
divh vhqh dx “ 0. Ce qui donne :

ÿ

ℓPIT

ż

Tℓ

grad q2,h ¨ vh dx “
ÿ

ℓPIT

ż

BTℓ

q2,hvh ¨ n|BTℓ
dσ

En intégrant par parties et en utilisant le lemme 6, on sait que pour un élément q1,h P M1
h ,

on peut écrire :
ÿ

ℓPIT

ż

BTℓ

q1,hvh ¨ n|BTℓ
dσ “ 0 (3.133)

La stratégie de la preuve est d’interpoler q2,h avec un élément de M1
h , noté q1,h. En utilisant

l’équation (3.133) et le lemme 6, on peut écrire :

pgrad hq2,h,vhqL2pΩq “
ÿ

fPIF

ż

Ff

q2,hrvhs ¨ nf dσ

“
ÿ

Ff

ż

Ff

pq2,h ´ q1,hqrvhs ¨ nf dσ

“
ÿ

Ff

ż

Ff

pq2,h ´ q1,hqrvh ´ vf s ¨ nf dσ

(3.134)

On choisit q1,h tel que q1,hpSiq “ q2,hpSiq pour tout i P IS de tel sorte que la fonction
pvh´vf qpq2,h´q1,hq s’annule aux points de quadrature de la formule de Simpson (A.2), p. 169
exacte pour les polynômes de degré 3. On obtient alors :

ÿ

ℓPIT

ż

Tℓ

grad q2,hvh dx “
ÿ

ℓPIT

ż

fPIF,ℓ

ż

Ff

pq2,h ´ q1,hqpvh ´ vf q ¨ n|BTℓ
dσ “ 0

Lemme 8. Soit φ P H3
pΩq X L2

zmvpΩq tel que |φ|H3pΩq ‰ 0. Alors, pour tout v P Vh,

pgradφ,vhqL2pΩq À σh2
|φ|H3pΩq}vh}L2pΩq

Démonstration. Soit v P Vh. En utilisant le lemme 7 et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il
vient pour tout qh P P 2

pThq :

|pgradφ,vhqL2pΩq| “ |pgrad pφ ´ qhq,vhqL2pΩq|.

On utilise le lemme de Bramble-Hilbert [38, Lemme 11.9] pour conclure.
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On peut énoncer les estimations suivantes, valable pour d “ 2 ([5, Proposition 4.4.1] et
[72, Lemme 5]) :

Théorème 15. Supposons que Ω est convexe et considérons la fonction φ P H3
pΩq XL2

0pΩq

qui est telle que |φ|H3pΩq ‰ 0. Soit puh, phq la solution de (3.110) avec f “ gradφ. La
solution des équations de Stokes (2.35), p. 33 est pu, pq “ p0, φq et on a :

ν}uh}h À σ2h3
|φ|H3pΩq; ν}uh}L2pΩq À σ3h4

|φ|H3pΩq. (3.135)

Démonstration. On pose vh “ uh dans (3.110) et en utilisant le lemme 8, il vient :

ν}uh}
2
h “ pgradφ,uhqL2pΩq À σh2

|φ|H3pΩq}uh}L2pΩq.

En utilisant [33, Théorème 4], nous obtenons }uh}L2pΩq À σh}uh}h. On en déduit que
ν}uh}h À σ2h3

|φ|H3pΩq. En utilisant cette estimation, on retrouve l’inégalité souhaitée :

ν}uh}L2pΩq À σ3h4
|φ|H3pΩq.

Pour illustrer cette propriété, on résout le problème (2.34), p. 33 avec le schéma P1
nc ´

pP 0
disc ` P 1

q pour pu “ 0, p “ px1 ´ x2q
2

´ 1{3q. Ces résultats ont été obtenus avec une
maquette sur Octave [79]. Les approximations sont notées puTrioh , pTrioh q et on note les erreurs
(définies par (3.136), p. 72 pour le schéma P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

q) dans le Tableau 3.2 :

εTrio0 puhq :“

$

’

’

&

’

’

%

}uTrioh }L2pΩq si u “ 0

}uTrioh ´ u}L2pΩq

}u}L2pΩq

sinon
et εTrio0 pphq :“

$

’

’

&

’

’

%

}pTrioh }L2pΩq si p “ 0

}pTrioh ´ p}L2pΩq

}p}L2pΩq

sinon

(3.136)

h ε0puTrioh q ε0ppTrioh q

1.00 ˆ 10´1 1.15 ˆ 10´19 1.80 ˆ 10´3

5.00 ˆ 10´2 1.47 ˆ 10´19 4.12 ˆ 10´4

2.50 ˆ 10´2 1.72 ˆ 10´19 1.00 ˆ 10´4

1.25 ˆ 10´2 1.72 ˆ 10´19 2.36 ˆ 10´5

TCM ´ 2.08

Tableau 3.2 – Tableau des erreurs en vitesse et en pression pour ν “ 10´3 avec le schéma
P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q

Sur le tableau 3.2, on écrit l’erreur en norme L2
pΩq pour la vitesse et L2

pΩq pour la
pression. Le terme TCM veut dire le taux de convergence moyen. Nous voyons dans le Ta-
bleau 3.2, que l’erreur en norme L2

pΩq pour la vitesse est nulle à l’erreur machine près. Pour
la pression, nous retrouvons de l’ordre 2. En outre, on observera un ordre de convergence
supplémentaire (h2) en vitesse lorsqu’on considérera un cas test avec une vitesse affine et
une pression quelconque.

A l’instar du schéma P1
nc´P 0, considérons le problème 11 sous forme matricielle comme

décrit par (1.3), p. 13 :
"

νKUν ` BTP “ F
BU “ 0
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avec F qui ne dépends pas de ν. En particulier, on a Uν “ ν´1K´1
pF ´ BTP q. Si on pose

U1 “ K´1
pF ´ BTP q, on a Uν “ ν´1U1. Pour le cas pu “ 0, p “ px1 ´ x2q

2
´ 1{3q, on

a U1 “ 0 (à la précision machine près) et donc cela implique que Uν “ 0 (à la précision
machine fois l’ordre de pνq

´1 près).

Par ailleurs, dans un cadre plus général, une observation numérique est que si la solution
exacte est telle que la pression p P P 2

pΩq est un polynôme d’ordre 2, alors l’erreur en vitesse
ne dépends pas de la viscosité ν. En effet, considérons les équations de Stokes (2.33) avec
comme solution

u “

ˆ

px1 ´ x2q
2

px1 ´ x2q
2

˙

, p “ px1 ´ x2q
2

´
1
3 (3.137)

10´7 10´6 10´5 10´4 10´3 10´2 10´1 100

10´2.9

10´2.8

10´2.7

ν

ε 0
pu

h
q

εtrio0 puhq, h “ 0.05

Figure 3.6 – Erreur en vitesse, en norme L2
pΩq pour pu, pq donnés par (3.137) , le pas de

maillage est fixé à h “ 0.05.

10´7 10´6 10´5 10´4 10´3 10´2 10´1 100

10´3

10´2

10´1

1
1

ν

ε 0
pu

h
q

εtrio0 puhq, h “ 0.05

Figure 3.7 – Erreur en pression, en norme L2
pΩq pour pu, pq donnés par (3.137) , le pas

de maillage est fixé à h “ 0.05.

On peut voir sur les figures 3.6 et 3.7 les erreurs relatives en norme L2
pΩq et L2

pΩq de la
vitesse et de la pression tracées en fonction de la viscosité. Nous remarquons que l’erreur en
vitesse ne dépend plus de la viscosité et pour la pression, l’erreur diminue jusqu’à atteindre
un seuil qui correspond à la viscosité à partir de laquelle l’erreur en pression est dominée
par l’erreur générée par l’approximation sur la vitesse.
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Néanmoins, cette propriété de super-convergence est due à une formule de quadrature
valable seulement en 2D (A.2), p. 169. Pour garder cette propriété de super-convergence en
3D, on doit rajouter des degrés de liberté sur les arêtes comme expliqué dans la thèse [6].

3.4.6 Le schéma P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
` P a

q en 3D
Afin d’obtenir les mêmes propriétés du 2D en 3D, Fortin [6] a rajouté une composante

d’éléments finis d’arête à la pression. Pour pouvoir définir celui-ci on complète les notations
du maillages de la section 3.2.1, p. 37 avec :

— L’espace d’indices des arêtes IA (pour d “ 3), tel que Ah :“ pAaqaPIa est l’ensemble
des arêtes. On notera NA le cardinal de cet espace.
On note IA “ I iA Y IbA, où @a P I iA, Aa Ă Ω et @a P IbA, Aa Ă BΩ. Leurs cardinaux
seront donnés respectivement par N i

A et N b
A.

— L’ensemble @f P IF , IA,f “ ta P IA |Aa Ă Ffu.
— On utilisera comme indices pour les arêtes : a, a1

Le schéma s’écrit alors avec les espaces de discrétisation suivants :
Pour la vitesse :

L’espace utilisé pour la discrétisation de la vitesse est l’espace Xh défini par (3.41), p. 48. Si
on considère des conditions de Dirichlet homogènes, on choisira l’espace X0,h (3.43), p. 48.

Pour la pression :
On utilise l’espace M0

h et M1
h définis respectivement par (3.107), p. 66 et (3.108), p. 66,

ainsi que l’espace suivant :

Ma
h :“ tqh P C0

pΩq X L2
0pΩq; @a P IA, qh|Aa P P 2

pAaq | qhpSiq “ 0, @i P ISu. (3.138)

Remarque 9. On peut donner une base explicite de Ma
h en fonction des coordonnées ba-

rycentriques (3.3). Si on note Si, Sj les deux sommets de l’arête Aa, a P IA du tétraèdre T .
On définit la fonction de base pour l’arête Aa :

ϕa “ 4λiλj.

Pour des raisons de stabilité, on ne peut pas prendre une pression issues de l’espace
résultant de la somme des espaces M0

h ,M
1
h et Ma

h . Pour corriger cela on définit la forme
bilinéaire Γ définie sur pMa

h ` M1
hq ˆ pMa

h ` M1
hq telle que,

@ph, qh Γpph, qhq :“
ÿ

ℓPIℓ

|Tℓ|
ÿ

fPIi
F,ℓ

pgrad phpMf q ˆ nf ,grad qhpMf q ˆ nf qL2pFf q

avec Mf le barycentre de la face Ff . On définit l’espace suivant :

M1,p
h :“ tqah P Ma

h | @q1,h P M1
h , Γpqah, q1,hq “ 0u. (3.139)

Ainsi, pour qah P Ma
hzM1,p

h et q1,h P M1
h , nous avons la relation :

Γpqah ` q1,h, q
a
h ` q1,hq “

ÿ

ℓPIℓ

|Tℓ|
ÿ

fPIi
F,ℓ

p|grad qahpMf q ˆ nf |
2

` |grad q1,hpMf q ˆ nf |
2
q,

avec | ¨ | la norme euclidienne sur R3.
On définira alors l’espace de la pression :

Mh :“ t qh P L2
pΩq|qh “ q0,h ` q1,h ` qah, q0,h P M0

h , q1,h P M1
h , q

a
h P Ma

hzM1,p
h u. (3.140)

Le problème s’écrit alors :
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Problème: 13. Trouver puh, phq P X0,h ˆ Mh tel que @pvh, qhq P X0,h ˆ Mh :
"

ahpuh,vhq ` bahpvh, phq “ ℓf p¨q, @vh P X0,h
bahpuh, qhq “ 0. @qh P Mh

(3.141)

avec la forme linéaire ℓf p¨q définie par l’équation (3.80), p. 57 et la forme bilinéaire ah
définie par (3.77) et la forme bilinéaire bah définie par :

bah :

$

&

%

X0,h ˆ Mh Ñ R

pvh, qhq ÞÑ ´
ÿ

ℓPIT

ż

Tℓ

vh ¨ grad pq1,h ` qa,hq ´ div vh q0,h dx . (3.142)

et donc :
Vh :“ tvh P X0,h | @qh P Mh, b

a
hpvh, qhq “ 0u.

On énonce le théorème suivant postulé dans [6, Théorème 4.4.3] :

Théorème 16. La forme bilinéaire bah respecte la condition inf-sup :

Dβ, inf
qhPMh,qh‰0

sup
vhPX0,h

vh‰0

bahpvh, qhq

||vh||h
ě β||qh||Mh

(3.143)

En particulier, le problème 13 est bien posé.

Propriétés de super-convergence en 3D

En 3D, la formule d’intégration suivante, sur une face Ff , f P IF :
ż

Ff

p3 dσ “ |Ff |

ˆ 3
ÿ

iPIS,f

1
20p3pSiq `

3
ÿ

aPIA,f

2
15p3pmAaq `

9
20p3pGMf

q

˙

.

est exacte pour un polynôme de degré 3. Avec Si, i P IS,f les sommets, Aa, a P IA,f les
arêtes et Mf le barycentre de la face Ff .

Cette remarque justifie l’ajout des degrés de liberté sur les arêtes. De plus, ce nouvel
élément satisfait la propriété suivante :

Proposition 22. Soit vh P Vh :“ twh P Xh | @qh P Mh, bahpwh, qhq “ 0u.
Alors, pour d “ 3, on a pour tout q2,h P P 2

pThq,

ÿ

TPTh

ż

T

grad q2,h ¨ vh dx “ 0.

La preuve est exactement la même que pour le schéma P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q.

Cet ajout de degrés supplémentaires permet donc de conserver la proposition 7 en 3D et
garantit la robustesse par rapport aux vitesses parasites. Pour illustrer cela, on résout les
équations de Stokes (2.33) avec comme solution :

u “ 0, p “
1
2px1q

2
´

1
3 (3.144)

On représente les erreurs absolues obtenues en vitesse dans le tableau 3.3. Les calculs
sont lancés avec le code TrioCFD, pour ν “ 1 en utilisant un schéma implicite en temps
(car l’hypothèse (1.12), p. 15 pour faire l’approximation (1.15), p. 16 est moins justifiée
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h }uTrioh }L2pΩq }uah}L2pΩq

2.00e ´ 01 4.30 ˆ 10´6 3.05 ˆ 10´18

1.00e ´ 01 4.12 ˆ 10´7 2.82 ˆ 10´17

5.00e ´ 02 4.51 ˆ 10´8 7.03 ˆ 10´17

TCM 3.27 ´

Tableau 3.3 – Tableau des erreurs en vitesse pour ν “ 1 avec le schéma P1
nc ´ pP 0

disc `P 1
q

et le schéma P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
` P a

q

pour ν “ 1). Pour pouvoir résoudre les équations de Stokes, nous résolvons le problème de
Stokes instationnaire jusqu’à atteindre la convergence du régime stationnaire. On notera
la vitesse uTrioh l’approximation résultante du schéma P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

q
7 et la vitesse uah

celle du schéma P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
` P a

q. Les erreurs sont données en absolues on notera
l’approximation générée par schéma P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

` P a
q : uah.

On peut voir que pour le schéma P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
` P a

q, nous obtenons une erreur
absolue pour la norme L2

pΩq en vitesse qui est exacte, ce qui n’est plus le cas avec le schéma
P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q. Par ailleurs, cette erreur augmente avec ν, c’est ce qu’on représente ci-

dessous, dans le tableau 3.4 où est écrit l’erreur absolues en vitesse pour les deux schéma
pour ν “ 10´5.

h }uTrioh }L2pΩq }uah}L2pΩq

2.00e ´ 01 4.30 ˆ 10´4 1.17 ˆ 10´17

1.00e ´ 01 4.61 ˆ 10´5 3.52 ˆ 10´16

5.00e ´ 02 4.94 ˆ 10´6 3.76 ˆ 10´15

TCM 3.22 ´

Tableau 3.4 – Tableau des erreurs en vitesse pour ν “ 10´5 avec les schémas P1
nc´pP 0

disc`

P 1
q et P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

` P a
q

Complexité du schéma
Les schémas P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

q en 2D et P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
` P a

q en 3D, présentent
de bonnes propriétés d’approximation, notamment lorsque le terme source est un gradient
d’une fonction polynomiale. Néanmoins, ceux-ci rajoutent un grand nombre de degrés de
liberté. Dans cette sous-section, nous verrons comment l’ajout des degrés supplémentaires
impacte le calcul.

D’abord, nous donnons le lemme suivant [38, p.76]

Lemme 9. (Relations d’Euler)
Soit Th un maillage de simplexes que nous supposons connexe (par simplification). Alors

nous avons les relations suivantes :
— Pour d “ 2, si l’on reprend les notations de la section 3.2.1, c’est à dire, en no-

tant NT , NF , NS le nombre de triangles, faces et sommets ainsi que N b
F , N

b
S leurs

équivalents respectifs sur le bord, on a :

NT ´ NF ` NS “ 1 (3.145)

N b
S ´ N b

F “ 0 (3.146)
2NF ´ N b

F “ 3NT (3.147)
7. Ce choix est fait car le schéma P1

nc ´ pP 0
disc `P 1q est le schéma par défaut du code TrioCFD lorsqu’on

demande la discrétisation "Volume Élément Finis".
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— Pour d “ 3, si on note J le nombre de composantes connexes de la frontière 8 de Ω
(si Ω “ r0; 1s

3, nous avons J “ 6), et NT , NF , NS, NA nombre de triangles, faces,
sommets et arêtes ainsi que N b

F , N
b
S, N

b
A leurs équivalents respectifs sur le bord, on

a :

NT ´ NF ` NA ´ NS “ ´J ´ 1 (3.148)
N b
F ´ N b

A ` N b
S “ 2J (3.149)

2NF ´ N b
F “ 4NT (3.150)

Remarque 10. On veut comparer le nombre de degrés de liberté ajoutés par rapport au
P 1
nc ´ P 0

disc. Supposons Ω “ r0; 1s
d de tel sorte que J “ 6. Afin de comparer les nombres de

degrés de liberté, avec les relations d’Euler, on estime le nombre de degré de liberté ajouté
en fonction du nombre de cellules :

— En 2D : En utilisant la formule (3.146) et (3.147), on a :

2NF ´ N b
S “ 3NT

En substituant NF dans l’équation (3.145) et en multipliant par 2, nous pouvons
écrire :

2NT ´ 3NT ´ N b
S ` 2NS “ 2

Soit
NT “ 2pNS ´ 1q ´ N b

S

On peut donc conclure que l’on rajoute environ NT

2 inconnues supplémentaires.
— En 3D : Il est plus difficile d’utiliser les relations d’Euler mais nous pouvons statuer

en prenant en compte qu’il y a six arêtes par tétraèdre qui sont partagées en moyenne
par six éléments. On a donc environ autant d’arêtes que de cellule.

On représente dans le tableau 3.5, le nombre d’inconnues en pression pour les différents
schéma pour plusieurs pas de maillage et Ω “ p0, 1q

3. On peut voir que si il y a, à peu près,
le même nombres d’inconnue entre le schéma P1

nc ´P 0
disc et le schéma P1

nc ´ pP 0
disc `P 1

q, ce
n’est plus le cas avec le schéma P1

nc´ pP 0
disc`P 1

`P a
q qui double le nombre d’inconnue. On

ajoute donc un grand nombre d’inconnues au schéma P1
nc ´ pP 0

disc `P 1
`P a

q par rapport au
schéma P1

nc´pP 0
disc`P 1

q ce qui peut ralentir l’étape de résolution de la pression (1.9), p. 14.

h P1
nc ´ P 0

disc P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

` P a
q

2.00 ˆ 10´1 2 560 3 289 6 961
1.00 ˆ 10´1 29 160 36 019 73 981
5.00 ˆ 10´2 274 360 333 679 676 021
2.50 ˆ 10´2 2 372 760 2 865 799 5 768 101

Tableau 3.5 – Nombres d’inconnues en pression pour plusieurs maillages en 3D

3.5 Formulation variationnelle continue et discrète des
équations de Navier-Stokes

Pour pouvoir, de manière analogue aux équations de Stokes, discrétiser les équations de
Navier-Stokes, on présente dans cette section la formulation variationnelle et variationnelle

8. C’est à dire, le nombre de groupe connexes minimale utilisés pour définir la frontière. Pour un domaine
carré, ce sera J “ 4 et pour un domaine cubique, ce sera J “ 6
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discrète. Dans cette sous-section, nous considérons f P L2
pΩq afin d’énoncer un théorème

d’existence de solution.

3.5.1 Formulation variationnelle des équations de Navier-Stokes
Dans cette sous-section, on présente la formulation faible des équations de Navier-Stokes

définies par (2.32). A l’instar des équations de Stokes, multiplions la première équation par
une fonction test v P H1

0pΩq et la seconde par une fonction test q P L2
0pΩq et intégrons par

partie. On définit premièrement la forme tri-linéaire suivante :

c :

$

&

%

X ˆ X ˆ X Ñ R

pu,v,wq ÞÑ cpu; v,wq :“ 1
2

ż

Ω

ˆ

`

pu ¨ grad qv
˘

¨ w ´
`

pu ¨ grad qw
˘

¨ v
˙

dx

(3.151)
Cette forme trilinéaire est issue du terme de convection pu ¨ grad quq de l’équation

(2.32), p. 32. Nous utilisons cette forme et non pas la forme trilinéaire c˚
p¨, ¨, ¨q définie

par (3.152) :

c˚ :

$

&

%

X ˆ X ˆ X Ñ R

pu,v,wq ÞÑ c˚
pu; v,wq :“

ż

Ω

`

pu ¨ grad qv
˘

¨ w dx (3.152)

car, si l’on considère u,v,w P pH1
0pΩqq

3 alors nous avons :
ż

Ω

`

pu ¨ grad qv
˘

¨ w dx “

d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1

ż

Ω
uj

Bvi
Bxj

wi dx

En intégrant par parties :
ż

Ω

`

pu ¨ grad qv
˘

¨ w dx “ ´

d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1

ż

Ω

B

Bxj
pujwiqvi dx,

ż

Ω

`

pu ¨ grad qv
˘

¨ w dx “ ´

d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1

ż

Ω

`Buj
Bxj

wi `
Bwi
Bxj

uj
˘

vi dx.

Or :

´

d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1

ż

Ω

Bpujwiq

Bxj
vi dx “ ´

d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1

ˆ
ż

Ω
wi

Bpujq

Bxj
vi dx ´

ż

Ω
uj

Bpwiq

Bxj
vi dx

˙

.

Ce qui nous donne :
ż

Ω

`

pu ¨ grad qv
˘

¨ w dx “ ´

ż

Ω

`

pu ¨ grad qw
˘

¨ v dx ´

ż

Ω
pw ¨ vqdiv puq dx (3.153)

En particulier si u P V l’espace des vitesses à divergence nulle défini par (2.39), en posant
w “ v, nous avons que :

ż

Ω

`

pu ¨ grad qv
˘

¨ v dx ´

ż

Ω

`

pu ¨ grad qv
˘

¨ v dx “ 0, @v P H1
0pΩq.

Ce qui implique que :
ż

Ω

`

pu ¨ grad qv
˘

¨ v dx “ 0. (3.154)
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De plus, si u P V, v P H1
0pΩq, w P H1

0pΩq :
ż

Ω

`

pu ¨ grad qv
˘

¨ w dx “ ´

ż

Ω

`

pu ¨ grad qw
˘

¨ v dx. (3.155)

Les équations (3.154) et (3.155) sont automatiquement vérifiées par la forme trilinéaire
définie par (3.151) pour u P H1

0pΩq, car elle est antisymétrique : Si v P H1
0pΩq, w P H1

0pΩq,
nous avons :

cpu; v,vq “ 0. (3.156)

cpu; v,wq “ ´cpu; w,vq. (3.157)
En particulier, en utilisant l’équation (3.153), nous avons @pu,v,wq P pH1

0pΩqq
3 :

cpu; v,wq “ c˚
pu; v,wq `

1
2

ż

Ω
pv ¨ wqdiv puq dx

et si u P V, alors

cpu; v,wq “ c˚
pu; v,wq (3.158)

Donc la forme trilinéaire cp¨; ¨, ¨q ne change pas la solution de notre problème. La forme
trilinéaire cp¨; ¨, ¨q sera plus stable en temps pour les schémas de projection car les relations
(3.156) et (3.157) sont vérifiées même lorsque u R V.

Pour les équations de Navier-Stokes, nous avons alors la formulation variationnelle sui-
vante :

Problème: 14.
$

&

%

p
Bu
Bt
,vqL2pΩq ` cpu; u,vq ´ apu,vq ` bpv, pq “ pf ,vqL2pΩq @v P H1

0pΩq

bpu, qq “ 0 @q P L2
0pΩq

(3.159)

où les formes bilinéaires ap¨, ¨q et bp¨, ¨q sont définies par (2.36), (2.37) et cp¨; ¨, ¨q la forme
tri-linéaire est définie par (3.151).

On rappelle les deux théorèmes suivant [38, Théorème 2.26 p.17] et [38, Lemme 1.40
p.8] :

Théorème 17. (Théorème d’injection de Sobolev) L’injection de l’espace H1
0 pΩq dans l’es-

pace L4
pΩq est continue :

@v P H1
0 pΩq, }v}L4pΩq ď

a

CΩ}grad v}L2pΩq.

où CΩ est une constante qui ne dépend que de Ω

Théorème 18. (Inégalité de Hölder) Soient 1 ď p, q, r ă 8 tels que 1
p

`
1
q

`
1
r

“ 1. Alors

pour pu, v, wq P LppΩq ˆ LppΩq ˆ LrpΩq, le produit u v w appartient à L1
pΩq et on a :

ż

Ω
|u v w| dx ď }u}LppΩq}v}LqpΩq}w}LrpΩq.

Proposition 23. Les formes a, b, c sont toutes continues [39, Lemme 2.1, p.284, Théorème
5.1].
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Démonstration. La continuité de ap¨, ¨q et bp¨, ¨q se montre de manière évidente en utilisant
une inégalité de Cauchy-Schwarz. On peut maintenant montrer que cp¨, ¨, ¨q est continue
sur pH1

0pΩqq
3. Considérons pu,v,wq P pH1

0pΩqq
3, en appliquant le théorème 17, nous ob-

tenons que ui, vi P L4
pΩq, @i P t1, ..., du. Ensuite en utilisant le théorème 18, et comme

pwi, Bjui, viq P L4
pΩq ˆ L2

pΩq ˆ L4
pΩq, alors le produit wi Bjui vi appartient à L1

pΩq et :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
wjBjuivi dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }wj}L4pΩq}Bjui}L2pΩq}vi}L4pΩq

Et en utilisant le théorème 17 avec }wj}L4pΩq et }vi}L4pΩq, on obtient :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
wjBjuivi dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď CΩ}wj}H1
0 pΩq}ui}H1

0 pΩq}vi}H1
0 pΩq

On suppose que l’hypothèse suivante est vraie :

Hypothèse 6. On suppose que la vitesse initiale u0 et le terme source f vérifient :

u0 P V, f P L8
`

r0,`8r; L2
pΩq

˘

, Btf P L8
`

r0,`8r; L2
pΩq

˘

,

}u}H1 ` sup
tě0

p}f}L2pΩq ` }Btf}L2pΩqq ď C.

où C est une constante indépendante du temps.

On peut alors donner un théorème d’existence et d’unicité pour le problème 14. La
démonstration est donnée dans [80, Théorème 2]

Théorème 19. Si l’hypothèse 6 est vérifiée, alors le problème (14) admet une unique solu-
tion pu, pq P Cpr0, T s; VqˆL2

pr0, T s;H1
pΩqq et telle que put, Bi,juq P

`

L2
p0, T ;L2

pΩqq
˘2
, @i, j P

t1, . . . , du. Cette solution satisfait les estimations suivantes :
-Pour }uptq}

2
L2pΩq :

}uptq}
2
L2pΩq ` νe´δ0t

ż t

0
e´δ0s}u}

2
H1pΩqds ď e´δ0t}u0}

2
L2pΩq ` δ´2

0 C2
f ,

}uptq}
2
L2pΩq ` νe´δ0t

ż t

0
e´δ0s}u}

2
H1pΩqds ď e´δ0t}u0}

2
L2pΩq ` δ´2

0 C2
f ,

-Pour }uptq}
2
H1pΩq :

}uptq}
2
H1pΩq ` e´δ0t

ż t

0
e´δ0sp}Btu}L2pΩq ` }u}

2
H2pΩq ` }p}

2
H1pΩqqds ď κ,

τptqp}uptq}
2
H2pΩq ` }pptq}H1pΩq ` }Btuptq}

2
L2pΩqq ` e´δ0t

ż t

0
eδ0sτpsq}Btu}

2
H1pΩqds ď κ,

τptq2
}Btuptq}

2
H1pΩq ` e´δ0t

ż t

0
eδ0sτpsq2

p}Btuptq}
2
H2pΩq ` }Btp}

2
H1pΩq ` }Bttu}

2
L2pΩqqds ď κ.

pour tout t ě 0, où τptq “ minp1, tq, δ0 “
ν

2γ0
et où κ est une constante qui dépend seulement

des conditions initiales et du domaine Ω.

Il existe peu de théorèmes démontrant l’existence de solutions pour les équations de
Navier-Stokes sans faire d’hypothèses particulières. Pour de plus amples informations sur ce
sujet, on renvoie à la référence [81].
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3.5.2 Formulation variationnelle discrète des équations de Navier-
Stokes

Dans cette sous-section, nous présenterons la formulation variationnelle discrète des
équations de Navier-Stokes.

Nous partons de la formulation variationnelle des équations de Navier-Stokes définie en
(3.159) : Considérons des espaces d’approximation Xh et Mh approchant H1

pΩq et L2
0pΩq.

On se restreint à fp¨, tq P L2
pΩq. La formulation variationnelle discrète en espace s’écrit :

Problème: 15. Trouver @t P r0, T s, puhp¨, tq, php¨, tqq P X0,hˆMh tel que pour tout pvh, qhq P

X0,h ˆ Mh, on a
#

p
Buh

Bt
, vhqL2pΩq ` chpuh; uh, vhq ´ ahpuh, vhq ` bhpvh, phq “ pf , vhqL2pΩq

bhpuh, qhq “ 0
(3.160)

où ah est la forme bilinéaire qui modélise le terme de diffusion a, bh est le terme de
couplage vitesse pression b, ch est le terme de convection.

3.6 Reconstruction d’une vitesse à divergence nulle
pour le schéma P1

nc ´ P 0
disc

Dans cette section, nous présentons le schéma introduit en section 3.4.4, p. 61, pour
corriger les problèmes de vitesses parasites des schémas non-conformes. L’idée est de projeter
les fonctions tests sur un espace d’éléments finis inclus dans Hpdiv ,Ωq. Cette technique
ajoute une erreur de consistance mais corrige le problème des vitesses parasites. En effet,
on peut montrer alors que les estimations a-priori en norme H1

pΩq sont indépendantes de
la pression. Ce schéma a été initialement présenté par A. Linke [34] pour les équations de
Stokes avec le schéma P1

nc ´ P 0
disc puis par [82] pour les équations de Navier-Stokes. Elle a

été proposée pour d’autres schémas numériques comme le schéma HHO [83] ou bien pour les
schémas de Galerkin discontinues [84]. Mais cela a été aussi effectué avec d’autres espaces
d’éléments finis conformes dans Hpdiv ,Ωq comme les éléments finis de Brezzi-Douglas-
Marini [85], [86].

3.6.1 Définition des éléments finis de Raviart-Thomas

Pour définir ce schéma, on définit les éléments finis de Raviart-Thomas qui sont des
éléments finis conformes dans Hpdiv ; Ωq. Cette propriété est intéressante, car elle permet
à la première formule de Green du théorème 4 d’être exacte. Ainsi, il n’y a pas de source
numérique due à la non-conformité comme dans l’équation (3.100). On définit les éléments
finis de Raviart-Thomas ainsi :

XRT
h :“ tvh P Hpdiv ,Ωq { @ℓ P IT , DpaTℓ

, bTℓ
q P Rd

ˆ R, vh|Tℓ
pxq :“ aTℓ

` bTℓ
xu. (3.161)

On considère une cellule Tℓ, ℓ P IT , on peut définir un vecteur

vh|Tℓ
pxq :“ aTℓ

` bTℓ
x

qui sera défini avec d ` 1 grandeurs (d valeurs pour aTℓ
et une pour b). On peut donc

déterminer celles-ci avec les valeurs normales de vh|Ff
¨nBTℓ

pour toutes les faces Ff , f P IF,ℓ.

81



3.6.2 Projection des fonctions tests sur des éléments finis conformes
dans Hpdiv q

Ce qui suit est un résumé du travail de Linke [34]. Ce schéma consiste à projeter les
fonctions tests sur un espace conforme dans Hpdiv ,Ωq. Le but est de retrouver l’intégration
par partie exactement afin de ne pas générer de vitesses parasites (comme dans l’équa-
tion (3.100)). L’inconvénient est qu’il faut modifier le terme de convection LpUq, le second
membre F et la matrice de masse M dans l’équation (1.5), p. 13.

3.6.3 Établissement de la formulation variationnelle
Dans ce qui suit, on notera :
— L’espace des éléments finis de Raviart-Thomas XRT

h défini par (3.161)
— L’espace des éléments finis de Crouzeix-Raviart non-conformes d’ordre 1 XCR

h défini
par (3.41), p. 48.

On considère la formulation variationnelle des équations de Navier-Stokes (15), p. 81 et
on suppose que pour tout t P r0, T s, fpt, ¨q P L2

pΩq.
Définition des projecteurs

Dans un premier temps, pour présenter ce schéma, on doit définir la projection des
fonctions de base des Crouzeix-Raviart sur des éléments finis conformes dans Hpdiv ,Ωq. A
l’instar de [34], on choisit le schéma P1

nc ´ P 0
disc avec les éléments finis de Raviart-Thomas

XRT
h :

On définit les projecteurs suivants :
1. Projecteur des Éléments finis P1

nc ´ P 0
disc : ΠCR

h dont la définition est donné par
(3.46), p. 49.

2. Projecteur des Élements finis de Raviart-Thomas
Ce projecteur est relié à l’espace XRT

h défini par (3.161).

nf ¨ pΠRT
h pvqqp

ÝÝÑ
OM f q “

$

&

%

1
|Ff |

ż

Ff

v ¨ nf dσ, si f P I iF

0 si f P IbF
. (3.162)

3. Projecteur sur l’espace P 0
discpTh q :

Le projecteur π0
h défini par (3.20), p. 42 et Π0

h :“ pπ0
hq
d. Ce projecteur est relié à

l’espace P 0
pThq défini par (3.17), p. 41.

La première propriété donnée sur ces projecteurs est :

Lemme 1. Soit v P H1
pΩq

div pΠRT
h pvqq “ Π0

hpdiv pvqq,
divh pΠCR

h pvqq “ Π0
hpdiv pvqq.

(3.163)

Démonstration. Soit v P H1
pΩq et ℓ P IT , alors en utilisant une intégration par parties

(première formule du Théorème 4, p. 25) :
ż

Tℓ

Π0
hpdiv vq dx “

ż

Tℓ

div v dx “
ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

v ¨ nf,ℓdσ

avec nf,ℓ la normale à Ff sortante au triangle Tℓ. Or avec la définition du projecteur des
Crouzeix-Raviart, il vient directement :
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ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

v ¨ nf,ℓ dσ “
ÿ

fPIF,ℓ

|Ff | ΠCR
h pvq ¨ nf,ℓ “

ÿ

fPIF,ℓ

|Ff | v ¨ nf,ℓ “
ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

v ¨ nf,ℓ dσ

“

ż

Tℓ

div pΠCR
h vq dx

De même pour les Raviart Thomas, nous avons :

ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

v ¨ nf,ℓdσ “
ÿ

fPIF,ℓ

|Ff | nf,ℓ ¨ pΠRT
h pvqq “

ÿ

fPIF,ℓ

|Ff | v ¨ nf,ℓ “
ÿ

fPIF,ℓ

ż

Ff

v ¨ nf,ℓ dσ

“

ż

Tℓ

div pΠCR
h vq dx

On remarque que pour les deux égalités nous avons utilisé une intégration par parties.

Soit ϕβf,ℓ la fonction de base des éléments finis P1
nc associée à la facette Ff du triangle

Tℓ pour la composante β défini par (3.32), p. 45 et ϕβf,ℓ défini par (3.45), p. 49. On peut
définir la projection des fonctions de bases des éléments finis P1

nc sur les éléments finis de
Raviart-Thomas πRT pϕβf,ℓq par le projecteur qui satisfait :

ΠRT
h pϕβf,ℓqp

ÝÝÑ
OM f 1q ¨ nf 1,ℓ “

1
|Ff 1 |

ż

Ff 1

ϕβf,ℓ ¨ nf 1,ℓ dσ, @f 1
P t1, . . . , d ` 1u (3.164)

Avec Mf 1 le point milieu de la face Ff 1 . On peut donner la propriété suivante :

Proposition 24. Soit ℓ P IT , f P IF,ℓ, et ϕβf,ℓ :“ ϕβf,ℓeβ la fonction de base des éléments finis
P1
nc associées au barycentre de la face Ff du triangle Tℓ et à la composante β P t1, . . . , du.

Sa projection, dans le triangle Tℓ, sur les éléments finis de Raviart-Thomas, est définie par :

ΠRT
h pϕβf,ℓq|Tℓ| “ pd|Tℓ|q

´1
px ´

ÝÑ
OSf,ℓqSβ

f,ℓ (3.165)

avec Sβ
f,ℓ “ Sf,ℓ ¨ eβ.

L’une des caractéristiques importantes de ce projecteur est que :

divh pΠRT
h pϕβf,ℓq|Tℓ|q “ |Tℓ|

´1Sβ
f,ℓ “ div pϕβf,ℓq

C’est-à-dire que la divergence des éléments finis P1
´ P 0

disc est conservée par la projection
sur les Raviart-Thomas. Cette équation est donnée directement par (3.163).

Formulation variationnelle discrète

Pour obtenir la formulation variationnelle discrète, il faut tester les termes clefs avec des
fonctions à divergence nulles. Pour cela, on projette les fonctions tests des éléments finis
P1

´ P 0
disc sur les éléments finis de Raviart-Thomas.

83



Modification sur le second membre

La modification sur le second membre est relativement simple. De plus, étant donné que
le terme de diffusion et la matrice de divergence ne nécessitent pas de correction, ce schéma
numérique est facilement applicable aux équations de Stokes.

Pour traiter le second membre, il faut utiliser comme fonctions test les projetées des
fonctions de Crouzeix-Raviart sur les éléments finis de Raviart-Thomas. Soit Tℓ, ℓ P IT , et
soit Ff , f P IF,ℓ. Il faut remplacer :

ż

Ff

f ¨ ϕf,ℓ dσ (3.166)

par
ż

Ff

f ¨ ΠRT
pϕβf,ℓq|Tℓ

dσ (3.167)

dans la formulation variationnelle.

Modification sur le terme de convection

Cette partie se base sur l’article [82]. Soient puh,vh,whq P pXhq
3, on définit la forme

trilinéaire suivante :

ĉhpuh; vh,whq :“ crotpuh; ΠRT
h pvhq,ΠRT

h pwhqq (3.168)

où
crotpuh; vh,whq :“

`

roth uh ˆ vh,wh

˘

L2pΩq
´

1
2
`

uh ¨ vh, divh wh

˘

L2pΩq

avec roth v le rotationnel vectoriel discret de v défini par : @v P PhH
1, roth v P L2

pΩq, est
tel que :

@w P L2
pΩq,

`

roth v,w
˘

L2pΩq
“

ÿ

ℓPIT

prot v,wqL2pTℓq.

On préfère utiliser cette forme même si une variante existe pour la forme trilinéaire
discrète dérivant de c˚

p¨; ¨, ¨q (3.152), p. 78, pour les même raison énoncer en p. 78. La forme
trilinéaire symétrisée donnée par (3.151), p. 78 quant à elle n’est pas utilisable car ΠRT

h pvhq

n’est pas dans H1
pΩq.

En pratique, le second terme n’est pas implémenté et on résout le problème avec la
pression de Bernoulli discrète dont l’équivalent continu est défini par :

P :“ p `
1
2grad p|u|

2
q

Dans ce cas là, il faut par la suite calculer la pression discrète ph avec [82, p. 6] :

ph “ Ph ´
1
2argminqhPMh

›

›qh ´ |uh|
2›
›

L2pΩq

La projection est faite deux fois pour le terme de convection (3.168). La projection des fonc-
tions tests est faite pour corriger le manque de robustesse du schéma. La seconde projection
permet à la forme trilinéaire ĉhp¨; ¨, ¨q de vérifier trivialement les propriétés d’anti-symétrie
(3.156), p. 79 et (3.157), p. 79. Par ailleurs, en continu, nous avons que :

rot u ˆ u “ pu ¨ grad qu ´
1
2grad pu2

q “
1
2grad pu2

q.

Cette propriété est approchée en discret par la forme trilinéaire ĉhp¨; ¨, ¨q et cela permet de
grandement réduire l’erreur d’un écoulement irrotationnel [34, p. 17] car le terme non-linéaire
prot uh ˆ ΠRT

h puhqq est alors quasiment irrotationnelle.
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Modification sur la matrice de masse

On modifie la matrice de masse avec la forme bilinéaire mRT
h suivante :

#

mRT
h : Xh ˆ Xh Ñ R

puh,vhq ÞÑ mRT
h puh,vhq “ pΠRT

h puhq,ΠRT
h pvhqqL2pΩq

(3.169)

Ce choix est fait pour garder la symétrie du produit scalaire mais aussi pour une propriété
de consistance. Supposons un écoulement irrotationnel, alors, la solution des équations de
Navier-Stokes est donnée par u “ χt, p “ ´|u|

2
{2 ´ ξt [82, Lemme 5.1]. En particulier :

1
dt

pu,vqL2pΩq “
1
dt

pχt,vqL2pΩq “ 0 @v P V

L’équivalent discret de cette propriété est obtenue avec la forme bilinéaire mRT
h . En par-

ticulier, avec des conditions de Dirichlet homogène 9, on retrouvera une approximation en
vitesse exacte à chaque pas de temps [82, Théorème 4.9 & Remarque 4.10].

Récapitulatifs

Finalement, on peut regrouper les éléments définis pour obtenir le problème suivant :

Problème: 16. Trouver les fonctions pun`1
h , pn`1

h q P X0,hˆMh tels que, pour tout pvh, qhq P

X0,h ˆ Mh :
$

’

’

’

&

’

’

’

%

1
dt
mRT
h pun`1

h ,vhq ` ahpun`1
h ,vhq ` ĉhpun`1

h ; un`1
h ,ΠRT

h pvhqq ` bhpvh, pn`1
h q “ F n`1

h pvhq dans R`
ˆ BΩ

bhpun`1
h , qhq “ 0 dans R`

ˆ BΩ
uh “ 0 dans R`

ˆ BΩ
uh “ u0 sur tt “ 0u ˆ Ω

Avec F n`1
h pvhq :“

`

fp¨, tn`1
q,ΠRT

h pvhq
˘

L2pΩq
`

1
dt
mRT
h punh,vhq et tn “ ndt où dt est le pas de

temps.

3.6.4 Résultats numériques
Afin d’illustrer les résultats nous proposons quelques résultats numériques. Dans un

premier temps, nous discrétisons les équations de Stokes (2.35), p. 33 sur Ω “ p0, 1q
2. On

montre dans un premier temps que l’erreur en vitesse est bien nulle lorsqu’on approche un
terme source potentiel. C’est ce qui est illustré par le cas tests avec pu, pq donné par (3.170).
Dans la figure 3.6, on représente l’erreur absolue en vitesse pour la norme L2

pΩq et relative
pour la pression en norme L2

pΩq. On peut voir que l’ordre de convergence en pression est 1
soit l’ordre théorique attendu. L’erreur en vitesse est nulle à la précision machine. On notera
ce schéma CRRT .

pu, pq “ p0,
1
2px2

1 ` x2
2q ´

1
3q (3.170)

Ensuite nous pouvons illustrer la propriété de robustesse par rapport à ν avec le cas
test suivant. Considérons les équations de Navier-Stokes (2.29) avec la solution stationnaire
prescrite (3.171). On résout ce problème avec le schéma P1

nc ´ pP 0
discq avec la modification

9. On peut considérer des conditions de bord de Dirichlet non-homogènes avec une hypothèse supplé-
mentaire donnée par [82, p. 319]
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h εCRRT
0 puhq εCRRT

0 pphq

1.00 ˆ 10´1 9.37 ˆ 10´16 8.19 ˆ 10´2

5.00 ˆ 10´2 4.90 ˆ 10´16 3.92 ˆ 10´2

2.50 ˆ 10´2 4.10 ˆ 10´16 1.92 ˆ 10´2

1.25 ˆ 10´2 8.26 ˆ 10´16 9.69 ˆ 10´3

TCM ´ 1.02

Tableau 3.6 – Tableau des erreurs en vitesse et en pression pour pu, pq donné par (3.170)
et ν “ 0.01

du second membre décrite par (3.167), pour ν P t 1, 10´2, 10´4, 10´6
u. Les résultats sont

présentés dans le tableau 3.7. Les calculs sont fait pour h “ 5.00 ˆ 10´2, et avec le code
TrioCFD sur Ω “ p0, 1q

2. Pour résoudre les équations de Navier-Stokes stationnaire, on
résout les équations de Navier-Stokes instationnaire (2.33) et on atteint la convergence vers
le régime stationnaire.

pu, pq “

ˆ ˆ

2x2x
2
1p1 ´ x1q

2
p1 ´ x2qp1 ´ 2x2q

´2x1x
2
2p1 ´ x2q

2
p1 ´ x1qp1 ´ 2x1q

˙

, 0
˙

(3.171)

ν εCRRT
0 puhq εCRRT

0 pphq

1.00 ˆ 100 7.82 ˆ 10´2 3.88 ˆ 10´3

1.00 ˆ 10´1 7.82 ˆ 10´2 3.89 ˆ 10´4

1.00 ˆ 10´2 7.89 ˆ 10´2 4.49 ˆ 10´5

1.00 ˆ 10´3 7.89 ˆ 10´2 2.28 ˆ 10´5

Tableau 3.7 – Tableau des erreurs relatives en norme L2 en vitesse et en pression pour
pu, pq donné par (3.171) et h “ 5.00 ˆ 10´2 pour différentes valeurs de ν
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Chapitre 4

Nouveau schéma de discrétisation :
P1
nc ´ P 0

Mps pour les équations de
Stokes
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Dans le premier chapitre, nous avons introduit les outils de discrétisation pour les équa-
tions de Navier-Stokes. Nous avons aussi présenté différents schémas numériques présents
dans le code industriel TrioCFD et relevé la problématique des vitesses parasites. L’objectif
de ce chapitre sera d’élaborer un schéma permettant de résoudre les équations de Stokes, de
manière plus robuste et précise que les éléments finis P1

nc ´ P 0, sans rajouter de degrés de
liberté et sans modifier la matrice de masse M ou le terme de convection LpUq dans l’équa-
tion (1.5), p. 13. Le but de cette approche est d’obtenir un schéma avec moins d’inconnues
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que le schéma P1
nc´pP 0

`P 1
q pour obtenir un coût de calcul plus faible en 3D. Ces travaux

ont déjà été présentés dans [87].
Dans un premier temps, dans la section 4.1, p. 88 nous introduisons les schémas MPFA

pour le problème du laplacien puis dans la section 4.2, p. 97 nous définirons une nouvelle
discrétisation basée sur le schéma MPFA symétrique [36, 37] pour le gradient de pression
dans les équations de Stokes. En 2D (resp. 3D), la définition du gradient de pression ainsi
construit est unique pour les degrés de liberté associés à un triangle (resp. tétraèdre ) qui
ne sont pas en contact avec le bord BΩ. Ce n’est plus le cas pour les degrés de liberté
associés à un triangle (resp. tétraèdre) en contact avec le bord BΩ. On devra alors rajouter
des conditions de bords sur la pression ou introduire des degrés de liberté sur le bord tout
en complétant le système avec de nouvelles équations que nous détaillerons dans la section
4.3, p. 109. Dans la section 4.4, p. 115, on présentera une analyse de ce schéma. Enfin, dans
la section 4.5, p. 120, on étudiera la robustesse du schéma par rapport à la viscosité ainsi
que la précision du schéma de pression par rapport au coût de calcul. On comparera les
résultats avec ceux des alternatives existantes.

Nous utiliserons les notations présentées dans le chapitre 1 dans la partie 2.1, p. 21
ainsi que les notations du maillage décrites dans la sous-section 3.2.1, p. 37. Les équations
étudiées seront celles de Stokes (2.34), p. 33 dont la formulation variationnelle est donnée
par les équations (2.35), p. 33.

4.1 Schémas Multi Point Flux Approximation pour le
problème de diffusion anisotrope

Dans cette section, nous présentons le schéma de discrétisation volumes finis MPFA
(Multi-Point Flux Approximation). Cette méthode est une famille de schémas numériques
qui approche les flux par plusieurs degrés de liberté. Celle-ci s’oppose à la méthode TPFA
(Two Point Flux Approximation) qui approche les flux avec deux degrés de liberté.

4.1.1 Les schémas volumes finis
Les schémas volumes finis [88] sont une famille de méthode très connus, qui consiste à

diviser le domaine en petits volumes (aussi appelés cellules), et approche les équations sur
chacun d’eux. Les solutions sont calculées en imposant la continuité des flux à travers les
faces des cellules.

Dans un premier temps, on décrit brièvement la méthode des volumes finis. Considérons
un maillage triangulaire Th , dont la description est faite dans la section 3.2.1, p. 37 et le
problème suivant :

Problème: 17. Trouver u tel que

´div pΛgrad puqq “ g dans Ω
u “ 0 sur BΩ (4.1)

avec Λ un tenseur d’ordre 2 de taille d ˚ d qui est symétrique, borné et coercif.
Supposons g P L1

pΩq, on note la solution de (4.1) u P H1
pΩq ainsi qu’un volume ω Ă Ω.

On intègre sur ω l’équation (4.1), et en utilisant une formule de Green (Formule 1 du
théorème 4, p. 25), on obtient la relation suivante :

x´Λgradu ¨ nBω, 1yH1{2pBωq “

ż

ω

gpxq dx
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Remarque 11. Il est aussi possible de choisir une régularité plus faible pour le second
membre (g P H´1

pΩq) mais cette approche ne sera pas utilisée dans ce qui suit. On renvoie
à l’article [89] pour une description détaillée.

L’idée des volumes finis est de choisir différents ω qui sont appelés volumes d’intégration,
afin d’obtenir plusieurs équations. Si on choisit ω “ Tℓ, ℓ P IT , alors l’équation devient :

ÿ

fPIF,ℓ

F ℓ,f “

ż

Tℓ

gpxq dx (4.2)

Avec le flux F ℓ,f “ ´xΛgradu ¨ nf,ℓyH1{2pFf q qui est défini comme le flux de u à travers la
face Ff et nf,ℓ la normale à la face Ff sortante du simplexe Tℓ. De plus, en notant r P IT
l’indice du triangle voisin à Tℓ par l’arête Ff , tel que Tℓ X Tr “ Ff , alors :

F ℓ,f ` F r,f “ 0 (4.3)

L’équilibre (4.2) et la conservativité (4.3) des flux sont les propriétés principales vérifiées
par les schémas des volumes finis.

Dans un cadre simplifié, considérons une approximation de la solution uh qui est une
fonction constante par morceaux sur chaque cellule. On définit alors les inconnues uℓ, ℓ P

IT qui sont les valeurs de u sur les barycentres des cellules Tℓ, ℓ P IT et qui seront une
approximation des valeurs upxTℓ

q, ℓ P IT .
Le principe des volumes finis est alors d’établir des approximations consistantes des flux

F ℓ,f par Fℓ,f pour tout ℓ P IT , f P IF,ℓ. Ensuite, on peut écrire une version discrète de (4.2)
et (4.3).

Pour tout Tℓ, ℓ P IT :
ÿ

fPIF,ℓ

Fℓ,f “

ż

Tℓ

gpxq dx (4.4)

et pour tout f P IF , tel qu’il existe un couple pℓ, rq P pIT q
2, Tℓ X Tr “ Ff :

Fℓ,f ` Fr,f “ 0 (4.5)

Une étude des schémas de volumes finis appliqués aux équations de diffusion a été réalisée
par J. Droniou [90], mettant en avant notamment les schémas MPFA. Pour plus de détails,
le lecteur peut se référer à cet article. Bien que la liste des schémas de volumes finis soit
vaste et difficile à énumérer intégralement, les schémas suivants peuvent être présentés :

— Les schémas "hybrid, mixed, and mimetic" (HMM) se composent de trois familles
de méthodes développées séparément : la méthode "Hybrid Finite-Volume" (HFV)
[91, 92], la méthode "Mixed Finite-Difference" (MFD) [93], et la méthode "Mixed
Finite-Volume" (MFV) [94]. Ces méthodes sont équivalentes [95]. Elles introduisent
des inconnues auxiliaires sur les faces pour calculer des flux définis par des produits
scalaires locaux.

— Le schéma "Discrete Duality Finite Volume" (DDFV) [96, 97, 98] ajoute de nouvelles
inconnues définies comme des approximations du gradient dans différentes directions
indépendantes et localisées sur les sommets du maillage. Ces inconnues sont ensuite
utilisées pour reconstruire une approximation précise du gradient. Ce schéma numé-
rique a été très bien étudié [99, 100, 101, 102] avec diverses conditions aux bords
[103] sur de nombreux problèmes [104, 105].

Il existe une diversité de schémas de volumes finis, sans qu’un "framework" permette
d’établir une méthodologie d’analyse numérique similaire à celle des éléments finis avec
des critères tels que la condition Inf-Sup et la théorie BNB. C’est dans cette perspective
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qu’une approche [106, 107] a été développée. Cette approche vise à regrouper différents
schémas qui discrétisent l’opérateur gradient selon certains critères, les classant ainsi dans
la catégorie des "Gradient Schemes" (Schémas gradient). Une analyse générale présentée
dans [106] s’applique alors, permettant de démontrer la stabilité et la bonne définition d’un
schéma en montrant son appartenance à la famille des schémas gradient.

4.1.2 Formulation volumes finis pour les éléments finis P1
nc ´ P 0

disc

On peut montrer que le schéma P1
nc ´ P 0

disc est aussi un schéma qui s’inscrit dans les
méthodes des volumes finis [7, p. 22]. C’est aussi un schéma Gradient [106, Section 9.3.1].
On présente ici la méthode sous le formalisme "volumes éléments finis" défini par Emonot
[7, p. 11]. Considérons les équations de Stokes (2.33). Reprenons l’espace X0,h et Mh définis
par (3.41), p. 48 et (3.78), p. 57. On rappelle que, si uh P X0,h et qh P Mh, alors :

uh “
ÿ

αPtx,y,zu

ÿ

fPIi
F

uf,αϕfeα,

ph “
ÿ

ℓPIT

pℓψℓ,

où pϕf qfPIF
désigne les fonctions de bases des éléments finis P1

nc et pψℓqℓPIT
les fonctions de

bases des éléments finis P 0
disc.

Notons qu’avec la propriétés du patch test (3.42), p. 48, nous avons que, pour toute
facette f P I iF partagée par les triangles Tk et Tℓ, l’égalité suivante est vérifiée :

ż

Ff

uh|Tk
¨ nf,k dσ “

ż

Ff

uh|Tℓ
¨ nf,k dσ (4.6)

Cette propriété assure la continuité de uh ¨ nf au barycentre de la facette f P I iF .

Définition des volumes de contrôle

Pour chaque facette f P IF , nous définissons le volume ωf associé, qui correspond au
quadrilatère ayant pour sommets les sommets de la facette et le barycentre des triangles par-
tageant cette même facette. On définit γf “ Bωf . La figure 4.1 représente cette configuration
pour d “ 2 et une facette Ff partagée par les triangle Tk et Tℓ.

Ff

Tℓ

Tk

ωfγf

xkxfxℓ

Figure 4.1 – Schéma du triangle Tℓ et Tk qui partagent la facette Ff . Le volume ωf est
représenté en gris.
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Formulation conservative discrète des P1
nc ´ P 0

disc

On cherche à exprimer les flux conservatifs reliés à la méthode. Pour cela, on cherche un
champ de vitesse dont chaque composante est affine par élément, continue aux milieux des
facette et un champs de pression constant par élément vérifiant les équations de stokes sur
chaque volume de contrôle :

ÿ

fP Ii
F,ℓ

ż

Ff

uh ¨ nf dσ “ 0, @ℓ P IT
ż

γf

pphId ´ Gradh uhq : n|γf
dσ “

ż

ωf

f dx, @f P IF

uhpxf q “ 0, @f P IbF

(4.7)

avec Id la matrice identité de taille dˆd. En développant les fonctions uh et ph, on obtient :
ÿ

fPIi
F

uhpxf q ¨

ż

BTℓ

ϕfn|BTℓ
dσ “ 0, @ℓ P IT , (4.8)

qui exprime la conservation de la masse et :

ÿ

f 1P Ii
F

uhpxf 1q

˜

ż

γf 1

´gradϕf 1 ¨ n|ωf
dσ

¸

`
ÿ

ℓPIT

phpxℓq
ż

γf

ψℓn|ωf
dσ “

ż

ωf

f dx, @f P I iF

(4.9)
qui exprime la conservation de la quantité de mouvement.

Ces équations peuvent s’écrire sous la forme matricielle suivante :
¨

˚

˚

˝

A Cx
A Cy

A Cz
Bx By Bz

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

Ux
Uy
Uz
P

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

Fx
Fy
Fz
0

˛

‹

‹

‚

(4.10)

Avec :
— Ux, Uy, Uz sont les vecteurs de tailles N i

F contenant les valeurs de chaque composante
de la vitesse :

@f P I iF , pUxqf “ uh,xpxf q, pUyqf “ uh,ypxf q, pUzqf “ uh,zpxf q.

— P est le vecteur de taille NT contenant les valeurs de la pression dans les cellules :

@ℓ P IT , pP qℓ “ phpxℓq.

— A est une matrice de taille N i
F ˆ N i

F dont les coefficients sont :

@pf, f 1
q P pI iF q

2, pAqf,f 1 “

ż

γf

´gradϕf 1 ¨ n|ωf
dσ.

— Bx, By et Bz sont des matrices de taille NT ˆ N i
F dont les coefficients sont :

@pf, lq P pI iF ˆ IT q, @α P tx, y, zu, pBαqℓ,f “

ż

BTℓ

ϕfn|BTℓ
dσ.

— Cx, Cy et Cz sont des matrices de taille N i
F ˆ NT dont les coefficients sont :

@pf, lq P pI iF ˆ IT q, @α P tx, y, zu, pCαqf,ℓ “

ż

γf

ψℓnα,|γf
dσ.
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— Fx, Fy et Fz sont des vecteurs de taille N i
F tels que :

@pfq P I iF , @α P tx, y, zu, pFαqf “

ż

ωf

f ¨ eα dx.

Ce qui se ré-écrit, en notant :

A “

¨

˝

A 0 0
0 A 0
0 0 A

˛

‚, B “
`

Bx By Bz

˘

, C “

¨

˝

Cx
Cy
Cz

˛

‚, F “

¨

˝

Fx
Fy
Fz

˛

‚, U “

¨

˝

Ux
Uy
Uz

˛

‚,

AU ` CP “ F
BU “ 0 (4.11)

On rappelle le lemme suivant [7, Lemme 2.1 & 2.2] :

Lemme 10. La matrice B est la transposée de la matrice C et les matrices A et B issues
de la formulation volumes finies du schéma P1

nc´P 0
disc sont identiques aux matrices obtenus

avec le formalisme éléments finis (3.106), p. 65.

Ainsi, seul le second membre est différent entre les deux schémas puisqu’en général :

@f P IF ,
ż

ωf

f dx ‰

ż

Ω
fϕf dx.

Formulation variationnelle du schéma P1
nc ´ P 0 en volumes éléments finis

En pratique, on utilise pas la formulation (4.7). On peut obtenir une formulation varia-
tionnelle, en multipliant par les fonctions tests qh P Mh et vh P X0,h :

ÿ

ℓPIT

qh|Tℓ

ÿ

fP Ii
F,ℓ

ż

Ff

uh ¨ nf dσ “ 0, @qh P Mh

ÿ

fPIF

vf ¨

ż

γf

ppId ´ Gradh uhq : n|γf
dσ “

ÿ

fPIF

vf ¨

ż

ωf

f dx, @vh P X0,h

uhpxf q “ 0, @f P IbF

Ce qui se ré-écrit : Trouver puh, phq P X0,h ˆ Mh

"

aVh puh,vhq ` bVh pvh, phq “ LVh pvhq

cVh puh, qhq “ 0 (4.12)

avec les formes bilinéaires aVh bVh et cVh défini par (4.13), (4.14), (4.15) et le second membre
LVh par (4.16).

aVh :

$

&

%

X0,h ˆ X0,h Ñ R

puh,vhq ÞÑ aVh puh,vhq :“ ´
ÿ

fPIF

vf ¨

ż

γf

Gradh uh : n|γf
dσ . (4.13)

bVh :

$

’

&

’

%

X0, h ˆ Mh Ñ R

pvh, qhq ÞÑ bVh pvh, qhq “
ÿ

fPIi
F

vf ¨

ż

γf

qh ¨ n|Bωf
dσ . (4.14)
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cVh :

$

’

&

’

%

X0,h ˆ X0,h Ñ R

pvh, qhq ÞÑ cVh pvh, qhq “
ÿ

ℓPIT

qh|Tℓ

ÿ

fPIi
F,ℓ

ż

Ff

vh ¨ nf dσ . (4.15)

LVh :

$

&

%

X0,h Ñ R

pvhq ÞÑ LVh pvhq :“
ÿ

fPIF

vf ¨

ż

ωf

f dx, . (4.16)

En particulier, on retrouve quasiment le second membre issu de la formulation éléments
finis. Cette formulation est strictement équivalente à (4.9) et (4.8).

Remarque 12. ( Remarque sur le second membre ) Le second membre de l’équation (4.12)
n’est en général pas calculé par la méthode Volumes Éléments Finis mais par la méthode
des Éléments Finis. En effet, le second membre entraîne une perte de précision. Supposons
f P L8

pΩq. Considérons f P IF et la fonction de base associée ϕf des éléments finis P 1
nc :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

ℓPIT,f

ż

Tℓ

fϕf dx ´

ż

ωf

f dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ÿ

ℓPIT,f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

f 1PIF,ℓ,f 1‰f

ż

ωf 1 XTℓ

fϕf dx ´ d

ż

ωf XTℓ

fλf,ℓ dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

avec λf,ℓ le coefficient barycentrique du triangle Tℓ associé au sommet opposé à Ff . On peut
majorer cette quantité par :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

ℓPIT,f

ż

Tℓ

fϕf dx ´

ż

ωf

f dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

ℓPIT,f

ˆ

ÿ

f 1PIF,ℓ,f 1‰f

p|ωf 1 X Tℓ|
1{2

` d}λf,ℓ}L2pωf XTℓq q}f}L2pTℓq

˙

Or, en utilisant la formule d’intégration des coefficient barycentrique(3.7), on écrit :

}λf,ℓ}L2pωf XTℓq ď }λf,ℓ}L2pTℓq “ |Tℓ|
d! 2!

pd ` 2q!

et finalement, en remarquant que |ωf X Tℓ| “
|Tℓ|

d ` 1 , on écrit :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

ℓPIT,f

ż

Tℓ

fϕf dx ´

ż

ωf

f dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
` |Tℓ|

pd ` 1q

˘1{2
}f}L2pTℓq À hd}f}L8pTℓq. (4.17)

4.1.3 Introduction aux schémas MPFA
Nous avons déjà défini les schémas des volumes finis de manière générale. Nous présentons

maintenant la méthode "multipoint flux approximation".
La méthode multipoint flux approximation (MPFA) a été initialement présentée dans les

années 90 par [108, 109] puis par [110] sur des maillages de quadrilatères pour des problèmes
non-homogènes dans des milieux anisotropes. Le schéma a ensuite été développé, par la suite,
dans les ouvrages [111, 112]. L’idée est que pour obtenir un schéma qui approche les flux de
manière consistante sur des maillages généraux, il faut des valeurs approchées de l’inconnue
ailleurs que sur le barycentre des triangles partageant une même arête. Cela peut être sur
les sommets, les arêtes ou bien dans les cellules. Dans cet optique, on ajoute des inconnues
au système que l’on nommera inconnues auxiliaires.

On suppose alors que la solution est affine par morceaux sur des macro-cellules autour
de chaque sommet, créant ainsi un maillage dual (voir la figure 4.2) avec les positions
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des inconnues auxiliaires ajoutées. Ces inconnues sont ensuite éliminées en écrivant des
équations de continuité (sur le bord inclus) pour la solution. Les flux ainsi construits sont
conservatifs (4.5) et s’expriment seulement avec les inconnues des cellules. Nous reviendrons
sur ce principe plus en détails dans les sous-sections suivantes.

Il existe plusieurs schémas MPFA, leurs différences venant du choix de la continuité
locale et des équations de conservations des flux. Par ailleurs, cette discrétisation a été
utilisée dans de nombreux domaines et montre une capacité à discrétiser de manière précise
les termes de diffusions sur des maillages non-structurés [113].

4.1.4 MPFA-O
Le schéma MPFA-O, initialement présenté par [110, 111, 36], est une variante très connue

des schémas MPFA. Pour le présenter rapidement, considérons un maillage triangulaire en
2D et un sommet Si, i P IS. On ajoute des inconnues localisées sur le milieu de chacune des
arêtes Ffj

, fj P IF,i, j “ t1, . . . , NF,iu. Cette configuration est décrite par la figure 4.2 pour
cardpIF,iq “ 4. On définit la macro-cellule Mi comme la cellule autour du sommet Si dont
les sommets sont les points xTℓk

, ℓk P IT,i et xFfk
, fk P IF,i avec k P t1, . . . NF,iu. On notera

les quadrangles Qℓ,i comme les intersections entre les triangles Tℓ et la macro-cellule Mi,

xTℓ1

xTℓ2

xTℓ3

xTℓ4

xFf1

xFf2

xFf3

xFf4

Tℓ1

Tℓ2

Tℓ3

Tℓ4

Ff2

Ff3

Ff1
Ff4

Si

Qℓ1,i

Qℓ2,i

Qℓ3,i

Qℓ4,i

nf2,ℓ3

νf3,ℓ3

Figure 4.2 – Sous-maillage local autour du sommet Si et inconnues du schéma MPFA-O
pour cardpIF,iq “ 4.

On veut résoudre le problème (4.1), la solution u du problème est alors approchée aux
points xTℓk

, ℓk P IT,i et xFfk
, fk P IF,i qui sont respectivement les barycentres des triangles

Tℓk et faces Ffk
pour tous les sommets Si, i P IS et k P t1, . . . , NT,iu.

Les inconnues sont uTℓ
, ℓk P IT et uFfk

, fk P IF,i, @i P IS.
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Remarque 13. (Les inconnues auxiliaires) On note qu’en 2D, une arête définie par deux
sommets aura donc deux inconnues auxiliaires qui peuvent avoir des valeurs différentes.
Cela vient du fait que ces inconnues soient relatives aux sommets, et le schéma n’impose
pas de condition de continuité entre les deux inconnues. Il en est de même en 3D mais les
inconnues auxiliaires ne sont plus sur les arêtes mais sur les faces du maillage.

On approche la solution u par une fonction uh qui est affine par morceau sur chacun
des quadrangles. Ainsi, on peut définir un gradient constant par morceaux, sur chacun des
quadrangles Qℓ,i, ℓ P IT,i.

À cette étape, l’approximation uh est affine par quadrangle. Il faut donc 3 valeurs pour
la définir. On note Gℓ,i la valeur du gradient sur le quadrangle Qℓ,i. Notons Ff , Ff 1 les deux
arêtes qui ont pour sommet Si et qui sont dans le triangle Tℓ. En intégrant sur les segments
rxTℓ

xFf
s et rxTℓ

xF 1
f
s, on écrit :

Gℓ,ipuhq ¨ pxTℓ
´ xFf

q “ uTℓ
´ uFf

,

et
Gℓ,ipuhq ¨ pxTℓ

´ xFf 1 q “ uTℓ
´ uFf 1 .

Si les vecteur ÝÝÝÝÑxTℓ
xFf

et ÝÝÝÝÑxTℓ
xFf 1 ne sont pas colinéaires (ie. le triangle n’est pas un triangle

plat) alors on obtient :

Gℓ,ipuhq “
´1

2|Tℓ,f,f 1 |

`

puFf
´ uTℓ

qνf 1,ℓ ` puFf 1 ´ uTℓ
qνf,ℓ

˘

,

avec |Tℓ,f,f 1 | l’aire du triangle pxTℓ
xFf

xFf 1 q, νf,ℓ la normale au vecteur ÝÝÝÝÑxTℓ
xFf

de longueur
|xTℓ

xFf
| et νf 1,ℓ la normale au vecteur ÝÝÝÝÑxTℓ

xFf 1 de longueur |xTℓ
xFf 1 |.

En établissant une définition du gradient, nous sommes en mesure de définir les flux.
Lorsque nous considérons un sommet comme point de départ, nous définissons des demi-flux
associés aux demi-arêtes. Ces demi-flux sont définis pour chaque demi-arête par l’équation
(4.18) et les flux résultent de la somme de ces demi-flux sur chaque arête.

Fℓ,f,i :“ |xTℓ
xFf

|Λ|Tℓ
Gℓ,ipuhq ¨ nf,ℓ. (4.18)

Maintenant que la définition des flux a été établie, dans une méthodologie des volumes finis,
on impose la conservation des flux autour des sommets Si, i P IS : Pour tout f P IF,i, et si
on suppose qu’il existe pℓ, kq P pIT,iq2 tel que Tℓ X Tk “ Ff , on impose :

Fℓ,f,i ` Fk,f,i “ 0. (4.19)

Si l’arête Ff est sur le bord, il faut alors effectuer un traitement particulier. Si nous
avons des conditions de Dirichlet, alors on imposera la valeur des inconnues auxiliaires sur
le bord. Si nous avons des conditions de Neumann, on pourra alors imposer les demi-flux.

Les équations de conservation permettent alors d’obtenir des systèmes autour des som-
mets liant les inconnues auxiliaires et les inconnues des cellules. On pourra alors écrire de
nouveau le système avec seulement les inconnues des cellules. Le schéma est bien défini
seulement si toutes les matrices locales ainsi définies sont inversibles.

Pour finir, nous avons construit des flux consistants (en donnant une approximation de
notre gradient) et conservatifs par construction. Le schéma "volumes finis" est donc bien
posé. Ce schéma s’étend aux cellules polygonales et en 3D [114].
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4.1.5 Variantes du schéma MPFA
Nous répertorions dans cette section certains des schémas MPFA les plus utilisés. Ce-

pendant, il est important de noter que notre liste ne prétend pas à l’exhaustivité, mais elle
offre un point de départ pour explorer le monde des schémas MPFA.

MPFA -L et -G :
Le schéma MPFA-L a été développé par [115] puis généralisé avec le schéma MPFA-G
(initialement présenté par [116, 117]). Les différences majeures avec le schéma MPFA-O
sont explicitées dans [90, p.13] et nous les rappelons ici :

— Il n’y a pas d’inconnues auxiliaires ajoutées au système, mais les gradients deviennent
des inconnues à substituer.

— Les équations de continuité des demi-flux sont écrites sur seulement deux arêtes (pour
d “ 2).

— L’équation de continuité de l’approximation linéaire est imposée sur toute l’arête et
non plus au barycentre de la face.

— La manière de construire les gradients discrets et les approximations linéaires par
morceaux sur les quadrangles dépend de l’arête Ff , f P IF que nous utilisons pour
calculer le flux.

Dans le schéma MPFA-L, on impose la continuité sur toute l’arête f . Avec les notations
précédentes, et en choisissant de construire l’approximation avec l’arête f2, cela s’écrit pour
l’arête f3 et f2 :

@x P Ff3 uTl3
` pGℓ3,f2puqqpx ´ xTℓ3

q “ uTl4
` pGℓ4,f2puqqpx ´ xTℓ4

q,

@x P Ff2 uTl3
` pGℓ3,f2puqqpx ´ xTℓ3

q “ uTl2
` pGℓ2,f2puqqpx ´ xTℓ2

q.
(4.20)

On peut écrire ces équations de continuités aux point Si,xf3 et Si,xf2 . Ces 4 équations sont
ensuite complétées avec la conservation des demi-flux :

Gℓ3,f2 ¨ nf3,ℓ3 ` Gℓ4,f2 ¨ nf3,ℓ4 “ 0,
Gℓ3,f2 ¨ nf2,ℓ3 ` Gℓ2,f2 ¨ nf2,ℓ2 “ 0. (4.21)

Les gradients peuvent être exprimés en fonctions des inconnues des cellules.
Le schéma MPFA-G est une généralisation du schéma MPFA-L où les flux totaux d’une

arête Ff est construit à partir d’une combinaison convexe des demi-flux (resp. sous-flux) de
l’arête Ff (resp. face) pour d “ 2 (resp. d “ 3). Ces combinaisons sont choisies localement
pour améliorer les propriétés de coercivité du schéma.

Un schéma d’éléments finis mixtes MPFA :
Les articles [118, 119] présentent une approche des éléments finis du schéma MPFA-O. Ce
n’est pas un schéma différent, mais plutôt un formalisme alternatif, développé dans le cadre
des schémas éléments finis. C’est une approche connue qui consiste à faire correspondre un
schéma volumes finis par un schéma d’éléments finis mixtes approprié [120] et avec une règle
de quadrature spécifique.

MPFA symétrique :
Le schéma MPFA symétrique [121, 122, 123] est celui qui a été choisi dans cette thèse. C’est
un schéma MPFA-O, dont les inconnues sont placées aux tiers des arêtes ou aux barycentres
des faces des quadrangles générés en 3D. Ce choix permet au schéma d’être symétrique, c’est-
à-dire qu’il conduit à une matrice symétrique définie positive pour un problème de Poisson
[121, Proposition 3.1]. De plus, il s’inscrit dans le formalisme des schémas gradients [124,
Section 12.1]. Ce choix se justifie, car le schéma MPFA symétrique appliqué au problème de
Laplacien est consistant, coercif et convergent avec des hypothèses de convergence proche
de celles des éléments finis P 1 (Proposition 25, p. 100). Nous détaillerons ce schéma par la
suite.
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4.2 Schéma de discrétisation P1
nc ´ P 0

Mps pour les équa-
tions de Stokes

L’idée de ce schéma est d’utiliser les éléments finis de Crouzeix-Raviart non-conformes
d’ordre 1 pour la vitesse et les éléments finis P 0

disc pour la pression avec un gradient MPFA
symétrique présenté dans la section 4.1 sur un maillage de simplexe. On appellera ce schéma :
P1
nc ´ P 0

Mps.

L’espace des vitesses discrètes sera donc celui défini par (3.41), p. 48 que nous rappelons
ci-dessous :

Xh :“ tvh P rP 1
discpThqs

d
| @ f P I iF : rvhsp

ÝÝÑ
OM f q “ 0 u,

X0,h :“ tvh P rP 1
discpThqs

d
| @ f P IF : rvhsp

ÝÝÑ
OM f q “ 0 u.

(4.22)

Et celui des pressions discrètes :

Mh “ tqh P L2
0pΩq, | @Tℓ, ℓ P IT , qh|Tℓ

P P0pTℓqu (4.23)

4.2.1 Définition de la nouvelle approximation du gradient
Dans un premier temps, on établit la nouvelle discrétisation de notre gradient en 2D.

Contrairement à la section 4.1.4, p. 94, nous présentons ici un formalisme issu des éléments
finis pour le schéma MPFA symétrique. C’est-à-dire que nous établissons une formulation
variationnelle avec les fonctions de bases de notre discrétisation. En suivant la démarche
décrite dans [121, 122, 123], nous commençons par diviser les triangles en trois quadrangles,
en reliant le barycentre du triangle au milieu de chaque facette. Soit qh P Mh, nous allons
calculer une approximation affine de qh sur chaque quadrangle. Pour ce faire, nous ajoutons
des inconnues auxiliaires temporaires situées aux tiers des facettes (en 2D). La méthode de
construction en 3D est analogue et sera expliquée dans le chapitre suivant.

D’abord, nous introduisons certaines notations. Nous allons définir le schéma localement
autour des sommets du maillage.

Soit j P IS. On définit le macro-élément Mj tel que Mj :“
ď

ℓPIT,j

T ℓ.

Renumérotons les sommets tel que : S0 “ Sj, IS,i“0 “ t1, ¨ ¨ ¨ , NS,i“0u. On définit la renu-
mérotation suivante : i P IS,i“0, SiSi`1 P Fh (on pose SNS,i“0`1 “ S1). Pour i P IS,i“0 on
note :

— Ti le triangle de sommets S0SiSi`1, et on appellera son barycentre Gi.
— Fi la facette tel que Fi “ S0Si, et on appelle Mi son point milieu.
— Fi,0 la facette opposée au sommet S0 dans Ti.
— rFi la demi-facette définie par S0 et le point milieu de Fi. On notera l’ensemble des

indices de toutes les demi-facettes I
rF ,i“0 et celles situées sur le bord Ib

rF
.

— Qi le quadrangle de sommets S0 MiGiMi`1 (figure 4.4-(a) pour S0 Ă Ω et 4.5-(a)
pour S0 Ă BΩ).

Pour i, j P IS,i“0, on note Si,j le vecteur normal sortant de Tj au point Fi et de norme |Fi|.
Pour i P IS,i“0, on appelle S0,i le vecteur normal à Fi,0 sortant de Ti. Sur la figure 4.3-(a),
on représente M0 dans le cas où S0 Ă Ω et NS,i“0 “ 6. Sur la figure 4.3-(b), on représente
le triangle T1 avec les vecteurs pSj,1q

2
j“0 et son barycentre G1.
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S0

S1S2

S3

S4

S5

S6

F1,0

F2,0

F3,0 F4,0

F5,0

F6,0
F1

F2

F3

F4

F5

F6

T1

T2

T3
T4

T5

T6

(a) Macro-element M0 “ S1 S2 S3 S4 S5 S6.

S0

S1S2

M2 M1

G1

S1,1
S2,1

S0,1

(b) Triangle T1 “ S0 S1 S2.

Figure 4.3 – Notations pour NS,i“0 “ 6 et j P I iS.

S0

S1S2

S3

S4

S5

S6

Q1
Q2

Q3 Q4

Q5

Q6

(a) Quadrangles pQiq
NS,i“0
i“1 .

S0

S1S2

S3

S4

S5

S6

q1

q2

q3
q4

q5

q6
rq1

rq2

rq3
rq4

rq5

rq6

(b) Pressions discrètes (qi,rqiq
NS,i“0
i“1 .

Figure 4.4 – Schéma MPFA pour j P I iS et NS,i“0 “ 6.

Soit qh P Mh. On note qh|Tℓ
:“ qℓ.

Considérons S0 Ă Ω (figure 4.4). En suivant la méthodologie de construction du schéma
MPFA, construisons une approximation affine par morceaux de qh sur chaque quadrangle
pQiq

NS,i“0
i“1 (voir figure 4.4-(a)). Nous appelons cette approximation rqh. Nous introduisons

tout d’abord des pressions auxiliaires discrètes prqiq
NS,i“0
i“1 sur les tiers des facettes intérieures

(en 2D) de M0 (voir figure 4.4-(b)).
Pour tout j P IS,i, on définit

G0,ipqhq :“ grad rqh|Qi
,

à l’aide d’une intégration par parties, comme cela est fait dans [122, Section 3] et [123,
Section 1.1.1] :

|Qi|G0,i “

ż

Qi

G0,ipqhq dx “

ż

BQi

rqhnBQi
dx “ rqi

Si,i
d

` rqi`1
Si`1,i

d
` qip´

Si,i
d

´
Si`1,i

d
q.

Ainsi, en constatant que |Qi| “
|Ti|

d ` 1, on obtient :

G0,ipqhq “
1

|Qi|

ˆ

prqi ´ qiq
Si,i
d

` prqi`1 ´ qiq
Si`1,i

d

˙

“
d ` 1
d |Ti|

p rqi Si,i ` rqi`1 Si`1,i ` qi S0,i q .

(4.24)
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S0

S2S3

S4

S1

Q2
Q3 Q1

rF4
rF1

(a) Quadrangles pQiq
NS,i“0
i“1 .

S0

S2S3

S4

S1

q2

q3
q1

rq2
rq3

rq4
rq1

(b) Pressions discrètes (qi,rqiq
NS,i“0
i“1 .

Figure 4.5 – Schéma MPFA pour j P IbS et NS,i“0 “ 4

Afin de préserver le flux à travers les bords intérieurs de M0, nous écrivons que :

@i P IS,i“0, G0,ipqhq ¨ Si`1,i ` G0,i`1pqhq ¨ Si`1,i`1 “ 0. (4.25)

Ces NS,i“0 équations avec NS,i“0 inconnues (les valeurs des pressions discrètes auxiliaires
prqiq

NS,i“0
i“1 ) conduisent à un système linéaire bien posé. Nous pouvons donc évaluer les pres-

sions auxiliaires prqiq
NS,i“0
i“1 avec les données pqiq

NS,i“0
i“1 . Les gradients de pression pG0,ipqhqq

NS,i“0
i“1

définis par (4.24) s’écrivent alors seulement en fonctions des inconnues pqiq
NS,i“0
i“1 .

Remarque 14. Un moyen de montrer que ces sous-systèmes sont bien posés est de remar-
quer qu’ils correspondent à un problème de Laplacien résolu localement par des éléments
finis P 1

nc (voir Remarque 18, p. 108). Or d’après le Chapitre 1, on sait que les problèmes
de laplacien, résolus par les éléments finis P 1

nc sont bien posés. En effet, il suffit de manière
analogue à la proposition (12), p. 49 de montrer que la forme bilinéaire p¨, ¨qh est un produit
scalaire sur X0,h ˆ X0,h associé à la norme } ¨ }h (voir proposition (8)).

Considérons maintenant S0 Ă BΩ (voir figure 4.5). Formellement, nous avons que la
solution pu, pq du problème (2.33) est telle que :

grad p ¨ n|BΩ “ f ¨ n|BΩ ´ ν∆u ¨ n|BΩ, (4.26)

où n|BΩ est le vecteur normal sortant de BΩ.

Si f P H1{2`ϵ
pΩq avec ϵ ą 0, nous pouvons expliciter les pressions discrètes localisées sur

BΩ (ie rq1 et rq4 sur figure 4.5-(b)) en imposant que pour tout i P IS,i“0 tel que rFi Ă BΩ :
ż

rFi

G0,ipqhq ¨ n
| rFi
dx “

ż

rFi

f ¨ n
| rFi
dx. (4.27)

Ce type de condition a été étudié par [125]. Ces équations sont des approximations de
(3.86), p. 59, mais semblent donner de bons résultats numériques comme le montre la section
4.5, p. 120.

Les valeurs auxiliaires de pressions discrètes sont de nouveau, solutions d’un système
linéaire bien posé. Elles peuvent être éliminées avec les données pqiq

NS,i“0
i“1 et nous pouvons

exprimer les gradients discret en fonction de ces données.

Nous détaillerons le cas où S0 Ă BΩ dans la section 4.3 en proposant d’autres alternatives
à cette condition. Si le second membre f est une fonction peu régulière, on peut élargir
l’espace des pressions discrètes en ajoutant les inconnues auxiliaires du bord en tant que
degrés de liberté.
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Pour i P IS, on pose pQi,jqjPIS,i
l’ensemble des quadrangles construit autour de Si, et on

appelle Qh :“ p pQi,jqjPIS,i
qiPIS

l’ensemble de tous les quadrangles. Soit qh P Mh et i P IS.
Dans le macro-élément Mi, on appelle Gi,jpqhq le gradient localement reconstruit de qh. Nous
définissons maintenant la reconstruction du gradient MPFA comme l’opérateur Gh.

Gh :
"

Mh Ñ P0
discpQhq

qh ÞÑ Ghpqhq
| @i P IS, @j P IS,i, Ghpqhq|Qi,j

“ Gi,jpqh|Mi
q. (4.28)

Le schéma MPFA symétrique appliqué à l’opérateur de diffusion présente certaines proprié-
tés :

Proposition 25. L’approximation consistante des flux dans le schéma MPFA symétrique
est réalisée à l’aide de triangles et de p P C2

pΩq. En outre, l’approximation exacte des
gradients pour les fonctions affines est obtenue en introduisant les inconnues auxiliaires de
pression aux tiers des facettes. Enfin, le schéma MPFA symétrique présente des propriétés
de consistance, de coercivité et de convergence

La preuve de cette proposition se trouve dans [122, Prop. 2, Prop. 3 ] et [126, Théoreme
3.2].

4.2.2 Formulation variationnelle
On se propose maintenant d’établir la formulation variationnelle de notre problème. Soit

ghp¨, ¨q la forme bilinéaire suivante :

gh :
"

Xh ˆ Mh Ñ R
pvh, qhq ÞÑ pGhpqhq,vhqL2pΩq

. (4.29)

La discrétisation de (2.33), p. 32 en utilisant le schéma MPFA pour discrétiser le gradient
de pression s’écrit :

Problème: 18. Trouver puh, phq P X0,h ˆ Mh |

"

aν,hpuh,vhq ` ghpvh, phq “ ℓf pvhq @vh P X0,h
bhpuh, qhq “ 0 @qh P Mh

, (4.30)

où les formes bilinéaires ahp¨, ¨q et bhp¨, ¨q sont définies par (3.77), p. 57, et (3.79), p. 57.
Le second membre ℓf p¨q est défini par (3.80), p. 57. Le système linéaire lié à la formulation
variationnelle (4.30) n’est pas symétrique. En effet, on note :

pAϕqff 1 :“ ν
ÿ

ℓPIT

ż

Tℓ

gradϕf ¨ gradϕf 1 dx, A “

ˆ

Aϕ 0
0 Aϕ

˙

pGα
qkf :“

ÿ

ℓPIT

ż

Tℓ

ϕfGhpψkq ¨ eα dx, G “

ˆ

Gx

Gy

˙

pDα
qfk :“

ÿ

ℓPIT

ż

Tℓ

ψk div pϕfeαq dx, D “
`

Dx Dy
˘

pFα
qf :“

ÿ

ℓPIT

ż

Tℓ

ϕf f ¨ eα dx, F “

ˆ

F x

F y

˙

U “
`

Ux Uy
˘t

(4.31)

avec :
— Les fonctions de base pour la vitesse pϕfeαq

αPtx,yu

fPIF
définies par (3.45).
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— Les fonctions de base pour la pression pψkqkPIT
qui sont définies par :

ψk “ 1Tℓ
, @k P IT .

Remarque 15. Si on garde les inconnues auxiliaires sur le bord, alors il faut enrichir
le bord avec les fonctions ψbdo , o P Ib

rF
. Ces fonctions sont définis comme les fonctions

affines valant 1 sur le tiers des demi-facettes auxquelles elles sont associées et 0 autre
part.

Si nous considérons la formulation matricielle de ce problème éléments finis, le pro-
blème 18 s’écrit :

#

νKU ` GP “ F

DU “ 0

avec K la matrice de raideur des éléments finis P1
nc, G la matrice qui représente le gradient

et D la divergence des éléments finis P 0
disc. Finalement, le problème (4.30), s’écrit :

ˆ

A G
D 0

˙ˆ

U
P

˙

“

ˆ

F
0

˙

(4.32)

Les opérateurs gradient et divergence ne sont plus adjoints. Ce choix s’explique car si
nous considérons la formulation symétrique de ce problème :

#

νKU ` GP “ F

GtU “ 0
(4.33)

alors la convergence est dégradée. Nous proposons d’illustrer cela numériquement. Soit Ω “

r0, 1s
2. On présente les cas tests suivants pour les équations de Stokes (2.34), p. 33 :

1) Si la solution est donnée par le couple :

u “

ˆ

y
x

˙

, p “
1
2px2

` y2
q ´

1
3

h εMps
0 puMps

h q εMps
0 ppMps

h q

1.00 ˆ 10´1 1.26 ˆ 10´2 7.09 ˆ 10´1

5.00 ˆ 10´2 4.89 ˆ 10´3 6.27 ˆ 10´1

2.50 ˆ 10´2 2.29 ˆ 10´3 6.24 ˆ 10´1

1.25 ˆ 10´2 1.11 ˆ 10´3 6.04 ˆ 10´1

TCM 1.2 0.08

Tableau 4.1 – Tableau d’erreurs en vitesse et en pression pour la norme L2
pΩq et L2

pΩq

pour ux “ y, uy “ x, p “ px2
` y2

q{2 ´ 1{3 et (4.33).

Dans le tableau 4.1 sont écrites les erreurs en vitesse et en pression pour le schéma
P1
nc ´ P 0

Mps pour différents pas de maillage. On peut observer que le schéma converge en
ordre 1 pour la vitesse (en norme L2

pΩq) et ne converge pas pour la pression (en norme
L2

pΩq). Cette non-convergence se produit dès lors que la vitesse approchée est non-nulle.
2) Si la solution est donnée par le couple :

u “ 0, p “ sinp2πxqsinp2πyq.

Dans la figure 4.2 sont représentées les erreurs en vitesse et en pression pour le schéma
P1
nc ´ P 0

Mps. On peut voir que le schéma converge en ordre 3 pour la vitesse (en norme
L2

pΩq) et 2 pour la pression (en norme L2
pΩq).
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h εMps
0 puMps

h q εMps
0 ppMps

h q

1.00 ˆ 10´1 1.32 ˆ 10´4 1.81 ˆ 10´2

5.00 ˆ 10´2 1.34 ˆ 10´5 4.53 ˆ 10´3

2.50 ˆ 10´2 2.10 ˆ 10´6 1.17 ˆ 10´3

1.25 ˆ 10´2 2.94 ˆ 10´7 2.85 ˆ 10´4

TCM 3.0 2.0

Tableau 4.2 – Tableau d’erreurs en vitesse et en pression pour la norme L2
pΩq et L2

pΩq

pour u “ 0, p “ sinp2πxqsinp2πyq et (4.33).

La formulation symétrique dégrade le caractère affine exacte de l’approximation des
éléments finis P1

nc. En effet, la divergence est conservée seulement sur un macro-élément,
et non plus localement. Pour illustrer ceci, on pose ph P P 0

disc, une fonction de base de
pression pTℓ

associée à un triangle Tℓ de sommets Si, Sj, Sl (pour simplifier, nous choisissons
que Si, Sj, Sl sont des sommets appartenant à l’intérieur du domaine, mais le raisonnement
est strictement analogue lorsque nous considérons un sommet du bord). Celle-ci génère un
gradient non-nul sur les macro-cellules Mi,Mj,Ml avec les pressions auxiliaires. Les macro-
cellules Mα sont définies par le regroupement de tous les quadrangles reliés au sommet
Sα, α P IF,ℓ, c’est-à-dire :

Mα :“
NS,i“α
ď

i“1
pQiq.

On représente le support de la fonction associée au gradient MPFA symétrique (4.28) pour
la fonction de base de pression pTℓ

sur la figure 4.6.

Si

Sj Sl

Mj

Mi

Ml

Figure 4.6 – Macro-cellules Mj, Mi, Ml du triangle Tℓ. Le rond rouge est la localisation
du degré de liberté pTℓ

et les cercles magenta représentent les degrés auxiliaires situés aux
tiers des facettes.

On définit χℓ la fonction dont le gradient est défini constant par morceaux sur les macro-
cellules Mi,Mj,Ml et tel qu’il correspond aux gradients de notre pression discrète définis
par le schéma MPFA (4.28), p. 100. Nous pouvons voir cette fonction comme une nouvelle
fonction de base reliée à la formulation MPFA. Ainsi la condition de divergence nulle ne
s’applique pas triangle par triangle mais plutôt sur une macro-cellule M “

ď

iPIS,Tℓ

Mi.
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Soit vh P Xh, on multiplie le gradient MPFA généré par la fonction pTℓ
par vh :

ż

Ω
GhppTℓ

q ¨ vh dx “

ż

Mi

GhppTℓ
q ¨ vh dx `

ż

Mj

GhppTℓ
q ¨ vh dx `

ż

Ml

GhppTℓ
q ¨ vh dx

On note χℓ, la fonction affine par morceau telle que :

gradχℓ|TkXMα “ GhppTℓ
q| TkXMα @k P IT , @α P ti, j, lu

En intégrant par parties, on obtient :
ż

Ω
GhppTℓ

q ¨ vh dx “ ´
ÿ

α“ti,j,lu

ż

Mα

χℓdivh vh dx `

ż

BMα

χℓvh ¨ n|BMα dσ

Le terme
ż

BMα

χℓvh ¨ n|BMα dσ peut être non-nul car ici on ne peut pas utiliser la propriété

du patch test (3.42), p. 48. Ainsi, imposer :
ż

Ω
GhppTℓ

q ¨ vh dx “ 0,

n’implique pas
ÿ

α“ti,j,lu

ż

Mα

χℓdivh vh dx “ 0.

En particulier, on ne peut rien conclure sur la divergence de la solution uh. Pour corriger
ce problème, la stratégie a été d’utiliser la divergence des éléments finis P 0

disc définie par
(3.79), p. 57, ce qui est écrit dans le problème (4.32), p. 101.

Nous avons donc amélioré la discrétisation du gradient mais la formulation du problème
n’est plus symétrique. Cela impose donc d’utiliser des solveurs différents (GMRES [127]) qui
requièrent de manière générale plus de ressources de calculs. Néanmoins, les sous-systèmes
d’élimination des inconnues auxiliaires se parallélisent naturellement car ils sont indépen-
dants les uns des autres.

4.2.3 Discrétisations alternatives du gradient de pression
Dans cette sous-section, on présente plusieurs formulations alternatives du schéma MPFA

qui ont été implémentées sur un code maquette en Octave [79].

Discrétisation avec un volume d’intégration en diamant :

On présente dans un premier temps une autre forme pour le schéma P1
nc ´P 0

Mps que l’on
notera P1

nc´P
0
Mpd qui est obtenue en changeant les formules de quadrature. Cette formulation

est équivalente à celle présentée précédemment mais correspond à un formalisme "Volumes
élément finis" des éléments finis P1

nc, comme décrite dans [7, 5, 6].
Considérons le triangle Tℓ, ℓ P IT et une facette Ff , f P IF,ℓ du triangle Tℓ. On peut alors

définir le volume d’intégration ωf,ℓ qui est le triangle défini par les sommets Sm, m P IS,Ff
et

le barycentre xTℓ
. On gardera les mêmes notations pour le triangle Tk voisin à Tℓ par la face

Ff . On notera aussi les quadrangles Qi,ℓ, définis par le schéma MPFA (voir figure 4.4-(a)
pour S0 Ă Ω) relié au triangle Tℓ et au sommet Sm. On représente cette configuration dans
la figure 4.7 :
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Tℓ

Tk

xTk

xTℓ

Si

Ff

SjSl

ωf,ℓ ωf,k

Figure 4.7 – Volumes d’intégration ωf,ℓ et ωf,k

Ensuite, nous considérons la formule de quadrature suivante :

pGhpqhq,vhqL2pΩq »
ÿ

ℓPIT

ÿ

fPIF,ℓ

ÿ

iPIS,Ff

ż

ωf,ℓ

Ghpqhq|Qi,ℓ

2 ¨ vf dx (4.34)

avec Ghpqhq le gradient MPFA reconstitué à partir des éléments fini P 0 (voir (4.28), p. 100).
Cette formulation est une approximation du schéma Pnc ´ P 0

Mps mais correspond plus à
l’approche "volumes éléments finis" développée par [5, 6]. En effet, les volumes d’intégrations
ωf,ℓ, @ℓ P IT , @f P IF,ℓ sont les mêmes utilisés pour intégrer la vitesse dans l’approche
volumes éléments finis. Numériquement, le schéma P1

nc´P 0
Mpd donne exactement les mêmes

erreurs que le schéma P1
nc ´ P 0

Mps sur les équations de Stokes.

Schéma MPFA moyenné

Cette variante du schéma MPFA est issue de raisonnement dont le but était de trouver un
schéma MPFA qui, par son intégration, vérifierait de manière évidente la condition inf-sup.
L’objectif était de changer la formule de quadrature en effectuant une moyenne du gradient
autour des facettes. On note ce schéma : P1

nc ´P 0
Mpm. Reprenons les notations précédentes.

On considère aussi ωf :“
ď

tPIT,f

ωf,t.

Pour obtenir ce schéma, on utilise la formule de quadrature suivante :

pGhpqhq,vhqL2pΩq »
ÿ

fPIF

ÿ

kPIT,f

ÿ

iPIS,Ff

ż

ωf

Ghpqhq|Qi,ℓ

4 ¨ vf dx (4.35)

On peut remarquer que lorsque l’on considère une pression affine, les gradients étant
exactes et constants, nous retrouvons rigoureusement la formulation diamant. On conserve
donc le caractère affine exacte.

Néanmoins, ce schéma semble moins précis. Pour illustrer cela, considérons les équations
de Stokes (2.34), p. 33 avec comme solution :

pu, pq “

ˆˆ

pcosp2πx1q ´ 1q sinp2πx2q

´pcosp2πx2q ´ 1q sinp2πx1q

˙

, sinp2πx1q sinp2πx2q

˙

(4.36)

Dans les tableaux 4.3 et 4.4, on donne respectivement le tableau des erreurs absolues en
vitesse et relatives en pression pour le schéma P1

nc ´ P 0
Mps et le schéma P1

nc ´ P 0
Mpm. On

peut voir que les schémas convergent en ordre 2 pour la vitesse (en norme L2
pΩq). Pour la

pression, seul le schéma P1
nc ´ P 0

Mps converge en ordre 1 (en norme L2
pΩq).
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h εMps
0 puMps

h q εMpm
0 puMpm

h q

1.00 ˆ 10´1 2.60 ˆ 10´2 3.50 ˆ 10´2

5.00 ˆ 10´2 6.77 ˆ 10´3 8.02 ˆ 10´3

2.50 ˆ 10´2 1.66 ˆ 10´3 1.74 ˆ 10´3

1.25 ˆ 10´2 4.20 ˆ 10´4 3.71 ˆ 10´4

TCM 1.98 2.16

Tableau 4.3 – Tableau d’erreurs en vitesse pour la norme L2
pΩq et L2

pΩq pour u “ 0, p “

sinp2πxqsinp2πyq et les schéma P1
nc ´ P 0

Mpm et P1
nc ´ P 0

Mps.

h εMps
0 ppMps

h q εMpm
0 ppMpm

h q

1.00 ˆ 10´1 1.47 ˆ 100 19.32 ˆ 100

5.00 ˆ 10´2 5.74 ˆ 10´1 20.57 ˆ 100

2.50 ˆ 10´2 2.28 ˆ 10´1 20.81 ˆ 100

1.25 ˆ 10´2 8.76 ˆ 10´2 21.54 ˆ 100

TCM 1.34 ´0.05

Tableau 4.4 – Tableau d’erreurs en pression pour la norme L2
pΩq et L2

pΩq pour u “

0, p “ sinp2πxqsinp2πyq et les schéma P1
nc ´ P 0

Mpm et P1
nc ´ P 0

Mps.

Lien avec les fonctions de bases des Crouzeix-Raviart

Cette approche est née d’une remarque sur les systèmes d’élimination des inconnues
issues de la continuité des flux (4.25), p. 99 qui correspond à la résolution d’un problème
de Laplacien pour les éléments finis de Crouzeix-Raviart non-conformes d’ordre 1 sur un
maillage dual P 2. On définit d’abord un maillage Th comme défini dans la section 3.2.1, p. 37.

Dans cette partie, nous réinterprétons le schéma MPFA en utilisant les fonctions de
bases des éléments finis de Crouzeix-Raviart non-conformes d’ordre 1 sur un maillage dual
correspondant au maillage des éléments finis P 2. Celui-ci est obtenu en reliant les milieux des
faces de chaque triangle. On définira alors l’ensemble T CRR

h comme l’ensemble des triangles
définis par le maillage P 2. On notera ce maillage T2h ainsi que l’espace d’indice I2h

T tel que
T2h “

ď

rℓPI2h
T

T 2h
ℓ . La figure 4.8 représente un exemple des deux maillages.

Remarque 16. Pour obtenir une définition globale du schéma, il est nécessaire d’imposer
que la solution soit constante sur certains triangles du maillage P 2. Ceux-ci correspondent
aux triangles générés par les barycentres des faces du maillage P 1 (notés ti, i P IS,i“0 dans
la figure (4.10), p. 108-(a)). Ces triangles sont représentés en gris dans la figure 4.8.

Figure 4.8 – Maillage P 1 à gauche noté Th et maillage P 2 à droite, noté T2h. Les triangles
grisés sont ceux où la solution ph est constante.
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Pour définir le schéma, de manière analogue au schéma MPFA, on choisit un sommet
Sj, j P IS que nous renumérotons S0. Nous reprenons les mêmes notations que dans la
sous-section 4.2.1, p. 97 que nous rappelons ci-dessous :

On définit le macro-élément Mj tel que Mj :“
ď

ℓPIT,j

T ℓ.

On définit la renumérotation suivante : i P IS,i“0 “ t1, ¨ ¨ ¨ , NS,i“0u, SiSi`1 P Fh. (on pose
SNS,i“0`1 “ SNS,i“0). Pour i P IS,i“0 on note :

— Ti le triangle de sommets S0SiSi`1, et on appellera son barycentre Gi.
— Fi la facette telle que Fi “ S0Si, et on appelle Mi son point milieu.
— Fi,0 la facette opposée au sommet S0 dans Ti.
— rFi la demi-facette définie par S0 et le point milieu de Fi. On notera l’ensemble des

indices de toutes les demi-facettes I
rF ,S0

et celles situées sur le bord Ib
rF
.

Afin d’introduire nos problèmes locaux, on définit le sous-maillage suivant : on considère
les triangles t0,i de sommets S0 MiMi`1 et ti les triangles de sommets MiMi`1 Mi`1,0, pour
i P IS,i“0.

On définit alors la solution qh comme une fonction affine par morceaux sur les triangles
t0,i et constante sur les triangles ti pour i P IS,i“0. On définit le sous-maillage

MCRR,0
h “

ď

iPIS,i“0

ti,

ainsi que l’espace d’indices :

ICRRF,i“0 :“ t rf P ICRRF,i“0 | rF
rf Ă MCRR,0

h u.

De manière analogue à la définition du maillage en 3.2.1, p. 37, on définit les milieux de ces
demi-facettes par le point M

rf . De plus, nous pouvons séparer les indices en deux ensembles :
Les indices des faces du bord Ib,CRRF,i“0 et les indices des faces intérieures I i,CRRF,i“0 du sous-
maillage MCRR,0

h .

Remarque 17. On note que l’espace des indices des demi-facettes intérieures à MCRR,0
h

noté I i,CRRF,i“0 est exactement l’espace I
rF ,S0

(défini p. 88). Nous introduisons l’espace ICRRF,i“0
afin d’avoir un sous-maillage correspondant à la définition donnée en section 3.2.1, p. 37.

Nous illustrons cette configuration ci-dessous pour NS,i“0 “ 6, dans la figure 4.9 qui
représente les différents triangles et faces associés à S0 et la figure 4.10-(a) qui représente
les triangles ti et t0,i.

Afin d’avoir une approximation affine sur les triangles t0,i, i P IS,i“0, on introduit des
inconnues auxiliaires qui seront situées aux milieux des demi-faces rF

rf ,
rf P ICRRF,i“0. On note

ces inconnues rq
rf et celles-ci sont représentées pour NS,i“0 “ 6 sur la figure 4.10-(b). On

définit l’espace :

XCRR,0
h “ tsh P P 1

discpM
CRR,0
h q | @ f P ICRRF,i“0 : rshsp

ÝÝÑ
OM

rf q “ 0 u,

avec P 1
discpM

CRR,0
h q l’espace défini par (3.17), p. 41 et rshsp

ÝÝÑ
OM

rf q le saut de la fonction sh

sur la demi-face rF
rf reliée au sommet S0 tel que

— Si rF
rf est une face intérieure, telle que rF

rf “ t0,i X t0,i`1. Le saut rshs
rF
rf
p
ÝÝÑ
OM

rf q est
défini par :

rshs
rF
rf
p
ÝÝÑ
OM

rf q :“ sh|tip
ÝÝÑ
OM

rf,0q ´ sh|ti`1p
ÝÝÑ
OM

rf q. (4.37)

— Si rF
rf est une face du bord de MCRR,0

h appartenant à l’élément Tℓ, alors rshsp
ÝÝÑ
OM

rf q :“
sh|Tℓ

p
ÝÝÑ
OM

rf q.
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On définit aussi l’espace :

XCRR,0
0,h :“ tsh P Xh | shp

ÝÝÑ
OM

rf q “ 0, @ rf P ICRR,bF u. (4.38)

Alors qh est la solution du problème suivant :

Problème: 19. Trouver qh P XCRR,0
h tel que

´∆ qh “ 0 sur MCRR,0
h

qhpM
rf q “ qi @ rf P Ib,CRRF,S0

(4.39)

Qui s’écrit sous la formulation variationnelle suivante :

Problème: 20. Trouver qh P XCRR,0
h tel que

ÿ

iPIS,i“0

ż

ti

grad qh ¨ grad shdx “ 0 @sh P XCRR,0
0,h

qhpM
rf q “ qi @ rf P Ib,CRRF,S0

(4.40)

S0

S1S2

S3

S4

S5

S6

F1,0

F2,0

F3,0 F4,0

F5,0

F6,0
F1

F2

F3

F4

F5

F6

T1

T2

T3
T4

T5

T6

(a) Macro-élément M0 “ S1 S2 S3 S4 S5 S6.

S0

S1S2

M2 M1

M0,1

G1

S1,1
S2,1

S0,1

(b) Triangle T1 “ S0 S1 S2.

Figure 4.9 – Notations pour NS,i“0 “ 6 et j P I iS.

D’après la proposition 11, p. 48, le problème 20 est bien posé. On peut alors résoudre
les inconnues auxiliaires prqiqiPIS,i“0 en fonction des inconnues pqiqiPIS,i“0 .

On écrit les systèmes d’éliminations des inconnues auxiliaires, qui correspondent à la
résolution des problèmes de Crouzeix-Raviart locaux (4.40) :

0 “
ÿ

iPIS,i“0

ż

ti

grad qh gradϕi dx “
1

2|t0,i|

ż

t0,i

grad qh ¨ Si,i dx `
1

2|t0,i´1|

ż

t0,i´1

grad qh ¨ Si,i´1 dx,

0 “
1

4|t0,i|
prqi`1Si`1,i ` rqiSi,i ` qiS0,iq ¨ Si,i `

1
4|t0,i´1|

prqi´1Si´1,i´1 ` rqiSi,i´1 ` qi´1S0,i´1q ¨ Si,i´1.

Ce qui nous donne, en écrivant Si,i´1 “ ´Si,i et S0,i “ ´Si`1,i ´ Si,i :

1
|t0,i|

pprqi`1 ´qiqSi`1,i` prqi´qiqSi,iq ¨Si,i “
1

|t0,i´1|
pprqi´1 ´qi´1qSi´1,i´1 ` prqi´qi´1qSi,i´1q ¨Si,i

(4.41)
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S5
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q2

q3
q4

q5

q6
rq1

rq2

rq3
rq4

rq5

rq6

(b) Pressions discrètes (qi,rqiq
NS,i“0
i“1 .

Figure 4.10 – Schéma CRR pour j P I iS et NS,i“0 “ 6.

Remarque 18. L’équation (4.41) correspond exactement à l’équation de continuité des flux
du schéma P1

nc ´ P 0
Mps (4.25), p. 99.

On notera T CRR,j
h “

ď

iPIS,i“0

ti et on définit l’espace :

P 0,j
h :“ tph P L2

pT CRR,j
h q | @i P IS,i“0, ph|ti P P 0

discptiqu

comme l’ensemble des fonctions constantes par morceaux sur les triangle ti, i P IS,i“0.

Remarque 19. (définition globale) Pour obtenir la définition sur tout le maillage dual P 2,

il suffit de remarque que
ď

jPIS

ˆ

MCRR,j
h YT CRR,j

h

˙

“ T2h. On définira alors un nouvel espace

d’approximation :

XCRR
h :“

"

ph P L2
pΩq, | @ℓ2h

P I2h
T

ph|T 2h
ℓ2h

P XCRR,j
h si Dj P IS, |T 2h

ℓ2h P MCRR,j
h

ph|T 2h
ℓ2h

P P 0,j
h si Dj P IS, |T 2h

ℓ2h P T CRR,j
h

*

L’avantage de cette approche est qu’il est possible d’écrire exactement l’opérateur diver-
gence avec une intégration par partie sur des volumes bien choisis (voir p. 102). Par ailleurs,
a l’instar du schéma MPFA, on peut aussi décrire une fonction de bases générée par une
inconnues qℓ, ℓ P IT .

Remarque 20. (Fonctions de bases du gradient CRR)
Soit ℓ P IT . Considérons la fonction qh P P 0

discpΩq telle que qh|Tℓ
“ 1 et qh est nulle ailleurs.

La fonction qh correspond à la fonction de base des éléments finis P 0
discpΩq associée à la cel-

lule Tℓ. Lorsque nous appliquons la discrétisation précédente à cette fonction et résolvons le
problème 20, nous obtenons la contribution à chaque degré auxiliaire prqiqiPIS,j

, @j P IS,ℓ pro-
venant de qℓ. Avec la discrétisation des Crouzeix-Raviart sur le maillage dual, nous pouvons
associer une nouvelle fonction de base issue de la discrétisation du gradient. La figure 4.11
représente le support de cette fonction ainsi que les degrés auxiliaires non nuls engendrés
par qℓ.
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Si3 Si2
MCRR,i3

h

Si1

MCRR,i2
h

MCRR,i1
h

Tℓ

Figure 4.11 – Schéma du triangle Tℓ de sommets Si1 , Si2 , Si3 . En rouge sont représentées
les trois inconnues qui valent qℓ, en magenta les inconnues auxiliaires non-nulles générées
par qℓ, et enfin le cercle en pointillés représente les inconnues à valeurs nulles. Le support de
la fonction de base générée par la discrétisation du gradient correspond aux zones grisées.

4.3 Extension du schéma sur le bord du domaine
Le schéma MPFA fait apparaître des inconnues sur le tiers des arêtes (figure 4.4-(a) pour

S0 Ă Ω et 4.5-(a) pour S0 Ă BΩ) (en 2D) et sur le barycentre des faces des quadrangles (en
3D). Celles-ci sont substituées par les pressions des cellules via des systèmes locaux reliés
aux sommets.

Lorsque l’on impose aucune condition sur le bord pour la pression, les systèmes locaux ne
sont pas inversibles sur le bord. Nous devons alors ajouter des conditions supplémentaires
ou bien garder ces inconnues auxiliaires comme des inconnues du système global. Dans
la section précédente, nous avons présenté une méthode pour compléter les équations de
continuité de flux qui nous servent à substituer les inconnues auxiliaires ajoutées par le
schéma MPFA. Pour cela, nous réalisons une approximation (4.27), p. 99 dans le cas où

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ν

ż

Ω
Grad u : Grad v dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω
f ¨ v dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Néanmoins, il se peut que certaines applications ne soient pas dans le cadre de cette
approximation et que celles-ci donnent alors de mauvais résultats. D’autres schémas de
discrétisation sur le bord ont été proposés dans le cadre de cette thèse. Nous proposons de
les présenter ci-dessous et d’expliquer l’avantage et la contre-partie qu’ils imposent. Nous
restons, par simplicité, dans le cas 2D mais les solutions présentées peuvent s’adapter à la
dimension supérieure.

Dans ce qui suit, nous reprenons le maillage défini dans la section 3.2.1, p. 37 et nous
considérons le problème 18, p. 100 avec une condition de bord de Dirichlet pour la vitesse
qui est déterminée par la donnée ub :
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"

ub : Ω : Ñ R3

x ÞÑ ubpxq
(4.42)

4.3.1 Enrichissement de la contrainte d’incompressibilité avec des
conditions sur le bord

Méthode A1 :

L’idée de ce schéma est d’utiliser les conditions de bord afin d’obtenir des équations
permettant de renforcer la condition de divergence nulle proche du bord. On appellera cette
méthode de discrétisation, la méthode A1.

Considérons un triangle Tℓ sur le bord et renumérotons ses arêtes avec la configu-
ration suivante : uf3 , f3 P IbF est un degré de liberté situé sur une arête du bord et
uf1 ,uf2 , pf1, f2q P pI iF q

2 sont des degrés de liberté sur des arêtes intérieures. On intro-
duit des inconnues de vitesse aux sommets uSi1

, uSi2
, pi1, i2q P IbS sur le bord. Les sommets

Si1 , Si2 , Si3 sont respectivement opposés aux faces Ff1 , Ff2 , Ff3

On peut déterminer ces inconnues aux sommets avec les conditions aux bords. Cette
configuration est représentée sur la figure 4.12.

Bord

uf1

uf2

uf3

S1,ℓ

S2,ℓ

S3,ℓ

uSi1uSi2

Figure 4.12 – Triangle Tℓ avec la face Ff3 sur le bord.

La condition de divergence nulle, donnée par (4.30), p. 100, s’écrit :
uf1 ¨ Sf1,ℓ ` uf2 ¨ Sf2,ℓ ` uf3 ¨ Sf3,ℓ “ 0 (4.43)

On cherche à exprimer uf1 en fonction de uf1 , uSi1
, uf2 et uf3 .

Par définition de la vitesse discrète :

uh “

d
ÿ

α“1

ÿ

fPIF,ℓ

uα ϕf eα

avec ϕf , la fonction de base des Crouzeix-Raviart reliée à la face Ff . En particulier, uh est
une fonction affine sur Tℓ et donc, si on note xℓ le barycentre du triangle Tℓ.

uf1 “
3
2
`

uhpxℓq
˘

´
1
2uSi1

“
3
2
`1
3puf1 ` uf2 ` uf3q

˘

´
1
2uSi1

“
1
2
`

uf1 ` uf2 ` uf3

˘

´
1
2uSi1

(4.44)
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On substitue uf1 avec (4.44) dans (4.43) :

Sf1,ℓ ¨

ˆ

1
2
`

uf1 ` uf2 ` uf3

˘

´
1
2uSi1

˙

` uf2 ¨ Sf2,ℓ “ ´uf3 ¨ Sf3,ℓ

On applique le même principe pour uF2 et on obtient le système d’équations suivant :

1
2
`

uf1 ` uf2

˘

¨ Sf1,ℓ ` uf2 ¨ Sf2,ℓ “ ´uf3 ¨ pSf3,ℓ `
1
2Sf1,ℓq `

1
2uSi1

¨ Sf1,ℓ :“ R1

1
2
`

uf1 ` uf2

˘

¨ Sf2,ℓ ` uf1 ¨ Sf1,ℓ “ ´uf3 ¨ pSf3,ℓ `
1
2Sf2,ℓq `

1
2uSi2

¨ Sf2,ℓ :“ R2

uf1 ¨ Sf1,ℓ ` uf2 ¨ Sf2,ℓ “ ´uf3 ¨ Sf3,ℓ :“ R3

(4.45)

Nb : Les seconds membres renommés R1, R2, R3 sont calculés explicitement avec les condi-
tions de bord. On peut alors donner la formulation équivalente suivante :

uf2 ¨
`

Sf1,ℓ ` Sf1,ℓ

˘

“ 2R1 ´ R3
uf1 ¨

`

Sf1,ℓ ` Sf1,ℓ

˘

“ 2R2 ´ R3
uf1 ¨ Sf1,ℓ ` uf2 ¨ Sf2,ℓ “ R3

(4.46)

Proposition 26. Les équations (4.46) sont indépendantes.

Démonstration. Afin de montrer que ces équations sont indépendantes, on fixe une coor-
donnée, et on montre que le système qui en résulte est inversible.

Si Sx,f1,ℓ ` Sx,f2,ℓ ‰ 0, alors on fixe uy,Ff1
sinon, on fixe ux,Ff1

(et on a Sy,f1,ℓ ` Sy,f2,ℓ ‰ 0
car les vecteurs ne sont pas colinéaires avec l’hypothèse des triangles non-déformés 1). On
obtient alors le système linéaire suivant :

¨

˝

Sx,f1,ℓ ` Sx,f2,ℓ Sy,f1,ℓ ` Sy,f2,ℓ 0
0 0 Sx,f1,ℓ ` Sx,f2,ℓ

Sx,f2,ℓ Sy,f2,ℓ Sx,f1,ℓ

˛

‚

looooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooon

M

¨

˝

ux,Ff2
uy,Ff2
ux,Ff1

˛

‚“

¨

˝

2R1 ´ R3
2R2 ´ R3 ´ uy,Ff1

pSy,f1,ℓ ` Sy,f2,ℓq

R3 ´ uy,Ff1
pSy,f1,ℓq

˛

‚

On peut alors calculer le déterminant de cette matrice :

|detM | “
ˇ

ˇ

`

Sx,f1,ℓ ` Sx,f2,ℓ

˘`

Sx,f1,ℓSy,f2,ℓ ´ Sx,f2,ℓSy,f1,ℓ

˘ˇ

ˇ (4.47)
“ 2

ˇ

ˇ

`

Sx,f1,ℓ ` Sx,f2,ℓ

˘
ˇ

ˇ|T | (4.48)

Et donc comme Sx,f1,ℓ ` Sx,f2,ℓ ‰ 0, cela implique que |detM | ‰ 0. En particulier, la
matrice M est inversible et les inconnues uf1 , uf2 sont déterminés de manière unique. Le
raisonnement est équivalent si on fixe ux,Ff1

.

Néanmoins, ces équations imposent une contrainte sur le maillage. En effet, considérons
deux triangles Tk, Tℓ, pk, ℓq P pIT q

2, définis respectivement par les arêtes Ff3 , Ff4 , Ff5 et
Ff1 , Ff2 , Ff3 avec pf2, f4q P

`

IbF
˘2 sont des indices d’arêtes sur le bord et pf1, f3, f5q P

`

I iF
˘3

sont des indices d’arêtes à l’intérieur du domaine. Cette configuration est représentée sur
la figure 4.13. Il est à noter que celle-ci peut être générée naturellement par les mailleurs,
notamment sur les coins d’un domaine carré.

1. Non-plats
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Figure 4.13 – Configuration d’une arête intérieure partagée par deux triangles ayant une
arête sur le bord

alors on peut écrire le système (4.45) appliqué aux deux triangles de la figure 4.13 :

uf3 ¨
`

Sf1,ℓ ` Sf2,ℓ

˘

“ uf2 ¨ p3Sf2,ℓ ` Sf1,ℓq ` uSi1
¨ Sf1,ℓ

uf3 ¨
`

Sf5,k ` Sf4,k

˘

“ uFf4
¨ p3Sf4,k ` Sf5,kq ` uSi1

¨ Sf5,k
(4.49)

qui est équivalent, en utilisant l’égalité : SF3,k ´ SF3,ℓ :

uf3 ¨
`

´ Sf3,ℓ

˘

“ uf2 ¨ p3Sf2,ℓ ` Sf1,ℓq ` uSi1
¨ Sf1,ℓ

uf3 ¨
`

` Sf3,ℓ

˘

“ uFf4
¨ p3Sf4,k ` Sf5,kq ` uSi1

¨ SFf5 ,k
(4.50)

Remarque 21. (Variante du schéma sur le bord : méthode A2)
On considère la configuration de la figure 4.13. Le point de départ est l’expression de uf1

en fonction de uSi1
, uf2 et uf3. On reprend l’égalité (4.44)

uf1 “
3
2
`

uhpxT q
˘

´
1
2uSi1

“
3
2
`1
3puf1 ` uf2 ` uf3q

˘

´
1
2uSi1

“
1
2
`

uf1 ` uf2 ` uf3

˘

´
1
2uSi1

(4.51)

On a alors l’égalité suivante :
uf2 ´ uf1 “ uf3 ´ uSi1

(4.52)

Cette égalité nous donne deux équations sur les composantes. Mais ce système d’équa-
tions donne un rang incomplet lorsqu’on considère la configuration présentée dans la figure
4.13, p. 112. En effet, comme avec la méthode A1, on retrouvera la même équations écrite
pour le triangle Tℓ et Tk (voir (4.50)).

4.3.2 Contraintes des vitesses proches du bord
Méthode B :

On décrit ici un autre schéma pour compléter le système lorsqu’on impose les conditions
de bord de Dirichlet homogènes. L’idée est d’imposer une continuité plus forte pour les
éléments finis en vitesse pour les arêtes intérieures proche du bord. On peut ainsi générer
une approximation qui est plus conforme dans Hpdiv ,Ωq. Pour cela, on s’inspire de la
propriété du patch test (3.42), p. 48, en imposant que le flux de la vitesse soit nul contre
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un polynôme d’ordre 1. Ce schéma donne de bons résultats, néanmoins, il impose la même
condition que le schéma précédent et interdit les configurations décrites par la figure 4.13.

Soit T b
h l’ensemble des triangles ayant une face sur le bord et IbT l’espace des indices des

triangles appartenant à cet ensemble. Nous imposons la condition suivante :

@ℓ P IbT , @f P IF,ℓ, tel que SiSj “ Ff , si Ff Ć BΩ, alors
ż

Ff

ruhs ¨ Sf,ℓλi dσ “ 0 (4.53)

où λi est la coordonnée barycentrique (3.4), p. 39 associée à l’un des sommets de l’arête
Ff , f P IF .

Pour les mêmes raisons que la méthode précédente, cette discrétisation ne fonctionne
pas lorsqu’on considère la configuration décrite par la figure 4.13, p. 112. En effet, si nous
appliquons cette discrétisation à une arête partagent deux triangles ayant au moins une
face sur le bord, nous écrivons deux fois la même équation. Cela mènera donc à un système
non-complet. Dans ce cas, une solution est un post-traitement du maillage visant à enlever
ces configurations.

Remarque 22. Une possibilité pour obtenir un système inversible est de compléter les équa-
tions obtenues avec les conditions (4.53) en prenant d’autre arêtes intérieures du domaine,
de préférence éloigné du bord pour ne pas sur-contraindre le système.

4.3.3 Comparaison des méthodes
Considérons le couple de solution aux équations de Stokes (2.33), p. 32 suivant :

pu, pq “

ˆˆ

pcosp2πx1q ´ 1q sinp2πx2q

´pcosp2πx2q ´ 1q sinp2πx1q

˙

, sinp2πx1q sinp2πx2q

˙

(4.54)

On résout le problème (4.30), p. 100 avec le schéma P1
nc ´ P 0

Mps et les différentes méthodes
proposées pour discrétiser le bord (A1, A2, B) ainsi que la méthode proposée par l’équation
(4.27), p. 99 que nous appellerons méthode C. Nous utilisons un maillage n’admettant pas
la configuration décrite par la figure 4.13, p. 112. Les erreurs relatives obtenues en vitesse
(notées εMps

0 puhq) sont tracées dans la figure 4.14 et celle en pression (notées εMps
0 pphq) sont

tracées dans la figure 4.15. On remarque que les erreurs données par la méthode A1 et A2
sont identique. Plus généralement, les erreurs des différents schémas sont équivalentes. On
retrouve les ordres de convergence théorique qui sont 2 pour la norme L2

pΩq pour la vitesse
et 1 pour la norme L2

pΩq pour la pression. Par ailleurs, la méthode qui semble la plus précise
est la méthode C.

4.3.4 Schéma P1
nc ´ P 0

Mps implémenté dans TrioCFD

Dans le code TrioCFD, un schéma s’appuyant sur le schéma P1
nc´P

0
Mps et pouvant traiter

des maillages polyédriques a été implémenté par Antoine Gerschenfeld [128]. Celui-ci est
appelé PolyVEF_P0 et permet la discrétisation du gradient de pression par d’autres schémas
MPFA que le schéma MPFA symétrique. Lorsqu’on applique le schéma PolyVEF_P0 en
précisant l’utilisation du schéma MPFA symétrique, à des maillages triangulaire (en 2D) ou
tétraédrique (en 3D), on obtient le schéma P1

nc ´ P 0
Mps.

Dans cette partie, nous expliquons comment est complété le système (4.30), p. 100 dans
le schéma PolyVEF_P0.

On considère le système (4.32), p. 101, mais nous imposons sur le bord une seule inconnue
en pression qui sert à définir les d gradients des quadrangles de la face. Ainsi, si l’on considère
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Figure 4.14 – εMps
0 puhq pour pu, pq donné par (4.54) et ν “ 1
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Figure 4.15 – εMps
0 pphq pour pu, pq donné par (4.54) et ν “ 1

une face du bord, en 2D, cela impose que les valeurs des pressions auxiliaires définies en
section 4.2.1, p. 97 sont égales. Cette construction permet d’aboutir à un schéma pour la
pression permettant toujours de retrouver une solution exacte si p est une fonction affine
mais ne permet pas de garantir la symétrie de la matrice reliée à la discrétisation du laplacien
et donc peut détériorer la stabilité [122].

On écrit le système en gardant les vitesses du bord comme des inconnues et ajoutons les
équations correspondantes :

¨

˚

˚

˝

AΩ,Ω AΩ,BΩ Gi
Ω Gb

Ω
ABΩ,Ω ABΩ,BΩ Gi

BΩ Gb
BΩ

DΩ DBΩ 0 0
0 DVn 0 0

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

UΩ
UBΩ
P i

P b

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

FΩ
FBΩ
0
Vn

˛

‹

‹

‚

(4.55)

avec
— Le nombre de degrés de liberté en vitesses Nu “ NΩ

u ` N BΩ
u est divisé en deux

nombres : Le nombre de degrés de liberté pour les vitesses intérieures NΩ
u “ dN i

F et
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extérieures N BΩ
u “ dN b

F .
— Le nombre de degrés de liberté en pression Np “ N i

p ` N b
p divisé en deux nombres :

Le nombre de degrés de liberté des pressions dans les cellules N i
p “ NT et le nombre

de degrés de liberté en pression sur le bord N b
p “ N b

F .
— Le tableau des inconnues en vitesse sur les faces intérieures UΩ P RNΩ

u et les inconnues
en vitesse sur les faces du bord UBΩ P RNBΩ

u .
— Le tableau des inconnues en pression P i

P RN i
p et le tableau des inconnues de pressions

auxiliaires sur le bord P b
P RNb

p .
— Les matrices AΩ,Ω P RNΩ

u ˆ RNΩ
u , ABΩ,Ω “ ATΩ,BΩ P RNBΩ

u ˆ RNΩ
u et ABΩ,BΩ P RNBΩ

u ˆ

RNBΩ
u sont les matrices de raideur (défini par la forme bilinéaire ahp¨, ¨q (3.77), p. 57)

associées aux couplages des vitesses "intérieures/intérieures", "bord/intérieures", et
"bord/bord".

— Les matricesGi
Ω P RNΩ

F ˆRN i
p Gb

Ω P RNΩ
F ˆRNb

p etGi
BΩ P RNBΩ

F ˆRN i
p ,Gb

BΩ P RNBΩ
F ˆRNb

p

sont associées à la discrétisation de l’opérateur gradient (4.29), p. 100 et contiennent
les contributions des vitesses aux faces intérieures et sur le bord pour les degrés de
pression dans les cellules ou sur les arêtes du bord.

— Les matrices DΩ P RN i
p ˆ RNΩ

u et DBΩ P RN i
p ˆ RNΩ

u sont associées à la discrétisation
de l’opérateur divergence (3.79), p. 57 et contiennent les contributions des vitesses
aux faces intérieures et sur le bord.

— La matrice DVn P RNb
F ˆRNb

F qui permet d’imposer les vitesses normales sur le bord.
— Le tableau Vn P RNb

F qui contient les vitesses normales du bord imposées.
— Le tableau FΩ P RNΩ

u et FBΩ P RNBΩ
u qui contiennent les valeurs du termes sources

pour les vitesses intérieurs et du bord.
On rappelle que NT est le nombre de triangle, N i

F est le nombre de faces intérieures et N b
F

est le nombre de faces du bord et sont définies dans la section 3.2.1, p. 37.
Aussi, on ajoute, dans les matrices ABΩ,Ω un terme de pénalisation permettant d’imposer

la vitesse normale sur ces équations. Ainsi, si l’on écrit le système (4.55) pour une face
Ff , f P IbF du bord du domaine pour les équations de Stokes, on obtient :

Af,ΩUΩ ` Af,BΩUBΩ ` Gi
fP

i
` Gb

fP
b

`
1
hdν

puFf
¨ nf,BΩ ´ ub,f ¨ nf,BΩq “ FBΩ

où ub,f est la valeur imposée sur l’arête Ff . Les matrices lignes Af,Ω, Af,BΩ, Gi
f , Gb

f , corres-
pondent aux lignes de l’arête Ff des matrices du système (4.55). Enfin, nf,BΩ est le vecteur
normale sortant de l’arête Ff du domaine Ω. On applique cette équations aux nombres de
composantes de la vitesse uFf

sur le bord.

Remarque 23. (Cas du 3D)
Cette condition s’adapte en 3D, en choisissant qu’un seul vecteur tangent par face et en

ajoutant qu’une pression auxiliaire par face du bord.

Ce schéma de discrétisation se généralise aux équations de Navier-Stokes en ajoutant le
terme de convection, et la matrice de masse dans les matrices AΩ,Ω, ABΩ,Ω, ABΩ,BΩ ainsi qu’en
modifiant les seconds membres FΩ et FBΩ. Numériquement, ces équations suffisent à obtenir
un système inversible ainsi qu’à conserver la propriété de discrétisation exacte des pression
affines.

4.4 Étude de la convergence du schéma
Dans cette partie, on s’intéresse à la convergence du schéma. Bien qu’à l’issue des travaux

de cette thèse, nous n’avons pas obtenu la convergence théorique du schéma, nous avons pu
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montrer un critère numérique nécessaire. Nous présentons dans cette partie notre démarche
visant à prouver la condition inf-sup, afin de mettre en exergue les difficultés de cette
preuve. Ensuite une étude numérique appelée inf-sup test qui garantit une stabilité pour
des maillages donnés est entreprise, mais cette démarche ne peut se substituer à une preuve
théorique.

4.4.1 Condition inf-sup
Comme montrer dans la section 3.3, p. 43, pour montrer la convergence d’un schéma

d’éléments finis mixte ayant une formulation symétrique pour les équations de Stokes, on
utilise le théorème Babuska-Brezzi (Théorème 23, p. 174). Lorsque l’on considère une for-
mulation non-symétrique, il est nécessaire de montrer deux condition inf-sup (voir Théo-
rème (25), p. 176 [129]). Pour le schéma P1

nc ´ P 0
Mps, celles-ci s’énoncent :

Dβg ą 0, inf
qhPMh

qh‰0

sup
vhPX0,h

vh‰0

pvh,GhpqhqqL2pΩq

||vh||h
ě βg||qh||Mh

, (4.56)

Dβd ą 0, inf
qhPMh

qh‰0

sup
vhPX0,h

vh‰0

pvh, qhqL2pΩq

||vh||h
ě βd||qh||Mh

, (4.57)

où βg, βd sont des constantes strictement positives qui ne dépendent pas du pas du maillage.

La seconde équation est montrée dans la proposition (20), p. 59. Il suffit donc de montrer
la première équation pour montrer la bonne définition de notre schéma.

Dans cette partie, nous développons le début de la preuve de la condition inf-sup (4.56).
Ensuite, nous proposons un candidat naturel pour la vitesse permettant de montrer la
condition inf-sup. Nous montrons que celui-ci ne convient pas et mettons en exergue la
difficulté de la preuve.

Soit qh P Mh, une pression discrète. On peut alors définir le gradient MPFA de qh, noté
Ghpqhq par (4.28), p. 100. Cette fonction est constante par morceaux sur les quadrangles Qi,j

(définis en section 4.2.1, p. 97), pour i, j P IS, tel que Si et Sj soient des sommets voisins.
Ces quadrangles sont aussi reliés de manière unique à un triangle et à un sommet.

Dans un premier temps, nous allons raisonner localement. Pour cela, on introduit une
notation locale pour simplifier la démonstration. On considère un triangle Tℓ, ℓ P IT , de
sommet S1, S2, S3 et de face opposée F1, F2, F3. On note les normales ni “ ni,ℓ, les vecteurs
faces normales Si “ |Fi|ni,ℓ et les quadrangles associés aux triangle Qi, i P t1, 2, 3u. Les
trois gradients constants sur chacun des triangles avec le schéma P1

nc ´ P 0
Mps sont notés

G1, G2, G3. Une représentation de cette configuration est donnée dans la figure 4.16, p. 117.

On obtient, en utilisant une formulation d’intégration avec les points aux sommets :

pvh,GhpqhqqL2pQi
T q “ Gi

¨
ÿ

fPIF,ℓ

d
ÿ

α“1
vαf

ż

Qi

ϕfeα

“
|Tℓ|

3 Gi
¨

ˆ

11
18pvfj

` vfk
q ´

2
9vfi

˙

“ |Tℓ|G
i

¨

ˆ

11
54pvfj

` vfk
q ´

2
27vfi

˙

(4.58)

où fi, fj, fk P IF , pi, j, kq P t1, 2, 3u
3 les indices, tous différents les uns des autres, des som-

mets du triangle et vαf est la composante scalaire en α du degré de liberté vf .
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Afin de montrer la condition (4.57), il faut construire une vitesse vh,qh
telle que

pvh,qh
,GpqhqqL2pΩq

||vh||h
ě βg||qh||L2pΩq

Moralement, il suffit de construite une vitesse dans Xh tel que :

”vh,qh
» Ghpqhq”

En effet, cette remarque vient du cas continu où l’inégalité s’écrit :

pgrad q,grad qqL2pΩq ě ||q||L2pΩq,

ce qui est automatiquement vérifié avec l’inégalité de Poincaré (2.2), p. 24. On définit alors
pour chaque facette fi, i P t1, 2, 3u :

vfi
“

1
d

d`1
ÿ

j“1
i‰j

pGj
¨ Siq ¨ Si (4.59)

On peut voir qu’avec la condition de continuité des flux du gradient Gj
¨ Si pour j ‰ i

sur la facette Ffi
(4.25), p. 99, la vitesse vfi

est défini de manière unique sur chaque arête
intérieure du maillage.

Par construction, la vitesse définie par les éléments finis P1
nc, sur le triangle T , est :

vh “

d
ÿ

α“1

d`1
ÿ

i“1
vαfi
ϕfi
eα

où vαFi
est la composante scalaire en α reliée au vecteur eα de vfi

et ϕfi
la fonction de base

des éléments finis P 1
nc de l’arête Fi (3.33).

S1

S2S3

SF3

SF1

SF2

Q1

Q2
Q3

Figure 4.16 – Numérotation locale du triangle Tℓ

Bien que ce candidat semble naturel, nous pouvons montrer que celui-ci ne peut pas
être suffisant pour montrer la condition inf-sup. Considérons Tℓ le triangle rectangle T de
sommet S1 “

ˆ

0
1

˙

, S2 “

ˆ

1
0

˙

, S3 “

ˆ

0
0

˙

que nous représentons dans la figure 4.17.

Les vecteurs face-normales sont alors :

S1 “

ˆ

0
´1

˙

, S2 “

ˆ

´1
0

˙

, S3 “

ˆ

1
1

˙

(4.60)
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S3

S1

S2

S2

S1

S3

Figure 4.17 – Triangle T “ S1 S2 S3.

On peut alors expliciter les vitesses :

vf1 “
1
2

ˆ

0
G2
y ` G3

y

˙

, vf2 “
1
2

ˆ

G1
x ` G3

x

0

˙

, vf3 “
1
2

ˆ

G1
x ` G1

y ` G2
x ` G2

y

G1
x ` G1

y ` G2
x ` G2

y

˙

(4.61)

On peut alors calculer :

ż

Q1
vhGhpqhq “

G1

108 ¨

ˆ

11pG1
x ` G3

x ` G1
x ` G2

y ` G2
x ` G2

yq

11pG1
x ` G3

x ` G1
x ` G2

y ` G2
x ` G2

yq ´ 4pG2
y ` G3

yq

˙

ż

Q2
vhGhpqhq “

G2

108 ¨

ˆ

11pG1
x ` G1

y ` G2
x ` G2

yq ´ 4pG1
x ` G3

xq

11pG2
y ` G3

y ` G1
x ` G1

y ` G2
x ` G2

yq

˙

ż

Q3
vhGhpqhq “

G3

108 ¨

ˆ

11pG1
x ` G3

xq ´ 4pG1
x ` G1

y ` G2
x ` G2

yq

11pG2
y ` G3

yq ´ 4pG1
x ` G1

y ` G2
x ` G2

yq

˙

On note A1,x la somme des termes des contributions de G1
x :

A1,x :“ 11
`

2pG1
xq

2
` G1

xG
3
x ` G1

xG
1
y ` G1

xG
2
x ` G1

xG
2
y ` G1

xG
1
y ` G1

xG
2
x ` G2

yG
1
x ` G1

xG
3
x

˘

´4
`

G1
xG

2
x ` G1

xG
3
x ` G1

xG
3
y

˘

(4.62)
Pour poursuivre la démonstration, il est nécessaire d’appliquer l’inégalité de Young aux
produits mixtes et de démontrer que le résultat obtenu est positif. Cependant, on voit que
cela n’est pas le cas ici. Le candidat naturel pour la vitesse ne permet pas de montrer la
condition inf-sup.

Remarque 24. (Macro-éléments) Une approche intéressante abordée lors des travaux de
cette thèse est celle du macro-élément [130]. L’idée est de montrer une condition inf-sup
non pas sur tout le maillage, mais sur un volume d’intégration M qui est générateur du
maillage. Le maillage se décompose en macro-éléments Mi, où i P 1, . . . , NM,Ω, qui sont
des transformations affines de M. Néanmoins, avec cette approche, la construction d’une
vitesse est tout aussi difficile et aboutit au même résultat que précédemment lorsque l’on
considère M comme le macro-élément défini dans la section 4.2.1, p. 97.
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4.4.2 Test numérique de la condition inf-sup
Dans cette sous-section, nous présentons un test numérique [131, 132] qui détermine si la

condition inf-sup est remplie. D’autres tests ont été élaborés [133] (par exemple, comparer
le nombre de degrés de liberté en vitesse et en pression). Néanmoins, ces règles peuvent être
trompeuses, car elles ne se substituent pas aux preuves de condition inf-sup. D’un autre
côté, il est très intéressant d’avoir un test qui permet de prédire si la condition inf-sup est
réalisée ou non lorsque, par exemple, la preuve de celle-ci n’est pas évidente. On rappelle la
condition inf-sup :

Dβg ą 0, inf
qhPMh

qh‰0

sup
vhPX0,h

vh‰0

pvh,GhpqhqqL2pΩq

}vh}h}qh}Mh

:“ βh ě βg (4.63)

où βh est une constante strictement positive qui dépend du maillage.
Pour réaliser ce test, nous suivons l’article [131]. Soit pvh, qhq P Xh ˆMh. On définit les

vecteur V P RNu et Q P RNp qui contiennent les inconnues de pression qh et de vitesse vh.
On définit les matrices :

— T “ GM´1
p GT la matrice telle que :

ż

Ω
vh ¨ Ghpqhqdx “ QTTV @vh P Xh, qh P Mh,

où la matrice G est définie par (4.31), p. 100 , la matrice Mp P RNp ˆRNp (la matrice
de masse de la pression) est définie par :

pMpqℓ,ℓ1 “ |Tℓ|δℓ,ℓ1 @pℓ, ℓ1
q P pIT q

2 (4.64)
— K la matrice de raideur, telle que

ż

Ω
Grad hvh : Grad hvhdx “ V TKV

On a alors l’égalité suivante :

βh “ inf
qhPMh

qh‰0

sup
vhPX0,h

vh‰0

pvh,GhpqhqqL2pΩq

}vh}h}qh}Mh

“ inf
QPRNp

sup
V PRNu

QTTV
a

QTTQ
?
V TKV

. (4.65)

Cette égalité nous permet de prédire la constante de l’inégalité inf-sup et d’observer si celle-
ci tends vers 0. Pour la déterminer, nous donnons la proposition suivante [131, Proposition.
2.1] :
Proposition 27. Considérons le problème de valeurs propres généralisé suivant :

TV “ λKV (4.66)

Appelons λp la première valeur propre non-nulle. Alors la valeur de βh de l’équation (4.65)
est

a

λp.
Cette proposition permet de calculer la constante βh.
Pour réaliser le test inf-sup, il faut calculer cette constante βh pour plusieurs pas de

maillages différents et regarder si βh est bornée ou tends vers 0. Nous proposons d’appliquer
celui-ci au schéma P1

nc ´ P 0
Mps et au schéma P1

nc ´ P 0
disc. Dans la figure 4.18 est représenté

les valeurs des constantes βCRh (resp. βMps
h ) du schéma P1

nc ´ P 0
disc (resp. P1

´ P 0
Mps) pour

différents pas de maillage. On peut voir que celles-ci sont bien bornée par 0.23 pour le
schéma P1

nc ´ P 0
disc et par 0.15 pour le schéma P1

nc ´ P 0
Mps. Les deux schémas satisfont le

test inf-sup. Bien que ce test n’a pas valeur de preuve, il permet de supposer que celle-ci est
vérifiée par le schéma.
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10´1.6 10´1.4 10´1.2 10´110´1

10´0.8

10´0.6

10´0.4

h

β
h

βCRh
βMps
h

Figure 4.18 – Constante βh pour les schémas P1
nc ´P 0

disc et P1
´P 0

Mps pour différents pas
de maillage.

4.5 Cas Tests Numériques
Dans cette partie, nous illustrons numériquement les propriétés du schéma P1

nc ´ P 0
Mps.

Dans un premier temps, nous illustrons la convergence du schéma, et ensuite la robustesse
au paramètre ν. On notera :

— X “ CR pour le schéma P1
nc ´ P 0

disc

— X “ Trio pour le schéma P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q

— X “ Mps pour le schéma P1
nc ´ P 0

Mps

Les estimations d’erreurs sont données par (4.67) :

εX0 puhq :“

$

’

’

&

’

’

%

}uXh }L2pΩq si u “ 0

}uXh ´ u}L2pΩq

}u}L2pΩq

sinon
et εCR0 pphq :“

$

’

’

&

’

’

%

}pXh }L2pΩq si p “ 0

}pXh ´ p}L2pΩq

}p}L2pΩq

sinon

(4.67)

4.5.1 Etude de la convergence
Dans cette section, nous donnons des résultats numériques en 2D pour les équations de

Stokes. On compare le schéma P1
nc ´ P 0

Mps aux schémas P1
nc ´ P 0

disc et P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q.

Considérons les équations de Stokes (2.34), p. 33 avec comme solution pu, pq “ p0, φq. Nous
notons que :

— Lorsque φ est une fonction affine, alors le schéma P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q et le schéma

P1
nc ´ P 0

Mps donne exactement uh “ 0.
— Lorsque φ est une fonction quadratique, alors le schéma P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

q donne
exactement uh “ 0, en conséquence de la propriété 7, p. 70. Cette propriété est
conservée seulement pour le schéma P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

` P a
q en 3D.

Dans ce qui suit, nous fixons Ω “ p0, 1q
2. Nous désignons les estimations en norme L2

pΩq

de l’erreur de la vitesse et de la pression discrètes par (4.67), p. 120 avec X “ CR (resp.
X “ Trio et X “ Mps) qui fait référence à la solution calculée avec le schéma P1

nc ´ P 0
disc

(resp. P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q et P1

nc ´ P 0
Mps).
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Nous considérons tout d’abord le problème (2.34) avec la solution :
pu, pq “ p0, sinp2πxq sinp2πyq q

Sur la figure 4.19 (resp. 4.20), nous traçons εX0 puhq (resp. εX0 pphq) en fonction du pas du
maillage h à l’échelle logarithmique, pour ν “ 1 et ν “ 10´3.

Nous remarquons que εX0 puhq9ν´1 pour les trois schémas. En ce qui concerne le schéma
P1
nc ´P 0

Mps, nous remarquons tout d’abord que εMps
0 puhq donne des résultats intermédiaires

entre εCR0 puhq et εTrio0 puhq (voir figure 4.19). Ensuite, nous remarquons sur la figure 4.20
que l’erreur εMps

0 pphq est très proche de εTrio0 pphq. Enfin, nous remarquons qu’avec le schéma
P1
nc ´P 0

Mps, on obtient un taux de convergence d’ordre 3 pour εMps
0 puhq et 2 pour εMps

0 pphq.

10´2 10´1

10´8

10´6

10´4

10´2

100

1
3

1
2

1
4

h

ε 0
pu

h
q

εCR0 puhq, ν “ 1
εTrio

0 puhq, ν “ 1
εMps

0 puhq, ν “ 1
εCR0 puhq, ν “ 10´3

εTrio
0 puhq, ν “ 10´3

εMps
0 puhq, ν “ 10´3

Figure 4.19 – εX0 puhq pour pu, pq “ p0, sinp2πxq sinp2πyq q

10´2 10´110´4

10´3

10´2

10´1

100

1
2

1
1

1
2

h

ε 0
pp
h
q

εCR0 pphq, ν “ 1
εTrio

0 pphq, ν “ 1
εMps

0 pphq, ν “ 1
εCR0 pphq, ν “ 10´3

εTrio
0 pphq, ν “ 10´3

εMps
0 pphq, ν “ 10´3

Figure 4.20 – ε0pphq pour pu, pq “ p0, sinp2πxq sinp2πyq q

4.5.2 Étude de la robustesse à la viscosité du schéma
On s’intéresse à la dépendance à la viscosité de l’erreur générée par les différents schémas.

Nous remarquons que, par rapport au schéma P1
nc´P 0

disc, les erreurs sont fortement réduites
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par les schémas P1
nc ´ pP 0

disc `P 1
q et P1

nc ´P 0
Mps lorsque l’on considère le cas où la solution

en vitesse est nulle. Ces schémas permettent d’atténuer l’amplitude des vitesses parasites et
donc de fournir une meilleure approximation. Ceci est illustré par la résolution des équations
de Stokes (2.34), p. 33 avec pu, pq défini par (4.68), p. 122. Dans ce cas, comme u n’est pas
une fonction affine, les trois schémas donnent un taux de convergence d’ordre 2 pour ε0puhq

et 1 pour ε0pphq. Les erreurs résultantes pour h “ 0.1 et h “ 1.25 ˆ 10´2 sont tracées en
fonction de la viscosité dans les figures 4.21 et 4.22. Sur ces graphiques, nous remarquons
que le schéma P1

nc ´ P 0
Mps donne des résultats intermédiaires. Nous remarquons également

que les erreurs de vitesses parasites deviennent prépondérantes lorsque :
— ν ď 100 avec h “ 0.1 et ν ď 100 pour h “ 0.0125 et le schéma P1

nc ´ P 0
disc.

— ν ď 10´2 avec h “ 0.1 et ν ď 10´3 pour h “ 0.0125 et le schéma P1
nc ´ P 0

Mps.
— ν ď 10´3 avec h “ 0.1 et ν ď 10´5 pour h “ 0.0125 et le schéma P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

q.
La viscosité à partir de laquelle les erreurs de vitesses parasites deviennent dominantes,

dépend de l’erreur de vitesse générée par le manque de consistance du second membre
de (4.30) et donc de la taille du maillage. Comme ces schémas convergent avec des ordres
différents lorsque u “ 0, on peut constater que la diminution de la taille des mailles réduit la
viscosité à laquelle ce point est atteint, plus ou moins en fonction de l’ordre de convergence.
Pour la pression, l’erreur L2 (représentée sur la figure 4.22) diminue, à l’ordre un, jusqu’à
une valeur seuil, comme cela est prévu par l’analyse d’erreur classique.

pu, pq “

ˆˆ

pcosp2πxq ´ 1q sinp2πyq

´pcosp2πyq ´ 1q sinp2πxq

˙

, sinp2πxq sinp2πyq

˙

(4.68)

10´7 10´6 10´5 10´4 10´3 10´2 10´1 10010´4

10´3

10´2

10´1

100

101

102

103

1

-1

ν

ε 0
pu

h
q

εCR0 puhq, h “ 0.1
εTrio

0 puhq, h “ 0.1
εMps

0 puhq, h “ 0.1
εCR0 puhq, h “ 0.0125
εTrio

0 puhq, h “ 0.0125
εMps

0 puhq, h “ 0.0125

Figure 4.21 – ε0puhq pour u et p des foncions sinusoïdales. La viscosité est en abscisse, et
les courbes correspondent à différents pas de maillage.
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q

εCR0 pphq, h “ 0.1
εTrio

0 pphq, h “ 0.1
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0 pphq, h “ 0.1
εCR0 pphq, h “ 0.0125
εTrio

0 pphq, h “ 0.0125
εMps

0 pphq, h “ 0.0125

Figure 4.22 – ε0pphq pour u et p des foncions sinusoïdales. La viscosité est en abscisse, et
les courbes correspondent à différents pas de maillage.

4.5.3 Maillage déformé
Nous nous intéressons également à la sensibilité des déformations du maillage. En effet,

les techniques de raffinement de maillage basées sur des estimateurs d’erreur a posteriori
ou des contraintes industrielles peuvent générer des maillages anisotropes. Dans cette sous-
section, nous montrons que les trois schémas ont le même comportement vis-à-vis de la
régularité du maillage et convergent dans les mêmes conditions. Pour illustrer cette propriété,
nous proposons d’utiliser les maillages de Kershaw présentés dans le benchmark [134] (voir
figure 4.23) avec pu, pq dans (4.68). Comme le maillage est composé de quadrilatères, nous
coupons chaque cellule en reliant les sommets avec le barycentre du quadrangle pour obtenir
un maillage triangulaire, ce qui nous permet de rester dans des hypothèses de convergence
raisonnables tout en conservant l’anisotropie. Le maillage est représenté sur la figure 4.23
et nous traçons les erreurs sur la vitesse et sur la pression en norme L2

pΩq et L2
pΩq pour

les équations de Stokes (2.34), p. 33 sur les figures 4.24 et 4.25. Nous pouvons constater que
les schémas ont un taux de convergence d’ordre 2 pour ε0puhq et 1 pour ε0pphq.

Figure 4.23 – Maillage de Kershaw.
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Figure 4.24 – ε0puhq pour u et p fonctions sinusoïdales en fonction de la viscosité avec
différents maillages de Kershaw et avec ν “ 1.
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Figure 4.25 – ε0pphq pour u et p fonctions sinusoïdales en fonction de la viscosité avec
différents maillages de Kershaw et avec ν “ 1.
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Chapitre 5

Étude du schéma P1
nc ´ P 0

Mps sur les
équations de Navier-Stokes en 3D

Sommaire
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Dans le chapitre précédent, nous avons introduit et analysé le schéma P1
nc ´ P 0

Mps pour
résoudre les équations de Stokes (2.35), p. 33. Nous avons développé des variantes de ce
schéma et détaillé les différentes méthodes de discrétisation pour les éléments du bord. La
convergence du schéma a été étudiée, et certaines propriétés ont été mises en évidence à
travers des cas tests. Dans ce nouveau chapitre, nous introduisons cette discrétisation pour
les équations de Navier-Stokes, et nous procédons à plusieurs tests numériques afin d’illustrer
ses performances.

5.1 Discrétisation de la convection
Dans TrioCFD, plusieurs schémas de convection sont proposés dans [5, p.88] [6, p122] :

Le "schéma centré", "décentré amont", "dérivé des Volumes Finis" etc. Dans cette section,
on se propose de présenter deux schémas de convection qui ont été utilisés pour les travaux
de cette thèse. L’un est présent et très utilisé dans le code TrioCFD, il permet un calcul
robuste et rapide. Le second a un ordre de convergence plus élevé et a le même stencil que la
matrice de raideur résultant du schéma des Crouzeix-Raviart. Ce dernier a été implémenté
sur une maquette Octave.

Schéma 1 : Le schéma EF_Stab

Pour pouvoir définir les schémas de convections, on rappelle l’égalité suivante :

Pour un volume ω Ă Ω,
ż

ω

Div pu b uq dx “

ż

Bω

upu ¨ nq dσ.

— Le schéma centré est décrit par la forme bilinéaire cchp¨; ¨, ¨q telle que, pour tout
uh,vh,wh P pX0,hq

3 :

cchpuh,vh,whq “
ÿ

fPIi
F

wf

ż

Bωf

uhpvh ¨ n|Bωf
q dx (5.1)
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avec @f P I if , k, ℓ P IT,f , les volumes ωf sont définies par ωf “ ωf,k Y ωf,ℓ. Ces
volumes sont représentés et définis par la figure 4.7, p. 104.

— Le schéma amont est décrit par la forme bilinéaire cahp¨; ¨, ¨q telle que, pour tout
uh,vh,wh P pX0,hq

3 :

cchpuh,vh,whq “
ÿ

fPIi
F

wf

ÿ

f 1PIi
F

ż

γf,f 1

uf maxpvh ¨ n|Bωf
, 0q ` uf 1 minpvh ¨ n|Bωf

, 0q dx

(5.2)
avec γf,f 1 “ ωf X ωf 1 . En particulier, si divh puhq “ 0, alors la matrice résultante de
cette discrétisation sera a diagonale dominante, ce qui assure une stabilité condition-
nelle de ce schéma [5, p.40].

— Le schéma EF_Stab est caractérisé par un paramètre α P r0, 1s qui détermine les
proportions de sa partie amont et décentrée. Il est décrit par la forme bilinéaire
chp¨, ¨q telle que pour tout uh,vh,wh P pX0,hq

3, on a :

chpuh,vh,whq “ αcahpuh,vh,whq ` p1 ´ αqcchpuh,vh,whq. (5.3)

Schéma 2 : Schéma Upwind

Initialement défini dans [135], ce schéma de convection est présenté et comparé à
d’autres schémas de convection dans [136] (schéma 4). Les notations correspondent à l’article
[137]. Son avantage est de réduire le stencil du système linéaire.

Soit ℓ P IT , on note ses facettes f, f 1, f2
P I3

F,ℓ. Les points milieux des facettes sont
notés xf ,xf 1 ,xf2 et son barycentre xℓ. Enfin, on sépare le triangle en trois parties de même
volume comme sur la figure 5.1, en reliant les sommets au barycentre de ℓ.

xℓ

xf
xf 1

xf2

nf,f 1

τf,f 1

Dℓ,f

Figure 5.1 – Co-volumes associés avec les faces

On définit ainsi le cône Dℓ,f , relié à une face f et un simplexe Tℓ. Ses sommets sont
définis par les sommets de la face f et par le centre de gravité de Tℓ. Ainsi, on peut définir
un "sous-maillage" de la cellule Tℓ de dpd ´ 1q faces internes dénotées τf,f 1 pour toute paire
pf, f 1

q P IF,ℓ. On définit la forme bilinéaire chp¨; ¨, ¨q représentant la convection par :

@uh,vh,wh P pX0,hq
3 chpuh; vh,whq :“

ÿ

ℓPIT

ÿ

pf,f 1qPIF,ℓ

Ff,f 1puhqpvf 1 ´ vf q ¨
wf ` wf 1

2 (5.4)

126



Cela se ré-écrit :

chpuh,vh,whq :“ 1
2
ÿ

ℓPIT

ÿ

fPIF,ℓ

wf ¨
ÿ

f 1PFhpKqztfu

Ff,f 1puhqpvf 1 ´ vf q (5.5)

où le flux Ff,f 1puhq est défini par

Ff,f 1puhq “

ż

τf,f 1

uhpxq ¨ nf,f 1 dσ

On remarque que le point milieu xf,f 1 de τf,f 1 s’écrit :

xf,f 1 “ xf ` xf 1 ´ xℓ

et
|τf,f 1 |nf,f 1 “

1
d ` 1pSℓ,f 1 ´ Sℓ,f q

avec Sℓ,f , la normale sortante à Tℓ, ℓ P IT de la facette Ff , f P IF,ℓ
On peut alors ré-écrire le flux sous la forme suivante :

Ff,f 1puhq “
`

uf ` uf 1 ´
1

d ` 1
ÿ

f2PIF,ℓ

uf2

˘

¨
1

d ` 1pSℓ,f 1 ´ Sℓ,f q (5.6)

Avec cette formulation, on peut vérifier que la relation de divergence nulle :
ÿ

f 1PIF,ℓ

uf 1 ¨ Sℓ,f 1

implique que :
ÿ

f 1IF,ℓ

Ff,f 1puhq “ ´uf ¨ Sℓ,f

Ainsi si divh uh “ 0, on obtient que chpuh,uh,whq “ 0, @uh,vh P pX0,hq
2. Cette propriété

permet de ne pas rajouter d’erreur de consistance au schéma.

L’avantage de ce schéma est que dans la définition (5.4), pour une vitesse donnée
vf , f P IF , seules les valeurs uf 1 , f 1

P IF,ℓ apparaissent dans l’expression. La matrice issue
de la discrétisation du terme trilinéaire sera diagonale par blocs (comme la matrice de
diffusion).

5.2 Schéma P1
nc ´ P 0

Mps pour les équations de Navier-
Stokes en 3D

Dans cette section, nous détaillons l’application du nouveau schéma aux équations de
Navier-Stokes en 3D. Dans un premier temps, on décrira le schéma MPFA symétrique dis-
crétisant le gradient de pression en 3D, pour cela nous nous utiliserons la section 4.2.1, p. 97.

Schéma MPFA symétrique en 3D
Dans cette partie, on établie le schéma P1

nc ´ P 0
Mps en 3D. Pour cela, nous reprenons la

section 4.2.1, p. 97. A l’instar de la définition en 2D, on vas construire le maillages en créant
des sous-maillages centrées sur les sommets.

Soit i P IS. On définit le macro-élément Mi tel que Mi :“
ď

ℓPIT,i

T ℓ.
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On définit d’abords les sous-cellule du maillage dual qui sont construit en joignant les
sommets du maillages aux centres des faces connectées au sommet Si et en joignant les
centres des faces aux milieux des arêtes correspondantes. Enfin les sous-cellules sont obtenues
en prenant l’enveloppe convexe créée en reliant le barycentre des arêtes et des faces avec
le barycentres de la cellules. On définit donc 4 sous-cellules par triangle, chacune reliée à
un sommet. On notera ces sous-cellules Qℓ,i, @ℓ P IT,i. Une représentation est donnée par la
figure 5.2 pour un tétraèdre Tℓ de sommets Si1 , Si2 , Si3 , Si4 avec les faces Ff1 , Ff2 de sommets
respectifs Si1 , Si2 , Si3 et Si1 , Si2 , Si4 . On appellera sous-faces rFf,ℓ,i l’intersection entre la face
Ff , f P IF et le quadrangle Qℓ,i, @ℓ P IT,i. 5.2. On notera l’ensemble des sous-faces du
triangle Tℓ et du sommet Si I

rF ,ℓ,i et I
rF ,i l’ensemble des sous-faces reliées au sommet Si.

Si1

Si2

Si3

Si4

rqf2,ℓ,i1
rqf1,ℓ,i1

rqf1,ℓ,i3

rqf1,ℓ,i2

rqf2,ℓ,i4

rqf2,ℓ,i2

Figure 5.2 – Triangle Tℓ “ S1S2S3S4 avec les faces Ff1 et Ff2 et les inconnues auxiliaires
rqf,ℓ,i, @i P ti1, i2, i3, i4u, f P IF,i, ℓ P IT,f

Soit qh P Mh. On note qh|Tℓ
:“ qℓ. Les inconnues auxiliaires sont localisées aux barycentres

des sous-faces. On les notera, rqf,ℓ,j, @j P IS, f P IF,i, ℓ P IT,f . On représente celle-ci avec
les points rouges sur la figure 5.2. Ainsi, on peut donner la nouvelle formule pour approcher
le gradient constant sur chaque quadrangle Qℓ,i, et en constatant que |Qℓ,i| “

|Tℓ|

d ` 1, on
obtient :

Gℓ,ipqhq “
1

|Qℓ,i|

ÿ

fPIF,iXIF,ℓ

prqf,ℓ,i ´ qiq
Sf,ℓ
d

(5.7)

Afin de préserver le flux à travers les bords intérieurs de M0, on impose la continuité des
sous-flux :

@f P IF,i, @pℓ, kq P IT,f , Gℓ,ipqhq ¨ Sf,ℓ ` Gk,ipqhq ¨ Sf,k “ 0. (5.8)

Pour un sommet Si, cela revient à écrire N i
F,i équations. On peut donc substituer les

valeurs des pressions discrètes auxiliaires rqf,ℓ,i par les inconnues qℓ, ℓ P IT,i. Ce système
linéaire est à nouveau bien posé. Les gradients de pression pGℓ,ipqhqqℓPIT,i

définis par (5.7)
s’écrivent alors seulement en fonctions des inconnues qℓ, ℓ P IT,i.
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Remarque 25. (Condition de bord naturelle pour la pression) :

Comme nous l’avons fait pour les équations de Stokes (4.26) pour déterminer les pres-
sions auxiliaires sur la frontière du schéma P1

nc ´ P 0
Mps, nous imposons une condition pour

le gradient de pression au bord. Sur chaque demi-arête rFf,ℓ,i liée au sommet Si, au triangle
Tℓ et à l’arête Ff sur BΩ :

ż

rFf,ℓ,i

Gi,ℓ ¨ n
| rFf,ℓ,i

dσ “

ż

rFf,ℓ,i

`

f ` pun`1
h ´ unhq{δt ` punh ¨ grad qunh

˘

¨ n
| rFf,ℓ,i

dσ. (5.9)

On notera alors la reconstruction du gradient MPFA avec les éléments finis P 0 l’opérateur
Gh défini par :

Gh :
"

Mh Ñ P0
discpQhq

qh ÞÑ Ghpqhq
| @ℓ P IT , @i P IS,ℓ, Ghpqhq|Qi,ℓ

“ Gi,ℓpqh|Mi
q. (5.10)

Formulation variationnelle
On donne la formulation variationnelle du schéma pour les équations de Navier-Stokes :

On se propose maintenant d’établir la formulation variationnelle de notre problème. Soit
ghp¨, ¨q la forme bilinéaire suivante :

gh :
"

Xh ˆ Mh Ñ R
pvh, qhq ÞÑ pGhpqhq,vhqL2pΩq

. (5.11)

La discrétisation des équations de Navier-Stokes, semi-discrétisé en espace pour le schéma
P1
nc ´ P 0

Mps s’écrit :

Problème: 21. Trouver pour tout t P r0, T s, puhpt, ¨q, phpt, ¨qq P X0,h ˆ Mh

"

pBtuh,vhqL2pΩq ` chpuh; uh,vhq ` aν,hpuh,vhq ` ghpvh, phq “ pfp¨, tq,vhqL2pΩq @vh P X0,h
bhpuh, qhq “ 0 @qh P Mh

,

où les formes bilinéaires ahp¨, ¨q et bhp¨, ¨q sont définies par (3.77), p. 57, et (3.79), p. 57.
Le second membre ℓf p¨q est défini par (3.80), p. 57. Le terme de convection chp¨; ¨, ¨q est
donné par 5.1, 5.2, 5.3 ou 5.5.

Formulation algébrique
Dans cette partie, on présente deux méthodes de résolutions différentes pour les équations

de Navier-Stokes. L’une en 2D sur une maquette Octave et l’autre en 3D dans le code
TrioCFD. Introduisons d’abord la discrétisation spatiale des équations de Navier-Stokes
(2.32) :

#

MBtU ` νKU ` LpUqU ` GP “ F

DU “ 0
(5.12)

où U , P contiennent les inconnues de vitesse et de pression et F est le second membre.
Les matrices M et K sont respectivement les matrices de masse et de rigidité. Les matrices
G et D représentent les opérateurs de gradient et de divergence. Enfin, la matrice LpUq est
associée au terme de convection et BtU est la dérivée temporelle de U .

Pour la discrétisation en temps, nous utiliserons le schéma de prédiction-correction ((1.8),
(1.9),(1.10), p. 14) ou bien le schéma euler implicite ou explicite [14, Chapitre 67].
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Résolution algébrique
On présente rapidement les méthodes de résolution implémentées dans la maquette Oc-

tave et dans le code TrioCFD pour le problème de Navier-Stokes.
— Résolution dans la maquette Octave : Dans la maquette Octave, deux algo-

rithme de résolution (en 2D) sont possible, l’un avec le solveur de Octave, l’autre
avec un algorithme GMRES [127]. La convection sera discrétisée par 5.5, p. 127.

— Résolution dans le code TrioCFD : Comme cela a été expliqué dans la sous-
section 4.3.4, p. 113, une version du schéma P1

nc ´P 0 a été implémentée dans le code
TrioCFD [138]. La convection sera discrétisée avec le schéma EF_stab 5.3, p. 126 ou
par le schéma amont 5.2, p. 126.

Remarque 26. (CFL du schéma semi-implicite)
Le schéma semi-implicite admet la condition de CFL suivante :

δt ă
1
c
CFLh (5.13)

La CFL est dominée par la convection, car la partie diffusive est implicite [13, Théorème
II].

Remarque 27. (Pas de temps dans le code TrioCFD) Dans le code trioCFD, le pas de
temps est calculé avec l’équation (5.14) :

1
δt

“
1

δtconv
`

1
δtdiff

(5.14)

avec
δtconv “

h

maxαPt1,...,du,fPIi
F

p|un´1
f ¨ eα|q

, et δtdiff “
h2

2ν .

Remarque 28. (Schéma de projection) :
Nous pouvons approximer ĂM par M en suivant les idées de [12] (voir (1.15), p. 16). Cette ap-
proximation est celle qui est actuellement utilisée dans le code TrioCFD. Dans une deuxième
étape, bien que le schéma MPFA conduise à une résolution non symétrique, une approxima-
tion de (1.9), p. 14 avec ĂM “ M peut corriger cela. Le système est équivalent à un problème
de diffusion, et si nous uniformisons la matrice de masse en approchant M par mId, où
Id désigne la matrice identité et m le volume minimum de Tℓ P Th , nous retrouvons un
système proche du système symétrique MPFA classique pour le problème de Poisson [37].
Une approximation possible est de substituer ce système par le système MPFA classique.

Remarque 29. (parallélisation I) :
Pour obtenir une parallélisation massive du code TrioCFD, une méthode de cellules fantômes
est utilisée (voir Fig. 5.3) qui consiste à stocker les inconnues des voisins de la pression
d’un domaine traité par un processeur. De cette manière, la communication est fortement
réduite et les sous-problèmes sont presque découplés. La première étape consiste à résoudre
une vitesse prédite (1.8). Comme tout est explicite, la vitesse prédite U˚ peut être calculée
même à la frontière des domaines de deux processeurs grâce au stencil du schéma et au
stockage de Un et P n. Avec la vitesse prédite, (1.9) peut être résolu. Ensuite, les processeurs
communiquent, pour mettre à jour les inconnues de pression situées sur les cellules fantômes.
Enfin, l’équation (1.10) est résolue par un calcul explicite.

Remarque 30. (parallélisation II) :
Un aspect intéressant du nouveau schéma est la parallélisation. En effet, les matrices ob-
tenues avec (4.25) peuvent être construites indépendamment. De plus, la même méthode
détaillée dans la remarque précédente peut être appliquée au schéma P1

nc ´ P 0
Mps.
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Figure 5.3 – "Ghost cells" pour deux processeurs notés PS 1 et PS 2. La frontière est en
rouge.

5.3 Cas tests numériques
Dans cette partie, nous nous intéressons à étudier le nouveau schéma sur des cas tests

numériques pour les équations de Navier-Stokes. Dans un premier temps, à l’instar du
chapitre 1, nous illustrerons la convergence du schéma ainsi que sa robustesse à la viscosité
et sur l’anisotropie du maillage. Ensuite nous nous intéresserons aux cas tests de la marche
ascendante qui illustrera la gain de précision sur le gradient de pression. On étudiera ensuite
la compléxité numérique du schéma et comparerons les résultats aux schémas présents dans
le code TrioCFD.

Les équations Navier Stokes en 2D
Soit Ω “ p0, 1q

2. Nous considérons le problème (2.32), p. 32 avec f “ 0 de tel sorte que :
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

u “

¨

˝

´ cos
`

2πpx `
1
2q
˘

sin
`

2πpy `
1
2q

˘

expp´8π2tq

sin
`

2πpx `
1
2q
˘

cos
`

2πpy `
1
2q

˘

expp´8π2tq

˛

‚

p “ ´
1
4 cosp4πpx `

1
4qq ` cosp4πpy `

1
2qq expp´16π2tq

(5.15)

Nous fixons T “ 0.01 le temps final de la simulation. Le pas de temps est choisi par
rapport au CFL (5.13) avec C “

1
2. Les erreurs de vitesse et de pression au temps final sont

représentées sur les figures 5.4 et 5.5 en fonction du pas de maille. Nous pouvons voir que
les trois schémas convergent avec les ordres attendus de 2 pour εMps

0 puhq et 1 pour εMps
0 pphq

(Les erreurs sont définies par (4.67), p. 120).
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Figure 5.4 – ε0puhq pour pu, pq P (5.15) avec ν “ 1.
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εTrio
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εMps
0 pphq

Figure 5.5 – ε0pphq pour pu, pq P (5.15) avec ν “ 1.

Convergence du schéma en 3D pour l’écoulement de Beltrami gé-
néralisé

Dans cette partie, nous nous proposons d’illustrer numériquement la convergence en
3D du schéma P1

nc ´ P 0
Mps implémenté dans le code TrioCFD, ainsi que de comparer les

erreurs avec les schémas P1
nc ´ P 0

disc et P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q. Pour ce faire, nous considérons

pu, pq comme solution des équations de Navier-Stokes (2.32), p. 32 donnée par (5.17), avec
f “ 0 comme second membre. Ce cas test a déjà été étudié dans [139, Section 5.2] pour les
schémas P1

nc´P
0
disc et P1

nc´pP 0
disc`P

1
q. Le schéma de convection utilisé est le schéma amont

(5.2), p. 126, tandis que le schéma de temps est un schéma d’Euler explicite. Le pas de temps
est choisi en fonction du pas du maillage h de telle sorte que δt » 0.1ν´1Fh2, où F est la
constante de la condition de Fourier (1.13), p. 15. Le temps final est fixé à T “

1
1000ν “ 0.01,

avec ν “ 10´1. Pour prendre en compte l’erreur en temps, nous calculerons l’erreur comme
suit :
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εX0,tpuhq :“
ż T

0
}uXh ´ u}L2pΩq dt et εCR0,t pphq :“

ż T

0
}pXh ´ p}L2pΩq dt (5.16)

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

u “ e38νt

¨

˝

e2x´5y´5z
p´2ex`7z

` 3e8y
q

e´5x`2y´5z
p´2e7x`y

` 3e8z
q

e´5x´5y`2z
p´2e7y`z

` 3e8x
q

˛

‚

p “
19
5 e

76νt
ˆ

5e´3px`y`zq
pe8x`y

` e8y`zex`8z
q ` sinhp2q ` sinhp3q ´ sinhp5q

˙

(5.17)
Les figures 5.6 et 5.7 représentent les erreurs absolues en norme L2 intégré dans r0, T s

tracées en fonctions des inconnues. On peut voir qu’on trouve un ordre de convergence de
1 pour la vitesse et pour la pression en norme L2

pΩq. L’ordre de convergence de la vitesse
est dégradé par l’utilisation du schéma amont pour la convection. En particulier, pour cette
raison, les courbes d’erreurs sont très proches (l’erreur étant dominée par l’erreur du schéma
de convection). Dans ce cas là, le schéma P1

nc ´ P 0
disc semble être le plus précis.

103 104 105 106

10´1

100

101

NT (Nombre de cellules)

ε 0
pu

h
q

εCR0,t puhq

εTrio
0,t puhq

εMps
0,t puhq

Figure 5.6 – ε0,tpuhq pour pu, pq P (5.17) avec ν “ 0.1.
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Figure 5.7 – ε0,tpphq pour pu, pq P (5.17) avec ν “ 0.1.

Robustesse par rapport à la viscosité
Nous avons vu à la page 61 et dans la sous-section 4.5.2, p. 121 que l’erreur d’approxi-

mation faites sur la pression est directement relié à la dépendance à la viscosité. Il est
donc intéressant de vérifier la convergence pour le problème de Stokes avec comme solu-
tion pu, pq “ p0, φq. Nous notons que lorsque φ est une fonction affine, alors le schéma
P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q et le schéma P1

nc ´ P 0
Mps donne exactement uh “ 0. Néanmoins, l’ap-

proximation n’est plus exacte lorsque φ est une fonction quadratique contrairement au cas
2D (voir 120). Les erreurs absolues en vitesse et en pression pour le problème de Stokes
(2.33), p. 32 sont données par les figures 5.8 et 5.9 dans le cas où la solution est donnée par
(5.18).

uh “ 0 et p “
1
2pp2x ´ 1q

2
` p2y ´ 1q

2
q ´

1
3 . (5.18)
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Figure 5.8 – ε0puhq pour pu, pq P (5.18) avec ν “ 1.
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Figure 5.9 – ε0pphq pour pu, pq P (5.18) avec ν “ 1.

Dans ces figures, nous observons que l’ordre de convergence est de 2 pour l’erreur en
vitesse en norme L2

pΩq et de 1 pour l’erreur en pression en norme L2
pΩq. Pour les schémas

P1
nc ´P 0

Mps et P1
nc ´ pP 0

disc `P 1
q, nous trouvons un ordre de convergence attendu de 3 pour

la vitesse et de 2 pour la pression. Contrairement au cas 2D de la section 4.5.2, p. 121, le
schéma P1

nc´P
0
Mps produit des résultats équivalents aux résultats du schéma P1

nc´pP 0
`P 1

q.
Ainsi, le schéma P1

nc ´ P 0
Mps présente les mêmes propriétés d’approximation que le schéma

P1
nc ´ pP 0

disc `P 1
q en 3D pour les écoulements dont le second membre dérive d’un gradient.

La cavité entraînée

On reprend ici l’expérience de la cavité entraînée dont les résultats de référence sont
donnés par [140]. Ce cas test a déjà été illustré pour le schéma P1

nc ´ pP 0
` P 1

q par [5, p.
89]. On considère le domaine Ω “ r0, 1s

2, et ν “ 1.10´4m2.s´1. La frontière BΩ est divisée
en deux interfaces :

— La paroi du haut qui défile à une vitesse vparoi “ 1m.s´1.
— Les autres parois qui sont fixes.

Le maillage est raffinée sur les bords afin de mieux capturer les zones de recirculations.
La figure 5.10 représente celui-ci.
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Figure 5.10 – Maillage de la cavité entraînée.

Le schéma en temps est un schéma d’Euler implicite et le schéma de convection est
un schéma Amont. Les figures 5.11, 5.12, et 5.13 représentent les lignes de courant pour
les schémas P1

nc ´ P 0
disc, P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

q et P1
nc ´ P 0

Mps respectivement. Des défauts
apparaissent dans les figures ; étant donné que le champ de vitesses est à divergence nulle,
les lignes de courant ne devraient pas se terminer sur la paroi ni se croiser. Néanmoins, ces
défauts semblent être plus présents sur le schéma P1

nc ´ P 0
disc. En comparant les figures, on

observe que la position des tourbillons dans les coins n’est pas tout à fait identique pour
les différentes discrétisations. Les discrétisations P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

q et P1
nc ´ P 0

Mps sont plus
conformes aux résultats présentés dans [140].

Figure 5.11 – Lignes de courants de la cavité entraînée pour le problème de Navier-Stokes
et le schéma P1

nc ´ P 0
disc.
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Figure 5.12 – Lignes de courants de la cavité entraînée pour le problème de Navier-Stokes
et le schéma P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

q.

Figure 5.13 – Lignes de courants de la cavité entraînée pour le problème de Navier-Stokes
et le schéma P1

nc ´ P 0
Mps.

La marche descendante
Nous proposons ici de tester et de comparer notre schéma de simulation au cas test

de la marche descendante. Dans ce scénario, nous considérons un écoulement en 2D dans
une conduite principale d’une longueur de 7 mètres et d’une hauteur de 1 mètre. Au bout
de cette conduite, une seconde conduite de 15 mètres de longueur et 2 mètres de hauteur
est raccordée. La simulation est réalisée sur une durée de 30 secondes, avec un schéma de
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convection amont et l’utilisation d’un schéma de temps Euler implicite. La pression est
maintenue constante à la sortie de la conduite, tandis que l’écoulement se produit de gauche
à droite. La vitesse d’entrée est fixée à 1 mètre par seconde. La figure 5.14 représente le
maillage de la conduite.

Figure 5.14 – Maillage de la marche descendante.

Les figures 5.15, 5.16, 5.17 représentent les lignes de courants. On peut voir, comme cela
est prévu par [141] l’apparition d’une zone de recirculation à la jonction des deux conduites.
Comme pour le cas de la cavité entraînée, les lignes de courants ont moins de défauts pour
les schémas P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

q et P1
nc ´ P 0

Mps. De plus, la zone de recirculation est plus
faible et grossière pour le schéma P1

nc ´ P 0
disc. La zone de recirculation semble néanmoins

être mieux représentée par le schéma P1
nc ´ pP 0

disc `P 1
q qui est optimaux en 2D mais perds

cette optimalité en 3D.

Figure 5.15 – Lignes de courants de la marche descendante pour le problème de Navier-
Stokes et le schéma P1

nc ´ P 0
disc.

Figure 5.16 – Lignes de courants de la marche descendante pour le problème de Navier-
Stokes et le schéma P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

q.

Figure 5.17 – Lignes de courants de la marche descendante pour le problème de Navier-
Stokes et le schéma P1

nc ´ P 0
Mps.
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Chapitre 6

Amélioration de la discrétisation
P1
nc ´ P 0

disc avec une technique
d’hybridation

Sommaire
6.1 Élimination exacte de la pression avec une technique d’hybri-

dation pour les P1
nc ´ P 0

disc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
6.1.1 Assemblage des matrices par blocs . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
6.1.2 Méthode d’hybridation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
6.1.3 Résolution du système hybridé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

6.2 Méthode de décomposition de domaine avec complément de
Schur sur chaque élément . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

6.2.1 Décomposition de domaine avec complément de Schur dual . . . 151
6.2.2 Généralisation aux équations de Stokes . . . . . . . . . . . . . . . 153

6.3 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
6.3.1 Tests de convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
6.3.2 Efficacité de la parallélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode pour résoudre les équations de Navier-
Stokes (2.32), p. 32 et de Stokes (2.34), p. 33 avec les éléments finis de Crouzeix-Raviart
non-conformes d’ordre 1 (notés P1

nc ´ P 0
disc) présentés en section 3.4.4.

Ce chapitre reprend les travaux effectués dans [137]. Cet article présente une technique
d’hybridation définie de manière purement algébrique et permettant l’élimination des in-
connues de pression du système global. Les résultats de ces travaux étaient principalement
présentés en 2D, avec une technique de parallélisation grossière qui n’exploitait pas les effi-
cacement la procédure d’élimination de la pression.

L’idée de ce chapitre est d’étendre la technique d’hybridation, qui sera aussi présentée
de manière purement algébrique, aux équations de Navier-Stokes en utilisant le schéma
P1
nc´P

0
disc, tout en détaillant le cadre d’une discrétisation efficace en 3D. Nous commencerons

par une définition détaillée de la méthode, en décrivant sa construction et son intérêt.
Ensuite, nous présenterons des tests numériques afin de démontrer les propriétés de cette
méthode, soulignant sa capacité de parallélisation.

Nous utiliserons les notations décrites dans la section 2.1.3, p. 23 et la description du
maillage dans la section 3.2.1, p. 37. On considérera des conditions de bord de Dirichlet
homogène et une condition de moyenne nulle pour normaliser la pression. Les espaces utilisés
pour la discrétisation sont définis par (3.41), p. 48 et (3.78), p. 57 et sont rappelés ci-dessous :
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Xh :“ tvh P rP 1
discpThqs

d
| @ f P I iF : rvhsp

ÝÝÑ
OM f q “ 0 u, (6.1)

Mh “ P 0
discpThq X L2

0pΩq (6.2)
On rappelle que la formulation variationnelle discrète est donnée, dans le cas des équa-

tions de Stokes par le problème 22 :

Problème: 22. Trouver puh, phq P X0,h ˆ Mh tels que @pvh, qhq P X0,h ˆ Mh :
"

ahpuh,vhq ` bhpvh, phq “ pf ,ΠRT
pvhqqL2pΩq,

bhpuh, qhq “ 0. (6.3)

où ap¨, ¨q est la forme bilinéaire définie par (3.77), p. 57, et bp¨, ¨q est la forme bilinéaire
définie par (3.79), p. 57. Le terme source est modélisé par f P L2

pΩq. Nous considérons aussi
la projection du second membre sur les éléments finis de Raviart-Thomas pour obtenir un
système robuste en pression comme cela est décrit dans la section 3.6, p. 81.

Lorsque l’on résout les équations de Navier-Stokes, avec un schéma en temps d’Euler
implicite, on rappelle que la formulation variationnelle discrète est donnée par :

Problème: 23. Trouver les fonctions un`1
h tels que :

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

m̂hp
un`1
h

dt
,vhq ` ahpun`1

h ,vhq ` chpun`1
h ; un`1

h ,vhq ` bhpvh, pn`1
h q “ F n`1

h dans R`
ˆ BΩ

bhpun`1
h , qhq “ 0 dans R`

ˆ BΩ
uh “ 0 dans R`

ˆ BΩ
uh “ u0 sur tt “ 0u ˆ Ω

Pour tout vh P Xh, qh P Mh.

avec :
— F n`1

h :“
`

fp¨, tn`1
q,ΠRT

h pvhq
˘

L2pΩq
`mRT

h p
unh
dt
,vhq et tn “ ndt où dt est le pas de temps

et ΠRT
h le projecteur des éléments finis de Raviart-Thomas défini par (3.162), p. 82.

— La forme trilinéaire chp¨; ¨, ¨q qui discrétise la convection est définie dans la section
(5.1), p. 125. Celle-ci est choisie, car elle n’augmente pas le stencil du schéma lors-
qu’on traite les équations de Navier-Stokes. Par ailleurs, ce schéma a montré de bons
résultats dans le benchmark réalisé dans [136].

— La forme bilinéaire m̂h est définie par (6.4) et résulte de la condensation de masse.
Rappelons que la condensation de masse est une opération qui consiste à diagonaliser
la matrice de masse des éléments finis utilisés en effectuant une approximation.

pu,vq ÞÑ m̂hpu,vq “

ż

K

ΠML
h puqΠML

h pvqdx (6.4)

avec ΠML
h pvhq “

d
ÿ

α“1
πML
h pvαh qeα où vαh est la composante en α de la fonction vecteur

vh. On remarque que πML
h “ Id si d “ 2 car la matrice de masse est déjà diagonale.

Pour d “ 3, on définit le projecteur πML
h tel que, pour tout f P IF , et ℓ P IT,f :

πML
h pϕf qpxq “

"

1 si x P ωf
0 sinon (6.5)

où ϕf , f P I iF est la fonction de base des éléments finis P 1
nc définis par (3.32), p. 45

et ωf est l’union des deux triangles (resp. tétraèdre) définis par les sommets de la
facette Ff et les barycentres des triangles (resp. tétraèdre) dont Ff est la facette.
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Finalement, dans les deux problèmes, nous retrouverons un système ayant la même forme
décrite par l’équation (6.6) dite forme généralisée de problème de point selle :

ˆ

A DT

D 0

˙ˆ

U
P

˙

“

ˆ

R
0

˙

(6.6)

avec A P RNU ˆ RNU , D P RNP ˆ RNU . Les nombres NU et NP désignent respectivement le
nombre d’inconnues en vitesse et en pression.

— Dans le cas des équations de Stokes, la matrice A représente le terme de diffusion
donné par la forme bilinéaire ap¨, ¨q, la matrice D représente la divergence et R désigne
le second membre. Ces matrices sont définies par l’équation (4.31), p. 100.

— Dans le cas des équations de Navier-Stokes, la matrice A représente le terme de
diffusion ainsi que le terme associé à la forme bilinéaire mp¨, ¨q. On pourra expliciter
le terme de convection afin de le traiter comme un second membre ou alors, appliquer
l’algorithme de Newton-Raphson décrit par l’algorithme 1, p. 142 et inclure alors sa
contribution dans la matrice A.

Dans ce qui suit, on appliquera la méthode d’hybridation seulement aux problèmes ins-
tationnaires. Il est possible d’appliquer cette méthode aux problèmes instationnaire en in-
troduisant une stabilisation qui "recouple faiblement" le système sans changer la solution.
Cette méthode de stabilisation est décrite dans [137, p.12].

Remarque 31. (Élimination de la vitesse) Pour les équations de Stokes, la matrice A est
symétrique définie positive, mais son inverse est une matrice pleine. Une résolution par
élimination de la vitesse est donc très coûteuse.

Remarque 32. (Conditions aux limites) Dans ce Chapitre, nous imposons des conditions
aux limites de Dirichlet homogènes. Pour imposer des conditions aux limites non-homogènes,
il suffit de faire un relèvement [21, Section 31.2.2]. Finalement, pour compléter le système,
nous pouvons imposer une condition de moyenne nulle pour la pression. Une autre façon
d’imposer la condition de normalisation est d’imposer la pression sur une maille Tℓ0 , ℓ0 P IT .
Cette méthode sera appliquée dans ce chapitre.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons à la résolution couplée de la vitesse et de la pres-
sion. Cela permet de prendre en compte de manière simultanée les équations de conservation
de la masse et les équations de conservation de la quantité de mouvement. Aucun schéma
de projection n’est donc utilisé pour la résolution de ces équations contrairement aux autres
chapitres.

Lorsqu’on résout un problème mixte, il peut être intéressant de ne pas séparer la résolu-
tion des inconnus. L’utilisation d’un schéma de projection peut dégrader la convergence en
temps [142] et induit une approximation des équations. La résolution couplé peut aussi amé-
liorer la convergence vis-à-vis des solveurs itératifs [143, p.86] et permet la prise en compte
de conditions aux limites plus facilement (par exemple, lorsqu’on considère des conditions
aux limites mixtes (voir p. 32). Par ailleurs, cela est aussi utile pour certaines applications
comme dans la modélisation des interactions fluide-structure [144] pour prendre en compte
de manière précise l’influence mutuelle entre le fluide et la structure solide. Lorsqu’on consi-
dère des écoulements diphasiques [145], cela permet aussi d’éviter des problèmes de stabilité
entre deux phases [143, Section 3.3].

Méthode de Newton-Raphson

L’algorithme de Newton-Raphson est une méthode numérique itérative couramment uti-
lisée pour résoudre des systèmes d’équations non linéaires. Il consiste à linéariser le problème
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à chaque itération en utilisant une approximation locale. Ensuite, l’algorithme résout le sys-
tème linéaire résultant pour obtenir une solution corrigée. Ce processus est répété jusqu’à
convergence. Le nombre d’itérations dépend de l’initialisation et, si le pas de maillage est
assez petit avec un nombre de Reynolds modéré, alors un bon candidat peut être obtenu
en résolvant un problème de Stokes [146]. Afin d’écrire cet algorithme, on définit la forme
bilinéaire Ah :

Ah :
"

Xh ˆ Mh Ñ R
ppvh, qhq; pwh, rhqq ÞÑ Ahppvh, qhq; pwh, rhqq

. (6.7)

et

Ahppvh, qhq; pwh, rhqq “

ż

Ω

ˆ

Btvh ¨ wh ` νpGrad hvh : Grad hwhq ` ppvh ¨ Grad hqvhq ¨ wh

´qhdivh pwhq ´ rhdivh pvhq ´ f ¨ wh

˙

dx

On peut alors donner la différentielle de la fonction Ahp¨, ¨, ¨, ¨q au point pvh, qhq :

DAh :
"

Xh ˆ Mh Ñ R
ppvh, qhq; pwh, rhq; pδvh, δqhqq ÞÑ DAhppvh, qhq; pwh, rhq; pδvh, δqhqq

. (6.8)

et

DAhppvh, qhq; pwh, rhq; pδvh, δqhqq “

ż

Ω

ˆ

Btδvh ¨ wh ` νpGrad hδvh : Grad hwhq

`ppδvh ¨ Grad hqvhq ¨ wh ` ppvh ¨ grad qδvhq ¨ wh

´δqhdivh pwhq ´ rhdivh pδvhq

˙

dx

L’algorithme de Newton s’écrit alors, pour Nite P N˚ un nombre d’itération maximum et
ε ą 0 un paramètre de tolérance à l’erreur :

Trouver puh, phq P pXh ˆ Mhq tel que Ahpu, ph,vh, qhq “ 0, @pvh, qhq P pXh ˆ Mhq :
Algorithm 1: Méthode de Newton-Raphson

Données: Nite, ε
Résultat: uh, ph
Initialisation uh,0, ph,0 P pXh ˆ Mhq, i “ 0 ;
tant que i ă Nite faire

si }pδuh,i, δph,iq}h ą ϵ alors
Résoudre @pwh, rhq P pXh ˆ Mhq :
DAhppuh,i, ph,iq; pwh, rhq; pδuh,i, δph,iqq “ ´Ahppuh,i, ph,iq, pwh, rhqq ;
uh,i`1 “ uh,i ` δuh,i, ph,i`1 “ ph,i ` δph,i, i “ i ` 1 ;

sinon
uh “ uh,i, ph “ ph,i ;
Stop ;

finsi
fintq
avec :

}vh, qh}h “ p}vh}
2
h ` }qh}

2
L2pΩqq

1{2
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Problèmes de solveurs pour le système (6.6)

Lorsqu’on veut résoudre le système (6.6), la présence de zéro sur la diagonale rend la
matrice globale non-définie positive (en raison de la présence de valeurs propres négatives).
En effet, si A est une matrice symétrique définie positive, nous avons alors une équivalence
entre le système (6.6) et le système (6.9).

ˆ

A DT

0 S

˙ˆ

U
P

˙

“

ˆ

R
´DA´1R

˙

(6.9)

où S “ ´DA´1DT est une matrice symétrique définie négative [147, p.496]. En particulier,
le système (6.9) et par équivalence, le système (6.6) admettent NU valeurs propres positives
et NP valeurs propres négatives [148, p.21].

Ce problème est connu et complexifie l’utilisation de solveurs itératifs comme le gra-
dient conjugué [15, p.334] où l’algorithme GMRES [127]. Une alternative est l’utilisation
de solveurs directes qui sont plus coûteux en calcul. Une autre option consiste à ajouter
des connexions diagonales entre les pressions, comme dans les méthodes de Lagrangien aug-
mentées [149, Chapitre 2]. Cependant, dans ce cas, la solution peut être dégradée par la
modification du système discret.

Une famille de méthodes connues, permettant de résoudre ces problèmes, sont les mé-
thodes d’hybridations qui consistent à ajouter des inconnues sur les faces du maillages.
L’hybridation peut être définie comme le processus qui libère la contrainte de continuité
dans les espaces d’éléments finis en introduisant de nouveaux degrés de liberté, tout en
conservant la solution du problème discret. Ces méthodes mènent alors à un système symé-
trique défini positif pour ces nouvelles inconnues. Cela est illustré par de nombreux travaux.
L’article [150] introduit le schéma "Mixed High-Order Methods" résultant d’une hybridation
pour résoudre les équations de Stokes sur des maillages de formes générales. Dans [151], une
technique d’implémentation d’éléments finis mixtes est décrite, utilisant les multiplicateurs
de Lagrange pour assurer la continuité à travers les éléments. L’article [152] explore une
approche d’hybridation d’éléments finis de Raviart-Thomas d’ordre 0. Enfin, [153] présente
une méthode d’hybridation avec des multiplicateurs de Lagrange qui conduit à un système
avec une matrice symétrique définie positive pour un problème elliptique, améliorant ainsi
les performances d’un algorithme multigrille 1.

L’hybridation peut être interprétée comme une résolution sous contrainte, intégrant des
multiplicateurs de Lagrange dans un espace choisi pour renforcer la continuité requise [151].
La méthode Discontinuous Hybrid Galerkin (HDG) est une application connue de l’hy-
bridation [154]. Elle étend la méthode des éléments finis de Galerkin discontinus [155] en
introduisant des variables hybrides (dans les cellules et sur les faces). Ce faisant, on amé-
liore les performances et la stabilité de la résolution du système linéaire, tout en limitant
le nombre d’inconnues. Cette méthode amène à résoudre un premier système réduit sur les
inconnues aux faces avec une méthode de condensation statique, puis à résoudre un système
explicite pour retrouver la solution du problème initiale.

Une distinction majeure entre la méthode HDG et le travail décrit dans ce chapitre
réside dans le fait que les fonctions de base des schémas DG ne sont pas continues même
ponctuellement sur les faces. Par conséquent, l’hybridation s’effectue avec le tenseur de
gradient de vitesse, qui sera alors une inconnues, plutôt qu’avec la vitesse elle-même. Le
système résolu est donnée par (3.1), p. 37.

Enfin, cette méthode est conçue pour être utilisée en parallèle, car elle conduit à un
système linéaire présentant une structure adaptée, qui est également assemblée "bloc par

1. "multigrid"
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bloc". Ceci sera détaillé dans la première section et des résultats numériques seront présentés
dans la seconde section.

Remarque 33. ( Hypothèse de la méthode ) Pour pouvoir choisir un schéma numérique
auquel appliquer la méthode d’hybridation de manière purement algébrique, plusieurs pré-
requis sont nécessaires :

— Le stencil de la pression doit être local.
— Les inconnues en vitesse doivent être localisées sur les faces.

Le schéma P1
nc ´ P 0

disc respecte ces pré-requis. C’est aussi le cas des éléments finis de
Rannacher-Turek [156].

6.1 Élimination exacte de la pression avec une tech-
nique d’hybridation pour les P1

nc ´ P 0
disc

Dans cette section, nous présentons la méthode d’hybridation pour les éléments finis
mixtes P1

nc´P
0
disc. Nous présenterons le schéma de manière purement algébrique en abordant

une méthode d’assemblage locale, blocs par blocs, et introduirons la notion d’hybridation.
Ensuite, nous appliquerons cette méthode aux équations de Navier-Stokes instationnaires.

6.1.1 Assemblage des matrices par blocs

Lorsqu’on résout les équations de Stokes ou de Navier-Stokes, on peut assembler les
matrices A et D par blocs. Cette méthode d’assemblage permet entre autre une forte paral-
lélisation de l’assemblage. Pour définir une telle construction, nous devons d’abord définir
les matrices élémentaires suivantes : Soit une maille Tℓ, ℓ P IT . On définit les matrices
suivantes :

1. La matrice Hα
ℓ P RN i

F ˆ RN i
F,ℓ (avec N i

F “ cardpI iF q et N i
F,ℓ “ cardpI iF,ℓ ) est définie

telle que, dans la colonne associée à une vitesse sur la face Ff , f P IF,ℓ, toutes les
composantes sont nulles sauf celles qui se trouvent à la ligne associée à la composante
alpha de la vitesse de la face Ff . Un schéma matriciel est donné par (6.10).

Hα
ℓ “

ÿ

fPIF,ℓ

0 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . 1 ...
0 . . . . . . 0

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

j

f

N i
F,ℓ

N i
F

(6.10)

où j est l’indice locale de Ff dans l’ensemble IF,ℓ. On peut ensuite définir la matrice
Hℓ P RdN i

F ˆ RdN i
F,ℓ définie comme une matrice diagonale par blocs telle que chaque

bloc est défini par la matrice Hα
ℓ .

2. La matrice Fℓ P RNT ´1
ˆ R1 est définie telle que toutes les composantes sont nulles

sauf celles qui se trouvent à la ligne associée à la maille Tℓ. On remarque que la
matrice est définie avec NT ´ 1 composantes car on impose la pression dans la maille
Tℓ0 . Un schéma matriciel est donné par (6.11).

144



Fℓ “

0
...
0
1
0
...

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ℓ
NT

(6.11)

Avec les matrices élémentaires définies par (6.10) et (6.11), nous pouvons redéfinir les
matrices A, D et le second membre R provenant de l’équation (6.6) par :

A “
ÿ

ℓPIT

HℓAℓH
T
ℓ ,

D “
ÿ

ℓPtIT z ℓ0u

FℓD
T
ℓ H

T
ℓ ,

R “
ÿ

ℓPIT

HℓRℓ.

(6.12)

Les matrices Aℓ, Dℓ et le vecteur RT sont les contributions du triangle Tℓ aux matrices
globales respectives. On peut obtenir ces termes en restreignant les intégrales de la formu-
lation variationnelle du problème 23 à Tℓ.

6.1.2 Méthode d’hybridation
Dans cette section, on détaille la technique d’hybridation utilisée. Pour cela, on ajoute

des inconnues auxiliaires qui seront situées sur les faces. Ces inconnues seront dénotées par
Ŵ “

`

Ŵα,f

˘

α“1...d,fPIi
F

. Nous pouvons alors définir des inconnues en vitesse (et en pression)
qui seront locales à chaque cellule Tℓ, ℓ P IT . Les inconnues du système seront alors :

— les vitesses locales Û “ pÛf,ℓ,αq pour ℓ P IT , f P I iF ,
— les pressions locales P̂ “ pP̂ℓq pour ℓ P IT ,
— les inconnues auxiliaires Ŵ “

`

Ŵα,f

˘

pour α “ 1 . . . d, f P I iF .

On notera Ûf,ℓ :“ pÛf,ℓ,α
˘

α“1,...,d pour ℓ P IT , f P IF ainsi que Ŵf :“
`

Ŵα,f

˘

α“1,...,d
pour f P I iF . Une représentation des degrés de liberté (en 2D) avant et après application
de la méthode d’hybridation est donnée par la figure 6.1 pour deux triangles Tℓ, Tr avec
pℓ, rq P I2

T . Les faces du triangle Tℓ sont données par les indices f1, f2, f3 P pIF q
3 et les faces

du triangle Tr sont données par f3, f4, f5 P pIF q
3. La partie haute de l’image représente les

inconnues avant l’hybridation et la partie basse représente les inconnues après l’hybridation.
Les vitesses sont localisées aux centres des faces (indiquées les ronds noir), les pressions
sont localisées aux barycentres des triangles (indiquées par les carrés) et enfin les inconnues
auxiliaires sont situées sur les centres des faces (indiquées par les triangles noir). Les incon-
nues locales sont indiquées par des formes géométriques non-remplies et les globales par des
formes géométriques remplies.

Les inconnues auxiliaires sont définies de tel sorte qu’elles permettent d’assurer la conti-
nuité des vitesses Û aux faces (6.13).

@f P I iF , @pℓ, rq P IT,f , @α P t1, . . . , du Ûf,ℓ,α “ Ûf,r,α (6.13)

On notera :
Ûf,ℓ :“ pÛf,ℓ,αqαPt1,...,du (6.14)
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Tℓ
Tr

Uf1

Uf2

Uf3

Uf4

Uf5

Hybridation

Ûf1,ℓ

Ûf3,ℓ

Ûf2,ℓ

Ûf5,r

Ûf4,rÛf3,r

Ŵf3

Tℓ
Tr

Pℓ
Pr

P̂ℓ
P̂r

Figure 6.1 – Schéma récapitulatif des inconnues résultants de l’hybridation pour deux
triangles voisins Tℓ, Tr .

Ce qui amène à définir pour toutes mailles Tℓ, ℓ P IT , des matrices pCℓqℓPIT
telles que, pour

deux triangles voisins Tℓ, Tr qui partagent une face Ff :

pCℓqα,f,α,f Ûf,ℓ,α ` pCrqα,f,α,f Ûf,r,α “ 0 pour tout α “ 1 . . . d (6.15)

et

pCℓqα,f,α,f ` pCrqα,f,α,f “ 0 pour tout α “ 1 . . . d (6.16)

En pratique,
ˆ

pCℓqα,f,α,f

˙

fPIF , αPt1,...,du

vaut plus ou moins la valeur de la taille de la

facette Ff .

Hybridation des équations de Navier-Stokes

De manière analogue au système précédent, nous pouvons définir un assemblage par
bloc des matrices issues de la méthode d’hybridation. Pour cela, on définit les matrices
élémentaires, telles que pour ℓ P IT , Ĥℓ P R2dN i

F ˆ RdNF,ℓ . La matrice Ĥℓ est telle que à
la colonne associée à l’inconnue locale de la vitesse Ûf,ℓ,α (avec α P t1, . . . , du et f P IF ),
toutes les composantes sont nulles sauf celle qui se trouve à la ligne associée à l’inconnue
globale Ûf,ℓ,α. Un schéma matriciel est donné par (6.17) définissant les matrices Ĥα

ℓ situées
sur les blocs diagonaux de la matrice Ĥℓ.
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Ĥα
ℓ “

ÿ

fPIF,ℓ

0 . . . 0 0
... . . . ... ...

0 . . . 1 ...
0 . . . . . . 0

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

j

i

NF,ℓ

2N i
F

(6.17)

où j est l’indice local de Ff dans l’ensemble IF,ℓ et i est l’indice associé à l’inconnue globale
Ûf,α,ℓ. On peut ensuite définir la matrice Ĥℓ P RdN i

F ˆ RdN i
F,ℓ définie comme une matrice

diagonale par blocs telle que chaque bloc est défini par la matrice Ĥα
ℓ .

En utilisant les définitions des matrices Cℓ et Ĥℓ, @ℓ P IT on peut assembler les matrices
suivantes :

Â “
ÿ

ℓPIT

ĤℓAℓĤ
T
ℓ , (6.18)

D̂ “
ÿ

ℓPIT , ℓ‰ℓ0

FℓD
T
ℓ Ĥ

T
ℓ , (6.19)

Ĉ “
ÿ

ℓPIT

HℓCℓĤ
T
ℓ , (6.20)

et le vecteur issu du terme source :

R̂ “
ÿ

ℓPIT

ĤℓRℓ (6.21)

Les inconnues pÛ , P̂ , Ŵ q sont solution du système suivant :
¨

˝

Â D̂T ĈT

D̂ 0 0
Ĉ 0 0

˛

‚

¨

˝

Û

P̂

Ŵ

˛

‚

¨

˝

R̂
0
0

˛

‚ (6.22)

Remarque 34. (Équations locales) On peut interpréter le système (6.22) comme le système
(6.6) où chaque équation est écrite localement pour une arête Ff “ BTℓ X BTr, pℓ, rq P IT
sur chacun des triangles indépendamment puis "ré-assembler" par les inconnues Ŵ .

Remarque 35. (Inverse de Â) Une propriété intéressante est que, @pℓ, rq P pIT q
2

ĤT
ℓ Ĥr “

"

Idℓ si ℓ “ r
0 sinon (6.23)

Or, la matrice Â est diagonale par blocs, avec comme blocs diagonaux les matrices pÂℓqℓPIT
.

Si ces matrices sont inversibles, on a :

Â´1
“

ÿ

ℓPIT

ĤℓÂ
´1
ℓ ĤT

ℓ (6.24)

Cela permet de calculer la matrice Â´1 de manière peu coûteuse et en parallèle.
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Remarque 36. (Équivalence des solutions de (6.22) et (6.6)) On peut montrer que la
solution de (6.22) est aussi solution de (6.6). Cette preuve est disponible dans [137]. Pour
prouver cela, on sait que

ĈÛ “
ÿ

ℓPIT

HℓCℓĤ
T
ℓ Û “ 0

En particulier, pour tout α P t1, . . . , du et f P I iF,ℓ avec pℓ, rq P IT,f , on a :

pCℓqα,f,α,f Ûℓ,α,f ` pCrqα,f,α,f Ûr,α,f “ 0

ce qui implique en utilisant (6.16) que

Ûf,ℓ,α “ Ûf,r,α :“ Uf,α (6.25)

On note ces inconnues U “ pUf,αqα“1,...,d, fPIi
F
. On a :

ĤT
ℓ Û “ HT

ℓ U @ℓ P IT (6.26)

On définit la matrice J telle que si on multiplie à gauche l’équation ÂÛ`D̂T P̂ `ĈT Ŵ “ R̂,
on obtient l’addition des équations reliées aux inconnues ℓ, α, f et r, α, f avec f P IF , pℓ, rq P

pIT,f q
2 et α P t1, . . . , du. La matrice J P RdN i

F ˆ R2dN i
F est définie par :

J “
ÿ

ℓPIT

HℓĤ
T
ℓ .

On obtient alors :
JÂÛ ` JD̂T P̂ ` JĈT Ŵ “ JR̂.

En utilisant l’équation (6.23), il vient

JÂÛ “
ÿ

ℓPIT

HℓĤ
T
ℓ

ÿ

rPIT

ĤrpArqĤ
T
r Û “

ÿ

ℓPIT

HℓpAℓqĤ
T
ℓ Û .

On applique ensuite (6.26), pour obtenir :

JÂÛ “
ÿ

ℓPIT

HℓAℓH
T
ℓ U “ AU

De nouveau en appliquant (6.23), on peut calculer :

J pDT
pP “

ÿ

ℓPIT

Hℓ
pHT
ℓ

ÿ

rPIT , r‰ℓ0

pHℓD
T
r F

T
r
pP “

ÿ

ℓPIT , ℓ‰ℓ0

HℓDℓF
T
ℓ
pP “ DT

pP ,

J pR “
ÿ

ℓPIT

Hℓ
pHT
ℓ

ÿ

rPIT

pHrRr “
ÿ

ℓPIT

HℓRℓ “ R.

La matrice J pCT satisfait

J pCT
“

ÿ

ℓPIT

Hℓ
pHT
ℓ

ÿ

rPIT

pHT
r CrHr “

ÿ

ℓPIT

HℓCℓHℓ,

qui est nulle d’après l’équation (6.16). On a finalement :

AU ` DT
pP “ R.

De manière similaire, de l’équation D̂Û “ 0, on obtient, en appliquant (6.26) :

D̂Û “
ÿ

ℓPIT ,ℓ‰ℓ0

FℓD
T
ℓ Ĥ

T
ℓ Û “

ÿ

ℓPIT , ℓ‰ℓ0

FℓD
T
ℓ U “ DU “ 0

On conclut que pU, P̂ q est solution de (6.6) et en particulier, comme ce système est inversible,
la solution est unique et donc P̂ “ P .
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Remarque 37. (Inversibilité du système (6.22) ) Pour obtenir l’inversibilité du système
(6.22), on peut montrer que si R̂ “ 0 (ie. les vecteurs Rℓ sont tous nuls) alors on a une
unique solution à (6.22), pÛ , P̂ , Ŵ q est nulle. En utilisant la remarque précédente, on a que
Û et P̂ sont solutions du système (6.6) avec R “

ÿ

ℓPIT

HℓRℓ “ 0. Or ce système est inversible,

ce qui implique que pU, P̂ q “ 0. Comme U “ 0, (6.25) implique que Û “ 0. Finalement, en
utilisant la première équation du système (6.22), il vient que

ÂÛ ` D̂T P̂ ` ĈT Ŵ “ R̂ ùñ ĈT Ŵ “ 0.

Cette équation se ré-écrit pour tout α P t1, . . . , du et f P I iF,ℓ avec pℓ, rq P IT,f :

pCℓqα,f,α,fŴℓ,α,f ` pCrqα,f,α,fŴr,α,f “ 0.

Ce qui implique que Ŵ “ 0. Le système linéaire (6.22) est donc bien inversible et sa réso-
lution donne également la solution du système (6.6)

Remarque 38. (Méthode de décomposition de domaine avec complément de
Schur) Une autre méthode permettant d’obtenir ce système est de considérer une méthode
de décomposition de domaine [157], en considérant chaque triangle comme un sous-domaine
de Ω. On obtient alors le même système décrit par (6.22). Cette idée est développée dans
la section 6.2. L’avantage de présenter cette méthode de manière purement algébrique est
que cela permet de détailler une méthodologie pouvant s’appliquer à n’importe quel schéma
satisfaisant les hypothèses de la remarque 33.

6.1.3 Résolution du système hybridé
Nous avons vu que la méthode d’hybridation nous mène à résoudre le système (6.22).

Bien que le système possède un stencil très faible, celui-ci est aussi beaucoup plus grand
que le système (6.6). La suite de la méthodologie présentée est d’appliquer une méthode de
condensation statique afin d’éliminer Û et P̂ et d’obtenir un système sur Ŵ qui pourrait
être résolu de manière plus efficace que le système (6.6).

Élimination de la vitesse et de la pression

Pour effectuer l’élimination des inconnues de vitesse et de pression, on suppose l’hypo-
thèse suivante :

Hypothèse 7. Pour tout ℓ P IT , toutes les valeurs propres de la matrice symétrique Aℓ
sont strictement positives ou strictement négatives.

On a
Û “ Â´1

p´D̂TP ´ ĈT Ŵ ` R̂q. (6.27)

En substituant Û dans l’équation D̂Û , on obtient :

D̂Â´1
p´D̂TP ´ ĈT Ŵ ` R̂q “ 0.

On définit la matrice B “ D̂Â´1D̂T . En utilisant la propriété :

ĤT
ℓ Â

´1Ĥr “

"

Â´1
ℓ si ℓ “ r

0 sinon , (6.28)
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on obtient que :
B “

ÿ

ℓPIT , ℓ‰ℓ0

FℓD
T
ℓ Â

´1
ℓ DℓF

T
ℓ .

La matrice B est diagonale avec comme blocs diagonaux Bℓ :“ DT
ℓ Â

´1
ℓ Dℓ, @ℓ P IT . On

note Λ la matrice issue de la décomposition en valeurs propres de la matrice Â´1
ℓ de telle

sorte qu’il existe une matrice orthogonale Q tel que Â´1
ℓ “ QTΛℓQ. Posons λℓ, la plus petite

valeur propre de Â´1
ℓ , on obtient alors que :

|Bℓ| “ |DT
ℓ Â

´1
ℓ Dℓ| “ |DT

ℓ Q
TΛℓQDℓ| “ |DT

ℓ Q
T

pΛ1{2
ℓ q

TΛ1{2
ℓ QDℓ|

ě λ|DT
ℓ Q

TQDℓ| “ λ|DT
ℓ Dℓ| ě λ}Dℓ}2 ą 0

car il existe au moins une valeur de D non nulle et qu’il y a une seule pression par triangle
ce qui implique que la matrice Dℓ est de taille 1 ˆ dN i

F,ℓ. La matrice diagonale B est donc
inversible et on peut écrire :

B´1
“

ÿ

ℓPIT , ℓ‰ℓ0

B´1
ℓ FℓF

T
ℓ ,

et
P “ B´1

pD pA´1
p´ pCT

xW ` pRq. (6.29)

On obtient alors
pC pA´1

p´ pDTP ´ pCT
xW ` pRq “ 0,

ce qui amène, en définissant

G “ pC
´

pA´1
´ pA´1

pDTB´1
pD pA´1

¯

pCT (6.30)

et
S “ pC

´

pA´1
´ pA´1

pDTB´1
pD pA´1

¯

pR, (6.31)

à

GxW “ S. (6.32)

La matrice G est alors inversible puisque résoudre ce système est équivalent à résoudre le
système (6.22) (sous l’hypothèse des valeurs propres de pAK).

Remarque 39. (Stencil de la matrice G) Sous l’hypothèse 7, en utilisant (6.23), et

@pℓ, rq P pIT q
2, F T

ℓ Fr “

"

1 si ℓ “ r
0 sinon ,

on obtient
G “

ÿ

ℓPIT

HℓGℓH
T
ℓ

avec, pour tout ℓ P IT , ℓ ‰ ℓ0 :

Gℓ “ CℓpÂ
´1
ℓ ´ B´1

ℓ Â´1
ℓ DℓD

T
ℓ Â

´1
ℓ qCℓ,

et
Gℓ0 “ Cℓ0Â

´1
ℓ0 Cℓ0 .

En particulier, l’assemblage de la matrice G montre qu’elle possède le même stencil que la
matrice A “

ÿ

ℓPIT

HℓAℓH
T
ℓ (dans le cas où la matrice Aℓ est une matrice pleine).
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Remarque 40. (Les équations de Stokes instationnaire) Dans le cas des équations de Stokes
instationnaire (problème 2.33, p. 32), toutes les matrices Aℓ sont symétriques définies posi-
tives ce qui implique que la matrice G l’est aussi. En effet, soit un vecteur Ŵ , on pose

a “ Ŵ TGŴ .

On définit Zℓ “ CT
ℓ H

T
ℓ Ŵ et le produit scalaire xX, Y yℓ “ XT Â´1

ℓ Y , on a alors :

a “
ÿ

ℓPIT , ℓ‰ℓ0

`

xZℓ, Zℓyℓ ´
pxZℓ, Dℓyqℓq

2

xDℓ, Dℓyℓ

˘

` xZℓ0 , Zℓ0yℓ0 .

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient :

pxZℓ, Dℓyℓq
2

ď xZℓ, ZℓyℓxDℓ, Dℓyℓ.

ce qui implique que a ě 0. Comme on a montrer que la matrice G est inversible, pour les
équations de Stokes instationnaire elle est symétrique définie positive.

Résolution

Finalement la stratégie de résolution s’énumère ainsi :
1. On construit les matrices G et S définies par (6.30) et (6.31).
2. On résout le système linéaire (6.32) : GŴ “ S.
3. On retrouve les solutions P et U avec les équations (6.29) et (6.27).

On remarque que les systèmes (6.29) et (6.27) sont complètement explicites. La résolution
est donc instantanée.

Remarque 41. (Application aux équations de Stokes et Navier-Stokes stationnaire)
Dans le cas stationnaire, nous devons modifier les blocs diagonaux afin d’obtenir une

matrice diagonale par blocs inversible. [137, Section 3.2, p. 12]. Cette modification n’affecte
pas la solution du système linéaire. Après l’hybridation, dans le cas des équations de Stokes,
nous obtenons un système linéaire symétrique pour les inconnues auxiliaire Ŵ , mais la
matrice G n’est plus définie positive.

6.2 Méthode de décomposition de domaine avec com-
plément de Schur sur chaque élément

Dans cette section, nous présentons de manière analytique, une définition de la méthode
d’hybridation qui revient à utiliser une méthode de décomposition de domaine sur chaque
cellule [157].

6.2.1 Décomposition de domaine avec complément de Schur dual
Pour illustrer la méthode de décomposition de domaine avec complément de Schur dual

[158, Section 2.1], on suppose deux domaines Ω1,Ω2 tels que Ω :“ Ω1 Y Ω2 et leur frontière
commune Σ et on note pour i P t1, 2u, Γi :“ BΩi X BΩ. Cette configuration est illustrée sur
la figure 6.2.
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Ω1 Ω2

ΣΓ1 Γ2

Figure 6.2 – Schéma du domaine Ω “ Ω1 Y Ω2.

On considère le problème de Poisson (3.56), p. 51. On peut alors diviser ce problème sur
les domaines pΩiq

2
i“1. Les différents problèmes s’écrivent alors :

Problème: 24. Trouver ui P H2
pΩiq tels que :

$

’

’

&

’

’

%

´∆ui “ fi dans Ωi

ui “ 0 sur Γi
Bui

Bnσ,i
“ p´1q

iλ sur Σ
(6.33)

avec, pour i P t1, 2u, fi “ f|BΩi
P L2

pΩiq et nσ,i le vecteur normal de la face Σ sortant de
Ωi. Pour simplifier les notations, on admet une hypothèse de régularité forte sur f et u. Le
terme p´1q

i vient du fait que les normales sortantes sont de signes contraires sur Σ. Enfin,
l’inconnue λ est déterminée avec la condition :

u1 “ u2 sur Σ

On notera U1, U2 les inconnues associées à u1, u2 et UΣ les inconnues sur les faces appartenant
à l’interface Σ. Résoudre les équations (6.33) revient à résoudre le système suivant :

¨

˝

A1,1 0 A1,Σ
0 A2,2 A2,Σ

AΣ,1 AΣ,2 AΣ,Σ

˛

‚

¨

˝

U1
U2
UΣ

˛

‚“

¨

˝

R1

R2

RΣ

˛

‚ (6.34)

On décompose AΣ,Σ et RΣ en une somme de chaque sous-domaines :

AΣ,Σ “ A1
Σ,Σ ` A2

Σ,Σ et RΣ “ R1
Σ ` R2

Σ.

On peut alors écrire ce problème sous forme matricielle :
¨

˝

A1,1 A1,Σ 0
AΣ,1 A1

Σ,Σ ` A2
Σ,Σ AΣ,2

0 AΣ,2 A2,2

˛

‚

¨

˝

U1
UΣ
U2

˛

‚“

¨

˝

F 1

RΣ
F 2

˛

‚ (6.35)

On double les inconnues sur la frontières Σ :
¨

˚

˚

˝

A1,1 0 A1,Σ 0
0 A2,2 0 A2,Σ

AT1,Σ AT2,Σ A1
Σ,Σ A2

Σ,Σ
AT1,Σ AT2,Σ A1

Σ,Σ A2
Σ,Σ

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

U1
U2
U1

Σ
U2

Σ

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

R1

R2

R1
Σ

R2
Σ

˛

‹

‹

‚

(6.36)

Ce système n’est pas inversible, pour le rendre inversible, on impose U1
Σ “ U2

Σ, le système
se ré-écrit :
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¨

˚

˚

˚

˚

˝

A1,1 A1,Σ 0 0
AT1,Σ A1

Σ,Σ AT2,Σ A2
Σ,Σ

0 0 A2,2 A2,Σ
AT1,Σ A2

Σ,Σ AT2,Σ A2
Σ,Σ

0 IΣ 0 ´IΣ

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

U1
U1

Σ
U2
U2

Σ

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

R1

R1
Σ

R2

R2
Σ

0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

(6.37)

La matrice est alors rectangulaire, on ajoute donc une inconnue pour résoudre le système

λ “ ´pAT2,ΣU2 ` A2
Σ,ΣU

2
Σq ` R2

Σ “ pAT1,ΣU1 ` A1
Σ,ΣU

1
Σq ´ R1

Σ. (6.38)

On obtient alors :
¨

˚

˚

˚

˚

˝

A1,1 A1,Σ 0 0 0
AT1,Σ A1

Σ,Σ 0 0 ITΣ
0 0 A2,2 A2,Σ 0
0 0 AT2,Σ A2

Σ,Σ ´ITΣ
0 IΣ 0 ´IΣ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˝

U1
U1

Σ
U2
U2

Σ
λ

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

R1

R1
Σ

R2
Σ

R2

0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

(6.39)

Pour simplifier les notations, on définit

Ai “

ˆ

Ai,i Ai,Σ
AΣ,i AiΣ,Σ

˙

, R̂i “

ˆ

Ri

Ri
Σ

˙

, Ûi “

ˆ

Ui
U i

Σ

˙

, CT
i “

ˆ

0
p´1q

iIΣ

˙

(6.40)

On remarque que l’égalité U1
Σ “ U2

Σ s’écrit :

CT
1 Û1 “ CT

2 Û2.

Cette équation est analogue à (6.15), p. 146. De plus, pour chaque Ωi, le problème se
reformule :

AiÛ “ R̂i ´ CT
i λ.

Le système s’écrit alors :
¨

˝

A1 0 CT
1

0 A2 CT
2

C1 C2 0

˛

‚

¨

˝

Û1

Û2
λ

˛

‚“

¨

˝

R̂1

R̂2
0

˛

‚ (6.41)

6.2.2 Généralisation aux équations de Stokes

Considérons une partition de notre domaine Ω “

NΩ
ď

i“1
Ωi tel que :

@i, j P JΩ :“ t1, . . . , NΩu, i ‰ j.

— les interfaces Σi,j “ Σj,i “ Ωi X Ωj la frontière entre les domaines Ωi et Ωj,
— l’espace d’indices Ji “ tj P t1, . . . , NΩu | Σi,j ‰ ∅u,
— les normales sortantes ni,j de l’interface Σi,j orientées de Ωi vers Ωj,
— les frontières Γi :“ BΩ X BΩi,
— la vitesse ui “ u|Ωi

,
— la pression pi “ p|Ωi

,
— les termes sources fi “ f|Ωi

.
On supposera, pour simplifier les notations, ui P H2

pΩq, fi P L2
pΩq. On peut supposer

une régularité plus faible de la solution, mais cela nécessite de définir un cadre plus générale.
On considère les problèmes locaux suivant :
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Problème: 25. Pour tout i P t1, . . . , NΩu, trouver les fonctions ui P H2
pΩiq, pi P L2

pΩiq,
telles que

@i P t1, . . . , NΩu

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

´ν∆ ui ` grad pi “ f dans Ωi

div ui “ 0 dans Ωi

ui “ 0 sur Γi
ui “ uj sur Σi,j

Bni,j
ui “ λi,j “ ´λj,i sur Σi,j

ż

Ω
p dx “ 0 dans Ω

(6.42)

Avec les λi,j des multiplicateurs de Lagrange (dans L2
pΓi,jq).

On définit les espaces suivants :

@p P N‹, @i P t1, . . . , NΩu, Hp
0,Γi

pΩiq :“ tvi P Hp
pΩiq | vi|Γi

“ 0u. (6.43)
On peut écrire la formulation variationnelle suivante qui correspond aux équations de Stokes,
avec des conditions de Neumann sur

ď

jPJi

Σi,j et de Dirichlet homogènes sur Γi :

Problème: 26. Trouver les fonctions
ˆ

puiqNΩ
i“1, ppiq

NΩ
i“1

˙

P

ˆ

ΠN
i“1H2

0,Γi
pΩiq ˆL2

pΩiq

˙

telles
que :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

ν

ż

Ωi

Grad ui : Grad vi dx ´

ż

Ωi

div vipi dx ´
ÿ

jPJi

pλi,j,viqL2pΩq “

ż

Ωi

fi ¨ vi dx @vi P H1
0,Γi

pΩiq

ż

Ωi

div uiqi dx “ 0 @qi P L2
pΩiq

pµ,ui ´ ujqL2pΣi,jq “ 0 @µ P L2
pΣi,jq

NΩ
ÿ

i“1

ż

Ωi

pi dx “ 0

(6.44)

Contrairement au problème 24, on a déjà dupliqué les inconnues de vitesse sur les in-
terfaces Σi,j. On discrétise le problème 26 avec le schéma P1

nc ´ P 0
disc. Pour cela, pour tout

i P t 1, . . . , NΩu on note les matrices et vecteurs suivants :
— les matrices Âi, D̂i associées respectivement à la discrétisation de la diffusion et

de la divergence (3.77), p. 57, (3.79), p. 57 sur Ωi. Ces matrices sont définies par
(4.31), p. 100.

— les matrices Ci associées à la continuité des vitesses ui. Les matrices Ci sont définies
de la même façon que (6.40).

— les vecteurs de vitesse et de pression pÛi, P̂iq associés à la discrétisation P1
nc ´P 0 sur

le domaine Ωi.
— le vecteur R̂i associées aux discrétisations du terme source fi sur Ωi.
— le vecteur Λ associé aux inconnues pλi,jqi“1,...,NΩ,jPJi

.
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Âi 0 0 D̂T
1 CT

1

0 . . . 0 ... ...
0 0 ÂNΩ D̂T

NΩ
CT
NΩ

D̂1 . . . D̂NΩ 0 0
Ĉ1 . . . ĈNΩ 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Û1
...

ÛNΩ

P̂
Λ

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

R̂1
...

R̂NΩ

0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(6.45)
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alors si on note Â “ diagpÂiq
NΩ
i“1, D̂ “ pD̂iq

NΩ
i“1, Ĉ “ pĈiq

NΩ
i“1, Û “ pÛiq

NΩ
i“1, P̂ “ pP̂iq

NΩ
i“1,

R̂ “ pR̂iq
NΩ
i“1 :

¨

˝

Â ´D̂T
´ĈT

D̂ 0 0
Ĉ 0 0

˛

‚

¨

˝

Û

P̂
Λ

˛

‚“

¨

˝

R̂
0
0

˛

‚ (6.46)

Si nous prenons, NΩ “ NT et que pour tout i “ ℓ P IT , Ωi “ Tℓ, @ℓ P IT (c’est-à-dire que
chaque sous-domaine devient un triangle du maillage Th), on retrouve alors exactement la
formulation hybride définie de manière algébrique (6.22).

Remarque 42. (Résolution avec la pression)
Il est possible de résoudre (6.46), en commençant par la pression. Cela permet notamment

d’imposer la condition de normalisation
ż

Ω
p dx “ 0 de manière forte, lors de la résolution,

ce qui peut la rendre plus stable. En écrivant

Û “ Â´1
pR̂ ` D̂T P̂ ` ĈTΛq,

on peut écrire (6.46) sous la forme :

D̂Â´1R̂ ` D̂T Â´1D̂P̂ ` D̂Â´1ĈTΛ “ 0, (6.47)

ĈÂ´1R̂ ` ĈÂ´1D̂T P̂ ` ĈÂ´1ĈTΛ “ 0, (6.48)
On peut déterminer P̂ :

P̂ “ pD̂Â´1D̂T
q

´1
p´D̂Â´1ĈTΛ ´ D̂Â´1R̂q. (6.49)

On note la matrice KP̂ :“ D̂Â´1D̂T et en injectant (6.49) dans (6.47)

ĈÂ´1R̂ ` ĈÂ´1D̂TK´1
P̂

p´D̂Â´1ĈTΛ ´ D̂Â´1R̂q ` ĈÂ´1ĈTΛ “ 0.

On a le système suivant pour Λ :

p´ĈÂ´1D̂TK´1
P̂
D̂Â´1ĈT

` ĈÂ´1ĈT
qΛ “ ĈÂ´1D̂TK´1

P̂
D̂Â´1R̂ ´ ĈÂ´1R̂. (6.50)

En utilisant (6.47), on a :

Λ “ pĈÂ´1ĈT
q

´1
p´ĈÂ´1R̂ ´ ĈÂ´1D̂T P̂ q. (6.51)

On note KΛ :“ ĈÂ´1ĈT . On injecte (6.50) dans (6.47) :

D̂Â´1R̂ ` D̂Â´1D̂T P̂ ´ D̂Â´1ĈTK´1
Λ ĈÂ´1D̂T P̂ ´ D̂Â´1ĈTK´1

Λ ĈÂ´1R̂ “ 0 (6.52)

Le système s’écrit alors :
GP̂ P̂ “ SP̂ ,
GΛΛ “ SΛ,

GÛ Û “ SÛ .

(6.53)

avec

Gp “ D̂pÂ´1D̂T P̂ ´ Â´1ĈTK´1
Λ ĈÂ´1

qD̂T , SP̂ “ D̂Â´1ĈTK´1
Λ ĈÂ´1R̂ ´ D̂Â´1R̂,

GΛ “ pĈÂ´1ĈT
q SΛ “ ´ĈÂ´1R̂ ´ ĈÂ´1D̂T P̂ ,

GÛ “ Â SÛ “ pR̂ ` D̂T P̂ ` ĈTΛq.

On remarque que néanmoins, l’assemblage n’est plus bloc par bloc, ce qui sera plus coûteux
à l’étape d’assemblage.
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6.3 Résultats numériques
Dans cette section, nous proposons d’illustrer l’efficacité de la méthode présentée dans

la section précédente. Le code utilisé est implémenté en Fortran 90 [159], et les calculs ont
été réalisés en parallèle avec la librairie de solveur Hypre [160]. Dans un premier temps,
nous effectuerons des tests de convergence. Cela permettra entre autres d’illustrer que la
discrétisation du second membre et de la convection ne dégrade pas le système hybride. Dans
un second temps, nous démonterons l’efficacité de la parallélisation du système (6.32), p. 150.

Le maillage est généré de manière homogène avec Gmsh [161], et le partitionnement est
réalisé avec la bibliothèque METIS [162]. Cette génération a été choisie pour s’aligner au
plus près des conditions d’utilisation d’un utilisateur qui ne pourrait pas faire un partition-
nement naturel de son problème. Nous pouvons voir dans la figure 6.3 une illustration du
partitionnement du domaine Ω “ r0, 1s

3 en 8 sous-domaines 2.

Figure 6.3 – Schéma de partitionnement du domaine Ω “ r0, 1s
3 en 8 sous-domaines par

METIS.

Les solveurs linéaires :

Pour résoudre le système (6.32), on utilisera un préconditionneur BoomerAMG [163]
avec un algorithme multi-grille 3 [164].

L’idée des préconditionneurs algébriques multigrilles est d’utiliser plusieurs "grilles de
résolution" qui correspondent à des tailles de problèmes différentes. Considérons le problème
suivant :

Au “ f,

où A :“ paijqi,jPt1,...,nu est une matrice de taille n ˆ n, n P N˚. On peut alors définir un
ensemble d’indice de point, différents les uns des autres, appelé "grille" de taille m. Celle-ci
est notée N . Les vecteurs u et f sont alors définis par les valeurs pour les points i P N . On
notera u “ puiqiPN et f “ pfiqiPN . Dans toute méthode de multigrille, l’idée centrale est que
"l’erreur régulière", e, qui n’est pas éliminée par la relaxation, est éliminée par une correction
sur une grille plus grossière. Cela est réalisé en résolvant l’équation résiduelle Ae “ r sur
une grille plus grossière, puis en interpolant l’erreur sur la grille fine et en l’utilisant pour
calculer une approximation corrigée ucorr sur la grille fine par ucorr “ u ` e.

2. dont 4 sont apparents
3. multigrid
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Définissons plusieurs sous-grilles N k k P t1, . . . ,Mu, tels que N k`1
Ă N k et N 1

“ N . On
pourra alors définir les opérateurs Ak et les vecteurs fk définis sur les grilles N k. Ces grilles
sont reliées par des opérateurs d’interpolation Ikk`1 et de restriction Ik`1

k , @k P t 1, . . . ,M´1u.
Enfin on utilise un schéma de relaxation 4 à chaque niveau. L’algorithme pµ1, µ2q V-cycle
est décrit par l’algorithme 2 :

Algorithm 2: MV k
puk, fkq avec pµ1, µ2q V-cycle

Données: M, µ1, µ2;
Résultat: u1

si k=M alors
Relaxer µ1 fois sur Akuk “ fk ;
sinon

Faire une correction sur grille grossière :
Définir uk`1

“ 0, fk`1
“ Ik`1

k pfk ´ Akukq;
Résoudre sur le niveau k ` 1 avec MV k`1

puk`1, fk`1
q;

Corriger la solution par uk Ð uk ` Ik`1
k uk`1;

Relaxer ν2 fois sur Akuk “ fk;
finsi

finsi

Le choix des composantes dans AMG est effectué lors d’une étape de prétraitement
distincte, appelée "phase de configuration" et décrit par l’algorithme 3.

Algorithm 3: MV k
puk, fkq avec pµ1, µ2q V-cycle

Résultat: M, N k, Ik`1
k , Ikk`1 ;

1) On pose k “ 1
2) On partitionne N k en deux ensembles disjoints Ck et F k :

a) On pose N k`1
“ Ck ;

b) On définit l’interpolateur Ikk`1;
3) On pose Ik`1

k “ pIkk`1q
T et Ak`1

“ Ik`1
k AkIkk`1;

si N k`1 est assez petit alors
on pose M “ k ` 1;
Stop ;

finsi
sinon

On pose k=k+1, et on va à l’étape 2;
finsi

La restriction Ik`1
k utilisée ici, sera défini par la méthode PMIS-Coarsening [165] et la

méthode d’interpolation Ikk`1 par la méthode Hybrid symmetric Gauss-Seidel or SSOR [166].

6.3.1 Tests de convergence
Dans cette partie, nous illustrons la convergence de la méthode hybride décrite par la

section précédente. On rappelle que la convergence est montrée par l’équivalence des so-
lutions (cf remarque 36). Bien que la résolution des équations de Stokes et Navier-Stokes
approchées avec les éléments finis P1

nc ´ P 0 soit déjà établi, nous utilisons ici la méthode
de projection du second membre décrite en section 3.6, p. 81 ainsi qu’un schéma de convec-
tion défini dans la section 5.1, p. 125. Il est donc intéressant de vérifier numériquement la
convergence ainsi que l’erreur que l’on génère. Pour cela on étudie la résolution de la mé-
thode hybride avec la solution prescrite de Green-taylor qui est donnée par (6.55) pour les

4. Schéma de résolution itératifs du système linéaire.
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équation de Navier-Stokes.

Remarque 43. (Calcul du pas de maillage et du pas de temps)
Dans les résultats numérique de cette section, le pas de maillage h est donné par la moyenne
des phℓqℓPIT

. Les pas de temps sont données par une CFL (1.14), p. 15. En pratique, les pas
de temps sont choisis très petit pour ne pas influer sur les résultats de convergence en espace.

On utilisera l’estimateur d’erreur suivant :

ε0puhq :“ }uh ´ u}L2pΩq, ε0pphq :“ }ph ´ p}L2pΩq. (6.54)

Pour les équations de Navier-Stokes

Dans les figures 6.4 et 6.5 sont tracées les erreurs pour la vitesse et pour la pression en
norme L2 avec l’estimation d’erreur défini par (6.54). On écrit dans le tableau 6.1, l’esti-
mation du taux de convergence entre chaque maillage. On peut voir qu’on obtient bien les
ordres de convergence attendus, c’est-à-dire 2 pour la vitesse et 1 pour la pression. L’ordre
de convergence en pression est légèrement plus élevé, mais le taux de convergence estimé
diminue et tend vers l’ordre attendu.

u “ Re

¨

˚

˚

˝

´ cosp2πpx1 `
1
4qq sinp2πpx2 `

1
2qqexpp´8π2tq

sinp2πpx1 `
1
4qq cosp2πpx2 `

1
2qqexpp´8π2tq

0

˛

‹

‹

‚

(6.55)

p “ ´
Re2

4
`

cosp4πpx1 `
1
4qq ` cosp4πpx2 `

1
2qq

˘

expp´16π2tq (6.56)

10´2 10´110´5

10´4

10´3

10´2

10´1

100

1
2

h

ε 0
pu

h
q

P1
nc ´ P 0

Figure 6.4 – ε0puhq pour pu, pq donnés par (6.55) et Re “ 100
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10´2 10´110´4

10´3

10´2

10´1

100

1
1

h

ε 0
pp
h
q

P1
nc ´ P 0

Figure 6.5 – ε0pphq pour pu, pq donnés par (6.55) et Re “ 100

h τu τp
1.02 ˆ 10´1

´ ´

4.88 ˆ 10´2 1.43 1.72
2.08 ˆ 10´2 1.89 1.68
1.02 ˆ 10´2 1.97 1.64
5.08 ˆ 10´3 2.00 1.35

Tableau 6.1 – Tableau des ordre de convergence en vitesse et en pression pour la norme
L2

pΩq et L2
pΩq pour pu, pq donnés par (6.55) et Re “ 100

6.3.2 Efficacité de la parallélisation
L’approche classique pour mesurer l’efficacité d’un solveur dans le domaine du calcul

haute performance est de mesurer sa scalabilité. Cela permet d’évaluer les performances
du solveur lorsque le nombre de processeur est augmenté. Pour mesurer les performances
du solveur, deux métriques peuvent être définies : l’accélération S et l’efficacité E. Ces
métriques peuvent être également défini pour deux scalabilité différente : la scalabilité faible
et forte.

1. La scalabilité forte consiste à, pour une taille de problème fixée, augmenter le
nombre de processeurs et analyser le temps de résolution. Idéalement, la résolution
doit être linéaire. Dans le cas d’une application parallélisable, l’objectif est de trouver
le point où un temps de calcul raisonnable est atteint tout en limitant les surcharges
de calculs induites par la parallélisation. L’accélération est définie alors comme le
gain d’un calcul parallèle avec p processus par rapport au même algorithme sur un
nombre de processus de référence noté pref (voir (6.57)) :

Ssppq “
tref
tp
pref , (6.57)

avec tref le temps de résolution avec pref processus et tp le temps de résolution pour
le même problème avec p processus.

2. La scalabilité faible consiste à augmenter le nombre de processus et la taille du
problème proportionnellement, de telle sorte que la quantité de données à traiter
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par processus reste constante. Dans le cas d’une scalabilité faible idéale, un temps
d’exécution constant du programme devrait être atteint. Cela correspond à une effica-
cité constante qui est donc indépendante du nombre de processus. Dans ce contexte,
l’accélération est définie par (6.58) :

Swppq “
tref
tp
p (6.58)

Dans les deux cas de scalabilité, l’efficacité E fournit une évaluation de la "performance"
du calcul parallèle. Celle-ci est défini par :

Esppq “
Ssppq

p
et Ewppq “

Swppq

p
. (6.59)

On prendra pref “ 48 (et non pref “ 1), ce qui correspond à prendre un noeuds complet de
la machine Irene [167] du "Très grand centre de calcul" (TGCC) du CEA. Ce choix est fait
pour enlever un effet d’accélération ou de parasitisme qui viendrait du fait qu’on utilise pas
le nœuds entièrement.

Pour pouvoir mesurer les temps de résolution, on fixe le nombre d’itérations de l’algo-
rithme de Newton-Raphson.

Les temps de résolution ttot sont données en trois parties :
1. Le temps ta d’assemblage des matrices (G, Â, R̂, . . .)
2. Le temps tHy de la résolution avec la bibliothèque Hypre du système (6.32), p. 150 (

qui comprends l’envoie et le rapatriement des données).
3. Le temps tu,p du calcul explicite de U et P (6.27), p. 149 et (6.29), p. 150.

Ces temps sont mesurés en prenants la médiane des temps relevés pour chaque processeur
(afin d’éviter les influences des extrêmes qui sont liés à des problèmes de super-calculateur).
En réalité, ces temps sont dominés par le temps de résolution des inconnues Ŵ . On représente
ces différents temps dans les tableaux 6.2, 6.3, 6.4 pour plusieurs tailles de problème (NF P

t 12 600, 3 970 674, 64 496 250u) et en faisant varier le nombre de processeurs Np associés
à la résolution. Il apparaît clairement que c’est l’étape de résolution avec la bibliothèque
Hypre qui est coûteuse en temps de calculs, d’autant plus lorsque la taille du problème est
plus importante.

Np ta tHy tu,p
12 3.58 ˆ 10´3 6.71 ˆ 10´2 5.86 ˆ 10´4

48 9.49 ˆ 10´4 4.75 ˆ 10´2 1.20 ˆ 10´4

192 3.18 ˆ 10´4 4.55 ˆ 10´2 3.83 ˆ 10´5

384 1.85 ˆ 10´4 6.11 ˆ 10´2 2.21 ˆ 10´5

Tableau 6.2 – Tableau des temps (en seconde) de résolution pour NF “ 12 600
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Np ta tHy tu,p
12 1.52 ˆ 100 4.86 ˆ 101 2.27 ˆ 10´1

48 4.14 ˆ 10´1 1.54 ˆ 101 4.77 ˆ 10´2

192 1.20 ˆ 10´1 3.84 ˆ 100 1.44 ˆ 10´2

384 6.57 ˆ 10´2 1.99 ˆ 100 7.63 ˆ 10´3

Tableau 6.3 – Tableau des temps (en seconde) de résolution pour NF “ 3 970 674

Np ta tHy tu,p
384 1.84 ˆ 100 2.29 ˆ 102 2.74 ˆ 10´1

1536 4.92 ˆ 10´1 3.92 ˆ 101 7.48 ˆ 10´2

3072 2.54 ˆ 10´1 2.04 ˆ 101 3.11 ˆ 10´2

6144 1.36 ˆ 10´1 9.60 ˆ 100 1.63 ˆ 10´2

Tableau 6.4 – Tableau des temps (en seconde) de résolution pour NF “ 64 496 250

Dans cette section, nous présentons une analyse des performance du code avec hybrida-
tion. Pour cela, nous évaluerons la méthode pour la scalabilité faible et la scalabilité forte.
Considérons pu, pq le couple solution des équations de Stokes prescrit par (6.60) pour d “ 3
avec f “ 0. On posera Re “ 100 et le temps final sera t “ 10´3

pu, pq “

ˆ

Re

¨

˚

˚

˝

´ cosp2πpx1 `
1
4qq sinp2πpx2 `

1
2qqexpp´8π2tq

sinp2πpx1 `
1
4qq cosp2πpx2 `

1
2qqexpp´8π2tq

0

˛

‹

‹

‚

, 0
˙

(6.60)

On peut alors étudier la scalabilité forte et faible pour la méthode hybride.

Scalabilité forte

Dans les figures 6.6 et 6.7, on trace l’accélération et l’efficacité pour la scalabilité forte
en fonction du nombre de processeurs et pour différentes tailles de problème. Celles-ci sont
caractérisées par le nombre de faces du maillages NF . Comme attendu, sur un problème don-
née, trop augmenter le nombre de processeurs diminue l’efficacité de la résolution. Pour une
taille de problème raisonnable, nous retrouvons bien une droite linéaire pour l’accélération
et une constante à 1 pour l’efficacité.
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Figure 6.6 – Accélération pour la scalabilité forte en fonction du nombre de processeurs
et pref “ 48 pour le temps de résolution tHy.
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Figure 6.7 – Efficacité pour scalabilité forte en fonction du nombre de processeurs et
pref “ 48 pour le temps de résolution tHy.

Scalabilité faible

On représente dans les figures 6.8 et 6.9 l’accélération et l’efficacité dans le cadre de la
scalabilité faible en fonction du nombre de processeurs utilisés pour la résolution. La charge
par processeur est calculée avec le nombre de faces divisé par le nombre de processeurs
affectés à la tache (Cp “ NF {Np). On peut voir que l’efficacité diminue fortement lorsque
les processeurs ne sont pas assez chargés. Autrement, pour des fortes charges NF {p » 703,
celle-ci reste proche de 0.7. Nous observons les mêmes effets sur l’accélération.

Dans les figures 6.10 et 6.11, on trace l’accélération dans le cadre de la scalabilité faible
pour le temps d’assemblage des matrices et pour la résolution de U et P en fonction du
nombre de processeurs. On peut voir que l’accélération est linéaire et donc que ces étapes
se parallélisent très bien, de manière quasi-indépendante de la charge.
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Figure 6.8 – Accélération pour la scalabilité faible en fonction du nombre de processeurs
et avec pref “ 48 pour le temps de résolution tHy.
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Figure 6.9 – Efficacité pour la scalabilité faible en fonction du nombre de processeurs et
avec pref “ 48 pour le temps de résolution tHy.
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Figure 6.10 – Accélération pour l’étape d’assemblage (caractérisée par le temps ta) avec
une scalabilité faible en fonction du nombre de processeurs et avec pref “ 48.

163



 10

 100

 1000

 10000

 100  1000

S
w

(p
)

Np

NF/p≈83

NF/p≈173

NF/p≈353

NF/p≈703

Figure 6.11 – Accélération pour l’étape de résolution (caractérisée par le temps tu,p) avec
une scalabilité faible en fonction du nombre de processeurs et avec pref “ 48.
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Conclusion et Perspectives

Cette thèse porte sur les schémas numériques non conformes appliqués aux équations
discrètes de Navier-Stokes présents dans le code TrioCFD. L’objectif de cette thèse était
d’élaborer un nouveau schéma numérique pour les équations de Navier-Stokes en 3D, qui
présenterait une précision comparable à celle du schéma P1

nc´pP 0
disc`P 1

q. Ce schéma serait
construit en utilisant l’élément fini mixte P1

nc ´ P 0
disc, avec un schéma MPFA symétrique

pour la discrétisation du gradient de pression. Il n’introduirait pas de degrés de liberté
supplémentaires et ne modifierait pas les matrices de masse M ou de convection LpUn

q.
À l’issue de cette thèse, ce schéma a été implémenté. Celui-ci est décrit dans le chapitre 4.

Ce schéma a été implémenté en 2D sur une maquette Octave et en 3D dans le code TrioCFD.
Nous avons également décrit plusieurs variantes de ce schéma, notamment pour la discréti-
sation du bord du domaine. Les schémas résultants présentent une meilleure consistance et
donc une meilleure robustesse vis-à-vis de la viscosité, ainsi qu’une meilleure représentation
de la physique. Cette thèse représente également une construction hybride d’un schéma entre
le monde des volumes finis et celui des éléments finis, ouvrant ainsi plusieurs perspectives.

Cette thèse constitue une étude approfondie d’un schéma utilisé dans le code TrioCFD,
visant à améliorer l’efficacité en terme de coût de calcul et de robustesse par rapport au
schéma P1

nc´pP 0
disc`P 1

q. Elle est structurée en 5 chapitres, chacun poursuivant les objectifs
suivants :

1. Le chapitre 1 est une introduction générale sur la thèse.
2. Le chapitre 2 est une introduction qui commence par présenter les notions mathéma-

tiques utilisées dans le rapport, puis énonce le contexte physique de cette thèse.
3. Le chapitre 3 présente les différentes discrétisations sur lesquelles s’appuie cette thèse.

Il aborde la problématique, les enjeux et les alternatives existantes ainsi que leurs
limites.

4. Le chapitre 4 présente le nouveau schéma pour les équations de Stokes (1.2), p. 12.
Ce schéma génère une meilleure approximation des vitesses à divergence nulle, sans
ajouter de degrés de liberté et sans modifier la matrice de masse ou le terme de
convection. Plusieurs variantes de ce schéma sont ensuite étudiées, et une analyse
numérique de la stabilité du schéma est proposée. Enfin, ce schéma est comparé avec
les schémas de discrétisation proposés par les thèses de [5, 6] et l’article de [34].

5. L’objectif du chapitre 5 est d’étendre ce schéma aux équations de Navier-Stokes en
3D afin d’établir un schéma avec une pression P 0

disc qui sera plus précis que le schéma
P1
nc´P 0

disc pour des applications où la viscosité est faible. Ce schéma est ensuite testé
numériquement et comparé aux schémas de discrétisation abordés précédemment.

6. Enfin, l’objectif du chapitre 6 est de proposer une amélioration du schéma de Crouzeix-
Raviart P1

nc ´ P 0
disc permettant une résolution plus rapide en parallèle grâce à une

technique d’hybridation qui correspond à une méthode de décomposition de domaine
cellule par cellule.

Finalement, les travaux de cette thèse répondent à la problématique énoncée plus tôt.
Le schéma P1

nc ´ P 0
Mps est un bon candidat pour réaliser des calculs en 3D. Ces propriétés
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d’approximations ont été illustrées dans la section 5.3, p. 131, montrant notamment la
robustesse du schéma par rapport à la viscosité et par rapport à la consistance. Néanmoins,
quelques limites ont été mises en exergue dans cette thèse :

1. Les résultats numériques ont été fortement limités par les schémas de convection
implémentés qui étaient soit trop instables, soit avec une convergence dégradée.

2. Le temps de calcul a été peu probante. En effet, les schémas présents dans TrioCFD
sont massivement parallélisés avec des préconditionneurs bien adaptés, contrairement
au schéma P1

nc ´ P 0
Mps. Un axe d’amélioration serait de proposer un bon précondi-

tionneur et une résolution adaptée au schéma.
3. L’analyse numérique du schéma n’a pas pu être réalisée car la condition inf-sup n’a

pu être établie.

Ces limitations étant prises en compte, les travaux de cette thèse ont également permis
d’envisager les perspectives suivantes :

1. La première perspective envisagée est d’étendre ce schéma aux mailles polyédriques.
C’est ce qu’a réalisé Antoine Gerschenfeld avec le schéma PolyVEF_P0, qui permet
d’utiliser des inconnues de vitesses vectoriels aux faces avec d composantes et des
gradients calculés avec des méthodes MPFA.

2. La discrétisation en pression étant faite par un schéma MPFA, il est possible d’échan-
ger celui-ci avec un des schémas présentés dans la sous-section 4.1.5, p. 96. Par
ailleurs, dans le schéma PolyVEF_P0, il est possible de choisir une discrétisation
mixte entre le schéma MPFA symétrique et deux autres schémas MPFA-O (non pré-
sentés dans ce manuscrit). Certains schéma MPFA-O peuvent être plus précis mais
moins stable (ou moins coercive), cette méthode permet d’optimiser la précision du
schéma.

3. Nous avons vu dans la section 4.3, p. 109 que certaines configurations du maillage sur
le bord du domaine n’étaient pas compatibles avec certaines de nos discrétisations
sur le bord. Dans ce cas, il est possible de considérer seulement une seule inconnue de
pression sur le bord afin d’obtenir un système complet tout en gardant la propriété de
consistance exacte pour les pressions affines. Néanmoins, cela implique que le schéma
résultant ne sera plus exactement le schéma MPFA symétrique. En particulier, cela
pourra ajouter de l’instabilité au schéma.
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Résumé en français

Dans le cadre de la sécurité nucléaire, le Laboratoire de Modélisation et de Simulation
en mécanique des Fluides (LMSF) développe le code TrioCFD, qui permet la résolution
des équations de Navier-Stokes. Pour les maillages de simplexes, la discrétisation spatiale
du code TrioCFD est basée sur les éléments finis non conformes de Crouzeix-Raviart [33]
(noté P1

nc´P 0
disc) : l’espace de discrétisation des composantes de la vitesse est l’espace P 1

nc et
l’espace de discrétisation de la pression est l’espace composé de fonction affines et constantes
(noté P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

q) ce qui permet de réduire les courants parasites et d’améliorer la
précision [7, 5]. Cette amélioration est optimale en 2D, mais en 3D [6], il faut rajouter
un nombre important de degrés de liberté pour la pression qui rendent la résolution plus
coûteuse en nombre d’opérations et en empreinte mémoire.

Le but de ces travaux est d’obtenir un schéma aussi précis que le schéma P1
nc´pP 0

disc`P
1
q

avec moins de degrés de liberté pour la pression et une discrétisation efficace des équations
de Navier-Stokes.

Dans cette optique, une nouvelle méthode de discrétisation avec les éléments finis de
Crouzeix-Raviart non conformes pour la vitesse et un schéma MPFA symétrique (Multipoint
Flux Approximations) pour la pression est proposée. Son principe en 2D est de découper les
mailles triangulaires en trois quadrangles en reliant les milieux des arêtes et le barycentre
des éléments. Ensuite, en introduisant des inconnues aux tiers des arêtes pour la pression, on
peut définir un gradient de pression constant pour chaque quadrangle. Enfin, en imposant la
continuité des flux de ces gradients à travers les arêtes, on peut alors substituer les inconnues
des arêtes par celles des cellules dans le système global. Pour éliminer les inconnues de
pression des arêtes sur le bord, on y impose une condition. Cette méthode livre des résultats
prometteurs et est un bon compromis entre les schémas P1

nc ´ P 0
disc et P1

nc ´ pP 0
disc ` P 1

q.
Une autre approche développée dans cette thèse est une méthode d’hybridation appliquée

au schéma P1
nc ´ P 0

disc permettant une résolution couplée de la vitesse et de la pression via
des inconnues auxiliaires introduites en amont et conduisant à la résolution de systèmes
fortement parallélisables.
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Résumé en anglais

In the context of nuclear safety, the Laboratoire de Modélisation et de Simulation en
Mécanique des Fluides (LMSF) is developing the TrioCFD code, which enables the re-
solution of the Navier-Stokes equations. For simplex meshes, the TrioCFD code’s spatial
discretization is based on the non-conforming finite element of Crouzeix-Raviart [33] (de-
noted P1

nc ´ P 0
disc) : the discretization space for velocity components is the P 1

nc space and
the discretization space for pressure is the space composed of affine and constant functions
(denoted P1

nc ´ pP 0
disc `P 1

q), which reduces parasitic currents and improves accuracy [7, 5].
This improvement is optimal in 2D, but in 3D [6], a large number of pressure degrees of
freedom must be added, making the resolution more costly in terms of number of operations
and memory footprint.

The aim of this work is to obtain a scheme as accurate as the P1
nc ´ pP 0

disc `P 1
q scheme,

with fewer degrees of freedom for the pressure and an efficient discretization of the Navier-
Stokes equations.

With this in mind, a new discretization method using non-conforming Crouzeix-Raviart
finite elements for velocity and a symmetrical MPFA (Multipoint Flux Approximations)
scheme for pressure is proposed. Its principle in 2D is to cut triangular meshes into three
quadrangles by connecting the middles of the edges and the barycenters of the elements.
Then, by introducing unknowns for pressure at thirds of the edges, we can define a constant
pressure gradient for each quadrangle. Finally, by imposing continuity of flow for these
gradients across the edges, we can then substitute the unknowns of the edges with those
of the cells in the overall system. To eliminate the edge pressure unknowns, a condition
is imposed.This method delivers promising results and is a good compromise between the
P1
nc ´ P 0

disc and P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
q schemes.

Another approach developed in this thesis is a hybridization method applied to the P1
nc´

P 0
disc scheme, enabling coupled resolution of velocity and pressure via auxiliary unknowns

introduced upstream and resulting in the resolution of highly parallelizable systems.
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Annexe A

Formules d’intégrations

Les formules d’intégration jouent un rôle crucial dans les schémas numériques. En effet,
il n’est pas toujours possible de réaliser une intégration exacte dans les formulations varia-
tionnelles ou dans les intégrations sur les volumes finis. Pour les éléments finis, deux cas
sont alors possibles : si l’expression dépend entièrement des coefficients barycentriques, il
est possible de réaliser une intégration exacte en utilisant (3.7), p. 40. Sinon, on peut appli-
quer des formules de quadrature. Dans la suite, nous présentons les formules d’intégration
utilisées dans le manuscrit. Nous considérons un triangle Tℓ, ℓ P IT .

Formules d’intégration de bas ordre
Nous présentons d’abord deux formules d’intégration de bas ordre [21, p71]. Elles sont

toutes les deux issues des formules d’intégration de Gauss. Pour des compléments de réfé-
rence, l’auteur pourra consulter [168, 169, 170]. Considérons une fonction gpxq P L2

pΩq.
— Première formule d’intégration :
Cette formule s’écrit :

ż

Tℓ

gpxq dx »
|Tℓ|

d ` 1
ÿ

iPIS,Tℓ

gpO⃗Siq (A.1)

Cette formule de quadrature consiste à prendre la somme de l’évaluation de la fonction g
aux différents sommets du triangle Tℓ. Elle est exacte pour des polynômes d’ordre 1 et utilise
les degrés de liberté des éléments finis P 1 de Lagrange.

— Seconde formule de quadrature :
Cette formule s’écrit :

ż

Tℓ

gpxq dx »
|Tℓ|

d ` 1
ÿ

fPIF,Tℓ

gpO⃗M f q (A.2)

Cette formule de quadrature consiste à prendre la somme de l’évaluation de la fonction
g aux barycentres des facettes Mf , f P IF,Tℓ

(ie arêtes en 2D, faces en 3D) du triangle Tℓ.
Elle est exacte pour des polynômes d’ordre 2 en 2D et exacte pour des polynômes d’ordre
1 en 3D. Elle utilise les degrés de liberté des éléments finis P 1

nc.

Formule d’intégration de haut ordre
Intégration d’Hammer-Marlow-Stroud [171]
Ces formules d’intégrations sont données par des tables exprimées pour le triangle de

référence T̂ . Elles sont d’ordres variables, mais s’écrivent sous la forme générique suivante :
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ż

Tℓ

gpxq dx “ d!|Tℓ|
ż

T̂

gpx̂q dx̂ “
ÿ

i

wi g
` ξi
ηi

˘

(A.3)

Avec x̂ “
` ξi
ηi

˘

.

Les tables sont trouvable dans l’annexe C de [172] et [173, p. 780].
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Annexe B

Etude du caractère bien posé de deux
problèmes mixtes abstraits

Dans cette partie, on se propose de parler brièvement de l’existence et l’unicité de la
solution d’un problème mixte abstrait. Les résultats présentés sont applicables sur le pro-
blème continu, ainsi que sur le problème discret. Dans le premier cas, on peut s’assurer de
l’existence et de l’unicité de la solution de notre problème alors que dans le second cas, on
peut aussi savoir si le schéma numérique va converger vers la solution continue.

Étude préliminaire d’un problème non-mixte

Lorsque l’on s’intéresse à un problème non-mixte, on peut alors utiliser le théorème de
Lax-Milgram (cf. théorème 20, p. 172). Considérons le problème suivant :

Problème: 27. Trouver u P H1
pΩq

#

´∆u “ f dans Ω
u “ 0 sur BΩ

(B.1)

où f P H´1
pΩq. On multiplie (B.1) par v P H1

pΩq et intègre sur le domaine Ω.

´

ż

Ω
v∆u dx “ă f, v ąH1pΩq

On intègre par partie le terme de gauche en utilisant la première formule de Green du
théorème 4. On obtient :

ν

ż

Ω
gradu ¨ grad v dx “ă f, v ąH1

0 pΩq

De plus, comme u P H1
pΩq, en utilisant le théorème de la trace (voir Théorème 2, p. 25),

on observe que la condition limite u “ 0 sur BΩ implique que l’on peut chercher u P H1
0 pΩq

La formulation variationnelle est donc :

Problème: 28. Trouver u P H1
0 pΩq tel que

ż

Ω
gradu ¨ grad v dx “ă f, v ąH1

0 pΩq dx @v P H1
0 pΩq (B.2)

avec f P L2
pΩq
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Si on pose
apu, vq :“

ż

Ω
gradu ¨ grad v dx

et
l :“

ż

Ω
f.v dx

le problème se reformule :

Problème: 29. Trouver u P H1
0 pΩq tel que

apu, vq “ lpvq @v P H1
0 pΩq (B.3)

Alors le théorème de Lax-milgram s’énonce ainsi :

Théorème 20. (Lax-Milgram). Soit U un espace de Hilbert réel. Si a : U ˆ U Ñ R est
une forme bilinéaire continue et f P U 1 (où U 1 est le dual de U) et que a est coercive sur U ,
i.e. il existe C tel que

apv, vq ą C||v||
2
U

alors le problème
apu, vq “ă f, v ąU @v P U

est bien posé et admet une unique solution u telle que

||u||U ď C´1
||f ||U 1

Sa démonstration est donnée dans [174, p. 94].
Ce théorème nous donne l’existence et l’unicité d’un problème non-mixte en montrant

la continuité de la forme bilinéaire et de la forme linéaire du second membre ainsi qu’une
condition supplémentaire : la coercivité de la forme bilinéaire.

Pour revenir au problème du laplacien, afin de montrer l’existence et l’unicité de la
solution du problème variationnel, on utilise le Théorème 20.
On doit donc montrer que la forme linéaire l est continue et que la forme bilinéaire a est
coercive et continue.
On suppose que la forme linéaire l est continue :

lpvq “ă f, v ąH1
0 pΩqď }l} }v}H1

0 pΩq.

La continuité de la forme bilinéaire a se montre par l’inégalité de Cauchy-Schwarz. La
coercivité se montre par l’inégalité de Poincaré :

@u P H1
0 pΩq,

ż

Ω
gradu ¨ gradu dx ě CΩ}u}H1

0 pΩq.

Le problème est donc bien posé, il admet une unique solution. Le théorème de Lax-Milgram
est un cas particulier du théorème BNB ( Banach-Nečas-Babuška ) :

Théorème 21. (Banach-Nečas-Babuška) Soient V et W deux espaces de Hilbert et a
une forme bilinéaire continue sur V ˆW . Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour toute forme linéaire continue l sur W , il existe un unique u P V tel que :

apu,wq “ lpwq, @w P W.
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2. Les deux conditions suivantes sont vérifiées :

Dα ą 0, inf
vPV

ˆ

sup
wPW

apv, wq

}v}V }w}W

˙

ě α

`

@v P V, apv, wq “ 0q ùñ w “ 0

Dans le cas où ces deux propositions sont vérifiées, alors l’unique solution u vérifie :

}u}V ď
}l}W 1

α

Le théorème BNB a été énoncé par Nečas en 1962 [175]. L’importance de cette contri-
bution pour l’analyse des schémas d’éléments finis a été mise en avant par Babuška en 1972
[176]

Formulation d’un problème abstrait symétrique

Lorsqu’on s’intéresse à un problème mixte symétrique, on peut utiliser un autre théorème
avec une forme plus adaptée pour les problèmes mixtes. Pour cela, on introduit le problème
abstrait suivant :

Soient X et M deux espaces de Hilbert et deux formes bilinéaires.
#

a : X ˆ X Ñ R
b : X ˆ M Ñ R

(B.4)

on veut résoudre le problème suivant :

Trouver pu, pq P X ˆ Y tels que :
#

apu, vq ` bpv, pq “ă f, v ąX @v P X

bpu, qq “ 0 @q P M
(B.5)

alors, on a le théorème suivant [39, Lemme 4.1, p.58] :

Théorème 22. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Dβ ą 0 tel que inf
qPM,q‰0

sup
vPX

bpv, qq

}v}X}q}M
ě β

2. Il existe un isomorphisme B’ de M sur V ˝ vérifiant les propriétés suivantes :

bpv, qq “ă v;B1q ąX @q P M, }q}M ď
1
β

}B1q}X 1

où V ˝ est le polaire de V est défini par V ˝ :“ th P X 1
{@v P V,ă h, v ą“ 0u.

3. Il existe un isomorphisme B de VK sur M’ vérifiant :

bpv, qq “ă Bv; q ąM @v P V K, }v}X ď
1
β

}Bv}M 1

où V K est l’orthogonal de V est défini par V K :“ tv P X { @w P V, pv, wq “ 0u

On peut alors utiliser ce théorème pour démontrer le théorème de Babuška-Brezzi [176,
177] :
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Théorème 23. (Babuška-Brezzi) Soient deux espaces de Hilbert X et M . Considérons
ap¨, ¨q et bp¨, ¨q deux formes bilinéaires, telles que :

a :
#

X ˆ X Ñ R
pu, vq ÞÑ apu, vq

b :
#

X ˆ M Ñ R
pu, pq ÞÑ bpu, pq

(B.6)

Si les formes bilinéaires ap¨, ¨q et bp¨, ¨q vérifient les hypothèses suivantes :
(1) a et b sont continues, c’est-à-dire qu’il existe des constantes Ca, Cb ą 0 telles que :

@u P X,v P X, apu, vq ď Ca}u}X}v}X (B.7)

@u P X, q P M, bpu, qq ď Cb}u}X}q}M (B.8)
(2) a est coercive sur V :“ tv P X, bpv, qq “ 0, @q P Mu :

Dα ą 0, apv, vq ě α}v}
2
X @v P V (B.9)

(3) b satisfait la condition inf-sup :

Dβ, inf
qPM
q‰0

sup
vPX
v‰0

bpv, qq

}v}X
ě β}q}M (B.10)

Alors le problème (B.5) admet une unique solution pu, pq P X ˆ M

La preuve de ce théorème est donnée par exemple dans [39, p. 59].

Remarque 44. La condition 3 du théorème 23, p. 174 est équivalente à

@q P M , Dv P X tel que bpv, qq ě β||q||M ||v||X .

Si l’on se place dans les conditions du théorème 23, p. 174, on a alors le théorème suivant :

Théorème 24. Si les hypothèses 1,2,3 du théorème 23, p. 174, alors pour tout f P X 1, il
existe une unique solution au problème pu, pq. De plus, on a

}u}X ď
1
α

`

}f}X 1 `
}a}

β
}g}M 1

˘

,

}p}M ď
1
β

`

}f}X 1 `
}a}

α

`

}f}X 1 `
}a}

β
}g}M 1

˘˘

.
(B.11)

Démonstration. On considère le problème B.5 tel que la condition (B.10), p. 174 soit vraie,
ainsi que les hypothèses 1 et 2 du théorème 23, p. 174. Alors, on peut écrire qu’il existe un
unique ug P V K tel que

Bug “ g et }ug} ď
1
β

}g}M 1 ,

@q P M, ă Bug; q ą“ă g, q ąM .

Si on pose u0 “ u ´ ug, le problème s’écrit : Trouver u0 dans V tel que :

@v P V, apu0, vq “ă f, v ąX ´apug, vq

On peut alors appliquer le théorème de Lax-Milgram énonçant qu’il existe un unique u0
dans V qui vérifie alors :

α}u0}
2
X ď apu0;u0q “ă f ;u0 ąX ´apug;u0q,

α}u0}
2
X ď }f}X 1}u0}X ` }a}}ug}X}u0}X ,

}u0}X ď
1
α

p}f}X 1 ` }a}}ug}Xq.
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Or u “ u0 ` ug, donc on a l’existence et l’unicité de u pour le problème (B.5). Maintenant,
on peut écrire un problème indépendant pour la pression et on pourra étudier l’unicité et
l’existence de p. On peut écrire avec la première équation de (B.5) :

@v P X, bpv, pq “ă f ; v ąX ´apu, vq

On définit F la forme linéaire suivante :

@v P X,ă F ; v ąX“ă f ; v ąX ´apu, vq

De façon à ce qu’on ait :
@v P V, ă F ; v ąX“ 0,

ce qui veut dire que F P V ˝. Le théorème 22 énonce l’existence d’un isomorphisme B1 de M
sur V ˝ :

D!p P M, B1p “ F,

et donc
D!p P M, @v P X, bpv, pq “ă f ; v ąX ´apu; vq,

ainsi que
}p}M ď

1
β

}F }X 1 .

Or, par définition de F
}F }X 1 ď }f}X 1 ` }a}}u}X .

Ce qui donne finalement
}p}M ď

1
β

`

}f}X 1 ` }a}}u}X
˘

.

Formulation d’un problème abstrait non-symétrique

Si l’on considère un problème non-symétrique, on peut donner un résultat analogue au
précédent. On se propose dans cette partie de rappeler les résultats contenus dans [129]. Le
problème étant plus générale, les notations sont changées par rapport à ce qui précède et
correspondent à l’article cité. Ainsi, on définit Q1,Q2,V1,V2, des espaces de Hilbert, leurs
normes associées }¨}Qi

, }¨}Vi
, @i P t1, 2u, ainsi que les formes bilinéaires b1pv2, θ1q et b2pv1, θ2q

telles qu’on puisse considérer le problème suivant :
Trouver les fonctions u P V1 et ϕ P Q2 telles que :

"

apu, v2q ` b1pv2, ϕq “ ă f, v ąX @v2 P V2
b2pu, ψ2q “ ă g, ψ2 ąQ2 @ψ2 P Q2

(B.12)

avec f P V 1
2 et g P Q1

2
Pour i “ 1, 2, on définit l’espace

Zi :“ tzi P Vi { bipzi, θiq “ 0, @θi P Qiu, (B.13)
et son complémentaire

Wi :“ ZK
i , (B.14)

dans Vi tel que
Vi “ Zi ` Wi. (B.15)

On considère les hypothèses suivantes :
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Hypothèse 8. Soit le problème (B.12), on suppose qu’il existe Ki, γi, ζi, i “ 1, 2 tels que :

1. La forme bilinéaire apv1, v2q définie pour v1 P V1, v2 P V2 est continue :

apz1, z2q ď M}z1}V1}z2}V2 pour zi P Vi, i “ 1, 2. (B.16)

2. La forme bilinéaire a est coercive :

sup
}Z2}“1

apz1, z2q ě δ}z1}V1 , sup
z1

pz1, z2q ą 0. (B.17)

3. Pour i “ 1, 2, les formes bilinéaires bi sont continues :

|bipvi, ψiq| ď Ki}vi}Vi
}ψi}Qi

@vi P Vi, ψi P Qi. (B.18)

4. Pour i “ 1, 2, les formes bilinéaires bi respectent une condition inf-sup :

sup
}ψi}“1

|bipvi, ψiq| ě γi}vi}Vi
et sup

viPVi

bpvi, ϕiq ą 0, @ϕi P Qi, ϕi ‰ 0. (B.19)

En admettant ces hypothèses, on peut montrer le théorème suivant :

Théorème 25. Sous les hypothèses 8, le problème B.12 admet une unique solution u P V1
et ϕ P Q1 et il existe des constantes cij, i, j “ 1, 2 telles que :

}u} ď c11}f} ` c12}g}, }ϕ} ď c21}f} ` c22}g}.

La preuve se trouve dans [129]. L’intérêt de ce résultat réside dans le fait que pour
montrer l’existence et l’unicité d’un problème mixte non-symétrique, il suffit de montrer
deux conditions inf-sup (B.19).

Discussion sur la condition inf-sup discrète

Afin de montrer que le schéma d’un problème mixte est convergent, on utilise aussi le
théorème 23, p. 174 et en particulier, la condition inf-sup. Cette condition apporte beaucoup
d’éléments importants pour le schéma numérique étudié. D’une part, elle est une condition
nécessaire et suffisante à la stabilité du schéma numérique. D’autre part, si la constante
est très petite (plus petite que la précision machine) ou si elle est dépendante du pas du
maillage ( si elle tend vers 0 lorsque le pas du maillage tends vers 0) une dégradation de la
convergence peut être constater. Lorsque cette constante vaut 0, le problème est mal posé.
C’est pour cela que l’étude de la constante β de la condition inf-sup est nécessaire à l’étude
du schéma numérique.

Opérateur de fortin
Lorsqu’on veut montrer la condition Inf-Sup discrète, il peut être intéressant de montrer

qu’il existe un projecteur ΠX
h de X dans Xh qui joue le rôle d’un opérateur de fortin [15,

Section 8.4.1]. C’est à dire :

bpu ´ ΠX
puq, qhq “ 0, @u P X, qh P Mh,

}ΠX
puq}X ď c}u}X.

(B.20)

Si ΠX est un opérateur de fortin, alors la condition inf-sup est vérifiée pour Xh ˆ Mh [15,
Proposition 8.4.1, p.469].
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B.1 Analyse d’erreur de consistance pour les schémas
conformes

Dans cette partie, nous nous intéressons à l’analyse d’erreur d’un schéma conforme pour
le problème B.5, p. 173. Pour cela, on essaie de majorer les "erreurs de consistance" suivantes :
}u ´ uh}X et }p ´ ph}M . D’abord on établit la majoration de }u ´ uh}X.

Majoration de }u ´ uh}X

Soit vh P Vh :

apuh ´ vh,uh ´ vhq “ apuh,uh ´ vhq ´ apvh,uh ´ vhq

ν}uh ´ vh}
2

“ ă f ,uh ´ vh ą ´bpuh ´ vh, phq ´ apvh,uh ´ vhq

Or, par linéarité, uh ´ vh P Vh et donc :

bpuh ´ vh, phq “ 0

En utilisant la coercivité de a :

apuh,vhq “ νpGrad uh,Grad vhqL2pΩq

on a :
ν}uh ´ vh}

2
X “ apuh ´ vh,uh ´ vhq

et donc :
ν}uh ´ vh}

2
X “ pf ,uh ´ vhqL2pΩq ´ apvh,uh ´ vhq

En utilisant le fait que uh est solution du problème, on peut écrire :

apu,uh ´ vhq ` bpuh ´ vh, pq “ pf ,uh ´ vhqL2pΩq

et on peut donner l’égalité suivante :

ν}uh ´ vh}
2
X “ apu,uh ´ vhq ` bpuh ´ vh, pq ´ apvh,uh ´ vhq

ν}uh ´ vh}
2
X “ apu ´ vh,uh ´ vhq ` bpuh ´ vh, pq

et en utilisant le fait que uh ´ vh P Vh, et par définition de Vh :

bpuh ´ vh, qhq “ 0, @qh P Mh

et donc
ν}uh ´ vh}

2
X “ apu ´ vh,uh ´ vhq ` bpuh ´ vh, p ´ qhq

et en utilisant les propriétés de continuité des formes bilinéaires a et b et }div pu ´ vhq} ď

d}uh ´ vh}X :

ν}uh ´ vh}
2
X ď ν}uh ´ vh}X}u ´ vh}X ` d}uh ´ vh}X}p ´ qh}M

ν}uh ´ vh}X ď ν}u ´ vh}X ` d}p ´ qh}M

En utilisant ensuite une inégalité triangulaire, on obtient :

}u ´ uh}X ď }u ´ vh}X ` }uh ´ vh}X

En appliquant cette inégalité à la précédente, on a alors :

}u ´ uh}X ď 2}u ´ vh}X `
d

ν
}p ´ qh}M
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Et en utilisant le fait que cette inégalité est vraie pour tout vh P Vh, qh P Mh :

}u ´ uh}X ď 2 inf
vhPVh

}u ´ vh}X `
d

ν
inf

qhPMh

}p ´ qh}M

Il faut alors donner une majoration de inf
vhPVh

}u´vh}X, pour cela on donne la proposition
suivante :
Proposition 28. On suppose que b est continue sur Xh ˆMh et vérifie la condition inf-sup
(2.44) avec la constante βh, alors @u P V :

inf
vhPVh

}u ´ vh}X ď

ˆ

1 `
}b}

βh

˙

inf
whPXh

}u ´ w}X (B.21)

La preuve de ce théorème est donnée dans [39, p. 115]. En utilisant la proposition pré-
cédente, on obtient :

}u ´ uh}X ď 2
ˆ

1 `
d

βh

˙

inf
vhPXh

}u ´ vh}X `
d

ν
inf

qhPMh

}p ´ qh}M (B.22)

Cette majoration est utile car elle assure la convergence lorsque l’espace X est approché par
Xh en ordre 1 par rapport à la norme } ¨ }X et lorsque M est approché à l’ordre 1 par Mh

pour la norme } ¨ }M . Ensuite, il reste à trouver la majoration de }p ´ ph}M

Majoration de }p ´ ph}M

Soit qh P Mh, en utilisant la condition inf-sup, on obtient :

βh}ph ´ qh}M ď sup
vhPXh

bpvh, ph ´ qhq

}vh}X
bpvh, ph ´ qhq “ bpvh, phq ´ bpvh, qhq

“ ă f,vh ą ´apuh,vhq ´ bpvh, qhq

“ apu,vhq ` bpvh, pq ´ apuh,vhq ´ bpvh, qhq

“ apu ´ uh,vhq ` bpvh, p ´ qhq

On a alors :

@vh P Xh, bpvh, ph ´ qhq ď ν}u ´ uh}X}vh}X ` d}vh}X}p ´ qh}M

@vh P Xh,
bpvh, ph ´ qhq

}vh}X
ď ν}u ´ uh}X ` d}p ´ qh}M

(B.23)

En passant ensuite au supremum pour tous les vh, on obtient :

sup
vhPXh

bpvh, ph ´ qhq

}vh}X
ď ν}u ´ uh}X ` d}p ´ qh}M

Ce qui nous donne avec la première inégalité (B.23) :

βh}ph ´ qh}M ď ν}u ´ uh}X ` d}p ´ qh}M

Or, avec l’inégalité triangulaire :

}p ´ ph}M ď }p ´ qh}M ` }qh ´ ph}M

On obtient alors :

}p ´ ph}M ď
ν

βh
}u ´ uh}X `

`

1 `
d

βh

˘

}p ´ qh}M

En utilisant la majoration B.22
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}p ´ ph}M ď
}a}

βh

ˆ

1 `
}a}

ν

˙ˆ

1 `
}b}

βh

˙

inf
vhPXh

}u ´ vh}X (B.24)

`

ˆ

1 `
}a}}b}

νβh
`

}b}

βh

˙

inf
qhPMh

}p ´ qh}M (B.25)

B.2 Analyse d’erreur de consistance pour les schémas
non-conformes

Analyse d’erreur de consistance

Contrairement au cas conforme, dans le cas non-conforme, on rajoute une erreur de
consistance que l’on note rhpu, pq.

ahpuh,vhq ` bhpvh, phq “ pf ,vhqL2pΩq @vh P Xh

ahpu,vhq ` bhpvh, pq “ pf ,vhqL2pΩq ` rhpu, pqpvhq @vh P Xh

ahpu ´ uh,vhq ` bhpvh, p ´ phq “ rhpu, pqpvhq @vh P Xh

De même que dans le cas conforme, on peut établir les estimations d’erreur pour le cas
non-conforme. Dans ce qui suit, on présente l’analyse d’erreur faite par V. Girault et P.-A.
Raviart [178, p.58].

Majoration de }u ´ uh}Xh

Soit wh P Xh alors :

ahpuh ´ wh,uh ´ whq “ ahpuh ´ u,uh ´ whq ` ahpu ´ wh,uh ´ whq

“ bhpuh ´ wh, p ´ phq ´ rhpu, pqpuh ´ whq ` ahpu ´ wh,uh ´ whq

Si on choisit wh P Vh :“ twh P Xh, @qh P Mh, bhpwh, qhq “ 0u et qh P Mh :

ahpuh ´ wh,uh ´ whq “ bhpuh ´ wh, p ´ qhq ´ rhpu, pqpuh ´ whq ` ahpu ´ wh,uh ´ whq

αh}uh ´ wh}Xh
ď }bh}}uh ´ wh}Xh

}p ´ qh}Mh
` }rhpu, pq}

˚
h}uh ´ wh}Xh

`}ah}}u ´ wh}Xh
}uh ´ wh}Xh

Avec
}rhpu, pq}

˚
h :“ sup

vhPXh

|rhpu, pqpvhq|

En utilisant l’inégalité triangulaire suivante : }u ´ uh}Xh
ď }u ´ wh}Xh

` }uh ´ wh}Xh
,

on obtient :

}u ´ uh}Xh
ď

ˆ

1 `
}a}

αh
`

1
αh

}rhpu, pq}
˚
h

˙

}u ´ wh}Xh
`

}bh}

αh
}p ´ qh}Mh

Avec αh la constante de coercivité discrète.
En passant à l’infimum, et en utilisant la propriété inf-sup de la forme bilinéaire bh, on

obtient (cf (28) dans le cas conitnu) :

inf
whPXh

}u ´ wh}Xh
ď
`

1 `
}bh}

βh

˘

inf
vhPXh

}u ´ vh}Xh
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On obtient finalement la majoration suivante :

}u ´ uh}Xh
ď

ˆ

1 `
}ah}

αh
`

1
αh

}rhpu, pq}
˚
h

˙ˆ

1 `
}bh}

βh

˙

}u ´ vh}Xh
`

}bh}

αh
}p ´ qh}Mh

.

(B.26)

Majoration de }p ´ ph}Mh

On utilise la propriété inf-sup (B.10), p. 174 de la forme bilinéaire bh :

βh}ph ´ qh}Mh
ď sup

vhPXh

bhpvh, ph ´ qhq

}vh}Xh

bhpvh, ph ´ qhq “ bhpvh, ph ´ pq ` bhpvh, p ´ qhq

“ rhpu, pqpvhq ´ ahpu ´ uh,vhq ` bhpvh, p ´ qhq

On a alors :

βh}ph ´ qh}Mh
ď }rhpu, pq}

˚
h ` }bh}}p ´ qh}Mh

` }ah}}u ´ uh}Xh

En utilisant ensuite une inégalité triangulaire, on établit :

}p ´ ph}Mh
ď }p ´ qh}Mh

` }qh ´ ph}Mh

En injectant cette inégalité dans la précédente, on trouve :

}p ´ ph}Mh
ď

}ah}

βh
}u ´ uh}Xh

`

ˆ

1 `
}bh}

βh

˙

}p ´ qh}Mh
`

1
βh

}rhpu, pq}
˚
h

En utilisant la majoration de }u ´ uh}Xh
(B.26), on obtient :

}p ´ ph}Mh
ď

}ah}

βh

ˆ

1 `
}ah}

αh
`

1
αh

}rhpu, pq}
˚
h

˙

`

1 `
}bh}

βh

˘

inf
vhPXh

}u ´ vh}Xh

`

ˆ

1 `
}ah}}bh}

αhβh
`

}bh}

βh

˙

inf
qhPMh

}p ´ qh}Mh
`

1
βh

}rhpu, pq}
˚
h

(B.27)

On remarque que les estimations d’erreur sont très similaires au cas conforme. Le terme
supplémentaire ajouté est l’erreur de consistance rhpu, pq.
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Annexe C

Préconditionnement du système de
pression

Dans cette section, nous rappelons pourquoi la matrice de masse de la pression est un
bon pré-conditionneur au système de pression pour les équations de Stokes (2.35), p. 33 [179,
Lemme 5.9] [180, Section 15.7]. En particulier, cela s’applique au schémas P1

nc´P 0
disc, P1

nc´

pP 0
disc ` P 1

q, P1
nc ´ pP 0

disc ` P 1
` P a

q.

Soit deux espaces X0,h,Mh approchants respectivement H1
0pΩq, L2

pΩq. On note pϕiq
NU
i“1

et ψj les fonctions de bases reliées à X0,h et MhpΩq. Si vh P X0,h et qh P Mh, alors il existe
des vecteurs V :“ pviqi“1NU P RNU et Q :“ pqjq

NP
j“1 P RNP , tels que

vh “

NU
ÿ

i“1
viϕi, qh “

NP
ÿ

j“1
qjψj.

On note MP la matrice de masse associée à la discrétisation de Mh.
Rappelons le système algébrique relié à la discrétisation des équations de Stokes avec

puh, phqX0,h ˆ Mh :
#

AU ` BtP “ F

BU “ 0
(C.1)

avec les matrices A P RNU ˆRNU , et B P RNP ˆ RNU qui sont les matrices de raideur et de
divergence.

On suppose que les conditions suivantes sont respectées :
— Condition de continuité : @pvh, qhq P X0,h ˆ Mh

ż

Ω
divh vhqh dx ď κh}vh}h}qh}L2pΩq ” xQ,BV y

2
ď CxQ,MPQyxV,AV y (C.2)

— Condition Inf-Sup discrète : @qh P Mh, Dvh tel que :
ż

Ω
divh vhqh dx ď βh}vh}h}qh}L2pΩq ” xQ,BV y

2
ě βhxQ,MPQyxV,AV y (C.3)

Une manière de résoudre le système (C.1) de manière découplé est de faire apparaître le
complément de Schur. Pour cela on écrit :

#

AU ` BtP “ F

BU “ 0
”

#

U ` A´1BtP “ A´1F

BU “ 0
”

#

U “ A´1BtP ` A´1F

BA´1BtP “ BA´1F
(C.4)
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Le système (C.1) revient donc à résoudre un problème sur la pression avec la matrice

S :“ BA´1Bt (C.5)

puis à résoudre de manière purement explicite la vitesse. Si nous devons résoudre ce système
de manière itératifs alors une manière efficace de résoudre les systèmes reliées à la vitesse
est de faire une factorisation de Cholesky de la matrice S (C.6) et de stocker les matrices
issu de cette factorisation. Le système à résoudre à chaque itération est ensuite donné par
(C.7)

S “ LLT (C.6)
avec L une matrice triangulaire.

LLTP “ BA´1F Õ

"

LZ “ BA´1F
LTP “ Z

(C.7)

La matrice S (C.5) est appelée complément de Schur. Il s’agit de la même matrice qui
apparaît lorsque l’on utilise un schéma de projection (1.9), p. 14.

Remarque 45. (Condition inf-sup uniforme) Si la constante βh est minorée indépendam-
ment du maillage, on dit que la condition inf-sup est uniforme. Dans ce cas, le nombre
d’itérations de l’algorithme du gradient conjugué est indépendant de la taille du maillage.
[73, Section 6.1].

Définition 11. Soit C P RN
ˆ RN et D P RN

ˆ RN deux matrices de tailles N ˆ M avec
N P N˚. On note

C ď D

Si pour tout q P RN , on a :
xAq, qy ď xBq, qy

Définition 12. Soit A P RN
ˆ RN une matrice définie positive de taille N ˆ M avec

N,M P pN˚
q

2. On note la norme } ¨ }A définie telle que @Q P RM

}Q}
2
A :“ sup

V PRN ,V ‰0
xAQ, V y

Cette norme est associée au produit scalaire x¨, ¨yA tel que @V P RN , Q P RM

xAV,QyA :“ xAV,Qy

On rappelle le lemme suivant [179, Lemme 5.9] :

Lemme 11. On suppose que les conditions (C.2) et (C.3) sont vérifiées. Alors la matrice
du complément de Schur S (C.5) est symétrique positive définie et telle que :

β2
hM ď S ď M (C.8)

Démonstration. La symétrie de la matrice S est induite par celle de la matrice A et donc
A´1. Le caractère définie vient du fait que le système (C.1) est inversible. Pour un vecteur
Q P RNP et V P RNU reliés à une discrétisation éléments finis pour qh P Mh et vh P Xh, on
peut écrire :

}qh}
2
L2pΩq “ xMPQ,Qy, }vh}h “ xKV, V y, pqh, divh vhq “ xQ,BV y

sup
vhPX0,h

vh‰0

pqh, divh vhq

}vh}h
“ sup

V PRNU
V ‰0

xQ,BV y

xAV, V y
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On ré-écrit la condition inf-sup avec le complément de Schur :

sup
V PRNU

V ‰0

xQ,BV y
2

xAV, V y
“ sup

V PRNU
V ‰0

xBTQ, V y
2

xAV, V y

“ sup
V PRNU

V ‰0

xA´1BTQ,AV y
2

xAV, V y

“ sup
V PRNU

V ‰0

xA´1BTQ,AV y
2

}V }A

“ }A´1BTQ }
2
A

“ xA´1BTQ,A´1BTQyA “ xBTQ,A´1BTQy “ă SQ,Q ą

En utilisant l’inégalité Inf-sup, on a :

ă SQ,Q ą“ sup
V PRNU

V ‰0

xQ,BV y
2

xAV, V y
ě pβhq

2
}qh}

2
L2pΩq

Or en utilisant la continuité de B (C.2), il vient :

ă SQ,Q ąď κ2
h}qh}

2
L2pΩq

et donc
pβhq

2
}qh}L2pΩq ď xSQ,Qy ď κ2

h}qh}L2pΩq

On rappelle la remarque suivant [180, Section 15.7].

Remarque 46. Si la condition inf-sup est uniforme, la matrice M´1
pBA´1BT

q est équi-
valente à une constante multipliée par la matrice identité (C.8). Ainsi, le nombre de condi-
tionnement de M´1

pBA´1BT
q est plus proche de un que celui de BA´1BT , surtout lorsque

κh et βh sont proches de un. La matrice MP est donc un bon pré-conditionneur.
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