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Chapitre 1

Introduction
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1.1 Contexte industriel
En France, I’énergie nucléaire est la 1 source de production d’électricité *. Elle provient
de 56 réacteurs de différents niveaux de puissance répartis sur ’ensemble du territoire.
Pour répondre au besoin énergétique futur, assurer son indépendance électrique et faire
la transition vers des énergies "bas-carbone', c¢’est-a-dire une énergie dont la production
n’émet pas ou peu de gaz a effet de serre, la France construit un nouveau réacteur nucléaire
a Flamanville et prévoit la construction de 6 & 8 autres?. L’énergie nucléaire est au coeur
des enjeux de la politique francaise et il est donc essentiel d’en assurer la sécurité et la
performance.

Le parc nucléaire francais est composé exclusivement de réacteurs a eau pressurisée
(REP). 1l s’agit d’installations qui produisent de I’électricité a I’aide de turbines mises en
rotation par de la vapeur. Pour obtenir cette vapeur, de I’eau dans le circuit primaire est
chauffée par un combustible nucléaire dans le coeur du réacteur (appelé cuve). Dans celui-ci,
la fission des atomes d’uranium produit une grande quantité de chaleur. Cette chaleur fait
augmenter la température de 1’eau qui y circule a plus de 300°C'.

Le combustible nucléaire est composé de pastilles d’oxyde d’uranium (dioxyde d’'ura-
nium), empilées en crayons qui sont a leur tour regroupés en assemblages situés au coeur de
la cuve. La collision d'un neutron d’énergie autour de 10 — 10® Ev avec un atome d’uranium,
entraine sa fission ce qui génere de la chaleur, ainsi que 2 a 3 autres neutrons. Ces neutrons
supplémentaires entrainent a leur tour la fission d’autres atomes d’uranium, amorcgant ainsi
une réaction en chaine. Le controle de cette réaction est assuré par la présence d’acide bo-
rique dans la cuve, ainsi que par des barres de contrdle capables d’absorber I'excédent de
neutrons générés. Une illustration synthétique du processus de fission est présentée dans la
figure 1.1.

1. Voir EDF [1]
2. Voir world-nuclear.org [2]


https://www.edf.fr/groupe-edf/espaces-dedies/jeunes-enseignants/pour-les-jeunes/lenergie-de-a-a-z/produire-de-lelectricite/le-nucleaire-en-chiffres
https://world-nuclear.org/information-library/country-profiles/countries-a-f/france.aspx?
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L’eau dans la cuve du réacteur Un processus de fission apparaitalors o0 de
ralentit la vitesse du neutron : par I'énergie est libérée sous la forme de chaleur et de
conséquent, le neutron peut rayonnement. Des produits de fission apparaissent
toucher le noyau d'atome. alors et de nouveaux neutrons sont projetés qui a

leur tour touchent les noyaux de I'atome d'uranium.
Cette opération se répéte, d'oU le terme de réaction
en chaine.

FIGURE 1.1 — Schéma de fission nucléaire par Engie [3]

L’eau est maintenue sous pression pour ’empécher de bouillir. Ce circuit fermé est appelé
circuit primaire. Un dispositif d’échangeur de chaleur est utilisé pour chauffer un circuit
d’eau dit secondaire qui n’est pas en contact direct avec le combustible. L’eau chauffée dans
le circuit secondaire est alors transformée en vapeur dans le générateur de vapeur. Apres
son passage dans les turbines, la vapeur d’eau est refroidie (par un troisieme circuit dit de
refroidissement) et est condensée pour étre renvoyée sous forme liquide de nouveau vers le
générateur de vapeur (pour un circuit fermé) ou reldchée dans une riviere & une température
légerement supérieure (pour un circuit ouvert). Les trois circuits sont étanches pour éviter
les risques de contamination radioactive. Ce fonctionnement est illustré par la figure 1.2.

Pour donner quelques ordres de grandeurs, dans la cuve du REP, la température moyenne
est de 306°C' avec une pression moyenne de 155 bars. Le diametre de la cuve est de 4 metres
pour une hauteur de 13 meétres. La viscosité dynamique p du liquide est environ de 8.0-107°
Pl et la masse volumique p de I'eau est & 700 kg.m 3. La viscosité cinématique v est définie
par v = pu/p ~ 1.1-10°m?s~".

Le fonctionnement des Réacteurs a Eau Pressurisée (REP) constitue un défi majeur en
ingénierie, car il nécessite la coordination de nombreux composants ayant leurs propres com-
portements, tels que les pompes, les conduits ou la cuve. Afin de garantir sa sécurité aupres
de I"Autorité de Sécurité Nucléaire, il est nécessaire d’étudier le fonctionnement du REP
dans de nombreux scénarios en conditions normales et accidentelles. En France, plusieurs
instituts sont chargés d’étudier le fonctionnement des REP. Parmi eux, le Commissariat a
I’Energie Atomique et aux Energies Alternatives (CEA) est chargé de répondre aux enjeux
de sécurité et d’optimisation de production de I’énergie nucléaire.

Lors de scénarios accidentels, il est important de comprendre les différents mécanismes
impliqués, afin de les éviter, ou d’intervenir lors d’accidents nucléaires. Prenons par exemple
le cas d'une chute de pression dans le circuit primaire. Il peut alors apparaitre des zones
de nucléation de bulle de vapeur sur la paroi. Si la nucléation est assez importante, alors
un film de vapeur peut se générer entre la paroi et l'eau, agissant comme un isolant et
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FIGURE 1.2 — Schéma de fonctionnement d’'un Réacteur nucléaire a Eau Pressurisée (REP)
par C. Beurtey [4]

empéchant le refroidissement du combustible. On parle de phénomene d’asséchement de
paroi. Ces phénomenes induisent une tres forte augmentation de la température localement
et peuvent mener a la dégradation des gaines de combustible.

Or, il peut étre tres coliteux ou compliqué d’étudier ces phénomenes expérimentalement.
Une stratégie alternative est la résolution numérique. Celle-ci permet la simulation des
réacteurs. Le service de "Thermohydraulique et de mécanique des fluides" (STMF) a pour
objectif de développer des outils numériques pour la thermohydraulique.

1.2 Contexte numérique

1.2.1 Equations de Navier-Stokes

Le code TrioCFD? [5, 6, 7, 8] est un logiciel de mécanique des fluides numérique (CFD*)
développé au STMF. Il est open source, orienté objet et massivement parallele. Il est dédié
a la simulation numérique des écoulements turbulents pour des applications scientifiques et
industrielles, notamment dans le domaine de I’énergie nucléaire.

La mécanique des fluides numérique consiste a résoudre numériquement, a l'aide d’un
ou plusieurs processeurs, les équations de la mécanique des fluides (les équations de Navier-
Stokes). Pour cela, il est nécessaire de définir un domaine d’étude :

3. https ://triocfd.cea.fr/
4. Computational Fluid Dynamics
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https://www.cea.fr/comprendre/Pages/energies/nucleaire/essentiel-sur-fonctionnement-reacteur-nucleaire-electrogene.aspx
https://triocfd.cea.fr/

Définition 1. Soit Q, le domaine d’étude, ouvert, conneze et borné de R,
d = 2 ou 3, avec une frontiére OS2 polygonale (d = 2) ou polyédrique (d = 3)
et lipschitzienne.

Une définition plus complete de Q peut étre trouvée dans [9, Définition I11.1.1]. On
suppose que les propriétés physiques du domaine €2 sont constantes. On considere dans ce
qui suit un fluide incompressible, c’est-a-dire dont la masse volumique p est constante dans
le domaine €2 et au cours du temps. Soient u le champ vectoriel représentant la vitesse
du fluide, et p le champ scalaire représentant la pression du fluide divisée par sa masse
volumique. Soit 7" > 0 le temps final de simulation. Le code TrioCFD résout les équations
de Navier-Stokes incompressibles qui s’écrivent :

Trouver (u(x,t), p(x,t)) tel que V(x,t) € Q x (0,7),
ou—vAu+ (u-grad)u+gradp = f, (1.1)
diva = 0. '

Le parametre constant v > 0 est la viscosité cinématique du fluide qui est de I'ordre de
1075m?.s7! dans nos applications. La donnée f est le champ vectoriel représentant les forces
volumiques divisées par la masse volumique. Par exemple, on peut poser f = g/p ot g est
le vecteur force de gravitation.

La premiere équation correspond a I’équation du bilan de quantité de mouvement et la
seconde équation correspond a ’équation de conservation de la masse. Ces équations sont
complétées par des conditions initiales et des conditions aux limites. Si aucune condition
aux limites n’est donnée pour la pression, on impose alors une condition de normalisation :

fpdx=0.
Q

L’obtention de ces équations sera développée dans le Chapitre 2.

On remarque que ces équations conduisent a un probléme tridimensionnel, mixte, insta-
tionnaire, et non linéaire, et donc particulierement difficile a résoudre. Le terme non linéaire
(u-grad )u est appelé terme de convection. Le terme vA u est appelé le terme de diffusion.

Lorsque le terme de convection devient négligeable par rapport au terme de diffusion,
le régime de la solution devient stationnaire®. Les équations (1.5) s’écrivent alors sous la
forme des équations de Stokes :

—vAu+gradp = f,

diva = 0. (1.2)

Trouver (u(x), p(x)) tel que ¥x € Q) : {
Ces équations sont complétées avec des conditions aux limites adéquates. On verra dans
le chapitre 2 que ce probléme est bien posé pour u € H%O)(Q) et p € L%O)(Q) (selon les
conditions aux limites). Ces espaces sont définis en Section 2.1.3, p. 23.

Ainsi, lorsque les équations de Stokes et a fortiori les équations de Navier-Stokes sont
résolues dans le cas incompressible, I'un des principaux problemes est la discrétisation du
champ des vitesses a divergence nulle, en particulier lorsque v est faible :

H'(Q) n H(div0; Q) := {ve H'(Q) /divv = 0}.

5. Il est aussi possible de considérer les équations de Stokes en instationnaire lorsqu’on regarde le com-
portement des solutions en temps long, ce qui est le cas pour les problémes en milieu poreux. [10]
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Définition 2. On appelle "pressure robust” [11] les discrétisations telles que
lerreur d’approximation de la vitesse est indépendante de 'erreur d’approxi-
mation de la pression (et par conséquent du paramétre v). On traduira se terme
par "robuste par rapport a la pression”.

1.2.2 Généralités sur les discrétisations spatiales et temporelles

La discrétisation spatiale du probleme (1.2) s’écrit :

R A N AR ]

ott U € RM et P e RY contiennent respectivement les inconnues de vitesse et de pression
avec N,, N, qui désignent les nombres d’inconnues en vitesse et en pression. Le vecteur
F e RM est associé a la discrétisation du terme source. La matrice K € RM* x R™ est la
matrice de rigidité (ou raideur). La matrice D € R™ x R™ est associée a la discrétisation
de l'opérateur de divergence et la matrice G € RM x R™ est associée a la discrétisation de
l'opérateur de gradient. Pour que la matrice du systéme (1.3) soit inversible, elle doit étre
de rang N, + N,. Or le rang maximal des matrices D et G est égal a min(N,, N,). Une
condition nécessaire pour que la matrice du systeme (1.3) soit inversible est que :

N, = N, (1.4)

et que le rang des matrices G et D est maximal, c’est-a-dire égal a IV,,. Si ce critere n’est

K
pas respecté, le systeme linéaire global (1.3) n’est pas inversible car la matrice (VD g)

n’est pas de rang maximal.

Nous allons maintenant donner quelques détails sur le schéma numérique de la discréti-
sation du probléme (1.1). On présente le systeme algébrique représentant les équations de
Navier-Stokes (2.32) semi-discrétisé en espace :

1.5
DU -0 (1.5)

{M&tU +VvKU + LU)U +GP = F
La matrice M € R™ x R est la matrice de masse pour la discrétisation de la vitesse, la
matrice L(U) € R x R est associée & la discrétisation du terme de convection et d,U est
la dérivée par rapport au temps de U.

Soit T' le temps final de discrétisation et ot le pas de temps. On note N, = T/dt le
nombre de pas de temps. On note U"*! ~ U(t"™), P ~ P(t"*!) et F"*! = F(").
Considérons la discrétisation implicite en temps du probleme (1.5). Il s’agit de trouver
Ve {1,..., N}, (U™, P"1) tel que :

gt —un +1 +1 +1
M-— KU" GP" =F"" — L(U")U"
ot Y * (o) (1.6)
DUn+1 =0
avec U° donné et n € {1,..., N;}, N, € N*. Ce systéme se met sous la forme matricielle

suivante :

13



—1 n+1 n+1 ~
(& ot g) (Zl) - (Fo )wﬁ Frel o= e MU™ + P — L(U™)U™,
(1.7)

Ensuite nous présentons le schéma de discrétisation en temps qui est un schéma de
projection défini dans les articles de Chorin [12] et Teman [13]. Il est implémenté dans le
code TrioCFD. Le principe est de calculer une prédiction de la vitesse en ignorant les effets
de la pression. Il est composé de 3 étapes :

1) Etape de prédiction de la vitesse :

Us—ur ~
M—e—+ vKU* + GP" = F"*'  (a priori DU* # 0). (1.8)

2) Etape de résolution de la pression :

§t(DM'G)SP = DU* avec 6P = P"*' — P" ot M = M + 6t vK (1.9)

3) Etape de correction de la vitesse :

U™ = U* — §tM 'GP (1.10)

Pour notre choix de discrétisation, les matrices K et M sont des matrices symétriques
définies positives et donc, par définition de M e RNv x RN« (1.9), la matrice M est également
une matrice symétrique définie positive. De plus, la matrice de masse M est diagonale (en

2D) ou diagonalisable avec une approximation appelée condensation de masse [14, Remarque
66.5].

Si les opérateurs de gradient et de divergence sont transposés l'un de l'autre et que le
probléme est bien posé, alors la matrice (DM 'G) = (DM ' DT) e R xR est symétrique
définie positive. Le systéeme peut alors étre résolu avec I'algorithme (itératif) du gradient
conjugué [15, p.334]. Un bon choix pour la matrice de préconditionnement est I'inverse de la
matrice de masse de la pression M, € RV x RN» (Cette remarque est justifiée dans I'annexe

Q).

Dans notre étude, la matrice M est symétrique définie positive. De plus, elle est diagonale
ol diagonalisable c¢’est-a-dire qu’il existe une matrice unitaire P € RV x RN telle que :

M = PTDyP,
ou D), est une matrice diagonale. En particulier, on peut définir :
MY? .= PTDY?P

< 12 . o . . 1z
ou DJV/I est la matrice définie comme une matrice diagonale dont chaque élément est la
racine carrée du terme correspondant de la matrice diagonale Dj;. On peut alors écrire la
factorisation suivante :

M = MY2(I + §tuM V2K M~Y?) M2,
On notera K := M~ Y2K M2 On a donc :
M = MYVX(I+6tvK)MY? et M' = M1 + 6tvK)""M~Y2.
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On donne le développement de Taylor de la matrice (I + Stk )

(I +6tvK) ™ =1+ (—1)/(dt)' K' + o(K™),

=1
et donc : .
]’\\4’—1 — M2 <] +Z(—1)l(5ty)lf?l + O(f?n)>M_1/2,

=1

M= M7+ Y (—1) (0tw) M PR M 4 o(MTVRR M),
=1
Posons M*! = (—1)1((5151/)1]\/[’1/2I?1M’1/2, de tel sorte que :

M~ = M7 4+ Y MR 4 o(MTVRR M), (1.11)
=1

Les coeflicients des matrices

M= M)N,, K= (K ;)M

i,j=1> 3,5=1>

et
R = (RN, M5 = (RN

J/4,j=1> 43 Jig=1"

sont tels que pour tout (4,5) e { 1,..., Ny}*:
— M =0

o ZJ - O(hd 2)
o Z] = O(h~ )
— K= 0(h7)
— M = o(stvhY)
_ Mfgl = O<h7d)

Faisons I’hypothése suivante :
2

vith™? = o(1) & 0t « }Z (1.12)

Cette hypothese est équivalente a une condition sur le nombre de Fourier [16]
F :=vot/h?. (1.13)

Elle est a mettre en parallele avec la condition de CFL [17] qui est déja imposée, si le schéma
de temps est explicite [18, p. 84] pour garantir la stabilité du systéme et s’écrit :

C = Vit/h, (1.14)

avec V = ma{;((Huh(x)H). Ces deux inégalités imposent une condition sur le pas de temps.
xXe

Si F' < C, ’hypothese (1.12) est automatiquement vérifiée lorsque la condition de CFL est
vérifiée, sinon il est nécessaire de diminuer le pas de temps dt. Il y a alors un choix a faire
entre la qualité d’approximation et le cotit de calcul.

Si le schéma est implicite ou semi-implicite et que la convection est explicite, il existe
une autre condition de Fourier [19, Lemma 3.2]. Dans ce cas, il faudra aussi comparer les
deux conditions pour pouvoir déterminer le pas de temps.
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Si 'hypothese (1.12) est vérifiée, alors :

/\K,l _
max M, « max M,
ij=l...,Nu " ij=1..N, "

Ce qui justifie 'approximation suivante de I’équation (1.11) :

Mt =M (1.15)

On peut calculer explicitement la matrice (DM ~*DT). Le systeme (1.9), avec M rem-
placée par M peut alors également étre résolu avec un algorithme (direct) de Cholesky.

L’approximation (1.15) peut étre améliorée si on augmente 1'ordre de I'approximation de
Taylor (ie. on tronque la série de Taylor (1.11) & un ordre plus élevé), néanmoins, I’hypothese
d’approximation (1.12) reste la méme. Ce que 'on peut néanmoins observer est que si
vt = h3, alors ]\//Zlgl = O(h!=%). Les termes de la matrice M*™! ont un ordre qui diminue
avec [ ce qui peut donner un ordre de précision de 'approximation faite. Par ailleurs, plus vt
est petit par rapport a h et moins l'augmentation de I'ordre de 'approximation apportera
en précision. Une possibilité pour avoir une approximation plus précise sera de choisir :

~

M= M~ 4+ stuM V2K M2,

1.2.3 Couples éléments finis mixtes vitesse-pression stables

Revenons au probleme (1.3), p. 13. Dans notre travail, nous nous intéressons aux discré-
tisations d’ordre 1 pour la vitesse. Nous énumérons ici une liste non-exhaustive de discréti-
sations :

— L’élément fini mixte P' — P9 [20, p.80]® qui semble étre une discrétisation a priori
tres naturelle pour avoir une approximation affine par morceaux pour la vitesse n’est
pas stable pour les équations de Stokes (1.2) [21, p. 348]. Considérons le probleme
(1.3). La dimension de I'espace P est égale a d fois le nombre de sommets du maillage
noté Ng, et la dimension de I'espace Py est égale au nombre de triangles, noté Ny.
On a donc : N, = dNg et N, = Np. On rappelle qu'une condition d’inversibilité
de la matrice du systeéme est donnée par 1’équation (1.4). Considérons le cas d = 2,
d’apres les relations d’Euler (voir lemme 9), on a :

Nr = 2N + N — 2,

avec N§ les sommets intérieurs et NJ les sommets sur le bord. En général, N& > 3
et on a Ny — 1 = 2N}, donc le critere (1.4) n’est pas respecté.

— Une solution, présentée dans les travaux de Barrenechea [22, 23], est de stabiliser la
discrétisation P' — P . pour obtenir une approximation affine par morceaux stable
des équations de Stokes (1.2). Le probleme s’écrit alors :

% %) () ()

ou S € RM x R est une matrice inversible et Fy, un second membre relié a la
matrice S et a déterminer.

Il existe plusieurs matrices de stabilisations S construites a partir des formes bili-
néaires suivantes. On utilise les notations définies en section 3.2.1, p. 37. La vitesse
discrete est donnée par uy, et la pression discrete par p,. La fonction ¢, est une
fonction test discrete dans le méme espace que ¢,. On présente ci-dessous quelques
stabilisations possibles de I'élément P! — PY, -

6. tel que uy, € P! défini par (3.16), p. 41 et pj, € PY;,. défini par (3.17), p. 41
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a) Stabilisation de moindre carrée issue des méthodes de Galerkin discontinues

[24] :
oy ht, If]
S(ap, pn. fqn) = — Z » (f+Au,—grad py, grad g )12(r,) + Z » ([pn]s Lan]) L2741y
fEIT feI;':

avec [py] et [gn] les sauts de pression discréte et de pression définis par 1’équation
(3.18).
b) Stabilisation des sauts de pression [25] :

S(up, pn, £5q5) = Z L hylpr]lan] do,

fe It

ou h,, est un parametre a fixer.
c¢) Stabilisation de Brezzi - Pitkaranta [26] :

h
S(apn, pn. fiqn) = Z %(gradph,grad an)L2(1y)-
ZEIT

d) Stabilisation polynomiale de la pression [27] :

S(Uh,ph,f;(]h) = Z l((I - w)pha (I - w)Qh)LQ(Tg)v

EGIT

avec ¥ un interpolateur décrit dans [22, Section 6].
e) Stabilisation par pénalisation de la pression [28] :

S(ap, pn, fiqn) = Z (Phs Qn) 2 (1) -
KGIT

On peut voir que ces méthodes sont nombreuses. Néanmoins, elles ajoutent des erreurs
de consistance et un parametre de stabilisation a déterminer. Une maniere de choisir
le parametre de stabilisation est décrite dans [22].

Une méthode pour stabiliser 'espace P! — P, est d’enrichir 'espace d’approximation
disc

des vitesses P'. Ces schémas sont de bonnes alternatives au P* — PY._ . On présente

ci-dessous certains de ces schémas :

a) Le schéma (P! + Pp,) — P est aussi appelé mini-élément [29] 7. Ce schéma
consiste a enrichir 'espace des vitesses en ajoutant des degrés de liberté en vi-
tesse associés a des fonctions de base dites "bulles" correspondant au produit des
coordonnées barycentriques de I’élément (3.4).

b) Une méthode similaire est le schéma de Bernardi-Raugel [30] noté P! +Pp; ou
I’espace de la vitesse est enrichi avec des fonctions bulles définies sur les faces des
simplexes. Ces degrés correspondent aux produits des coordonnées barycentriques
des faces (3.4). Une version similaire avec une méthode de condensation statique
peut étre retrouvée dans [31]

¢) Le schéma (P'+ PY,..) — PY_. [32] ot 'approximation de la vitesse est enrichie
avec des fonctions constantes par morceaux.

7. tel que uy, € (P + Pp) défini par (3.6) et pj, € PY,.. défini par (3.17)

17



— Une méthode classique de discrétisation du probleme (1.2), sur un maillage de sim-
plexes, est le schéma des éléments finis mixtes de Crouzeix-Raviart non-conformes
d’ordre 1. C’est-a-dire que la vitesse discréte n’est pas dans H'(Q2). Ce schéma est
présenté pour les équations de Stokes dans [33, Example 4]. On le note dans ce ma-
nuscrit PL, — P . La vitesse discréte u;, appartient & 1’espace des vecteurs de com-
posantes P non-conformes noté P}, (défini par (3.15), p. 41). Le champ de pression
discrete est dans I'espace des fonctions constantes par morceaux (py, € Py, défini par
(3.17), p. 41). Cette méthode permet une résolution sur maillage non-structuré, avec
une approximation affine par morceaux. Rappelons que le schéma P} — P). . permet,
d’avoir une matrice de masse M diagonale en 2D et diagonalisable en 3D, ce qui est
important en pratique pour une discrétisation en temps efficace du probléme (1.5). En
effet, pour le schéma P._ — PY_ . la matrice de divergence D est la transposée de la
matrice du gradient G. L’étape de résolution de la pression (1.9) dans le schéma de
projection est donc fait de maniere explicite. Nous montrerons ces propriétés dans
le Chapitre 3, p. 36. Néanmoins, comme la composante normale de la vitesse dis-
créte n’est pas continue aux interfaces des éléments, la vitesse discrete n’est pas dans
H(div;€2), ce qui peut causer des problemes de précision numérique lorsqu’on résout
les équations de Navier-Stokes. Ces problemes sont dus a ’apparition de vitesses pa-
rasites définies en section 3.4.4, p. 61, dont 'amplitude est d’autant plus grande que
la viscosité est faible.

1.3 Objectifs de la these

Pour répondre a ce probleme, un schéma a été élaboré au CEA et implémenté dans le
code TrioCFD. Le schéma P} — (P%.. + P')® est une modification du schéma de Crouzeix-
Raviart avec lequel on utilise plus de degrés de liberté en pression. Ce schéma améliore
I’approximation des vitesses a divergence nulle, mais pour obtenir des résultats optimaux
en 3D, il est nécessaire d’ajouter a nouveau des degrés de liberté en pression ce qui rend le
systeme linéaire plus complexe a résoudre.

Un autre schéma, initialement développé pour les équations de Stokes, consiste a réaliser
une reconstruction discrete de la vitesse dans 'espace H(div 0; Q2) [34]. Il s’agit d’utiliser une
projection de la fonction test du second membre sur un élément conforme dans H(div ;2).
Néanmoins, elle est complexe a mettre en ceuvre pour les équations de Navier-Stokes car elle
nécessite de modifier la matrice de masse M de la vitesse ainsi que la matrice de convection
L(um).

Enfin, une derniére méthode consiste a construire une approximation dans H(div 0; )
en effectuant un traitement sur le maillage basé sur une technique de graphe qui consiste a
supprimer certains degrés de liberté en vitesse [35].

Les études précédentes ont permis de proposer des solutions approchant mieux le champ
des vitesses a divergence nulle, mais ces schémas complexifient la résolution algébrique du
probléeme. Dans les applications industrielles, il faut toujours trouver un compromis entre
le cotit de calcul et la précision de la simulation.

Ces problématiques justifient le travail de cette theése, dont 1'objectif sera le suivant :

8. tel que uy, € P! défini par (3.15) et py € PY,. + P* 'espace des pressions discrétes défini par (3.109)
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Objectif :

Elaborer un nouveau schéma numérique pour les équations de Navier-Stokes en 3D, qui
présentera une précision comparable a celle du schéma P! — (P 4+ P'). Ce schéma sera
construit en utilisant I’élément fini mixte P. —PY_ ., avec un schéma MPFA pour la discré-
tisation du gradient de pression. Il n’introduira pas de degrés de liberté supplémentaires

et ne modifiera pas les matrices de masse M ou de convection L(U™)

Cette these est une étude approfondie d’un schéma utilisé dans le code TrioCFD dont le
but est d’améliorer I'efficacité en termes de cotit de calcul et de robustesse par rapport au
schéma P} — P)  + P'. Elle s’'organise en 5 chapitres dont les objectifs sont les suivants :

1. Le chapitre 2 est une introduction qui présente d’abord les notions mathématiques
utilisées dans le rapport puis qui énonce le contexte physique de cette these.

2. Le chapitre 3 présente les différentes discrétisations sur lesquelles s’appuie cette these.
Il aborde la problématique, les enjeux et les alternatives existantes ainsi que leurs
limites.

3. L’objectif du chapitre 4 est d’élaborer un schéma permettant de résoudre les équations

de Stokes (1.2), p. 12. Ce schéma vise a générer une meilleure approximation des
vitesses a divergence nulle, sans rajouter de degrés de liberté et sans modifier la
matrice de masse ou le terme de convection. Ce schéma a ensuite été comparé avec
les schémas de discrétisation proposés par les theses de [5, 6] et larticle de [34].
Pour cela, la premiere étape est de définir une nouvelle discrétisation du gradient de
pression dans les équations de Stokes. On utilise la discrétisation MPFA symétrique
(36, 37]. En 2D (resp. 3D), la définition du gradient de pression ainsi construit est
unique pour les degrés de liberté associés a un triangle (resp. tétraedre) qui ne sont
pas en contact avec le bord d€2. Ce n’est plus le cas pour les degrés de liberté associés
a un triangle (resp. tétraedre) en contact avec le bord d€2. On aura alors besoin
d’ajouter des conditions de bords sur la pression ou d’introduire des degrés de liberté
sur le bord ainsi que de nouvelles équations que nous détaillerons dans la section 4.3.
Ensuite, la section 4.4 présentera des travaux ayant pour objectif de montrer la
bonne définition du schéma. D’abord nous expliquerons pourquoi il est difficile de
démontrer la convergence du schéma avec I'analyse de la condition inf-sup (définie
par (3.87), p. 59), et nous proposerons alors une étude alternative, appelée "inf-sup
test" qui consiste a montrer numériquement, pour des maillages donnés, la stabilité
du schéma.
Enfin, dans la section 4.5, on étudiera la robustesse du schéma par rapport a la visco-
sité ainsi que la précision du schéma de pression. Nous comparons les résultats avec
les alternatives existantes. Pour cela, nous avons étudié I’erreur d’approximation des
schémas présentés pour les équations de Stokes avec différentes solutions analytiques
permettant d’illustrer les criteres étudiés.

4. L’objectif du chapitre 5 est d’étendre ce schéma aux équations de Navier-Stokes en
3D afin d’établir un schéma avec une pression Py, qui sera plus précis que le schéma
P! — P9 pour des applications ot la viscosité est faible. Ce schéma est ensuite testé
numériquement et comparé aux schémas de discrétisations abordés.

Pour cela, on définira un algorithme de résolution, une discrétisation en temps et
un schéma de convection représenté par la matrice L(U) dans (1.5). Ceux-ci sont
indépendant du schéma du gradient de pression. Enfin, on illustrera les propriétés et
les limites du schéma en effectuant plusieurs cas tests connus qui nous permettront de
montrer que l'erreur d’approximation du schéma est bien moins sensible a la viscosité
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v, que I'approximation du gradient de pression est plus précise et le tout en ayant un
colit de calcul comparable aux autres schémas de discrétisations présentées.

. L’objectif du chapitre 6 est de proposer une amélioration du schéma de Crouzeix-
Raviart permettant une résolution plus rapide en paralléle.

Pour cela, nous aborderons, dans la section 6.1, une nouvelle technique d’hybrida-
tion qui correspond a une méthode de décomposition de domaine cellule par cellule
permettant une parallélisation massive. Nous illustrerons, dans la section 6.3 le gain
de performance de ces nouvelles approches par rapport au schéma P} — PJ,_ .

. Enfin, nous conclurons sur le travail effectué lors de cette these et présenterons les
nouvelles perspectives qu’il a engendré.
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Chapitre 2

Modélisation
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2.2.1 Ecriture des équations de conservation . . . . . .. ... ... ... 28
2.2.2 Equations de Navier-Stokes . . . . . . .. ... ... .. ... ... 31
2.2.3 Equations et formulation faible du probleme de Stokes . . . . . . . 32

Dans ce chapitre, nous présenterons toutes les notions, définitions, propriétés et travaux
précédant cette these. Nous commencerons dans un premier temps par les notations utilisées
dans ce chapitre. Ensuite, nous présenterons la modélisation physique des problemes étudiés.
Cela nous permettra de définir ensuite les schémas implémentés dans le code TrioCFD. Nous
introduirons alors le probleme de la contrainte d’incompressibilité pour les éléments finis
mixtes. Enfin, nous présenterons les travaux sur lesquels s’appuient cette these.

2.1 Notations

Dans cette section, nous présenterons les définitions, théoremes et propriétés que nous
utiliserons au cours de ce chapitre.

2.1.1 Notations relatives au domaine d’étude

On considere le domaine d’étude 2 < R? (définition 1, p. 12). On utilisera les notations
suivantes :

— (e1,e3) = (x,y) (resp. (e1,es,e3) = (X,y,2) ) la base orthonormale canonique de

R? (resp. R?).

— (z1,29) = (z,y) (resp. (21,29, 23) = (2,9, 2)) les coordonnées d’un point de R? (resp.
R?).
v = (v1,v9) (resp. v = (vy,v9,v3)) les composantes d'un champ de vecteur en 2D
(resp. 3D).

d

— V- -W= Z v;w; € R le produit scalaire entre v, w.
i=1

— njpq le vecteur unitaire sortant a €.

— U = V- Do la composante normale sortante a of2.
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2.1.2 Opérateurs

On dénote :
— t : la variable temporelle.

o)

— 0(.) = ﬁ la dérivée partielle par rapport au temps.

()

— (1) = P la dérivée partielle par rapport a la direction e;, 1 =1,...,d.
-1 S T o .
— 07() = D la dérivée partielle seconde par rapport a la direction e;, 1 = 1,...,d.
T
()

la dérivée partielle seconde par rapport a la direction e; et e;,

az’j(‘) 6’@6%
(]72) € {17 s ad}2‘
— gradv = (01v, 0v)T pour d = 2 et gradv = (0,v, Oyv, d3v)” pour d = 3, le gradient

de v.
— OnVjpo = grad v - njgq : la dérivée normale de v sur 02
O2U3 — 0302
— rotv = [ d3v; — d1v3 | le rotationnel de v pour d = 3.
01V — Oy

d
— Av = Z 07v le laplacien de v.

=1

d d
— Av = Z d?v;e; le laplacien de v.
j=li=1

[y

— divv = ) 0d;v; la divergence de v.

-

1=

1
— On donne la relation suivante :
Av = graddiv (v) — rotrot (v).

— Soit T un tenseur ' de dimension d x d, on notera

d d
Div (T) = Z Z 8ijei.
i=1j=1
En 2D, cela s’écrit :

T — <T1,1 T1,2) Div (T) = (51T1,1 + 32T1,2> ’

To1 Too 01Ty + 0T
et en 3D :
T, Tho Ths Ol + Tho + 05T 3
T = T271 T2’2 T2,3 Div (T) =S (31T2,1 + 62T272 + (’/)3T2’3
T3y T30 133 O\ Ts1 4 02130 + 0515 3

— Gradv = (0;v;){,_; le gradient matriciel de v :

01v1  O9 O1v1 a1 O30y
Gradv = < 11 02 1> en 2D, Gradv = | 0jvy Ovy 0O3v9 | en 3D

01Uy  (OoU
e 272 01V3  0Oqu3  O3U3

1. Dans ce manuscrit, pour simplifier les notations, nous définissons les tenseurs d’ordre 2, de taille d x d
comme des matrices de dimension d x d
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— Soient T, T" deux tenseurs de dimension d x d. On dénotera le produit doublement
contractant 'opérateur : qui a deux matrices associe le scalaire suivant :

d d
T:T =) Y T,

i=1j=1

A linstar de [9, Def A.2.3, p. 510], on choisit cette convention pour pouvoir définir
un produit scalaire plutét que la convention :

d d
. ! Lyp— /
T:T =) Y T},
1

i=1j=

En particulier, on a :

d d
Gradv: Gradw := Z Z 8Z-vj@iwj.
i=1j=1
— 0OpVv = Grad v : njq la dérivée normale de v sur la frontiere 0f2.
— Soient (w,v) € R x R?, on définit le produit tensoriel de deux vecteur I'opération ®
tel que w ® v est un tenseur de dimension d x d et tel que

(WRV)i; =ww;, Y(i,j)e{l,...,d}? (2.1)

2.1.3 Espaces des champs de pression et de vitesse

Dans cette partie, nous présentons les différents espaces utilisés. De maniére générale,
les espaces vectoriels seront présentés en gras alors que les espaces scalaires sont en lettres
capitales italiques. Si A(f) désigne un espace de scalaire, on dénotera A(Q) = (A(Q))*
I’espace vectoriel dont les composantes scalaires des vecteurs de A(€2) appartiennent a A(£2).
On notera aussi dx := dW la mesure d'un ouvert W < Q et do celle de sa frontiere JW.

On introduit les espaces suivants :
— On note l'espace C*(£2) des fonctions infiniment différentiable, & support compact

dans Q. On note C*(Q) := (COO(Q))d
— On note Q I'adhérence de Q. Alors C*(2) est I'espace des restrictions sur Q des
fonctions infiniment différentiable, & support compact dans R%.

— L*(Q) = {v mesurable sur € : L v?dx < oo}, Jv]Z2(q) = L v? dx,
— LP(Q) = {v mesurable sur € : J P dx < oo}, [v][ %o @) = f vP dx,
Q Q

— L*(Q) = {f mesurable sur € : esssup | f(x)] < oo} e = esssup | f(z)|
zeQ)

e
avec esssup |f(x)| 'essentiel supérieur de |f(x)| sur €.
ze)
d

— LA(Q) = (LX), IVlEa) = D luiliz),

i=1
d d
— LX) = [P, TR =D, ), Tl i),
i=1j=1

— L) = {v e L*(9Q), f vdx = 0},
Q
Q) - {ve L) gradv e LK)} ol = [0l + lerad s,

(
— HXQ) = {ve H'(Q);gradve H(Q)}, [v]uz0) = (07210 + lgrad o[ )",
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—HN®) = foe HYQ); van = 0, ol — lerad s,
Grace a l'inégalité de Poincaré-Steklov (2.2), dans Hj(€2) la semi-norme est équiva-
lente & la norme du graphe?.

— H'(Q) = HY(Q)", [V[in () = [V[iz + |Grad v|iq),

d d
- H2(Q) = H2(Q)da HVH%IQ(Q) = HVH%Q(Q) + Z Z |(Grad V)l}j”%‘Il(Q)ﬂ

i=1j=1
1/2

d
et la semi-norme |v|g2) = | [grad V\\iz(g) + Z H(?i(v)ﬂiz(g) ,
a=1

— H(div,9) = {ve L(Q); divve LX)}, V) = V2 + [divviZe,
— H(div0,9Q) = {v e H(div, Q); divv = 0},

On remarque en particulier que Vv € H(div 0, (), Hv”%l(div,ﬂ) = HVH%Q(Q).

Pour (v,w) e (H'(Q))? on a :

d
(Grad v, Grad w);2(q) = (V,W)Hé(ﬂ) = Z(Ui,wi)Hé(Q),

=1
et
Vi) = |Grad v{jL2(q).

Soit une forme bilinéaire a(-,-) définie sur X x Y. Alors la norme de a(-,-) est définie
par :
a(z,y
ol = sup_ 450
vex,yev |2 x[ylly

On rappelle 'inégalité de Poincaré-Steklov [38, Lemme 3.24] :

Théoréme 1. Inégalité de Poincaré-Steklov®
Il existe une constante Cpg tel que pour tout v e Hy ()

Ivllz2(0) < Crs|v]my @) (2.2)

Définition 3. Soit H, un espace de Hilbert, on désigne H' le dual de H, i.e. l’ensemble des
formes linéaires sur H. On note le produit scalaire de dualité (v',vg). La norme duale sur
H' est définie par :

|| g = sup V', vy
veH

On notera H~1(Q) le dual de H}(Q) et HY2(0Q) le dual de HY?(09).
Espace des traces et théoréme de la trace

Dans ce qui suit, on rappelle les espaces des traces et les théoremes de la trace ([39, p.
9]).
— L*09) = {v mesurable sur € : L v do < oo}, [0]Z2(00) = L v do.
Q Q

_ 2

— HY2(6Q) = {v e L2(6Q) ;J f (v(x) ”({{)) do(x) do(y) < o).
oo [x—yl

— L%(09) := (L*(09))".

— HY2(0Q) := (H?(60))%.

On écrit les théoremes de trace [40, Théoreme 1.2] et [20, Prop 2.24].

2. norme de H'(Q)
3. aussi connue sous le nom "d’inégalité de Poincaré"
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Théoréme 2. (Premier théoréme de trace)
L’opérateur v — ~o(v) défini par

- { c*(@Q) — HY2(00)

v o= (V) = v (2:3)

se prolonge par continuité en une application linéaire continue, encore notée v, de H' ()
dans H'?(09).

Théoréme 3. (Second théoréme de trace) On définit l’application trace normale :

o { C*(Q) — H *00) (2.4)

v — . (v) = (v-n)
ol Nyaq est la normale sortante a 0S). L’application trace normale se prolonge par continuité
en une application linéaire continue, encore notée v, ; de H(div,Q) dans HY?(0Q).

Nous rappelons les formules d’intégrations par parties communément appelées "formules
de Green" [39, Lemme 1.4, p.10] et [39, Corollaire 2.6, p.28].

Théoréme 4. Formules de Green :

1) D’apreés le théoréme 3, on a :
Y(q,v) € H(div: Q) x H1(Q), J div (q)v dx +f q- gradvdx = (q- n, vysen. (25)
Q Q

2) D'aprés [41], on a : W := {z e HY(Q)|Aze L}*(Q)} c HY*(Q), et on a les formules
d’intégration par parties suivantes :

V(w,v) e U x H'(Q), (gradw,gradv)iq) = J Aw.vdx + (Opw, V)pi2pg).  (2.6)
0

V(w,v) e ¥ x H'(Q) (Gradv,Gradw)izq) = —J AW - vdx +{0nW, V)g12(50). (2.7)
Q

avec W := (V)4

2.2 Modélisation physique et mathématique

On considére un domaine 2 (voir la définition 1, p. 12). Dans cette section, nous nous
appuyons sur 'ouvrage de Boyer et Fabrie [9].
Nous commencons notre introduction avec une hypothese :

Hypothése 1. Le domaine Q < R? est un milieu continu. C’est-a-dire qu’il peut étre décrit
par des grandeurs macroscopiques.

Définition 4. On dit que la description du milieu continu est valide, s’il existe une fonction
positive (t,X) — p(t, X) tel que la masse M, contenue dans tout volume de fluide Q) au temps
t peut étre écrite :

M, J ot X) dX
Q

La fonction p est appelée le champ de masse volumique du fluide étudié
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On considére un fluide incompressible [9, Définition 1.6.1], c’est-a-dire que la masse vo-
lumique p est constante, et on note u = (u;)1<i<q la vitesse du fluide et P sa pression. La
viscosité dynamique du fluide est notée u. La viscosité cinématique, définie par le rapport
des deux, est donnée par v = u/p. On renvoie pour une description compleéte a [9, p.32] et
[39, p.79]. Nous donnons ci-dessous, dans la figure 2.1, un tableau récapitulatif des variables
utilisées pour définir les équations de Navier-Stokes.

Notation | Nom Unité
u Vitesse m.s
P Pression thermodynamique bars (kg.m 1.s7?)
p:= P/p | Pression cinématique m?.s?
p Masse volumique kg.m™
1 Viscosité dynamique Pl (kgm t.s71)
v Viscosité cinématique m?.s 1
f Source volumique kg.m 2.s?
by Tenseur des contraintes kgm '.s?
D Tenseur des taux de déformations st

TABLEAU 2.1 — Tableau des variables utilisées pour les équations de Navier-Stokes

Il y a deux maniéres canoniques pour décrire un fluide :

— Les coordonnées Eulériennes correspondent a des coordonnées vu d’un référentiel fixe

associé a ’expérience.

— Les coordonnées Lagrangiennes sont attachées a une particule de fluide (ou un volume

de fluide) et suivent son mouvement.

Pour illustrer cela, considérons un volume de fluide wg € 2. On peut alors définir une
famille d’applications bijectives telles que, pour tout ¢, w; := @(t,wp) := @;(wo) contienne
au temps t exactement les mémes particules que celles qui étaient présentes dans wy au
temps initial noté ty.

Définition 5. On appelle élément de fluide la famille (w;), indexé par le temps t. Dans le
cas ot wy est réduit a un singleton wy = {Xo}, on appellera la famille une particule de fluide.

Par conséquence, si on prend wy = {Xo}, alors ¢, décrit la position de la particule par
rapport a un référentiel fixe, au temps ¢.
On peut alors définir :

Pty (wo) = P(to,wo) = wo = {wo}, (2.8)
et donc
X(t,to, Xo) := @u(epy, (%0)) (2.9)

qui est la position au temps ¢ de la particule de fluide qui avait comme position initiale x,
au temps to. On appelle X la trajectoire. Connaitre X a tout temps et pour tout x, nous
donne toutes les informations sur les particules de €2, mais généralement, il est préférable
de travailler avec des grandeurs macroscopiques. On définit le champ de vitesse du fluide :

u(t,x) = (ayi(‘;;}()) (2.10)

ce qui s’écrit de maniere équivalente :
Opq(x
ulto ) = (25 (211)
S |s=t
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Les coordonnées (t, X) sont les coordonnées Eulériennes du systeme. Pour travailler en
coordonnée Eulériennes, il faut fixer une position X et écrire les équations de conservation
sur ce point.

Considérons f(t,X) une quantité relative au fluide (masse volumique, température ...)
et calculons la dérivée temporelle de f associée a une particule de fluide :

d 0 0X
%(f(t X(ta th XO))) = (?Ll]: (ta X(ta t07 1’0)) + E(ta t07 170) ’ grad f(ta X(tv th :L‘O))
0
= a{ (t7 X(t7 tO? Jfo)) + U(t, X(t7 t07 l’o)) ’ grad f(ta X(tv tOu IO))
(2.12)

La dérivée Eulérienne est donc définie par la relation suivante :

d 0

dJ; = é‘{ +u-grad f. (2.13)

Nous rappelons le théoreme suivant :

Théoréme 5. (Formule de Stokes)
Si Q est tel que décrit par la définition 1. Pour tout ¢ € (C1(R?)) une fonction C* d
support compact, alors on a :

L divep dx = J () - nypq do (2.14)

(%91

ol naq est la normale sortante a of.

Démonstration. Ce théoreme est une conséquence de la formule de green (2.5). Il suffit
d’appliquer la formule de Green avec q = ¥ et v = 1. O

En suivant la démarche de [9], nous supposons que ¢ est un difféomorphisme de classe
C' (c’est-a-dire une fonction continue et dont les dérivées partielles sont aussi continues).
Nous rappelons le théoréme suivant [9, Théoreme 1.2.1] :

Théoréme 6. (Le théoréme du transport)
Pour tout f fonction de classe C' par rapport aux variables (t,X) e R x R*, on a :

d 0
dtLtf(t,X) dX = L (a{ +div (fu)) dX

Pour tout t, ot u est un champ de vecteur dans R* défini par (2.10)

Remarque 1. Nous ne donnons pas la preuve de ce théoreme, néanmoins, il nous semble
qu’il est nécessaire d’expliquer l'origine de cette égalité. Considérons le changement de va-
riable X = (t,x) auquel on associe le jacobien By (tel que B;(t,x) := Grad (¢)(t,x)) et
son déterminant J := det(By). On admet que |J| = |det(By)| est différentiable, que J n’est
jamais nul comme cela est démontré dans [9] et que :

Al

o = s9nlJ) o = sgn(J)(div ())(t, ¢(t,x))J = div (u)(t, ¢(t, 2))|J]

Avec un changement de variable X = @(t,x), et en appliquant la théorie de dérivation sous
l"intégrale, nous obtenons :

CZ Lf<t>X>dX Sttt x) 1) dx

dt |,
- | G ix
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Or :

&at(f(t’go(t’x)”(](t’x”) = g{(t,go)u+(a;to).grad(f)|J|+f(t,sO)§t|J|
- (G0t grad () + St e )

Ainsi, avec le changement de variable inverse p(t,x) = X, nous obtenons :

CCZZtLtf(t,X) dX = Lt (Z{ +u-grad (f) —I—fdiv(u))dX

L (g{ + div ( fu)> dX

2.2.1 Ecriture des équations de conservation

On peut maintenant écrire 1’équation de conservation de la masse sur les éléments
(W) i1, En utilisant la notion de masse volumique de la définition 4, p. 25, on écrit I’équation
de conservation de la masse :

d
o | pax=o, (2.15)

et en appliquant le théoreme du transport (théoréme 6), on obtient :

J ((Z) +div (pu)) dX =0, Vt >t (2.16)
we C

Si on suppose que p et v dont des fonctions régulieres, on obtient alors I’équation de conser-
vation de la masse :

gﬁ + div (pu) = 0. (2.17)

De plus, pour un fluide incompressible, et en supposant p constant dans I'espace, I’équation
s’écrit :
div (u) =0|. (2.18)

Par simplification, par la suite, nous considérerons toujours p constant.

On applique la seconde loi de Newton (ou principe fondamental de la dynamique) pour
décrire I’évolution de la quantité de mouvement pour un élément de fluide.

La quantité de mouvement de I’élément de fluide (w;)i=y, vaut :

J pudX.

La deuxieme loi de Newton stipule que le taux de variation de la quantité de mouvement
est égal a la somme des forces externes appliquées a cet élément de fluide. Ces forces sont
de deux types :

— Les forces volumiques

J pf dX

En général, f = (f;)2, modélise seulement la gravité.
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— Les force de contacts :

f > Il‘awt do
Owt

Ces forces sont exercées sur w; par le reste du fluide. On les appelle les forces de
contraintes. On suppose aussi que si p et u appartiennent respectivement aux en-
sembles des fonctions de classe C* et C” par rapport aux variables (¢, X) € R x R?,
alors la fonction (t,x) — %(¢,X) - @ est continue pour n’importe quel vecteur a € R?
9, Théoreme 1.3.1]. Le tenseur ¥ est le tenseur des contraintes défini, pour un fluide
incompressible, par :

Y=—-PI+T (2.19)

ou P est défini comme la pression thermodynamique du fluide, T est le tenseur identité
d’ordre 2 de taille d x d et T" dépend des caractéristiques du fluide. On renvoie a [9,
Section 3.2] pour plus de détails. Dans le cas d’un fluide Newtonien :

T =2pD + Adiv (u)L

avec 1 la viscosité dynamique, A la seconde viscosité (ou viscosité) de volume et D
le tenseur des taux de déformations tel que :

(Gradu + (Gradu)”), (2.20)

l\')\’—‘

et donc, pour un fluide incompressible :
¥ =—PI+ p(Gradu + (Gradu)”). (2.21)
On obtient donc en appliquant le principe fondamental de la dynamique :

d
7| dX = J pf dX + J ¥ - nja,, do. (2.22)
Wit wt (%Jt

On peut intégrer par partie le terme f Y- ny,, do avec la formule (2.14) du théoréme 5

Owt

f 5 g, d(o) = J Div (3)) dX
Owy Wt

Pour détailler le terme de quantité mouvement, on applique le théoréme du transport (théo-
reme 6, p. 27 ) avec f = pu; et i € {1,...,d}

On a alors 1’égalité suivante :

d opu; )
il dX = ; X
i), pu; d Lt ( o + div (puu)) d

Or, nous avons :

d
div (pu;u) = Z ulu]

j=1

_ Zd:pﬁ u®u )

j=1

.

<.

avec ® le produit tensoriel défini par (2.1).

Donc en appliquant le théoreme du transport pour toutes les composantes scalaires
(u;, i€ {1,...,d}) de u, nous obtenons :
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d
jt puidXZZ(J apuz 22 u®u ).eidX

=1 i=1j=

Ce qui donne finalement :

% pudX f 7+D1v(pu®u))

La conservation de quantité de mouvement s’écrit :
dpu
f (% + Div (pu®u)) dX = J (pf + Div (%)) dX.
Wt
Dans le cas d’un fluide newtonien et incompressible, on écrira (voir (2.21)) :

J — + Div(pu®u)dX = f pf + Div (=PI + p(Gradu + (Gradu)"))dX (2.23)

Nous pouvons simplifier la formulation (2.23), en utilisant ’hypothese que le fluide est
incompressible :

On rappelle que D est le tenseur des déformation défini par (2.20). On peut écrire, pour
un fluide incompressible, pour i € {1,...,d} :

2

d n n
E = 2 2“ + UJ = = E QU = *A U;
-1 5xj 2 ol 0 xZ; Gml&pj 2 o1 0 X 2

Ici le terme Z est nul car le fluide est a divergence nulle.

(31: ox]

Pour résumer, nous avons montré que pour un fluide incompressible :

Div (Gradu + (Gradu)’) = Au (2.24)
De plus,
. d 3 5(u,u])
Div(pu®u) = pzz 5. €
im1j=1 9
d d
p;; o i

et donc :

d d
2.2,
i=1j=1 J
d ' d a0

D

Ce qui nous donne finalement :

Div (pu®u) = p(u - grad )(u). (2.25)
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De plus, avec un calcul explicite :
Div (PI) = grad P. (2.26)

Finalement, en utilisant (2.24), (2.25), (2.26) et la formulation (2.23), nous obtenons 1’équa-
tion qui résulte du principe fondamentale de la dynamique pour un fluide Newtonien et
incompressible :

pf (?; + (u- Grad)u> dX = J (pf —grad P + pAu)dX. (2.27)

Ce qui donne sous forme locale I’équation de conservation de la quantité de mouvement
pour un fluide incompressible :

(aé‘t + (u-Grad)u) —grad P + pAu = pf VxeQ (2.28)

2.2.2 Equations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes en incompressible s’obtiennent en écrivant la conservation
de la masse (2.18) et la conservation de la quantité de mouvement (2.28). Elles s’écrivent :

ou

<(9t (u-grad)u) — pAu + grad P = pf pour (x,t) € Q2 x R*

(2.29)
divu = 0 pour (x,t) € Q2 x R*

On obtient un probléme similaire en adimensionnant les équations (2.29). On considere L

une longueur caractéristique, U la vitesse caractéristique et T' = i le temps caractéristique

et on note :
~ z t
T=—, = —
L T
Alors on obtient, en reprenant les équations (2.29) et avec EEE = grad ;, div = div z et

~

A =Aj;.

1 —
Egradp(%) = pf(%,1) dans Q x R*

(1au 1)+ ( ugrad)( 3)—%5u(5&,f)+

1/\_/

Edlv u(z,7) =0 dans Q x RF

L
On multiplie la premiere équation par —— i , et on introduit la viscosité cinématique v := p/p
p

1 ~ 1 I
U?tf( 1)+ (Fzugrad Ju(F, 1) - LU2 (%,1) + gradp( ) = Wf(f’fj dans O x R+
divu(%j} =0 dans Q x R*
Si on note
~ (% u(x,t) L p(x,t) ~ L LU
u(x,f} - U ’ px,t) = pU? f= ﬁfa Re = R (2.30)

On obtient, en remplagant u, p, f par u, p, f:

S 1 ~ -
5 + (U.grad )u — ﬁAﬁ + glj(iﬁ = f dans Q xR
divi = 0 dans QxR"

(2.31)
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Le nombre de Reynolds Re représente le rapport entre les forces d’inerties et les forces
visqueuses. Il caractérise I’écoulement du fluide. Plus celui-ci est faible, plus le fluide est
visqueux et donc moins le terme convectif a d’'importance dans les solutions. On parle alors
de régime de Stokes ou régime laminaire. A contrario, si le nombre de Reynolds est fort, on
caractérisera le régime de turbulent (dépendant de la valeur du nombre de Reynolds).

Finalement, on réécrira les équations de Navier-Stokes sous la forme classique suivante :

{étu—yAu+(u-grad)u+gradp = f,

divu = 0 (2.32)

Le nombre de Reynolds est alors assimilé a I'inverse de la viscosité.

Pour obtenir (2.32), on peut simplement diviser (2.28) par la masse volumique p, les
équations de bilan se réécrivent sous la forme classique des équations de Navier-Stokes
incompressibles, en notant p = P/p.

Pour que le probleme soit bien posé, il faut compléter ce systeme avec des conditions
initiales et des conditions aux limites. De nombreuses conditions existent, dont certaines
sont illustrées ci dessous :

— Imposer la vitesse sur le bord ainsi que la moyenne de la pression :

u = 0 sur o2 x [0;+o0]

J pdx
Q

— Imposer une condition de traction nulle : Si on note le tenseur des contraintes X
défini par (2.21), p. 29

0 sur [0; 40

{E-nmg = 0 sur 0Q x [0; o0

— Imposer la vitesse tangentielle et une condition mixte sur la pression et la vitesse
[42]. En 3D cela s’écrit :

(uxnpo) xnpg = 0 sur 09 x [0; +oof
P+ g\u|2 = 0 sur dQ x [0;+o0[

— Imposer la vitesse normale et le rotationnel de u (condition de Hodge) [43, 44]. En
3D, cela s’écrit :

u-npg = 0 sur 0Q x [0;+oo]
rot (u) x ngo = 0 sur 082 x [0; +oof

2.2.3 Equations et formulation faible du probleme de Stokes

Pour un nombre de Reynolds faible, les forces visqueuses prédominent sur les forces
inertielles, et le terme de convection peut étre négligé. On obtient alors les équations de
Stokes instationnaires [9, Chap. IV, 5.3] :

0
&—l; —vAu+ gradp = f dans () (2.33)

divu = 0 dans 2

Si de plus, I’écoulement est stationnaire, on peut alors écrire les équations de Stokes? :

4. On ne précisera pas que les équations soit données en stationnaire. A contrario, on parlera des équations
de Stokes instationnaire si on considére les équations (2.33).
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(2.34)

—vAu+ gradp = f dans (2
divu = 0 dans 2

Ces équations correspondent aux équations de Navier-Stokes stationnaires lorsque la dérivée
totale en temps est nulle.

Dans ce qui suit, on considere les équations de Stokes avec des conditions au bord de
Dirichlet homogene pour la vitesse. La formulation variationnelle des équations de Stokes,
s’obtient en multipliant par une fonction test v € Hj(f2) la premiére équation et par une
fonction test ¢ € L3(2) la seconde, puis en intégrant par parties. On obtient alors :

Probléme: 1. Trouver (u,p) € H(Q) x L3(Q) tels que

a(u,v) +b(v,p) = & V) VveH(Q)
0 9 (2.35)
b(u,q) = 0 Vg e Lg(Q)
avec f e H(Q), a(-,-) et b(-,-) les formes bilinéaires telles que :
a:H{(Q) x Hi(Q) - R
(2.36)
a(u,v) = VJ Gradu : Grad vdx
Q
b:HN(Q) x L3(Q) - R
2.37
b(u,q) = —(divv,q)r2) == —J div vg dx (2.37)
Q
On peut aussi ré-écrire le probleme sous une forme plus condensée :
Probléme: 2. Trouver (u,p) e V x L3(Q) tels que
a(u,v) +b(v,p) +b(u,q) = EVimye YveH(Q), Vge Lj(Q) (2.38)
on notera l’espace :
V= {veH)(Q)|b(v,q) =0, Vg e Li(Q)} (2.39)

Remarque 2. On remarque que trouver la vitesse w du probléme (2.38) est équivalent a
résoudre la vitesse u' du probléme suivant :

Probléme: 3. Trouver (u/,p) e V x L3() tels que
a(W,v) = & V)uyq VWeV (2.40)

Démonstration. En effet, si on considere u dans (2.38) en supposant l'unicité de u qui sera
démontrée par le théoreme 7, p. 34, alors on peut écrire :

WeV, a(u,v) =< v

Or le probleme (2.40) est bien posé. Cela se montre en utilisant le théoréme 20, p. 172 de
Lax Milgram. Les vitesses sont donc bien unique pour les deux problemes et en particulier :
u =u. O

On rappelle la proposition suivante [39, Corollaire 2.4, p.24] :
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Proposition 1. L’opérateur div est un isomorphisme de V* dans L3 (), ou V4 est Uor-
thogonal de V dans H}(Q) :
Hy(Q) =VeVv:

1l existe une constante Cg;, positive tel que pour tout q € LS(Q), il existe un unique v, € vt
tel que :
divv, = ¢,

IVolai) < Cai|[divve|rz@) = Caivlla] r2@)- (2.41)

Remarque 3. Soit u € Hy(Q), alors en utilisant une intégration par parties [{5], nous
obtenons :
(rot u,rot u) L2@) ~ (rot (rot (u)), Wi o) = 0.

On applique la formule d’intégration par parties (2.5), p. 25 avec ¢ = u, v = divu :
(divu, divu) 2o T (grad (div (u)), W) = 0.
En additionnant ces deux équations, il vient :
(rotu,rotu) 2@ T (divu, divu) L) = (Au, W)
et en intégrant par parties :
iy @y = ldiv (w)3aq0) + Irot (w) (o,

Et donc en particulier, la constante Cg;, de 'équation (2.41) est supérieure a 1.
Avec ces deux résultats, on peut rappeler le théoreme suivant [33, Théoreme 1] :

Théoréme 7. Le probléme de Stokes (2.35) est bien posé : il existe une solution (u,p)
unique qui dépend continument de la donnée :

lulye) < v fla@), (2.42)
P2 < Cal|flla-1(0)-

Démonstration. On applique le théoréme 23, p. 174 avec X = H} () et M = L3 (). La
forme bilinéaire a(-,-) correspond a v fois le produit scalaire dans Hj(2), elle est donc
coercive et continue.

Il reste a montrer que la forme bilinéaire b(-,-) est continue et satisfait la condition
inf-sup.

Montrons d’abord que la forme bilinéaire b(-, ) est continue. En utilisant une inégalité
de Cauchy-Schwarz on obtient :

b(v,q) = J qdivvdx < |q| o) |div v |2 < dg] 2@ Vi@
Q

Pour montrer la condition inf-sup, on utilise la proposition 1. Considérons ¢ € L3(), en
utilisant la proposition 1, on sait qu'’il existe un unique v, € V+ tel que div vy = q. Alors
en prenant v = v,, on obtient :

= U ¢ dx
Q

b(ve, @)l =

f gdivv, dx — a2
Q
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Or, en utilisant l'inégalité (2.41) de la proposition 1, nous obtenons

1
lqlz2() = KHVQHH})(Q) (2.43)

On retrouve donc que Vg € L3(€2), il existe v, tel que :

1
|b(Vq,C_I)| = HQH%P(Q) = @HQHL%Q)“V”H%)(Q) (2.44)
La forme bilinéaire b(-, -) vérifie bien la condition inf-sup. Donc d’apres le théoreme 23, il
existe un unique couple (u, p), qui résout le probléme de Stokes (2.35) pour f € H™(Q).
Maintenant, nous montrons la dépendance continue aux données : (2.42) :

D’aprés la seconde équation de (2.35) : Vq € L3(Q), b(u,q) = 0, en particulier d’aprés
la remarque 2, u € V. Si on pose v = u dans la premiére équation de (2.35), puis nous
utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

V”“H%I(l)(ﬁ) = a(u,u) = —b(u,p) + <f7u>Hé(Q) < ”fHH*l(Q)HuHH}J(Q)a

Finalement, nous obtenons :
||11HH5(Q) < V_lﬂfHHfl(Q)- (2.45)

Pour I'inégalité sur p, on utilise la proposition 1, p. 34. Il existe v,, € V+ tel que div v, = —p.

Comme ueVetv,e V+, on remarque que :

a(u, Vp) = (uﬁvp)Hé(Q) = 0.

En utilisant v = v, dans la premiere équation de (2.35), nous avons :

b(vp,p) = —(p.divvy)reg) = ||pH2L2(Q) = (f, Vp>H5(Q)
[l @) 1vp a2 0) < Caiv a1 [Pl 22(0)-

A

Ce qui nous donne :
IP)z2) < Caiv [f[H-1(0)- (2.46)
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Chapitre 3

Discrétisations dans le code TrioCFD

pour

les équations de Stokes
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Dans ce chapitre, nous présenterons les discrétisations sur lesquelles se basent les tra-
vaux de cette these. On présentera les schémas implémentés dans le code TrioCFD. Nous
introduirons le probleme de la contrainte d’incompressibilité pour les éléments finis mixtes
et nous présenterons des schémas robustes en pression ou quasi-robustes (voir définition

2, p. 13).

3.1 Schémas numériques pour les équations de Stokes

Il existe une variété de schémas numériques disponibles pour la discrétisation des équa-
tions de Navier-Stokes. On peut citer les schémas classiques de différences finies [46], de
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volumes finis [47] et d’éléments finis [39]. Chacun d’eux apportent sa propre approche pour
discrétiser ’espace et le temps afin d’approximer les solutions de ces équations fondamen-
tales.

Plus récemment, des approches innovantes ont émergé, telles que des schémas adaptés
aux maillages avec des mailles de forme générale et des approximations d’ordre élevé, comme
illustré par :

1. Les schémas Discontinous Galerkin DG [48, 49] qui consistent & faire une approxi-
mation polynomiale dans la cellule, et de pénaliser la discontinuité des fonctions de
bases sur les faces.

2. Les schémas Hybrid Discontinous Galerkin HDG [50], qui se basent sur une discré-
tisation DG. L’idée est d’ajouter le tenseur de vitesse comme inconnue du systeme
et de résoudre un probleme triple avec la vitesse uy, la pression p, et le tenseur
de vitesse oy,. Le tenseur des vitesse est ensuite hybridé ! sur les faces. Le probleme
continu, pour les équations de Stokes, s’écrit formellement :

Gradu—-—oc = 0
—vDiv (o +o") +gradp = f (3.1)
diva = 0

3. Lesschémas Hybrid High Order HHO [51], qui consistent a générer une approximation
polynomiale hybride (sur les faces et sur les cellules) pour avoir une reconstruction
d’ordre supérieure dans chaque cellule. C’est aussi une méthode non-conforme.

4. Les schémas Virtual Element Method VEM [52] sont des schémas de discrétisation
dont les fonctions de bases sont implicites et créées avec des criteres de continuité a
définir.

Ces schémas peuvent se voir comme des schémas d’éléments finis avec des fonctions de

base particulieres. Cependant, il est important de noter que ces schémas novateurs ne sont

pas couramment intégrés dans des codes industriels (bien que 'on peut citer les travaux en
développement sur le Code_Aster [53] a EDF avec le schéma HHO).

Au sein du CEA, le code TrioCFD tire parti de schémas numériques spécifiques, notam-
ment le schéma VEF 2 [7, 5, 6], basé sur une modification du schéma P}, — P, et le schéma
VDF? qui est une adaptation du schéma MAC [54, 55]. Tout deux sont des schémas de
bas ordre, c’est a dire que la vitesse est approchée par des fonctions affines par morceaux.
Ces schémas ont démontré une grande performance [56], permettant la réalisation de calculs
complexes. Cependant, ils présentent également certaines limitations, qui seront abordées
en section 3.4.4, p. 61.

Dans ce contexte, les travaux de cette these ont été entrepris dans le but d’améliorer un
code de calcul déja robuste et efficace sur le plan numérique pour en proposer une alternative
qui se veut tout aussi efficace mais avec moins de degrés de liberté afin de diminuer le cott
de la méthode en 3D.

3.2 Discrétisation du domaine d’étude

3.2.1 DMaillage

Dans cette section, nous allons définir le maillage, les espaces d’indices utilisés ainsi
que certaines hypotheses utiles pour la suite. Dans ce qui suit, on considere un maillage

1. Des précisions sur 'hybridation sont données dans le Chapitre 6
2. Volumes éléments finis
3. Volumes différences finies
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de simplexes, c’est-a-dire un maillage de triangles (2D), tétraedres (3D). La définition de
maillage de simplexes peut se trouver dans [57, 58].

Eléments géométriques

On suppose que € est recouvert par un maillage de simplexes notés 7T}, , avec I’ensemble
des faces F;, et des sommets S;, . On note A;, I'espace des arétes pour d = 3. On définit les
espaces des indices suivants pour les différents ensembles composant le maillage 7T, :

Remarque 4. On utilisera le terme facettes pour désigner les arétes (resp. les faces) pour
d=2 (resp. d = 3).

— Zr représente 'espace des indices des mailles tel que Tp, := U Ty.
lelr
— ZIr représente 'espace des indices des facettes tel que Fj, 1= U Fy
feIp

On note Zp = Zh U Ih, ou Vf € Th, Fr < Q et Vf € Ih, Fy < 09.
— Zg représente l'espace des indices des sommets, tel que S;, := (5}) ez, est 'ensemble

des sommets.

On note Zs = T4 U I8, ou Vj e Ik, S; < Q et Vj e I, S; < 9.

On notera les indices par les lettres suivantes :
— Pour les cellules : ¢, ¢, r, k
— Pour les sommets : 7, 7, m

— Pour les faces : f, f’

On notera Nr, N, Ng les cardinaux des espaces Zr, Zr, Zg. De méme pour les espaces
des indices des éléments intérieurs et respectivement du bord que 'on notera N}, N& et
N&., N&.

On définit aussi les espaces d’indices des sous-ensembles suivants :

*VKEIT,IF,KZ{]CEIF‘FJCCE}, Ig7g={j€IS’SjCTg}.

— Vie Is, IT,i = {f € IT ‘ Sz C D}, NT,i = card(IT,i).

— Vie Zs, IS,i = {j S IS ’ SJSZ C fh}, NS,i = C&I‘d(ISJ).

— Vi€ IS, Ip,i = {f € IS | Sz (@ Ff} s NFJ' = card(IF,i).

— VfGIF, I&f = {Z EI5|SZ' C Ff}

Ainsi, par exemple, si f € Zp, alors Zg s est ’espace d’indices de I’ensemble des sommets
qui sont sur la face F¥.

On note qu’en 2D, si S; & 012, alors Np; = Ng;.

Pour tout f € Zg, My est le barycentre de la face F¥, et on note ny sa normal unitaire
(sortante si Fy < 0Q2). On notera la normale sortante de Fy au triangle T} le vecteur ny .
Pour tout ¢ € Zp, et pour tout j € Zg,, on notera A;, , les coordonnées barycentriques
(décrites en (3.3)); Fj, désigne la facette opposée au sommet S; dans 1’élément T;. On
appelle S; ¢ le vecteur face normale sortant de Fj, de norme |S;,| = |Fj,

La taille du maillage est donnée par le parametre h qui est le maximum des diametres
des simplexes de 7T, . La définition est donnée en [38, Définition 8.4, p.73].

On propose deux hypotheses de maillage :

Hypothese 2. (Régularité du maillage 1) : L’intersection de deux éléments distincts
de Ty est soit vide, soit un point, une aréte ou une face commune (en 3D ).

Hypotheése 3. (Régularité du maillage 2) : Pour tous les simplexes Ty, { € Ir, on
suppose que le rapport du diamétre du cercle (resp. de la sphére en 3D) circonscrit hy sur le

38



diamétre py du cercle inscrit (resp. de la sphére inscrite en 3D ), au triangle Ty, est borné
indépendamment de Ty et de Ty, ie.

h
Vle Iy, l:20'5<0'
Pe

La caractérisation de la régularité du maillage est donnée par o. De plus, on a l'inégalité
suivante [33, (3.17)] :

Ve TIp, VfeTr, |Fy||To™" <Cop;t, (3.2)

et C, ne dépend pas du maillage.

" o)

FIGURE 3.1 — Schéma d’'un triangle T, < 7T,

Coordonnées barycentriques

Les coordonnées barycentriques sont tres utiles dans le domaine des éléments finis. Elles
permettent de définir des fonctions de bases, et s’integrent tres facilement sur 1’élément de
référence. Considérons un triangle Ty, avec ¢ € Zp de sommet S;, S;, Sy, avec 4, j,m € Lgy

Si

S S;

FIGURE 3.2 — Schéma du triangle T; de sommet S;, S;, Sy,

La configuration du triangle 7} est représentée sur la figure 3.2. On consideére un point x
dans le triangle 7, de sommets S;,.5;, Sy, et un point O quelconque défini comme l'origine.

On peut écrire :
x= Y XarOSa, (3.3)
a={i,j,m}
Avec :
Aas(%) = (d|T0]) " Sae - (OM oy — ), (3.4)
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ou M, ¢ est le barycentre de la face opposé au sommet S, du triangle 7, et donc :
grad )‘Oél = —(d’TgDilsa’g.

On appelle les Ay, a € {1,...,d + 1} les coordonnées barycentriques et la formule (3.3)
(donnée pour d=2) la décomposition en coordonnées barycentriques.
On pourra définir la fonction "bulle" sur I’élément définie par :

d+1

PBes = H Aats (3.5)
a=1

et on peut définir I'espace :

PBe = {q € LQ(Q)a Q|Te =q gbBe,fa qe € R; Vi e IT} PB@ : (PBe)d' (36)

On note la formule d’intégration, donnée dans [59] :

d+1

[ ]!
f [ [ Mo dx = d!|To| =~ . (3.7)

o=t d+ > ka
a=1

Elément de référence

On définit le triangle de référence T [15, p.58]. Tout ce qui est relié a ce triangle sera
noté avec un accent circonflexe.
On considere I'élément de référence T de sommets (Si, S;, Sm) de coordonnées respec-

o (5.0

On notera iL, 0, p les parametres du triangles de références correspondants aux notations
déja présentées. On définit F, la transformation de T" vers T, € Ty, :

FIGURE 3.3 — Schéma de I'élément de référence 7' et du triangle T}

fg(@) = ]B%gi’ —+ bg (38)
avec By e R3*3, b, € R?.

On notera Ve Zp, feLpy :
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— Les faces de 'élément de référence :Fyp = F; (Fry).

— Les normales de I'élément de référence :hp, = F, ' (ny ).

— Les vecteurs faces normales de I'élément de référence :Spp = F;H(Spo).
— Le déterminant de la matrice de passage B, : J, = det(By).

— L’opérateur %, qui pour tout v € L?(T}), est défini par v, := Vir, © Fl
— L’opérateur gradient suivant la variable X : grad .

Relations entre les éléments et 1’élément de référence

Soit £ € Zr et une face f € Zp,. Considérons la normale nyy, a la face F ' sortante au
triangle 7'. 1’égalité suivante est vérifiée [38, Lemme 9.11] :

g = Tyl |Fpel | Frel 7 (B ) . (3.9)

On donne les relations suivantes [38, Lemme 11.1] :

[Je| = |T||T)
IBel < he/p (3.10)
B < h/pe

Proposition 2. Soit v e H (). Les égalités et inégalités suivantes sont vérifies :

[ol2, = ellim: 2o, (3.11)

grad v, = (B, ") grad 19, (3.12)

lgrad v][7z(r,) < B, ||/l |grad 0|7, (3.13)
Jgrad <012, g, < [Bol? i lgrad ol (3.14)

Démonstration. Ces inégalités sont obtenues avec le changement de variables x = Fy(Z). O

3.2.2 Espaces fonctionnels

On définit 1'espace :
PoH' = {ve L*(Q); VleIr vreH (T)}, PH' =[PH, (3.15)

ainsi que les espaces discrets suivants :

Pour tout D < R? un ensemble de simplexes connectés, et k € N, on appelle P* (D)
I’ensemble des polynomes de degré k sur D. En particulier on peut définir :

Pour k € N* : P*(T;,) == {qe C°(Q), Vl € Ir qir, € P*(Ty),} P*(Tp) := (P*(Th))?, (3.16)

Pour ke N« Py (Ta) = {q € L*(Q);  VleIr, qr, € P*(T0)}, Poc(Th) = (Phise(Tn))"-
(3.17)
On note [vp]r, (Wf) le saut de v, a travers le milieu My de la face Fy.
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— Si F} est une face intérieure, telle que Fy = T, Ty, avec £ < {'. Le saut [Vh]Ff(mf)
s’écrit : . . .

[Vile, (OMf) := Var,(OM ) = Vi, (OMy). (3.18)

— Si Fy est une face du bord appartenant a I'élément Ty, alors [vy,]r, (mf) = Vi1, (O—]\/[f)

Soit k& = 1. On notera 7} (p) I'opérateur de projection relié¢ & I'espace P*(T,) défini par
(3.16), p. 4L.

f gy (p) dx = f qpdx, Yq, e P*(T,). (3.19)
0

En particulier 'opérateur de projection 7y (-) est défini pour tout ¢ € L*(Q2) comme I'opéra-
teur :

WS IT, W?I(q)u"é = |Tg|_1j qu. (320)
T,

Soient (a,b) € R?, on notera a < b (resp. a = b ) si il existe une constante ¢, indépendante
du maillage, telle que a < ¢b (resp. a = cb).

Opérateurs reliés au maillage :

Pour simplifier les notations, on définit :
— Pour tout v e L*(T}), ¥, := |Tg|_1f vy, dx.
T,

— Pour toutveHl(Q),Uftz |Ff|_1f V|F, do.
Fpo
— Pour tout v € L2(Ff), Vyp = \Ff‘lj v, do.
F

Ces définitions s’étendent aux fonctions v telles que :
— vel*T), v, := ]Tg\—lj V|7, dX.
Ty

— ve HY(Q), v} = |Ff|_1fF Vir, do.
1

— VE LQ(Ff), Vf’g = ‘Ff|71 JF Vi1, do
f

Inégalités locales :

Proposition 3. (Inégalité de Poincaré-Steklov dans la cellule [38, Lemme 12.11])
Pour tout { € Ir, et pour tout ve H*(T}), on a :

lv="2el 2, < helgrad v|pe(r,). (3.21)

Proposition 4. (Inégalité de Poincaré-Steklov sur les faces [21, Lemme 36.8])
Soit v e H*(T;). Pour toute cellule Ty, { € Iy et pour une face Fr, felpy, ona:

lo =gl r2ry) < 020y |grad vlraer,).- (3.22)

Proposition 5. (Inégalité de trace dans la cellule [38, Lemme 12.15])
Soit £ € Ir, alors Yv e H(T}), on a :

1 2 1/2 —1 2 1/2 1 2
Ioltey = o1l oy (11l + Nerad o ) (323)
Si on combine (3.21) et (3.23), alors on obtient :
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Proposition 6. Soit { € Iy et f € Lry. L'inégalité suivante est vérifiée pour tout v €
Hl (Tg) N

lo — el 2y < 07 °hy'* | grad o] ey (3.24)
Proposition 7. Pour toute cellule Ty, { € Ir, et pour tout v e H'(T,) n P'(Ty), linégalité
inverse suivante est vérifiée :

lgrad vlvzn) < (00)~ v — Tl 2(y)- (3.25)

Démonstration. On suit la preuve de [60, Lemme 2] : on passe par 1’élément de référence
pour obtenir :

lgrad vlvzn,) < B |7

J grad ; 0, dx
T

En intégrant par parties dans I’élément de référence, on obtient :

oT

Enfin, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, et en repassant dans 1’élément T}, on
retrouve l'inégalité (3.25). O

J grad ;0, dx

T

Opérateurs discrets

On peut définir les opérateurs discrets :
— grad, tel que : Yq e P,H', grad, ¢ € L*(), est tel que

vv e L*(Q), (grad,, g, VL) = 2 (grad q, v)Le(r,)-
fEIT

— Grady, tel que : Vv e P,H(div), Grad ,v € L*(Q), est tel que

Yw e L*(Q), (Grad, v, w)r2(q) = Z (Grad v, w)i(7,).

KGIT

— divy, tel que : Vv € P,H(div ), divy, v € L*(Q), est tel que

vq € L2<Q)7 (dth v, Q)LQ(Q) = Z (diVV7 Q)LQ(TK)-

EEZT

3.3 Discrétisation conforme pour les équations de Stokes

Dans cette section, nous discutons de 'analyse numérique d’un schéma conforme pour
les équations de Stokes. Une analyse d’erreur pour des problemes abstraits est proposée en
annexe B, p. 171, analogue a celle de la these de Heib [5, section 2.2.1].

La méthode des éléments finis nécessite des espaces d’approximations de dimension finie
pour les inconnues, relatifs au maillage. Dans cette démarche, supposons deux espaces fermés
de dimension finie X;, € X et M;, < M. Cette discrétisation est dite conforme. Le probleme
discret s’écrit alors :

Trouver (uy,pp) € Xp, X M), tel que :

{ a(un, vi) + b(Va,pn) = <f7Vh>H(1)(Q) Vv, € Xy,
b(up,qn) = 0 Van € My,

avec a et b définies par (2.36), p. 33 et (2.37), p. 33. On peut alors définir I'espace
Vh = {Vh € Xh ‘ b(Vh, qh) = 0, th € Mh} (326)
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Remarque 5. Méme si le schéma d’approzimation est conforme, il est possible que Vi, € V.

Existence et unicité de la solution

Pour montrer I'existence et 'unicité de la solution, nous pouvons appliquer le théoreme
23, p. 174 d’existence et d’unicité du probleme continu en substituant les espaces continus
par les espaces discrets. Il reste donc a montrer les hypotheses du théoreme :

— Continuité de la forme bilinéaire a(-,-) sur X5, x X, (B.7) : Celle-ci est vérifiée par

la continuité de a(-,-) sur X x X.

— Continuité de la forme bilinéaire b(-,-) sur X, x M) (B.8) : Celle-ci est vérifiée par
la continuité de b(-,-) sur X x M.

— Coercivité de la forme bilinéaire de a(-,-) sur V;, (B.9) : La coercivité de a sur V
n’'implique pas la coercivité sur V;, car V;, ¢ V, néanmoins la coercivité de a(-,-)
sur X implique celle de a(-,-) sur Xj.

— La condition inf-sup (2.44) de b(-,-) sur X, x M, (B.10) : La condition inf-sup du
probleme continu n’implique pas la condition inf-sup sur 'espace X, x M. Comme
vu avec les remarques précédentes, c’est souvent la seule condition a vérifier avec un
schéma conforme.

L’utilisation des schémas conformes est tres pratique car leur analyse se base sur 'analyse

du probleme continu. Cependant, en pratique, il peut s’avérer difficile de trouver une paire
d’éléments finis qui respecte la condition inf-sup en étant d’ordre 1. En effet, le schéma

P! — PY __ ne respecte pas la condition inf-sup (voir p. 16).

Il est possible de considérer d’autre éléments inf-sup stables (qui respectent la condition
inf-sup). C’est le cas des éléments finis de Taylor-Hood [61] (P? — P*)* et du mini-élément
(P'+Pp.) — Py [29]°.

disc

Il est aussi possible de choisir un espace d’approximation non-inclus dans ’espace de la
solution et de considérer des fonctions de base en vitesse pouvant étre discontinues. Cette
approche conduit & des paires d’éléments finis capables de s’adapter aux discontinuités du
terme source tout en ayant une erreur acceptable. Cependant, elles nécessitent une analyse
numérique plus approfondie pour démontrer leur convergence.

3.4 Discrétisations non-conformes pour les équations
de Stokes

Dans la section précédente, nous avons abordé la définition des méthodes conformes, ainsi
qu’une méthodologie d’analyse numérique les concernant. Dans cette section, nous nous inté-
ressons aux méthodes non-conformes :une approximation non-conforme consiste a approcher
I'espace continu Hy, par un espace discret Xg, qui n’est pas inclus dans Hj(2). Dans cette
section, trois discrétisations non conformes basées sur les éléments finis de Crouzeix-Raviart
non conformes d’ordre 1 [33, Exemple 4, p. 58] pour résoudre les équations de Stokes. Celui
ci sera présenté en section 3.4.4, p. 56 (noté PL. — P%_.). Ce schéma pose un probléme
de consistance (p. 61). Pour corriger cela, un schéma modifié avec des degrés de liberté en
pression supplémentaires localisés sur les sommets du maillage sera proposé dans la section
3.4.5, p. 65. Bien que ce schéma présente des propriétés intéressantes, pour les maintenir en
3D, I'ajout de degrés supplémentaires sur les arétes est nécessaire. Ce dernier schéma sera
présenté dans la section 3.4.6, p. 74.

4. tel que uy, € (P*)Y A HY(Q) et pr, € Pt n LE(R2). Ces espaces sont définis par (3.16)
5. tel que uy, € (P* + Pp,) et p, € PY,... Ces espaces sont définis par (3.16), (3.6) et (3.17)
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3.4.1 Les éléments finis non-conformes d’ordre 1 scalaires

Pour définir les éléments finis non-conformes d’ordre 1, on introduit un maillage trian-
gulaire 7;, de sommets S, et de facettes F; comme défini en section 3.2.1. Dans un premier
temps, nous définissons les éléments finis PL.. L’espace de discrétisation est :

Xn = {on € [Pl (TOI |V f € T« [0n] e, (O3 ) = 0}, (3.27)

La condition :
[Uh]Ff (OMf) =0 (328)

est communément appelée le "patch test'.
On appelle X, le sous-espace de X, tel que :
—
XO,h = {Uh € Xh ’ Vf € I%, Uplo = Uh(OMf) = O} (329)
Comme les fonctions v, € X}, sont discontinus aux interfaces, cette approximation est non-

conforme dans H'(Q) : X;, ¢ H*(Q). On peut définir le produit scalaire associé & I’espace
Xy, suivant :

XOh X XOh — R
) ; ; 3.30
SRl { (n, wn) = (vp,wp)p = (gradhvh,gradhwh)m(g) ( )
Sa norme associée est notée :
Xon — R
Ay ' 3.31
I o 2 el om (3:31)

Proposition 8. La forme bilinéaire (-,-), est bien un produit scalaire associé a [’espace
Xon-

Démonstration. Les preuves de propriétés de symétrie, et de positivité sont immédiates. 1l
reste a montrer que la forme bilinéaire (-, ), est bien définie.
Si |vplln, = 0, alors nous avons :

Vﬁe{l,...,dJrl},&@vh:O sur 1y, (€ Iy

ce qui veut dire que v, est constant sur chaque 7y, ¢ € Zr. Or, par la propriété du patch
test, on sait que :

erzF,J o] = 0.

Fy

Ce qui implique que vy, est constant sur tout le domaine €2 et comme vy, € X 5, on en conclut
que vy, = 0. L’opérateur || - |, est donc bien une norme sur X . O

Fonctions de base pour les éléments finis P,

Proposition 9. L’espace Xy, est un espace vectoriel de dimension Ni. On peut le munir
d’une base de fonctions affines par morceaux (gzﬁf)jfvjl de sorte que les fonctions satisfassent :

—

6;(OMp) =05, V1<f f <Np. (3.32)
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Soit Ty € Ty, les fonctions de base locales de I'élément P;C

¢a,€(x)7 1 <O‘<d+17

associées aux barycentres des éléments T; sont telles que

¢a,£(ma/,e) =0qa, 1<a <d+1.

Ces fonctions peuvent s’exprimer en fonction des coordonnées barycentriques A\, , définies

d+1
par (3.4), p. 39 telles que si x € Tj, alors x = Z )\mg(@a,g»(X)
a=1
Pae(x) = 1 — dAge(x). (3.33)
Remarque 6. Pour une facette intérieure Fy, f € T.. partagée par deuz triangle Ty, T, on

a:
Vo < Ff, ¢g7f(X) = Q5k7f(X) =1
Si Fy est une aréte intérieure (f € Zi) partagée par le triangle Ty et T, : Fy <
0T () 0T, (0. k) € Ip, £ # k. On a alors :

| pus(x) sixeTy
¢s(x) _{ ¢:;(x) sixeTZ

Si Fy est une aréte du bord (f € Z%) sur le triangle T}, alors on définira

Pr(x) = b (%)

L’opérateur d’interpolation des éléments finis de Crouzeix-Raviart non-conforme d’ordre 1 :
7% pour des fonctions scalaire est défini par (3.34)

H'(Q) — X,
xCR . v Y Ty (3.34)
felr

Notons que Vf € Zp, f

R ydo = f vdo.
Fy

Fy
On donne les propriétés de 'opérateur d’interpolation W,?R suivantes :

Proposition 10. Les inégalités suivantes sont vérifiées :

Voe HYQ), xS0l < grad v, (3.35)
Voe Hy(Q),V eIy, |v—n5 )12 < hdgradv|ie,).

De plus, pour tout v e P(Q), 750 = v.

La constante de stabilité de la borne sur |7 v|, est égale & 1 [62, Lemme 2]. En
particulier, elle est indépendante de I'anisotropie du maillage.

Démonstration. On reprend la preuve de [60, Lemme 2|. Posons £ € Zr. On donne la relation
entre le gradient de la fonction interpolée vy, et le gradient de la fonction v, en intégrant par
parties deux fois :

grad (vg)r, = ‘T[|1J grad vy, dx = |T,|™* Z J vy do,
TZ fEIF,g Ff
= [T, Z f vngedo = |Tg_1f grad v dx,
feTpe Y Er Te
_ 1/2
< |17 (Jlerad v]fe)|Ti?) ",
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En particulier, en intégrant le gradient constant sur 7}, on obtient :

|T;||grad (Uh)\Te|2 = |grad (Uh)H%.Z(TZ) < |grad U||i2(T£)~

En sommant sur tout les triangles Ty, ¢ € Z7, on retrouve I'inégalité voulu pour v. L’équation
(3.47) en est déduite directement.

Pour l'inégalité (3.48), nous reprenons la preuve disponible dans [63, p. 7]. Posons v €
Hé(Q) et £ € Zr. On considere la transformation affine F, du triangle 7T, au triangle de
référence T’ défini par (3.8) ainsi que la projection :

~CR Hl(T) = X < . 1
e b — Z R0 ouwfvzﬁ . vdo.
fe{lomd+1} fIJEs

avec © = voF, '. On reprend la preuve de la Proposition 7, p. 43, et on passe dans I’élément
de référence pour obtenir :

|Te
T

On observe que Vopérateur 7% est I'opérateur identité pour les fonctions affines. En parti-
culier, il préserve les fonctions constantes. Ceci implique que la fonction v, — W;?R( 0) est a

moyenne nulle. On utilise I'inégalité de Poincaré-Steklov (3.21) :

lv =7 (0)[L2r,) <

| A
[ (W)Hm(:ﬁ)

CR

Ty,
lv — (U)H%%Te) < |

—— |V
n

Ensuite, en utilisant un changement de variable, 'inégalité se ré-écrit :

- ﬁgR(@é)’Hl(T)

] 7\
lo =7 ()2, < 7| Bl 7| [ve — i (ve) |y

et donc :
lv — 7Th (U)H%Q(Tg) < h?W - W}?R(Wﬂm(n)

]

Théoréme 8. (Inégalité de Poincaré-Steklov discréte) [21, Lemme 36.6]
Il existe une constante Cpg indépendante du pas du maillage Ty, et proportionnelle au
diametre de €, tel que
V?Jh € X(),h, ||’UhHL2(Q) < C]@(js‘”UhHh (337)

Probléme de diffusion anisotrope et éléments finis de Crouzeix-Raviart
On considere le probléme suivant :
Probleme: 4. Trouver u tel que
—div (A\grad (uv)) = f dans €
u = 0 sur oS

avec A € L*(Q) := { f mesurable sur € : f est essentiellement bornée }, [38, (1.5b), p.7]

une fonction uniformément bornée par une constante strictement positive. On peut alors
donner la formulation faible associée a ce probleme :
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Probléme: 5. Trouver u e H*(Q) tel que
J Agrad u - grad v dx = f fv Yve HY(Q) (3.38)
Q Q

Ce probléeme admet une unique solution [14, Lemme 61.1, p.60]. Il suffit de montrer que

la forme bilinéaire (u,v) — f Agrad u - grad v dx définie un produit scalaire sur Hj(£2) x
Q
H}(2). On peut alors appliquer le théoréme de Lax-Milgram (voir théoréme 20, p. 172).
Remarque 7. On peut généraliser le probléme en substituant X par A € (LOO(Q))RdXRd [21,
Remarque 40.2, p. 194].
Le probléme discrétisé avec les éléments finis P, s’écrit alors :

Probleme: 6. Trouver u € Xoy, tel que

a;wh(uh,vh) = f f?]h Yv e X07h (339)
Q

avec la forme bilinéaire ay j, définie par (3.40).
XO,h X XO,h — R

axh - (up,vp) = axp(up,vp) = Z f Agrad uy, - grad vy, dx - (3.40)
ey V1e

On a alors la proposition suivante donnée dans [21, Lemme 41.1] :

Proposition 11. Le probleme 6 est bien posé. Il admet une unique solution qui dépend
continument des données.

Démonstration. De la méme fagon, on peut montrer que la forme bilinéaire ay; est un
produit scalaire sur X ;. La preuve est exactement la méme que celle de la proposition 8.
On conclut que ce probleme admet une unique solution en utilisant le théoréeme de Lax-
Milgram (voir théoreme 20, p. 172). O

3.4.2 Les éléments finis non-conformes d’ordre 1 vectoriels

Pour les paires d’éléments finis que nous présentons dans cette section, I'espace des
vitesses discrétes est le sous-espace de P,H?, tel que :

Xy, = (X)) (3.41)
On peut alors généraliser le "patch test" pour les éléments P._ :
[vile, (OM/) = 0 (3.42)

On appelle Xy 5, le sous-espace des vecteurs de X, :
Xon = {va € Xy | Vioo = va(OM) = 0, Vf e I0 }. (3.43)

Pour la méme raison que l'espace X},, cette approximation est non-conforme dans H'(Q2) :
X, ¢ HY(Q).

On peut définir le produit scalaire associé a 'espace Xy, suivant :

XO,h XXO,h — R
(.’.)h;

(Vi wn) = (v, wp)p i= (Grad v, Grad ,wp);2(q) (3.44)

associée a la norme | - ||.
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Proposition 12. La forme bilinéaire (-,-) est bien un produit scalaire associé a [’espace
Xoh-

Démonstration. Les preuves de propriétés de symétrie, et de positivité sont immédiates. 11
reste & montrer que la forme bilinéaire (-,-); est bien définie. Celle-ci se montre avec la
proposition (8), en appliquant le méme raisonnement a chaque composante scalaire.

m
On notera aussi 'opérateur divy, tel que :
VVh € X}“ \WAS IT7 dth (Vh>|Tg = div (Vh)|Tg'
Fonctions de base pour les éléments en vitesse
On donne les fonctions de bases vectorielles des éléments finis P},
Pap = Gas(X)es,
et on définit
P} == ¢r(x)es. (3.45)

L’opérateur d’interpolation des éléments finis vectoriel de Crouzeix-Raviart non-conforme
d’ordre 1 est défini par :
MER .= (r7)4. (3.46)

Notons que Vf € Zp, J
Fy
terpolation TI¢'# suivantes :

H,?Rvda = f vdo. On donne les propriétés de l'opérateur d’in-
Fy

Proposition 13. Les inégalités suivantes sont vérifiées :

Yve HY(Q), [I7%v|, < |Grad v|i2(q), (3.47)
VveHy(Q),VleZr, |v—T5%V)|er) < he|Grad vz, (3.48)

De plus, pour tout v.e P1(Q), II{ v = v.

Démonstration. On a déja montrer ces inégalités dans le lemme 13 pour le cas scalaire. La
preuve est donc immédiate.

[]

Théoréme 9. (Inégalité de Poincaré-Steklov discréte) [21, Lemme 36.6]
Il existe une constante Cpg indépendante du pas du maillage Ty et proportionnelle au
diametre de €, tel que
Vi € Xon, [ Vallea) < Cp5lvaln (3.49)

Discussions sur la stabilité des éléments finis P! — P, pour le probléme de
Darcy-Stokes

Le probleme de Darcy-Stokes s’écrit : Trouver (u, p) tel que :

ou—2udiv (D) +gradp = f

div(u) = 0 (3.50)

avec
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— les constante de viscosité et perméabilité o > 0, u > 0 et au moins 'un des deux est
plus grand que 1.

— le tenseur D défini par (2.20), p. 29

— la forces f.
Ce probleme est intéressant a résoudre, car il peut intervenir lorsqu’on utilise des schémas
de projection pour les écoulements de Stokes et pour les écoulements a nombre de Reynolds
élevé. Dans ce cas, un schéma pouvant résoudre le probleme de Darcy et celui de Stokes peut
étre avantageux. Le schéma P! — PJ._ est un bon candidat, mais celui-ci ne converge pas
lorsqu’on 'applique au probleme de Darcy. Ceci est expliqué dans Particle [64] [65]. Dans
ces articles, il est stipulé que ces instabilités viennent du fait que l'inégalité de Korn n’est
pas vérifiée :

1C > 0, ’u‘Hl(Q) < O(”DH]LQ(Q) + ||uHL2(Q))

Pour pouvoir corriger 'élément P, — P)_ et vérifier I'inégalité de Korn, on ajoute une

pénalisation issue des méthodes de Galerkin Discontinues qui s’écrit :

su(w,v) = f 2%[11] [v]do (3.51)
fezi, Yy
Dans [65], il est expliqué que le schéma P} — P)._ . avec cette stabilisation correspond

disc
exactement & une méthode de Galerkin Discontinues.

3.4.3 Lien avec la méthode HHO

La méthode HHO (Hybrid High-Order) [51] est une méthode de discrétisation non
conforme qui s’inscrit dans le formalisme des schémas gradients [66]. Les liens entre cette
méthode et les méthodes de Galerkin Discontinues Hybrides (HDG) ont été fait dans [67]
et le lien entre la méthode HHO et la méthode des Virtual Element methods (VEM) est
proposée dans [68]. Ce schéma a aussi été appliqué aux équations de Stokes et Navier-Stokes

[69, 70].

Présentation de la méthode HHO :

La méthode HHO consiste a créer un schéma qui approche la solution avec des polynémes

de degrés [ dans les cellules et k sur les facettes. Le principe repose sur deux points :

— La reconstruction locale : On résout un probleme local dans chaque élément avec une
intégration par partie.

— Le terme de stabilisation : On ajoute un terme de pénalisation qui permet d’imposer
faiblement sur chaque face de la cellule la consistance entre les inconnues de la face
et les traces des inconnues de cellule de part et d’autre de la face. Cela assure la
stabilité tout en préservant les propriétés d’approximation de reconstruction.

Un des avantages des schémas HHO est qu’ils sont définis sur des mailles de forme
polytopal [51, définition 1.4]. Néanmoins, pour simplifier les notations, nous considérons ici
seulement un maillage de simplexe.

Approximation polynomiale

Pour présenter I'espace d’approximation polynomiale, on introduit deux définitions :

Définition 6. On définit Al lespace de vecteur a d composantes et dont la somme de
chaque composante est inférieure a | € N. On a donc

Al ={aeN?: |a| <s} (3.52)
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On note son cardinal N} qui vaut d combinaisons parmi l.
I+ d) (I +ad)!

d d! (3:53)

L’idée est de réaliser une approximation polynomiale sur les cellules et sur les facettes.
Pour simplifier, on réalise une approximation de méme ordre sur les facettes et les cellules.
On note le degré de cette approximation k. On considére X un sous-ensemble de R?. On
définit I'espace polynomiales de degré au plus [ défini sur X par :

N} = card(Al) = (

P(X) := {p X - R: El(fya)aeAfj e R4 tel que p(x) = Z VaX®, Vx € X}.

aeAfi
On a alors que
dim(P4) = N}.
Cette espace est similaire a Pk(D), ol D un ensemble de simplexe. Cependant, cette dé-
finition nous permet également de définir des espaces polynomiaux sur des éléments géo-

métriques de dimensions plus petit que d. Par exemple, nous pouvons appliquer la méme
définition a une facette ou a une cellule.

Projection sur des espaces polynomiaux locaux

Par la suite x désignera l'indice d’une cellule ou d’une facette notée X,. On définit les
projecteurs suivant [51, d“éfinitions 1.38 & 1.39, p.29] :

Définition 7. Le projecteur L* orthogonal 712’[ est défini par :

b LNX,) — PYX,)

3.54
v — ok ( )
et tel que Yw € PY(X,)
(7% — v, w) p2(x,) = 0.
Définition 8. Le projecteur elliptique Wi’l est défini par :
1. 71 !
s L (X,) —» P(X,
v— T
et tel que Yw € P1(X,),
(grad (rl'v — v), grad w)rx,) =0 et (mily — v, Dr2x,) = 0.
Application au probleme de Poisson
Pour illustrer le schéma, considérons le probleme de Poisson décrit par (3.56).
Probleme: 7. Trouver u tel que :
—Au = f dans
{ u = 0 surof (3.56)

avec f € L*(Q). On rappelle que sa formulation variationnelle est donnée par :

Probléme: 8. Trouver u € Hy(Q) tel que

J gradu - gradv = f fu, Vo e Hy (). (3.57)
0 0

Nous effectuons une construction locale en nous positionnant dans une cellule spécifique,
ou nous calculons ensuite toutes les contributions associées.
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Calcul du projecteur L? elliptique local

On fixe un degré k et un élément du maillage T, £ € Zr. Soit (v,w) € H'(T}) x H*(T})
et Aw e L*(T}). En intégrant par partie avec (2.6), p. 25, on obtient :

(grad v, grad w) 21, = — (v, Aw)2r,) + Z (v,gradw - nyy)r2(p,). (3.58)
Je€lpy

Si on prend w € P*(T}), alors, pour k > 1, Aw e P (T;) = P*(T}) et pour k = 0,
Aw =0, Aw e P*T)).

— En utilisant la définition 7 de W?’k, on peut substituer le terme

( 0,k

(%Aw)m(n) par Ty UaAw)LQ(Tg)a

dans le second membre de I'équation (3.58). De plus, pour tout f € Zpy, ona gradw €
(P*(Fy))?, car ny e (BO(Fy)) .

— En utilisant la définition 7 du projecteur W?’k, on peut remplacer

( 0,k

(v,gradw -nge)p2p,y  par (77 v, grad w - nyg) (g

k+

— Finalement, en utilisant la définition 8 du projecteur elliptique Wé KL on éerit

+

(grad ng’k v, grad w)r2r,) auliende (gradv,gradw)iz(r,).

En conclusion, on obtient :

(grad W}”Hlv,grad W) (1) = —(W?’kv, Aw) 21,y + Z (W(j)ﬁkv,gradw Ny )r2r)- (3.59)
felre

Et en utilisant les définitions de w?”“ et m, okt

o 1,k+1 o 1,k+1 0,k
0= (71'[ v —0, 1)L2(TZ) = <7T€ V—T, U, ]‘)LQ(T[)'

7k+

. Lk+1 . .
Cela veut dire que pour calculer 7, v, on a juste besoin de :

— 7% la projection L? de v sur P*(T;)
— VfeIpy, ﬂ?’kv la projection L? de v sur P*(F).

Espace des inconnues locales discréetes

Dans cette partie, on se place localement dans une cellule T;, ¢ € Zp. L’espace des
inconnues locales est donné par :

Ub = {v = (v, (vf)fezp,) Ve € PH(T}) et vy € PE(F})Vf € Try}. (3.60)

Ainsi, si £ = 0, nous avons une inconnue par cellule et une inconnue par facette. Si k = 1,
on aura Nj = d + 1 inconnues par cellule et Nj ;, = d inconnues par facettes ot N} est
défini par (3.53) et ainsi de suite. On définit ensuite la semi-norme discréte H' sur T} par :

1
Yooe U, |vehn = (ngade%g(Te)+\W|35TZ227
elror, = (D A7 lvr — vellFaey)?. (3.61)
FEIF,Z
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Soit ap(+,-) une forme bilinéaire coercive et continue. On définit la norme discréte associée
a la forme bilinéaire ay(-,-) :

|ap : PoH' - R

|a,h = Z ap(uy,uy ). (3.62)

ZEIT

up — ||y

On définit ensuite un outil pour I'analyse de la méthode HHO :

Définition 9. L’interpolateur local est défini par :

Ij - HA(Ty) - U} (3.63)

v — Ifv = (m)%, (77 0)vsers, )

La proposition suivante nous donne la continuité de I'interpolateur [51, proposition 2.2,
p. 46] :

Proposition 14. (Borne de l’interpolateur local)
Il existe une constante Ch, , 1 > 0, telle que pour tout £ € Iy et v e Hl(Tg)

||l]ZUH1,Tz < Chypk gradUHL%Te)

Construction de 'opérateur de reconstruction de potentiel

On peut créer, en utilisant (3.58) et (3.59), un opérateur de reconstruction pour passer de
I’'espace HHO a l’espace des polynomes de degré k + 1 dans chaque cellules. Ce projecteur
est défini par [51, (2.16), p.47]. On note celui-ci : pi*' : UF — P*(T)) tel que pour
v e UF, Yw e PFYY(T))

(grad p; v, , grad w) 2,y = (v, Aw) () + Z (v, grad w - nyp)r2(ry), (3.64)
f€lry
et
(pf vy — ve, V) 2er,) = 0. (3.65)
L’équation (3.64) est équivalente &, Yw e P*™(T)) :
(grad p;*'v,, grad w) 2,y = (grad v, gradw)pzg,) + Z (vf —vg, gradw - nyg)r2(p;).
f€lp,
Quand on compare (3.65) & (3.59), on identifie :
Py = oty (3.66)

On illustre ces propriétés de commutation par le schéma suivant :

lk
Jig ‘ Uk
Pt
m},kﬂ
Pk+1(Tg)
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Contribution locale
Dans une cellule T}, on approche la forme bilinéaire a(-, -) par :

ag(ug,v,) = (grad pyug, grad py ™y ) o) + sl ), (3.67)

ol 5 : U x U — R est une forme bilinéaire locale de stabilisation dont le but est d’assurer
la coercivité de la forme bilinéaire a,. Pour que le probleme discret soit bien posé, la forme
bilinéaire s, doit satisfaire 3 propriétés [51, hypothese 2.4] :

Hypothese 4. (Propriété de s;).

1) La forme bilinéaire s, doit étre symétrique semi-définie positive.
2) dn > 0, indépendant de h et Ty tel que Yv, € Qf :

n e 7, < aelve,ve) < nllue|i g,

3) Yw e PFTYT), Yo, € Us
Sé(lfw,ﬂg) =0

Il existe plusieurs choix de stabilisation. Classiquement, on peut prendre [51, (2.22), p.
50] :

8[(@[ 7@) = Z hjjl(((;zf - 55)% ’ (62]” - 65)% )LZ(Ff)7 (368)
felrye
ol
Sfvg = mp "t (pp T (we) — we), et 6 o= w (T (vg) — we). (3.69)

Dans ce cas la, seules les quantités sur les facettes sont pénalisées. Le facteur h;l assure
I'homogénéité dans (3.67).

Avant de donner des propriétés sur la forme bilinéaire s,, on rappelle les définitions des
espaces de Sobolev suivants :

Définition 10. (Multi-indice et espace de sobolev)
d
On note m = (my,...,mqg) € N* un multi-indice, tel que |m| = Y m;. On définira alors

i=1
la dérivée partielle 0™ () = o™ ... 05, On peut alors définir les espaces de Sobolev d’ordre

r > 0 suivants :

1/2
— ) = g DO Y e N ol <, 0% e @) [elmiy = (D 107l
0<|m|<r
On définit aussi ’espace :

PoH" ={veLl*Q); VleIr vrecH (T}, PH =[PH]". (3.70)

On peut maintenant donner les propriétés de la forme bilinéaire s, [51, proposition 2.14] :

Proposition 15. (Consistance de s;).
Soit une cellule Ty, £ € Iy et sy un terme de stabilisation comme décrit par la propriété 4.

Alors sir e {0,--- ,k}, Yo e H (1))

se(L5v, I5v)3 < Chy* Yo

Hr+2 (TZ)

ot la constante C dépend de Ty et k.
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_ 7T(),Ic+1

Démonstration. On utilise la Propriété 4.3 de la forme bilinéaire s, avec w v E

P*1(T) et la proposition 14. On obtient :

el L)' = sy (Lo — 724 ), I (w — m¥4 o))V
<0215 (v — 7 ) | g,
< Clv— W?’kﬂv]Ln avec C = 771/20%0,;C
<

Chy* vl grez(ry)

Définition des inconnues globales :

On définit 1'espace global des inconnues discretes :
Uy = {vy = [(vo)eezrs (vp)gezp] : ve € PM(T,), Ve Iy, vy e PH(Fy),Vf €Iy},
On définit I'interpolateur global :
Ihw o= ((mg™0)ezp, (75 0) ey )- (3.71)

On définit la semi-norme globale :

lloallFn = > el (3.72)

ZGIT

On note aussi :

Qio = {Qh GQE Uy = O,szé)r},

I’espace des inconnues associées aux conditions de bord de dirichlet homogenes.

Définitions des formes bilinéaires globales :

On définit les forme bilinéaires globales suivantes :

ah(ﬂh 7Qh) = Z a((ﬂé 7@)7 (373)
EEZT
et
snlwy o) = ) selug,vp). (3.74)
Lelr

On énonce la propriété suivante [51, p. 57] :

Proposition 16. Propriétés de ay
La forme bilinéaire a;, posséde les propriétés suivantes :
— La forme bilinéaire ay, est stable et bornée : Vv, € QZO, on a :

0 o |13, < aelvn,vn) < nlloy |7
— L’erreur de consistance &, est telle que, pour tout v € {0,--- , k} et tout w e Hy(2) n

PLH" tel que Aw e L*(1).

sup & (w; )] < CA™HE Z W] grrv2(1,)5

Uy EQh707H2h Ha,h:1 lelr

ot la constante C ne dépend pas de w et h. L’erreur de consistance &, s’écrit :
Yy, € Qz,o
En(w, vy ) == —(Aw, vy)2(0) — an(Ifw, vy ). (3.75)
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Formulation du probléme de poisson pour la méthode HHO

La formulation variationnelle HHO sur le probleme de Poisson avec conditions limites
de Dirichlet homogenes s’écrit :

Probleme: 9. Trouver u,; € Qi,o tel que

an(u,,vy) = (f,n)on, Yy, € Qi,o (3.76)
Proposition 17. Le probléme (3.76) est bien posé. [51, lemma 2.19].

Démonstration. On vérifie seulement les hypotheses du Théoreme 20 (Lax-Milgram) avec
U=U Z,o- OrU lfi,o est un espace Hilbertien avec la norme induite par a;,. La forme bilinéaire
est donc U-coercive avec une constante de coercivité égale a 1. Finalement, il suffit d’utiliser
une inégalité de Poincaré discreéte, prouvé dans [51, p. 55] et I’équivalence des normes de la
propriété 16.

(£, on) 22 < Fle2@) [vnlzz) < Ol flzz@ lun lin < 0'2Col £z |un

a,h»y
ou Cp est la constante de I'inégalité de Poincaré et |.| est définie en (3.62). Ceci implique
que la forme linéaire f est continue avec une constante de continuité égale a n'/?Cp O

On donne ensuite un théoreme de majoration de ’erreur pour le probleme de Poisson
[51, théoreme 2.32, p. 68] :

Théoréme 10. (Estimation d’erreur en norme L*)

Soit (M) nerr un maillage régulier et k = 0 un degré polynomial fivé. Soitu € Hy(Q) l'unique
solution du probléme (3.57) et telle que u € P,H™™2, pourr e {0---k}. Pour tout h e H, on
note u;, € Qi,o l'unique solution de (3.76). Supposons f € PyH', alors :

Do llpr = ullpay < CB2 Y | flmy i k=0
te Ir Lelp
<C Z hr+2‘u|H7‘+2(T£) st k>0
ZEIT

Avec une constante qui ne dépend pas de h et u.

] , 1 0 .
Lien avec le schéma P, . — P :

Lorsqu’on résout les équations de Stokes (2.35) ou le probleme de diffusion anisotrope,
avec la méthode HHO [51] sur un maillage de simplexes et les parametres (k = 0,/ = —1)
(ie. des fonctions de bases constantes sur les faces et aucune fonction de base dans les
cellules), cela revient a utiliser le schéma P — P [71, p.179]. Par ailleurs, la méthode de
stabilisation (3.68), p. 54 utilisée pour la méthode HHO est alors exactement celle donnée
pour stabiliser les éléments finis P} — PY__ pour le probléme de Stokes-Darcy (3.51), p. 50.

disc

3.4.4 Le schéma P}w — Pc(z)isc

Le schéma P}, — PJ,.. est un schéma mixte pour les équations de Stokes et Navier-Stokes
basé sur les éléments finis de Crouzeix-Raviart non-conformes d’ordre 1 [33, Exemple 4].
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Formulation variationnelle des équations Stokes pour le schéma P} — PJ

On associe a la forme bilinéaire a(-,-) (2.36) la forme bilinéaire ay(-, ) telle que :

(3.77)

ap X07hXX07h — R
' (uh,Vh) — V(uhth)h '

L’espace de discrétisation de la pression est défini par I'espace des fonctions constantes sur
chaque maille (Py,.(T5)) :

Mh = {Qh € LS(Q>’ VTfu le IT: qn|T, € Pc(l)zsc(Te)} = Ptgzsc<77‘b) N LS(Q) (378>

On associe a la forme bilinéaire b(-,-) (2.37), la forme bilinéaire by (-, -) telle que :

by - { Xopx Myp = R (3.79)

(Vhopn) = —(dive Vi, pp)
On définit aussi 'espace des fonctions a divergence discrete nulle
V5, = {v e Xon|Vgn € My, bp(vh, qn) = 0}.
On montre un lemme intéressant : [64, Lemme 3.1]
Lemme 1. Pour tout vy, € Vi, on a V0 € Iy, div (vyg,) = 0.

Démonstration. On a avec une intégration par parties :

(dth Vh, 1)L2(Q) = Z (diVVh, 1>L2(Tg) = Z J Vp - Il|aT£ do
eIy teTr YOTu

= Z f [Vh]'nde'ZO
fEIF’g Ff

car v, € Xo, (3.42), p. 48. Donc pour v, € Vj, et g, € Py...(Tr), si on pose g, := |Q| f an,
Q

on obtient :

(dth Vi, qh)LQ(Q) = (dth Vh,qh)LQ(Q) + (dth Vi, qn — %)LQ(Q) =(q, Z(diVVh, 1)L2(Tg) = 0.
K

Finalement, on a bien (divy vy, gy) = 0 pour tout g, € P5..(T4), et donc, pour tout ¢ € Iy,
div vy 7, = 0.
0

Lorsqu’on discrétise les équations de Stokes (2.35), p. 33 avec une méthode non-conformes
et un terme source f € H (), les fonctions de tests v;, € X, n’étant pas dans H(€2), il
faut réaliser un traitement sur le second membre.

Soit ls € L(Xo 4, R) tel que

XO,h — R
U :
vV — gf(Vh)

avec

(favh)LQ(Q) sife L2(Q),

&, Tn(vi)m o si £ ¢ L(Q). (3.80)

VVh € XO,ha gf(Vh) = {
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ot Jp, : Xo,, — Yy, est un opérateur de moyennisation [38, §22.4.1], avec
Yo = {vi e Hy(Q) | VK € Ty, vix € PF(K)}.

De plus, il existe une constante C’;" strictement positive, indépendante du maillage et telle
que :
| Tnvile) < CF [Valln ¥vi € Xop (3.81)

Pour obtenir un probléme bien posé, on remplace le second membre par l¢(vy,).

Par ailleurs, lorsque f € L*(2) et que le calcul exact de J f - v,dx, avec v, € Xgy,

Q
n’est pas possible, nous approchons cette intégrale avec des formules de quadrature qui sont
définies dans I’Annexe A.

Nous rappelons le résultat suivant présenté dans [60, Lemme 2] et [72] :

Proposition 18. L’opérateur d’interpolation TIS® des éléments finis Pl joue le réle d’un
opérateur de Fortin (voir (B.20), p. 176) :

Vve HY(Q), |I5%v|, < |Grad v|Lz(), (3.82)

Vve HY(Q), Vgne M, (divi 115 ®v, q1)12(0) = (div v, gn) r2(0)- (3.83)

Démonstration. L’équation (3.82) a déja été prouvé dans la proposition 13, p. 49. Montrons
(3.83). On integre par parties, sur un triangle Ty, ¢ € Zy :

f divv,dx = Z J vy -nypdo = Z f v - nydo,
iy Ff Ff

fe€lre felre

= f div v dx
T

]

La proposition précédente permet de montrer rapidement la condition inf-sup de la forme
bilinéaire by, (B.10) sur X, — PJ,... En réalité, I'espace X}, est plus grands que nécessaire pour
démontrer la condition inf-sup du schéma. On montre un résultat analogue a la proposition
précédente en utilisant un espace plus restreint. On peut construire un opérateur inverse a
droite explicite pour l'opérateur divy, de M a X :

Lemme 2. Pour tout q, € My, il existe Via0(an) € X0 tel que :
= (V0 Va0 (0) oy = ¥ TR (@0) 220 (3.84)
HVh,wg(qh)Hh < Cawv Hmp(an)|a (3.85)

Démonstration. Soit q, € M. On utilise la proposition 1, p. 34 : 1l existe Vo (
tel que

) € Hy(Q)

qh

1

div Vo0 (q) = =V Th(an), et [Vao (g laye) < Can v |mh(an) |2 o)-

€ Xpo tel que Vf e 7.,
c
Vh,wg(qh)<Mf) = Hh R(ng(qh)fo)
On integre ensuite par parties deux fois et on obtient :

A4 EIT, JT div Vh,ﬂ'g(%) dx = Z JF Vth?L(q’L)'Ilf’g do = Z JF Vﬂ.g(qh)'nﬁg do = f div Vﬂg(qh) dx.
[ f !

fEIFj fEIF,Z T

SO1t V0 (41)

Ce qui nous donne la premiére égalité (3.84). La derniére inégalité s’obtient en utilisant
(3.47), p. 49. O

o8



On peut donc construire le représentant de g, dans X qu’avec les composantes nor-
males. La discrétisation du Probleme (2.35) s’écrit alors :

Probleme: 10. Trouver (up,pp) € Xop x My, tels que ¥ (v, qn) € Xop x My, -

{ an(p, vi) + on(Vi,pn) = Lle(Va), (3.86)

bn(un,qn) = 0.
Avec l¢(-) qui est défini par (3.80), p. 57.

Pour montrer I'existence et 'unicité du probleme (10), on peut utiliser le théoreme 23.
Il faut donc vérifier :
— La continuité de la forme bilinéaire ay(-, -) sur Xo x Xon,
— La continuité de la forme bilinéaire by (-, -) sur Xo x M,
— La coercivité de la forme bilinéaire sur V}, définie par (3.26).
— La condition inf-sup discréte entre les espaces X et M pour la forme bilinéaire
bh<', ) .
bn(Vi, Gn)

i8>0, inf sup —————— = Bllal|2@9)- 3.87
e P T PR 0

VR #0

Comme la méthode est non-conforme, on ne peut pas utiliser les propriétés des formes
bilinéaires a(:,-) et b(-,-) du probleme continu pour montrer ces propriétés. Il faut donc
démontrer ces quatre points.

Proposition 19. La forme bilinéaire a(-,-) est continue et coercive sur Xop x Xop.

1/2 1/2

Démonstration. En utilisant la proposition 12, on sait que : ay(vy, vy) [valln est
une norme sur X 5. La coercivité et la continuité de la forme bilinéaire a(-,-) sont donc
établies. O

=V

Rappelons les propriétés [63, Lemme 3.1, Lemme 5.2] :

Proposition 20. La forme bilinéaire by(-,-) est continue et respecte la condition inf-sup
discrete (3.87) :

Démonstration. Pour la continuité de by, elle s’obtient en utilisant une inégalité de Cauchy-
Schwarz. Pour montrer la condition inf-sup, a 'instar de la preuve du probléme continu (voir
Théoreme 7, p. 34), nous allons utiliser la proposition 1, p. 34. Cette preuve se base sur le fait
que TI§7 est un opérateur de Fortin : Soit g, € PY..(Tn) n L2(), 11 existe un unique v,, €
V= tel que divv,, = g, et

1V, e (@) < Caiv [|div vg, [ 12(0) = Caivllanlz2(0)-
En appliquant le lemme 2, on définit la vitesse discrete

._ 11CR
_Hh qu

Vh‘7q}L :

telle que :

n < |Gradv,,

1V, 12(9) = [Va, [m1 ) < Caiv lan] r2@)- (3.88)

Nous avons donc en utilisant (3.83), on a :
(dth Vh,aps Qh)LQ(Q) = (divh Va Qh)LQ(Q) = th”%%Q)'
Et en utilisant 'inégalité (3.88), on trouve :

1
|bn(Vhg, an)| = o lanlz2() [Vhgla-
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On observe que dans la preuve de la condition inf-sup, la vitesse est vy 4, est construite
seulement avec les composantes normales (voir le lemme 2). On rappelle le théoreme suivant
[33, Théoreme 3|, [73, Théoreme 2] :

Théoréme 11. Le probléme (3.86) est bien posé. C’est-a-dire qu’il admet une unique solu-
tion (wp, pr) € Xon x My, telle que :
— SifeH ' (Q) ona:

Jupln < CEvflla-1(q), (3.89)
Ipn| L2 < 207 Caiy Cps f]la-1(0)- (3.90)
— SifeL*(Q), ona :
[unln < CBsv™[f 2, (3.91)
Iprllz2 @) < 2CE5Caiv [|f|L2(0)- (3.92)

avec Caiv, C7, Cps les constantes définies par (2.41), p. 34, (3.81), p. 58, (3.49), p. 49.

Démonstration. Pour montrer que le probléeme est bien posé, il suffit d’utiliser le théoreme
de Babuska-Brezzi (théoreme 23, p. 174) avec X := X, défini par (3.41) et YV := M,
par (3.78). La continuité et a coercivité de la forme bilinéaire as(-,-) sont établies par
la proposition 19. La continuité et la condition inf-sup de b, ont été démontrées dans la
proposition 20.

Pour montrer (3.89), on considére (uy,ppn) 'unique solution de (3.86). On sait que
divy, u, = 0. Si on prend v, = uy, dans (3.86), et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
ainsi que l'inégalité (3.81), p. 58 si f € H™1(Q) ou (3.49), p. 49 so f € L*(2), on obtient :

{|uh|h < VO flar) sife HY(Q)

1 ik . 3.93
fule < v ORIl sifeLA(Q) (3.93)

Pour obtenir I'inégalité de stabilité sur p, (3.90), on utilise la proposition 1, on sait que

lv,, € V* tel que divv,, = p.

On considére vy, , := [1$%v,, et on teste la premiére équation de (3.86) avec vj, = v4,, . En
utilisant I'inégalité triangulaire, de Cauchy-Schwarz et de Poincaré-Steklov discrete (3.49),
puis en utilisant la proposition 13, on obtient :

||th%,2(Q) = v(up, Vg, )n — (f,Vh,ph)L‘Z(Q),
< vluplwa|vap,ln + 1fllez@) [ Vap, 2@ en utilisant Cauchy-Schwarz
< QCIZCSHf HL2(Q)HVh,thh, avec (349) et (393)
< 2075|f @) |Grad vy, [z (o), avec (3.82)
< 2 1@% Cdiv HfHLQ(Q)thHL2(Q) avec (241), p- 34

De la méme facon, si f e H (), la preuve est identique :

”th%Z(Q) = V(ufw Vh,Ph>h - gf(vh)v
< v|w|wlvap, [n + CF [ flla-1@) [V, lln, en utilisant Cauchy-Schwarz et (3.81)
< 2 92“f HH_l(Q)thyph”m avec (393)
< 207 |f |u-1(o)|Grad vy, [|lL2 @), avec (3.82)
< 207 Caiy [fla-1@)pnl 22)- avec (2.41), p. 34

]
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Estimation d’erreurs

Pour les estimations d’erreur, on peut consulter I’Annexe B (B.26) et (B.27) en utilisant
les propriétés d’approximation des espaces discrets [6, p.25]. On donne ici, les estimations
d’erreurs suivantes [33, Théoréme 4, 6]

Théoréme 12. Supposons que la solution du probléme (2.35) (u,p) appartienne a (H[l)(Q) N
H*(Q)) x H'(Q). Alors la vitesse wy, solution du probléme (3.86) converge vers u dans Xo, :

Jup —uln < b (Julpz@) + v Hpla @) , (3.94)
lpn — plr2) < ho(Julmzq) + v [plaq))- (3.95)
De plus, si Q) est un domaine conveze :
s, — wla < 02 (Julme + v ol ) (3.96)
On peut voir dans les estimateurs d’erreur (3.96) que méme si u = 0, nous avons

||11h”L2(Q) <v ' HPHLQ(Q)'

On se propose de détailler cette estimation dans la prochaine sous-section.

Modes parasites de vitesse

Dans cette sous-section, nous mettons en exergue un probleme de vitesses parasites pour

le schéma numérique P! — P% . Ces vitesses parasites sont générées par la non-conformité

du schéma et dépendent linéairement de 'inverse de la viscosité.

On considere ¢ € H'(2), et les équations de Stokes (2.35) avec f = grad ¢. On peut
alors écrire le probléeme sous cette forme :

Probléme. Trouver (u,p) € Hy(2) x L(Q) tels que
v(Gradu, Grad v)i2(q) — (p,div V)2 = (gradg,v)iz@q) VveHy(Q) (3.97)
(¢, divu)z) = 0 Vge L3(Q) (3.98)
Or, en faisant une intégration par parties au membre de droite de (3.97), on obtient :
v(Gradu, Grad v)i2(q) + (p, divv) 2 = —(p,divv) 2 Vv e Hy(Q)
On peut alors reformuler le probleme précédent par celui-ci :
Probléme. Trouver (u,p) e Hy(Q) x L3(Q) tels que

v(Gradu, Grad v)i2q) — ((p — ¢), div V)2 = 0 VveHy(Q)
(¢, divu)re) = 0 Vge Li(Q)

En appliquant le théoréme 11, on sait que la solution de ce probleme existe et qu’elle est
unique. Cette solution est (u,p) = (0, ).

Si maintenant, nous considérons le probléme discret issu du schéma P}, — PJ,. :

Probléeme: 11. Trouver (up,pp) € Xop x My, tels que
{ V(Gradh uy, Gradh Vh)JLQ(Q) — (ph, dth Vh)L2(Q) = (grad @, Vh)L?(Q) VVh € X()’h

(qh, dth uh)L2(Q) = 0 th € Mh
(3.99)
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De la méme maniere que pour le probléme continu, on intégre par parties ce terme avec
la formule de Green (théoreme 4) et on trouve :

(grad o, vi)i2@) = Z (J pdivvy, dx + Z f [Vh]~90nf7ldx),
T Fy

eEIT fEIFg (3100)
= Z—J pdivvy dx + EJ vi] - onydx.
el T, felp Fy
Le terme
J Vi) - onydx (3.101)
fezp Y Fy

peut étre alors non nul, car v, ¢ H'(Q2). Ce terme agit alors comme une source numérique
pour ’équation de conservation de la quantité de mouvement. Ainsi, la solution discrete uy,
n’est pas nulle, elle tend vers 0 et géneére des vitesses parasites dont 'amplitude va dépendre
de v a cause du terme de diffusion.

On peut montrer avec la propriété du patch test (3.42) la propriété suivante :

Lemme 3. Soit v, € Vy,, l'inégalité suivante est vérifiée :

J vy |eng do
fezp Vs

Démonstration. En effet, on écrit :

f vilenydo = ZJ [vi, — Vi]eny do,
fezp VEs fezp Vs

= > > f Vi = Vi)enjer,| dx,

Lelr fEIF ¢

- Z Z J (Vi = V1) — @p)nyjor, | dx Carf (v, —vy)do = 0.

CeTr felp, VY Fy

< oh|grad ¢[rzo)|[va[a- (3.102)

et donc en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

3 |, tlensaol < 5 5 1= Vyluac e il
feIF belr f€lp,
— Montrons d’abord une inégalité sur le terme [ — | r2(x,). En utilisant I'inéga-
lité de trace locale (3.23), p. 42 puis 'inégalité de Poincaré-Steklov dans la cellule
(3.21), p. 42, on a :

1/2 1/2 ( 1/2 1/2

|6 = @ell 2y (0™ Pel 21y + [grad ¢frzm,)).

le = Pelleery) <
< o'2n|grad ofia)

— Pour obtenir un inégalité sur le terme ||v;, —¥|p2(x;), on utilise la proposition 4, p. 42
(Inégalité de Poincaré-Steklov sur les faces) :

vy, — Vf”Lz(Ff) < (Jh)l/QHGrad VhH]LQ (T)-

Finalement, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz discrete, on a prouvé I'inégalité sui-
vante :

< ohlgrad | L2 o) | Vals-

f vy |engdo
fezp Yy
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En particulier, on remarque que méme si la stabilité est indépendante de ’anisotropie
(3.35), p. 46, ce n’est pas le cas de la consistance du schéma (3.102) qui dépends de h et o.

Considérons les équations de Stokes (3.86) avec comme terme source :

f = 2 JFf[vh] pnydx.

f€Ip

On pose vj, = uy, et on obtient :

lup|n < v 'oh|grad ¢|r2 ). (3.103)
Pour obtenir une approximation qui ne soit pas dégradée par le manque de consistance,
il faut choisir le pas du maillage de sorte que h « v. Dans le cadre de nos applications
industrielles, on a v = 107° (cf p. 10). Il faut donc un pas de maillage trés faible, ce qui sera
coliteux.

La solution du probléme approché ne sera donc pas (uy,pn) = (0,7 (¢)). Considérons
les équations de Stokes discrétisées par les éléments finis PL_ — P . (Probleme 10, p. 59),
avec comme second membre f = grad (z + y). La solution de ce probleme est alors :

(U,p) = (07 (:C + y) - 1) (3104)

Sur la figure 3.5, est représentée l'erreur en vitesse (en norme L?(€2)) tracée en fonction
de la viscosité avec un pas de maillage de h = 0.05. On peut voir que l'erreur en vitesse
augmente linéairement pas rapport a l'inverse de la viscosité v. Dans le tableau 3.1, on
représente I'erreur absolue en vitesse et relative pression en norme L*(Q2) pour plusieurs pas
de maillage h. On définit

HugRH[p(Q) siu= O HpgR”LQ(Q) si p= 0
CR CR
= t =
gy (un) HugR _ U—HLQ(Q) ‘ € gy (pn) HpgR _ p”LQ(Q) .
sinon sinon
Lz [Pl L2 5,105
3.105

Siu =0 (resp. = 0) on donnera 'erreur absolue en vitesse (resp. en pression), sinon on
)
donnera l'erreur relative. On notera "TCM" le taux de convergence moyenné.

h 500R(uh) EOCR(ph)
1.00 x 1071 | 1.01 x 10° | 2.35 x 1072
5.00 x 1072 | 2.38 x 107! | 6.90 x 1073
2.50 x 1072 | 5.85 x 1072 | 2.05 x 1073
125 x 1072 | 1.48 x 1072 | 7.87 x 1074
TCM 2.03 1.63

TABLEAU 3.1 — Tableau des erreurs en vitesse et en pression pour v = 1073

On peut voir sur la figure 3.4, la représentation de la norme de ces vitesses parasites.
L’erreur en vitesse étant générée seulement par ces vitesses parasites, on peut remarquer
sur la figure 3.5 que 'amplitude de ces vitesses parasites dépend linéairement de 1/v. Dans
le tableau 3.1, on montre que 'amplitude de ces vitesses s’atténue lorsqu’on diminue le pas
du maillage et donc que le schéma converge.
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FIGURE 3.4 — Norme des vitesses parasites du schéma P} — P pour (u=0,p=2+y—1)
et v=10"% h=0.05
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FIGURE 3.5 — Erreur en vitesse, en norme L*(Q) pour (u = 0,p = 2 + y — 1), le pas de
maillage est fixé a h = 0.05.
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Stratégies pour corriger la consistance du schéma

Considérons le probleme 11 sous forme matricielle comme décrit par (1.3), p. 13 :

(3.106)

vKU,+ B'P = F
BU = 0

avec I qui ne dépends pas de v. En particulier, on a U, = v 'K~ '(F— B’ P). La dépendance
par rapport & la viscosité v de la vitesse est alors évidente car le terme K ' (F — BYP) ne
dépends pas de v pour ce cas test. Si on pose Uy = K~ '(F — B"P), on a U, = v~ 'U;. Pour
ne plus voir cette dépendance de 'erreur a la viscosité, il peut étre intéressant de prendre
la norme (HUH%{%)(Q) + 72 |pl|z2(0)"? pour la définition de nos erreurs relatives.

Ces vitesses parasites sont donc un probléme lorsque 1'on va résoudre les équations de
Stokes et a fortiori Navier-Stokes avec des viscosités faibles. Celles-ci sont génantes par leur
dépendance a v qui augmentera donc l'erreur générée par ’approximation. Dans un réacteur
A eau pressurisé, v vaut environ 107, ce qui peut augmenter fortement l'erreur. Par ailleurs,
ce phénomene est accentué pour les équations de Navier-Stokes avec une résolution itérative
car les erreurs se cumulent.

Il existe différentes stratégies pour remédier a ce probleme bien connu :

1. Utiliser un schéma avec une approximation polynomiale de degré supérieur [74, 75].
En augmentant 'ordre d’approximation du schéma, on réduit ’amplitude des sources
numériques de (3.100).

2. Construire une approximation dans H(div 0;€2) en effectuant un traitement sur le
maillage, qui consiste a supprimer certains degrés de liberté en vitesse. [35]

3. Augmenter le nombre de degrés de liberté des pressions discrétes [5, 6]. Une approche
naturelle est de rajouter des degrés de liberté de pression pour renforcer la contrainte
de divergence nulle. Cela permet de diminuer I'amplitude du terme de non-conformité
sans changer la discrétisation de la vitesse, néanmoins, I’étape de résolution de la
pression (1.9) peut devenir alors plus cofiteuse. Cette méthode est illustrée par les
sections 3.4.5, p. 65 et 3.4.6, p. 74.

4. Projeter les fonctions tests sur un sous-espace discret de H(div; ) [34]. Ce schéma
permet de faire disparaitre complétement le terme de discontinuité (3.101), p. 62
puisque l'intégration par partie sera exacte. Il s’agit d’utiliser une projection de la
fonction test du second membre sur un élément conforme dans H(div ; 2). Néanmoins,
elle est complexe a mettre en ceuvre pour les équations de Navier-Stokes car elle
nécessite de modifier la matrice de masse M de la vitesse ainsi que le terme de
convection L(U™) ce qui peut rendre 1'étape (1.9), p. 14 cotiteuse. Cette méthode est
décrite en section 3.6, p. 81.

On se propose de présenter par la suite les deux derniers schémas. D’autres schémas plus
spécifiques existent comme par exemple :
— Considérer une formulation vitesse vorticité pression pour rendre le schéma robuste
en pression [76, 43].
— Une stabilisation "grad-div" qui consiste a pénaliser les sauts de vitesse normale le
long des arétes [77].
Ces schémas sont nombreux et ne seront pas é¢tudiés dans la suite de ce manuscrit (car elles
s’inscrivent dans un contexte plus large encore).

3.4.5 Le schéma P, — (P, + P')

Le schéma P}, — (P, + P') a initialement était proposé par Heib [5]. Il présente
I’avantage de réduire les modes parasites en vitesses tout en apportant une discrétisation
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plus précise pour le gradient de pression. L’idée est d’ajouter une nouvelle composante
P'(T,)® & la pression. On présente d’abord les espaces de discrétisation :

Espace pour la vitesse :

L’espace d’approximation des vitesses est ’espace X, défini par (3.41), p. 48. Si on im-
pose des conditions de Dirichlet homogene, on utilisera 'espace X, défini par (3.43), p. 48.

Espace pour la pression :

My = Pio(Th) 0 Li(Q) (3.107)
Pour ke N* . M} = P*(T;) n L3(Q) (3.108)
My = { qn € L*(Q) /qn = qon + qus Qon € My, qun € My} = My + M. (3.109)

On considere le probléme suivant :
Probléeme: 12. Trouver (up,pp) € Xop x My, tels que ¥ (vi, qn) € Xop x My, :

{ an(Wn, Vi) + by (Vi pn) = Le(vi) Vv, € Xop (3.110)

W' (un, qn) = 0. Vg € M,

avec la forme linéaire f¢(-) définie par I’équation (3.80), p. 57 et la formes bilinéaire
an(-,-) est définie par (3.77) et la formes bilinéaire b)'(-,-) est définie par (3.111) :

B { Xpx My = R (3.111)

(Vi,qn) —  —(divy vy, QO,h)L2(Q) + (vn, grad Q1,h)L2(Q)
et on a :
Vi i= {vi, € Xop | Vg, € My, b (vir, @) = 0}

Remarque 8. (Calcul de la norme L* de la pression)
On peut calculer la norme L* de la pression avec lexpression suivante :

InlZee = Z(|Té|(Po,hTz)2)+5dZ|Té|< S pua(s?+ Y pl,h<si>p1,h<sj>)

Lelr el Z‘EISJ i,jEISJ

2
+d7+1 Z | Te|po,nir, Z P11 (5:)

EGIT iEZS,g
avec Cq=1/6 sid =2 et Cqy = 1/10 si d = 3.
On a besoin d'une hypothese supplémentaire sur le maillage :

Hypothese 5. Pour chaque triangle du maillage, il y a au plus une aréte qui appartient au
bord pour d = 2 et au plus deuz faces pour d = 3.

6. défini par (3.16), p. 41
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Condition inf-sup

Une preuve partielle est disponible dans [5, Section 4.2] et [6, Théoreme 4.3.1] & partir
des travaux de [63], mais elle est plus difficile & démontrer que celle des P, — P5_.. On
présente ici une preuve complete faite dans [72]. On utilisera les notations de la page 42.
Avant de faire celle-ci, on énonce les propositions et les lemmes suivants nécessaires a la
démonstration :

On notera pour tout ¢ € L*(Q2) et v e L*(Q)
§:=q—7mh(q) et V:i=v-I(v). (3.112)

Lemme 4. Soit (vi,,q1.) € Xon x M. L'inégalité suivante est vérifie :

0> (v g, g el < olvalal@nlze (3.113)
EEIT fGZpyg
Démonstration. La preuve de ce théoreme est identique a celle du lemme 3, p. 62. O

Proposition 21. (Décomposition L*-orthogonale de My,) Soit q, € My, g = qon + qup et

(Gon, q1.n) € My + M. On peut définir une décomposition orthogonal de g, dans M, + ]\7,1
avec

M} = {q, € My| ¥l € Ir, J qn dx = 0}. (3.114)
K

En particulier, si on a q, € My, et g, = qon + qun, alors G1p = qn — To(qn). De plus, la
somme étant directe, on peut établir [’égalité de norme suivante :

lgnl 72y = I7h (@) |72y + 1@0al72(0)- (3.115)

Si I’hypothese 5 est vérifiée, alors on peut aussi définir un opérateur inverse a droite
explicite de la divergence discréte de M, a Xrpi={viheXon|Vfely, v, -np=0}:

Lemme 5. On suppose l'hypothese 5, alors Yq, 5, € M, Ivrn € Xpy, tel que :

(grad qip, Vru)2) 2 1/710'72((172)”(71,h’ %2(9), (3.116)
(le VT h, qo,h)L2(T4) =0 VQO,h € M}?, \AS IT, (3117)
Vel < v o? |Gl (3.118)

Démonstration. (Preuve du lemme 5) Soit ¢y, € M,% Pour tout £ € Zr, on pose q¢ := qi 1,
et Gy = q o Fy. L'opérateur grad est continu de H'(Q) vers H(rot, Q) [78, Proposition
2.2.10]. En particulier, comme q; 5, € H'(2), ’égalité suivante est vérifiée :

Vfelp, |Fy=1T,nTy gradg x ny = grad g, x ny.

On construit vy, € Xgy | VS € I};,VTjh(Mf) = u_lhffnf x (grad ¢, x ny), ou hy est le
diametre de la face Fy. On a pour tout £ € Zp :

- |K]

F] Z h}lgrad ¢, x ns|*. (3.119)

f EIE P

(grad qin, Vru)L2(n) = V

On effectue un changement de variable du triangle T, vers I’élément de référence et en
utilisant la relation (3.9), p. 41, on obtient :
— Si d = 2, en utilisant 'hypothése 5, on obtient :

Z h%f\gradqg X l’lf‘2 = Z |ﬁ’f7g|2\grad,~(cj@ X ﬁf7g|2 Z |grad5(q}]2. (3120)
feIfw feI},Z
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— si d = 3, alors le terme précédent s’écrit
lgrad ¢, x ng| = |Fyo| |Ff| 7 |Be grad sde x niyl.
On obtient alors :
\gradqg X l’lf’ = ]Ff]_lHIB%l_lﬂ_l\grad,;cjg X flﬁg‘ . (3121)

Or,
hylFy| 7B 2 o
en supposant I’hypothese 5, on obtient :

Z h%f]gradqg x ny* 2 o, %|grad 34, |?
feIfmyé

On utilise I'inégalité de Poincaré-Steklov dans I'élément de référence T' (2.2), p. 24
et en appliquant l'inégalité (3.120) ou (3.121) dans I’équation (3.119), on en déduit :

1 _—2(d—2

22 v 0, PN

(grad qi4, Vru)L2(r,) 2 1/’10[2(d72)]Tgngad il

En sommant sur tout les triangles T, ¢ € Zr, on obtient 1’équation (3.116). Pour ob-
tenir (3.117), on remarque que grad ¢, = |T;|~!|Fy|ns,. En particulier cela implique
que :

grad (¢s¢) L vrn(My)

et

(div v, qon) ) = |Telqon, Z grad ¢ - v (My) = 0.
er}'u

Finalement, I’équation (3.118) s’obtient en remarquant que :

GradvT,h‘g = Z VT7h(Mf)®gI‘ad¢f7g

ftew
Ce qui implique :

|Grad vl g,y < v2 Y [FyPITo| b, lgrad g x gl
fel’j,’Z

En utilisant I’équation (3.2) et 'hypothese 5, 'inégalité se réécrit :

|Grad vy, HiQ(T[) < v Po7hg,| Ty Z lgrad ¢, x ny|* < v %07 h7,|grad QgHiQ(TZ) .
fesz

L’inégalité (3.25), p. 43 donne :
|Grad vru|iacr) < v o7 @z
L’inégalité (3.118) s’obtient en sommant I'inégalité précédente sur tout les triangles
Tg, {e ZT.
[

On énonce le théoréme suivant :
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Théoréme 13. Si I’hypothése 5 est vérifiée, alors la forme bilinéaire b (-, -) est continue et
respecte une condition de type inf-sup :

V(Vh, an) € Xop x My, [0 (Vi an)| < ollvalnlan] o), (3.122)
oot 1
inf sup b (Vi ) > —=C320 | qnl s, - (3.123)
qn€Mp,qn#0 viE€Xo,n thHh 2
vh#O

Démonstration. (Preuve du théoreme 13)
Soit (vh,qn) € Xopn x M. La premiere inégalité s’obtient en intégrant par parties la
forme bilinéaire b} (-, -) :

by (Vi qn) = —(div, v, mo(qn))z2(0) + Z Z Vi N, Qun)r2(Ey)- (3.124)
EEIT fGIFg

En utilisant Cauchy-Schwarz, on obtient :

(ive Vi molan))z2gen| < Vvl molan) | aqen. (3.125)

Finalement, on retrouve la continuité de la forme bilinéaire b)'(-,-) (3.122) en utilisant
(3.125), (3.113) et la proposition 21.

On veut maintenant démontrer la seconde inégalité (3.123). Soit g, € M,\{0} avec ¢, =
qo.n + @1 tels que (gon, q1p) € (M x M}) et soit Vi (g) = Vhﬂrg(qh)(qh) issu du lemme 2.
En utilisant (3.124), avec (3.113) et (3.84), on établit :

O (Vim0 (q)r @) 2 v |m(an) [T20) = O 1Vh 0 (g [0 @00 220 - (3.126)
h h

En utilisant 'inégalité (3.85) et I'inégalité de Young, on obtient pour tout € > 0 :

1 _ 1y~
@) = =5 Cai v (e|mh(an) [ 2e) + € a1 alZ2(0)- (3.127)

~Vhg (@ Inla

En utilisant I'inégalité (3.126) dans (3.127), on écrit :

T2Q)- (3.128)

_ € Cdiv ~
bgl(vh,ﬂg(qh% an) X v 1((1 - icdiv U)|’72(Qh)H%2(Q) T o o

Posons vy, := vy (g1 ) défini dans le lemme 5. En utilisant (3.116) et (3.117), on obtient :

(3.129)

621<VT,h7Q1,h) = (grad QLhaVT,h)Lz(Q) > V*10,72(d72)‘ ~

Enfin, considérons v}, = uvj, z0(,) + V1, avec > 0. En utilisant les équations (3.128) et
(3.129), on infere :

bgl (VZ; Qh> = M521 (Vh,ﬂ'g(qh)a Qh) + bgl(VT,h; Qh>, .
_ € —2(d— HCdiv ~
2 v (p(1 - §Cdiv0)”7T0(Qh)H%2(Q) + (07— Teg) ).
Si on choisit € = (Cyvo) ' < let u= o222 ] vient :
b(})zl (V;w Qh) Z Cminy_lnq}lH%?(Q) (3130)

avec Chpin = €20~ 2472 = 0325724=1 1] reste & montrer que la norme v}, est bornée par
|an| 2(q)- Pour prouver Cela, on sait que :

n)-

IVili < 2061V 0 g0 I
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Ensuite, en utilisant (3.85) et (3.117), on obtient :

[vhll < 2072 (1*Cliy Imo(an) 720y + o |dunlZz ).

ce qui mene a :
thHh Cfnax 2”@1”%,2(9) avec max = \/70' (3131)

1
On conclut en utilisant (3.130) et (3.131) pour obtenir (3.123) avec C,,;,Cl = —=C2 027

max \/5

On énonce ensuite le théoréme suivant [5, Proposition 4.2.2] :

Théoreme 14. Si I’hypothése 5, p. 66 est vérifiée, alors il exviste une unique solution au
probléme (3.110) qui vérifie :

lunlln + v~ pallze) < ¢ £z

avec ¢ qui est une constante qui ne dépend pas de h. Si de plus, la solution (u,p) est dans
Uespace H*(Q) x H'(Q), avec Q conveze, alors il existe une constante ¢ indépendante de h
telle que :

lu =+ v p— prlrz) < Ch(fulmz) + v plae)-

avec ||vy |} la norme de X,

Propriétés en 2D

Avant de montrer une propriété intéressante du schéma P} — P on établit le lemme
suivant

Lemme 6. Soit v, € Vj, := {wy, € X;| Vgne My, b (wWh,qn) =0} et upe M} On a :
f q.1[vn] - mypdo = 0. (3.132)
fezp VI

Démonstration. Soit g5, € M, ,%, et v, € Vp,, en utilisant la définition de V, et une intégration
par partie, on obtient :

J q1u[Vh] = Z (J grad ,q1 5, - v dx) +
feZr Y Er Ty

ZEZT

= (divy (Vh),W;g(Ch,h))H(Q) = 0.

Z (JT div (v)q1n dx),

ZEIT

]

En 2D, on peut montrer une propriété intéressante du schéma P! — (P + P') [72,
Lemme 5-6] :

Lemme 7. Soit vj, € Vy,. Alors, pour d = 2, nous avons que pour tout qu, € P*(Ty,) défini
par (3.16), p. 41,
f grad gz p, - vi,dx = 0.
KEIT T,

Y + P') donne une bonne ap-
proximation du gradient dans le sens ou si f = grad ¢ avec ¢ € P*(Ty,), alors on obtient
exactement u; = 0.

Cette propriété illustre le fait que le schéma P — (P%
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Démonstration. Soit vy, € V}, alors, avec une intégration par parties (théoreme 4, p. 25), on
obtient :

J gradgap, - v dx = — J ¢.pdiv (vp,) dx + Z f Q2.0 Vh - Djor, dO
teTy YTe teTy Ve teTr Y OTi

avec njor, la normale sortante a 7. Comme la fonction v, appartient a Vj,, en utilisant le
fait que divy, vy 7, est constant Ty, £ € Zp, on obtient :

ZJ q2hdlvvth—ZJ mo(ge,n)div vy dx = 0
¢ 9Ty

Cette derniere égalité est vérifiée car Vq e M}, f divy, vpgn dx = 0. Ce qui donne :
Q

J grad g, - v, dx = Z J q2,nVh - Nor, dO
tezr YTe o1,

fEIT

En intégrant par parties et en utilisant le lemme 6, on sait que pour un élément ¢, 5, € M, 9
on peut écrire :

Z J q1,pVh - Myer, do =0 (3.133)
Lelr Ty

La stratégie de la preuve est d’interpoler g, avec un élément de M 4, noté q1,n,- En utilisant
I'équation (3.133) et le lemme 6, on peut écrire :

(grad nqon, Vi)12() = f Q.n|Ve] -0y do
feIr Yy
= D, L (g2 — qup)[va] - mydo (3.134)
£y Iy

= ZJ (@2h — @) [V — V] -0y do

On choisit q¢; 4 tel que ¢14(S;)) = ¢2n(S;) pour tout i € Zg de tel sorte que la fonction
(v, —¥¢)(q2,,—q1,n) s’annule aux points de quadrature de la formule de Simpson (A.2), p. 169
exacte pour les polynémes de degré 3. On obtient alors :

J grad g, v, dx = J f Q2.0 — 10) (Ve — V§) -njar, do = 0
teTr VTe teTy Y f€lre JFy

Lemme 8. Soit ¢ € H*(Q) n L?,,,(Q) tel que || a3y # 0. Alors, pour tout v € Vy,

(grad ¢, vp)i2@) < 0h2|90|H3(Q)||VhHL2(Q)

Démonstration. Soit v € V;. En utilisant le lemme 7 et l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il
vient pour tout g, € P*(Ty) :

|(grad o, Vh)LQ(Q)’ = |(grad (¢ — Qh)vvh)LQ(Q)"

On utilise le lemme de Bramble-Hilbert [38, Lemme 11.9] pour conclure.

71



On peut énoncer les estimations suivantes, valable pour d = 2 ([5, Proposition 4.4.1] et
[72, Lemme 5]) :

Théoréme 15. Supposons que §) est conveze et considérons la fonction o € H*(2) n L3(9)
qui est telle que |p|gs) # 0. Soit (up,pn) la solution de (3.110) avec f = grady. La
solution des équations de Stokes (2.35), p. 33 est (u,p) = (0,¢) et on a :

v[unln < *P3llusy; vlwnliz@) < o*hYelus @) (3.135)
Démonstration. On pose v;, = u, dans (3.110) et en utilisant le lemme 8, il vient :

VHuhH?z = (grad (pauh)LQ(Q) < Uh2|90’H3(Q)HuhHL2(Q)-

En utilisant [33, Théoreme 4], nous obtenons |upllr2@) < oh|uy|p. On en déduit que
vlup|n < 0*h®|¢|gs(q). En utilisant cette estimation, on retrouve l'inégalité souhaitée :

v lr2) < o®htolms@)-
Il

Pour illustrer cette propriété, on résout le probléme (2.34), p. 33 avec le schéma P} —
(PY.. + P! pour (u = 0,p = (1 — x5)* — 1/3). Ces résultats ont été obtenus avec une
maquette sur Octave [79]. Les approximations sont notées (u} ", p; ") et on note les erreurs

(définies par (3.136), p. 72 pour le schéma P, — (P%.. + P')) dans le Tableau 3.2 :

HugTioHLQ(Q) siu=0 HPZMOHLQ(Q) sip=0

Trio Trio
9 u = rio ot c _ .
o (up) [up"™ —ulree) o (pn) T — pliey
S1non sinomn
Iulezcoy Pl
(3.136)
h €0 (u}?T‘io) €0 (p'}z;rio)

1.00x 10T [ 1.15x 107 | 1.80 x 1073
5.00x 1072 | 1.47x 107" | 4.12 x 1074
250 x 1072 | 1.72 x 107 | 1.00 x 107*
125 x 1072 | 1.72 x 1079 | 2.36 x 107°
TCM — 2.08

TABLEAU 3.2 — Tableau des erreurs en vitesse et en pression pour v = 10~ avec le schéma
1 0 1
Pnc - (Pdisc + P )
Sur le tableau 3.2, on écrit erreur en norme L?*(€2) pour la vitesse et L*(Q) pour la
pression. Le terme TCM veut dire le taux de convergence moyen. Nous voyons dans le Ta-
bleau 3.2, que l'erreur en norme L?(Q) pour la vitesse est nulle & I’erreur machine pres. Pour
la pression, nous retrouvons de 'ordre 2. En outre, on observera un ordre de convergence
supplémentaire (h?) en vitesse lorsqu’on considérera un cas test avec une vitesse affine et
une pression quelconque.

A Dinstar du schéma P} — P, considérons le probléme 11 sous forme matricielle comme
décrit par (1.3), p. 13 :

vKU, + BTP F
BU = 0
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avec F' qui ne dépends pas de v. En particulier, on a U, = v 'K~ *(F — BT P). Si on pose
U = K*F—-B"P),onalU, =v'U. Pour le cas (u = 0,p = (; — 25)> — 1/3), on
a U; = 0 (a la précision machine pres) et donc cela implique que U, = 0 (a la précision
machine fois I'ordre de (v)~' pres).

Par ailleurs, dans un cadre plus général, une observation numérique est que si la solution
exacte est telle que la pression p € P%(€2) est un polynéme d’ordre 2, alors I'erreur en vitesse
ne dépends pas de la viscosité v. En effet, considérons les équations de Stokes (2.33) avec
comme solution

— 15)2 1
u= (21 . x2)2 , p=(11— 372)2 s (3.137)
(21 — 22) 3
10_2'7 LS AL L LI LA L 1 s 1 s s 1 s o M 1 B I R
10728 | N
=
Z
&
10—2.9 | N
T I A 1 B A A 1 A S A WA +66TZO(U}L)7 h:005

1077 107 107® 107* 10 1072 107" 10°
1%

FIGURE 3.6 — Erreur en vitesse, en norme L*(Q) pour (u,p) donnés par (3.137) , le pas de
maillage est fixé a h = 0.05.
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(-] L ——} L ——} L ——} L ——} L ——} -

1072

50(11h)

1073

—e—cl°(uy,), h = 0.05

T 8 Y S A Y1 B B B 1T B A R

1077 107 107° 107* 107 1072 107% 10°
1%

FIGURE 3.7 — Erreur en pression, en norme L*(Q) pour (u, p) donnés par (3.137) , le pas
de maillage est fixé a h = 0.05.

On peut voir sur les figures 3.6 et 3.7 les erreurs relatives en norme L?(Q) et L*(Q2) de la
vitesse et de la pression tracées en fonction de la viscosité. Nous remarquons que l'erreur en
vitesse ne dépend plus de la viscosité et pour la pression, I’erreur diminue jusqu’a atteindre
un seuil qui correspond a la viscosité a partir de laquelle 'erreur en pression est dominée
par 'erreur générée par I'approximation sur la vitesse.

73



Néanmoins, cette propriété de super-convergence est due a une formule de quadrature
valable seulement en 2D (A.2), p. 169. Pour garder cette propriété de super-convergence en
3D, on doit rajouter des degrés de liberté sur les arétes comme expliqué dans la these [6].

3.4.6 Le schéma P — (P}, + P'+ P") en 3D

Afin d’obtenir les mémes propriétés du 2D en 3D, Fortin [6] a rajouté une composante
d’éléments finis d’aréte a la pression. Pour pouvoir définir celui-ci on complete les notations
du maillages de la section 3.2.1, p. 37 avec :

— L’espace d’indices des arétes Z, (pour d = 3), tel que Ay, := (A, )eez, est I'ensemble

des arétes. On notera N4 le cardinal de cet espace.
On note Ty = T4 U T4, ou Vae T}, A,  Q et Va € T4, A, = 0. Leurs cardinaux
seront donnés respectivement par N et N&.

— L’ensemble Vf € IF, IAJ = {CL € IA | Aa C Ff}

— On utilisera comme indices pour les arétes : a,

Le schéma s’écrit alors avec les espaces de discrétisation suivants :

Pour la vitesse :
L’espace utilisé pour la discrétisation de la vitesse est 'espace X, défini par (3.41), p. 48. Si
on considere des conditions de Dirichlet homogenes, on choisira 'espace Xq 5, (3.43), p. 48.

Pour la pression :
On utilise espace M, et M, définis respectivement par (3.107), p. 66 et (3.108), p. 66,
ainsi que 'espace suivant :

M;ll = {qh S Co(ﬁ) N Lg(Q), Ya € IA)Qh\Aa S P2<Aa) ‘ Qh(Sz) = 0, \) EIS}. (3138)

Remarque 9. On peut donner une base explicite de M; en fonction des coordonnées ba-
rycentriques (3.3). Si on note S;, S; les deux sommets de Uaréte A,, a € Ty du tétraédre T
On définit la fonction de base pour l’aréte A, :

(ba == 4)\1)\3

Pour des raisons de stabilité, on ne peut pas prendre une pression issues de ’espace
résultant de la somme des espaces My, M} et M. Pour corriger cela on définit la forme
bilinéaire I' définie sur (M + M,) x (M} + M) telle que,

Vpn,gn T(pn,an) = D |Tol Y (gradpu(My) x ng, grad g, (M) x nyg) 2,
LeZy feIliv,e

avec My le barycentre de la face Fy. On définit ’espace suivant :
My? = {q € M| ¥q1 € M}, T(q2, q1) = 0. (3.139)
Ainsi, pour ¢f € M\ M, i’p et g1, € M}, nous avons la relation :
a a _ a 2 2
U(gh + qip, ai + @) = Z |T%| Z (lgrad g, (My) x nys|” + |grad g1,(My) x ng|%),
ey fEIi",é

avec |- | la norme euclidienne sur R®.
On définira alors ’espace de la pression :

My = { qne L*(Qlan = qon + qun + a4 don € My, qup € My, g € M\M, ™}, (3.140)

Le probleme s’écrit alors :
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Probleme: 13. Trouver (up,pp) € Xop x My, tel que V(vy, qn) € Xop X My, :

{ ah(uh,Vh> + b%("haph) = Ef(')? Vv € XO,h (3141)

by(un,qn) = 0. Vq, € My,

avec la forme linéaire /¢(-) définie par I’équation (3.80), p. 57 et la forme bilinéaire ay,
définie par (3.77) et la forme bilinéaire b7 définie par :

XO,h XMh —- R

b : (Vhoqn) — — Z f v, - grad (qin + Gan) — divvagopdx (3.142)
ey V1t
et donc :
Vi, i= {vn € Xon | Yan € My, by (v, qn) = 0}.
On énonce le théoreme suivant postulé dans [6, Théoreme 4.4.3] :
Théoreme 16. La forme bilinéaire bj respecte la condition inf-sup :
. AN
38, inf sup at ) = Bllanl|m, (3.143)
ah€Mp,qn#0 vrEXq p thHh
v #0

En particulier, le probleme 13 est bien posé.

Propriétés de super-convergence en 3D

En 3D, la formule d’intégration suivante, sur une face Fy, f € Zp :

3 3
1 2 9
Lf p3do = |Ff|( Z %P?,(Si) + Z BPS(mAa) + mps(GMf))-

’iEIS’f aEIAJ

est exacte pour un polynome de degré 3. Avec S;, ¢ € Zg s les sommets, A,, a € Ty les
arétes et My le barycentre de la face F.

Cette remarque justifie I'ajout des degrés de liberté sur les arétes. De plus, ce nouvel
élément satisfait la propriété suivante :

Proposition 22. Soit v, € Vy, :={w, € X;,| Vg, € My, b} (wp,qn) = 0}.
Alors, pour d = 3, on a pour tout g2, € P*(Ty),

Z J gradgs ), - vi,dx = 0.
T

TeT,

La preuve est exactement la méme que pour le schéma P}, — (PY.. + P').

Cet ajout de degrés supplémentaires permet donc de conserver la proposition 7 en 3D et
garantit la robustesse par rapport aux vitesses parasites. Pour illustrer cela, on résout les
équations de Stokes (2.33) avec comme solution :

u=0, p=—(r)°—= (3.144)
On représente les erreurs absolues obtenues en vitesse dans le tableau 3.3. Les calculs
sont lancés avec le code TrioCFD, pour ¥ = 1 en utilisant un schéma implicite en temps

(car I'hypothese (1.12), p. 15 pour faire 'approximation (1.15), p. 16 est moins justifiée
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h w2 | uplliee
2.00e — 01 | 430 x 10°% [ 3.05 x 1078
1.00e — 01 | 4.12 x 1077 | 2.82 x 1077
5.00e — 02 | 4.51 x 1078 | 7.03 x 1077

TCM 3.27 —

TABLEAU 3.3 — Tableau des erreurs en vitesse pour v = 1 avec le schéma P._ — (P9 + P')
et le schéma P! — (P + P'+ P%)

disc

pour v = 1). Pour pouvoir résoudre les équations de Stokes, nous résolvons le probléme de
Stokes instationnaire jusqu’a atteindre la convergence du régime stationnaire. On notera
la vitesse u} " I’approximation résultante du schéma Pl — (PY.. + P17 et la vitesse uf
celle du schéma P! — (P) . + P' + P%). Les erreurs sont données en absolues on notera
; . . R , 1 0 1 ay\ . a
I’approximation générée par schéma P, - (Pdisco+ P +1 P :uj.

Vo , N _

On peut voir que pour le schéma P, — (P, + P  + P%), nous obtenons une erreur
absolue pour la norme L?(2) en vitesse qui est exacte, ce qui n’est plus le cas avec le schéma
P! — (P}, + P'). Par ailleurs, cette erreur augmente avec v, c’est ce qu’on représente ci-
dessous, dans le tableau 3.4 ou est écrit I'erreur absolues en vitesse pour les deux schéma

pour v = 1075.

h w2 | Jubfre@
2.00e —01 | 430 x 107 [ 1.17 x 107 Y7
1.00e — 01 | 4.61 x 107° | 3.52 x 10716
5.00e — 02 | 4.94 x 107% | 3.76 x 1071

TCM 3.22 —

TABLEAU 3.4 — Tableau des erreurs en vitesse pour v = 10~° avec les schémas P, — (PJ,,. +
Py et P, — (Py,. + P+ P%

Complexité du schéma

Les schémas PL. — (PY.. + P') en 2D et P., — (P).. + P' + P%) en 3D, présentent
de bonnes propriétés d’approximation, notamment lorsque le terme source est un gradient
d’une fonction polynomiale. Néanmoins, ceux-ci rajoutent un grand nombre de degrés de
liberté. Dans cette sous-section, nous verrons comment l'ajout des degrés supplémentaires
impacte le calcul.

D’abord, nous donnons le lemme suivant [38, p.76]

Lemme 9. (Relations d’Euler)
Soit T, un maillage de simplexes que nous supposons conneze (par simplification). Alors
nous avons les relations suivantes :
— Pour d = 2, si l'on reprend les notations de la section 3.2.1, c’est a dire, en no-
tant Nr, Nr, Ng le nombre de triangles, faces et sommets ainsi que Nfé, Ng leurs
équivalents respectifs sur le bord, on a :

NS — Nk =0 (3.146)
2Np — N& = 3Ny (3.147)

7. Ce choix est fait car le schéma PL, — (PY..+ P') est le schéma par défaut du code TrioCFD lorsqu’on
demande la discrétisation "Volume Elément Finis".
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— Pour d = 3, si on note J le nombre de composantes connexes de la frontiére® de
(si Q = [0;1]*, nous avons J = 6), et Ny, Np, Ng, No nombre de triangles, faces,
sommets et arétes ainsi que Nfé, Ng, Nz leurs équivalents respectifs sur le bord, on

a
Ny —Np+Ny—Ng=—-J—1 (3.148)
Ni — NS+ Ny =2J (3.149)
2Np — N& = 4Ny (3.150)

Remarque 10. On veut comparer le nombre de degrés de liberté ajoutés par rapport au
P! — PY._.. Supposons Q = [0;1]% de tel sorte que J = 6. Afin de comparer les nombres de
degrés de liberté, avec les relations d’Euler, on estime le nombre de degré de liberté ajouté
en fonction du nombre de cellules :

— En 2D : En utilisant la formule (3.146) et (3.147), on a :

2Np — N = 3Ny

En substituant N dans 'équation (3.145) et en multipliant par 2, nous pouvons
écrire :
2Ny — 3Ny — N& + 2Ng = 2
Soit
Ny =2(Ng — 1) — N}

Nr
On peut donc conclure que l’on rajoute environ —— inconnues supplémentaires.

— En 3D : Il est plus difficile d’utiliser les relations d’Euler mais nous pouvons statuer
en prenant en compte qu’il y a six arétes par tétraedre qui sont partagées en moyenne
par six éléments. On a donc environ autant d’arétes que de cellule.

On représente dans le tableau 3.5, le nombre d’inconnues en pression pour les différents
schéma pour plusieurs pas de maillage et Q = (0,1)*. On peut voir que si il y a, G peu pres,
le méme nombres d’inconnue entre le schéma P, — PY,.. et le schéma PL, — (PY.. + P'), ce
n'est plus le cas avec le schéma P, — (Py... + P+ P*) qui double le nombre d’inconnue. On
ajoute donc un grand nombre d’inconnues au schéma P — (PY..+ P+ P®) par rapport au
schéma PL —(PY. .+ P') ce qui peut ralentir I'étape de résolution de la pression (1.9), p. 14.

h Pic_Pa?isc P’}Lc_ (Pc(l)isc+P1) P’}w_ (Pc?isc_’_Pl +Pa)
2.00 x 107" 2 560 3289 6961
1.00 x 1071 29160 36019 73981
5.00 x 1072 274 360 333679 676021
2.50 x 1072 | 2372760 2865799 5768101

TABLEAU 3.5 — Nombres d’inconnues en pression pour plusieurs maillages en 3D

3.5 Formulation variationnelle continue et discréete des
équations de Navier-Stokes

Pour pouvoir, de maniére analogue aux équations de Stokes, discrétiser les équations de
Navier-Stokes, on présente dans cette section la formulation variationnelle et variationnelle

8. C’est a dire, le nombre de groupe connexes minimale utilisés pour définir la frontiere. Pour un domaine
carré, ce sera J = 4 et pour un domaine cubique, ce sera J = 6
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discréte. Dans cette sous-section, nous considérons f € L*(Q) afin d’énoncer un théoreme
d’existence de solution.

3.5.1 Formulation variationnelle des équations de Navier-Stokes

Dans cette sous-section, on présente la formulation faible des équations de Navier-Stokes
définies par (2.32). A l'instar des équations de Stokes, multiplions la premiere équation par
une fonction test v e Hy(2) et la seconde par une fonction test ¢ € L3(£2) et intégrons par
partie. On définit premierement la forme tri-linéaire suivante :

XxXxX — R

(W,v,w) — (v, w) — ;L (((u .grad)v) - w — ((u- grad)w) -v) dx

(3.151)

Cette forme trilinéaire est issue du terme de convection (u - grad)u) de 'équation

(2.32), p. 32. Nous utilisons cette forme et non pas la forme trilinéaire ¢*(-,-, ) définie
par (3.152) :

XxXxX — R

(w,v,w) — c*(u;v,w):= Jﬂ ((U_ . grad )V) W dx (3.152)

car, si 'on consideére u, v, w € (Hj(€2))? alors nous avons :

L ((u-grad)v) - w dx = Z ZJ U, 2;)2 w; dx

i=17=

En intégrant par parties :

L((u-grad) ‘W dx = — ZZ

1=1j5=1

f ((u-grad)v) -w dx = Z ZJ gz]wz %uj)vi dx.
Q j L

i=1j =
v; dx —f U, a(wi)vi dx).
o ° 0z

ShL e L5 (%

i=1j=
Ce qui nous donne :

L (u-grad)v) -wdx = —f

((u-grad)w) - vdx — f (w-v)div (u) dx (3.153)
Q

Q

En particulier si u € V l'espace des vitesses a divergence nulle défini par (2.39), en posant
W = V, Nous avons que :

f (u-grad)v) - v dx — J (u-grad)v)-vdx =0, VveHQ).
Q Q

Ce qui implique que :
f ((u-grad)v) - v dx = 0. (3.154)
Q
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De plus, siue V, ve H}(Q), we H}(Q) :
J (u-grad)v) - w dx = —f ((u-grad)w) - v dx. (3.155)
Q Q

Les équations (3.154) et (3.155) sont automatiquement vérifiées par la forme trilinéaire
définie par (3.151) pour u € H}(Q), car elle est antisymétrique : Si v e Hy(Q), w € Hy(Q2),
1OUS avons :

c(u;v,v) = 0. (3.156)

c(u;v,w) = —c(u; w, v). (3.157)
En particulier, en utilisant 1’équation (3.153), nous avons V(u, v, w) € (Hg(£2))? :
1
c(uyv,w) = c*(u;v,w) + QJ (v-w)div (u) dx
Q

et siue V, alors

c(u;v,w) = c*(u; v, w) (3.158)

Donc la forme trilinéaire c(-;-,-) ne change pas la solution de notre probleme. La forme
trilinéaire c(-; -, -) sera plus stable en temps pour les schémas de projection car les relations
(3.156) et (3.157) sont vérifiées méme lorsque u ¢ V.

Pour les équations de Navier-Stokes, nous avons alors la formulation variationnelle sui-
vante :

Probléme: 14.
cu

o

V) +c(wu,v) —a(u,v) +b(v,p) = (f,v)r2) ¥v e Hy(Q) (3.159)
=0

b(u, ) Wq € Li(Q)
ou les formes bilinéaires a(-,-) et b(-,-) sont définies par (2.36), (2.37) et c(-;-,-) la forme
tri-linéaire est définie par (3.151).
On rappelle les deux théoremes suivant [38, Théoréme 2.26 p.17| et [38, Lemme 1.40
p.8| :

Théoréme 17. (Théoréme d’injection de Sobolev) L’injection de l’espace Hy(S2) dans I’es-
pace L*(QY) est continue :

voe HY(Q), ol < /Calgrad vlg )

ou Cq est une constante qui ne dépend que de €)
1 1 1
Théoréme 18. (Inégalité de Hoélder) Soient 1 < p,q,r <  tels que — + — + — = 1. Alors
p q T
pour (u,v,w) € LP(Q) x LP(Q) x L"(Q), le produit uvw appartient a L' () et on a :

L luvw| dx < |ule@)l|v]Lo@)lw]r @)

Proposition 23. Les formes a, b, ¢ sont toutes continues [39, Lemme 2.1, p.284, Théoréme
5.1].
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Démonstration. La continuité de a(-,-) et b(+,-) se montre de maniere évidente en utilisant
une inégalité de Cauchy-Schwarz. On peut maintenant montrer que c(-,-,-) est continue
sur (Hg(£2))?. Considérons (u,v,w) € (Hj(2))?, en appliquant le théoréme 17, nous ob-
tenons que u;,v; € L*(Q), Vi € {1,...,d}. Ensuite en utilisant le théoréme 18, et comme
(wy, Ojui, v;) € LHQ) x L) x L*(Q), alors le produit w; d;u; v; appartient & L'(Q) et :

< lwilza | 95wl L2 @) llvill La o)

‘f wjﬁjuivi dx
Q

Et en utilisant le théoreme 17 avec |(w;|r1(q) et |vs]|p4(q), on obtient :

'ngjajuivi dx| < Colw;|myo il molvill g @

On suppose que 'hypothese suivante est vraie :

Hypotheése 6. On suppose que la vitesse initiale ugy et le terme source f vérifient :
ug e V,fe L*([0, +0[; L*(Q)), &,f € L*([0, +o0[; L*(Q)),
[ufe + fgg(\lfllmm + |0 [r20) < C.
ou C est une constante indépendante du temps.

On peut alors donner un théoréme d’existence et d’unicité pour le probleme 14. La
démonstration est donnée dans [80, Théoreme 2]

Théoréme 19. Si I’hypotheése 6 est vérifiée, alors le probléme (14) admet une unique solu-
tion (u,p) € C([0,T); V)x L*([0,T]; H'()) et telle que (u, 0; ju) € (L*(0,T; LQ(Q)))Q, Vi, j €
{1,...,d}. Cette solution satisfail les estimations suivantes :

-Pour ||11(t)||%2(9) :

t
Hu(t)H%ﬁ(Q) + Ve_éotf 6_6(’5“11\@11(9)653 < e_(sotHuOH%%Q) +0,°C%,
0

t
Ju()|f2) + Ve_aotf e |3 oy ds < e ug[ie o) + &5 °CF,
0

VAN
&

t
Ju ()| o) + e_wfo e (|02 + |ulfe) + P17 @) ds
t

T(t)(u(t)%z(gﬁllp(t)lmmﬁ5tu(t)\iz<m)+6‘50tf65057(8)5tu|?{1(md8 < K
0
t

T(t>2‘|atu(t)”%{1(9) + 6_60tf 66057(5)2(H5t11(75)||%12(Q) + H(?tpH%{l(Q) + ”attu”i?(Q))dS SIS
0

v

pour toutt =0, ou 7(t) = min(1,t),dy = o et ol Kk est une constante qui dépend seulement
7o

des conditions initiales et du domaine €.

Il existe peu de théoremes démontrant l’existence de solutions pour les équations de
Navier-Stokes sans faire d’hypotheses particulieres. Pour de plus amples informations sur ce
sujet, on renvoie a la référence [81].
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3.5.2 Formulation variationnelle discréte des équations de Navier-
Stokes

Dans cette sous-section, nous présenterons la formulation variationnelle discrete des
équations de Navier-Stokes.

Nous partons de la formulation variationnelle des équations de Navier-Stokes définie en
(3.159) : Considérons des espaces d’approximation X, et M), approchant H'(Q) et L3(Q).
On se restreint & f(-,¢) € L*(Q). La formulation variationnelle discréte en espace s’écrit :

Probléme: 15. TrouverVt € [0,T], (un(-,t),pr(-,t)) € Xonx My, tel que pour tout (v, qn) €
Xon X My, on a

ou
{ (T;Lﬂh)w(ﬂ) + cn(upsup, vi) — an(un, vi) + bn(vi,pn) = (£, vi)L2(o) (3.160)
bh(uh: Qh) 0

ol ay est la forme bilinéaire qui modélise le terme de diffusion a, b, est le terme de
couplage vitesse pression b, ¢j, est le terme de convection.

3.6 Reconstruction d’une vitesse a divergence nulle
pour le schéma P} — P

Dans cette section, nous présentons le schéma introduit en section 3.4.4, p. 61, pour
corriger les problemes de vitesses parasites des schémas non-conformes. L’idée est de projeter
les fonctions tests sur un espace d’éléments finis inclus dans H(div, (). Cette technique
ajoute une erreur de consistance mais corrige le probleme des vitesses parasites. En effet,
on peut montrer alors que les estimations a-priori en norme H'(Q) sont indépendantes de
la pression. Ce schéma a été initialement présenté par A. Linke [34] pour les équations de
Stokes avec le schéma P}, — P puis par [82] pour les équations de Navier-Stokes. Elle a
été proposée pour d’autres schémas numériques comme le schéma HHO [83] ou bien pour les
schémas de Galerkin discontinues [84]. Mais cela a été aussi effectué avec d’autres espaces
d’éléments finis conformes dans H(div, ) comme les éléments finis de Brezzi-Douglas-
Marini [85], [86].

3.6.1 Définition des éléments finis de Raviart-Thomas

Pour définir ce schéma, on définit les éléments finis de Raviart-Thomas qui sont des
éléments finis conformes dans H(div ;). Cette propriété est intéressante, car elle permet
a la premiere formule de Green du théoreme 4 d’étre exacte. Ainsi, il n’y a pas de source
numérique due a la non-conformité comme dans ’équation (3.100). On définit les éléments
finis de Raviart-Thomas ainsi :

X7 = {v;, e H(div,Q) /Yl € Ir, I(az,, br,) € R? x R, v, (x) := ag, + br,x}.  (3.161)
On considere une cellule T}, ¢ € Iy, on peut définir un vecteur
Vi, (X) == ar, + bp,x

qui sera défini avec d + 1 grandeurs (d valeurs pour ar, et une pour b). On peut donc
déterminer celles-ci avec les valeurs normales de vy i, -nar, pour toutes les faces Fy, f € Zry.
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3.6.2 Projection des fonctions tests sur des éléments finis conformes
dans H(div)

Ce qui suit est un résumé du travail de Linke [34]. Ce schéma consiste a projeter les
fonctions tests sur un espace conforme dans H(div, €2). Le but est de retrouver I'intégration
par partie exactement afin de ne pas générer de vitesses parasites (comme dans I’équa-
tion (3.100)). L’inconvénient est qu'il faut modifier le terme de convection L(U), le second
membre F' et la matrice de masse M dans I'équation (1.5), p. 13.

3.6.3 Etablissement de la formulation variationnelle

Dans ce qui suit, on notera :
— L’espace des éléments finis de Raviart-Thomas X7 défini par (3.161)
— L’espace des éléments finis de Crouzeix-Raviart non-conformes d’ordre 1 X¢* défini
par (3.41), p. 48.
On considére la formulation variationnelle des équations de Navier-Stokes (15), p. 81 et
on suppose que pour tout ¢ € [0, 7], f(¢,-) € L*().

Définition des projecteurs
Dans un premier temps, pour présenter ce schéma, on doit définir la projection des

fonctions de base des Crouzeix-Raviart sur des éléments finis conformes dans H(div, 2). A

Iinstar de [34], on choisit le schéma P! — P avec les éléments finis de Raviart-Thomas
XAT

On définit les projecteurs suivants :

1. Projecteur des Eléments finis P, — P% . II$® dont la définition est donné par
(3.46), p. 49.

2. Projecteur des Elements finis de Raviart-Thomas
Ce projecteur est relié a I'espace X;* défini par (3.161).

1

— — v-n;do, si feZ.
ng - (I (v))(OMy) = § 1Fyl Jr, "

(3.162)
0 si feIl

3. Projecteur sur U'espace Py (T5) :
Le projecteur 7y défini par (3.20), p. 42 et II} := (79)%. Ce projecteur est relié &
I'espace P°(T,) défini par (3.17), p. 41.

La premiere propriété donnée sur ces projecteurs est :

Lemme 1. Soit ve H'(Q)

div (I (v)) = I0(div (v)),

divy (TCR(v)) = TO(div (v)). (3.163)

Démonstration. Soit v e H'(Q) et ¢ € Ip, alors en utilisant une intégration par parties
(premiére formule du Théoreme 4, p. 25) :

J I (div v) dx = J divvdx = Z J v - nydo
Tg TZ fGZF,g Ff

avec Ny, la normale a Fy sortante au triangle 7y. Or avec la définition du projecteur des
Crouzeix-Raviart, il vient directement :
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Z J V-nf’ng'Z Z ’Ff’HgR(V)-nf,gZ 2 |Ff’V'Ilf7g = Z J V-l’lf’gd(f
Fy f feZp, VY

f€lpy €lr, f€lpy

= J div (I1§%v) dx
T,

De méme pour les Raviart Thomas, nous avons :

> f veongdo = Y |Fynge- (5T (v) = > |Fy[veng, = ZJ v -ny,do
Fy f f€Lp oV Er

f€lpy €lr, f€lry

= J div (11§ %v) dx
T,

On remarque que pour les deux égalités nous avons utilisé une intégration par parties.

[]

Soit ¢?7€ la fonction de base des éléments finis P}, associée a la facette Fy du triangle

Ty pour la composante [ défini par (3.32), p. 45 et (ﬁ?’g défini par (3.45), p. 49. On peut
définir la projection des fonctions de bases des éléments finis P} sur les éléments finis de
Raviart-Thomas FRT((ﬁﬁf) par le projecteur qui satisfait :

1

AT (@2 VOM 1) -nypy = ——
PR R

¢fo-npedo, Vfe{l,... . d+1} (3.164)

Avec My le point milieu de la face . On peut donner la propriété suivante :

Proposition 24. Soitl € Iy, f € Ipy, et (]5?4 = gzﬁ?,eeg la fonction de base des éléments finis

P} associées au barycentre de la face Fy du triangle T, et a la composante 3 € {1,...,d}.

Sa projection, dans le triangle T;, sur les éléments finis de Raviart-Thomas, est définie par :
RT -
I (@ iry = (AT~ (x — 0510, (3.165)
avec 8%, =8, - es.
fiL £t eB
L’une des caractéristiques importantes de ce projecteur est que :
divy, (HfT(¢?,z)|TZI) = |T€|_1Sﬁe = div (¢?,£)

Cest-a-dire que la divergence des éléments finis P* — P est conservée par la projection
sur les Raviart-Thomas. Cette équation est donnée directement par (3.163).

Formulation variationnelle discréte

Pour obtenir la formulation variationnelle discrete, il faut tester les termes clefs avec des
fonctions a divergence nulles. Pour cela, on projette les fonctions tests des éléments finis
P! — P9 sur les éléments finis de Raviart-Thomas.
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Modification sur le second membre

La modification sur le second membre est relativement simple. De plus, étant donné que
le terme de diffusion et la matrice de divergence ne nécessitent pas de correction, ce schéma
numérique est facilement applicable aux équations de Stokes.

Pour traiter le second membre, il faut utiliser comme fonctions test les projetées des
fonctions de Crouzeix-Raviart sur les éléments finis de Raviart-Thomas. Soit Ty, ¢ € Zr, et
soit Fy, f € Ip,. Il faut remplacer :

J £ do (3.166)
F

par
f f- 177 (¢] ) p, do (3.167)
Fy

dans la formulation variationnelle.

Modification sur le terme de convection

Cette partie se base sur l'article [82]. Soient (wj, vy, wr) € (X;)?, on définit la forme
trilinéaire suivante :

en(Wh; Vi, W) 1= Cpop(Up; T (v), T (W) (3.168)

ou
1 :
Crot (Wh; Vi, Wp) 1= (rOth up X Vh,Wh)Lg(Q) - 5( h* Vi, divy Wh)La(Q)

avec roty, v le rotationnel vectoriel discret de v défini par : Vv e P, H', rot, v € L*(2), est
tel que :
vw e L*(Q), (roth v, W)LZ(Q) = Z (rot v, wW)r2(7)-
Lelr
On préfere utiliser cette forme méme si une variante existe pour la forme trilinéaire
discrete dérivant de ¢*(+; -, ) (3.152), p. 78, pour les méme raison énoncer en p. 78. La forme
trilinéaire symétrisée donnée par (3.151), p. 78 quant a elle n’est pas utilisable car I (vy,)
n’est pas dans H'(Q).

En pratique, le second terme n’est pas implémenté et on résout le probleme avec la
pression de Bernoulli discrete dont I’équivalent continu est défini par :

1
P:=p+ Egrad (Jul?)
Dans ce cas 14, il faut par la suite calculer la pression discréte py, avec [82, p. 6] :

1
= P, — —argminlq, — [ap|?
pn = By = gargmina, — unl| q)
La projection est faite deux fois pour le terme de convection (3.168). La projection des fonc-
tions tests est faite pour corriger le manque de robustesse du schéma. La seconde projection
permet a la forme trilinéaire é,(-; -, ) de vérifier trivialement les propriétés d’anti-symétrie
(3.156), p. 79 et (3.157), p. 79. Par ailleurs, en continu, nous avons que :

1 1
rotu x u = (u-grad)u— Egrad (u?) = §grad (u?).

Cette propriété est approchée en discret par la forme trilinéaire é,(-; -, -) et cela permet de
grandement réduire l'erreur d’un écoulement irrotationnel [34, p. 17] car le terme non-linéaire
(rotuy, x I (uy,)) est alors quasiment irrotationnelle.
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Modification sur la matrice de masse

On modifie la matrice de masse avec la forme bilinéaire m}’ suivante :

RT
miT . X, x X, —» R
{ o (3.169)

(un, vi) = mpT (wp, v) = I (wp), I (Vi) )12 o)

Ce choix est fait pour garder la symétrie du produit scalaire mais aussi pour une propriété
de consistance. Supposons un écoulement irrotationnel, alors, la solution des équations de
Navier-Stokes est donnée par u = x;, p = —|u|?/2 — & [82, Lemme 5.1]. En particulier :

1 1

Et(u7 V)LQ(Q) = Et(Xt’ V)LQ(Q) =0 VveV

L’équivalent discret de cette propriété est obtenue avec la forme bilinéaire m;*. En par-
ticulier, avec des conditions de Dirichlet homogene?, on retrouvera une approximation en
vitesse exacte a chaque pas de temps [82, Théoreme 4.9 & Remarque 4.10].

Récapitulatifs

Finalement, on peut regrouper les éléments définis pour obtenir le probleme suivant :

Probléme: 16. Trouver les fonctions (u}™, pith) e Xon % My, tels que, pour tout (vy, q) €
Xon x My, :
;tme(uZH,vh) + ap(uptt vy) + G (upt a T (v) + bu(vi, oY) = ERtY(vy)  dans RT x 09
bp(uf™t q,) = 0 dans RT x 09
u, = 0 dans Rt x 00
u, = up sur {t =0} x Q

1
Avec 7 (vy) = (£(-, "), HfT(Vh))LZ(Q) + %me(uZ,vh) et t" = ndt ou dt est le pas de
temps.

3.6.4 Résultats numériques

Afin d’illustrer les résultats nous proposons quelques résultats numériques. Dans un
premier temps, nous discrétisons les équations de Stokes (2.35), p. 33 sur Q = (0,1)%. On
montre dans un premier temps que 'erreur en vitesse est bien nulle lorsqu’on approche un
terme source potentiel. C’est ce qui est illustré par le cas tests avec (u, p) donné par (3.170).
Dans la figure 3.6, on représente I'erreur absolue en vitesse pour la norme L*(€) et relative
pour la pression en norme L*(€2). On peut voir que ordre de convergence en pression est 1
soit l'ordre théorique attendu. L’erreur en vitesse est nulle a la précision machine. On notera
ce schéma C' Rgr.

(u,p) = (0, ;(:v? +73) — ;) (3.170)

Ensuite nous pouvons illustrer la propriété de robustesse par rapport a v avec le cas
test suivant. Considérons les équations de Navier-Stokes (2.29) avec la solution stationnaire
prescrite (3.171). On résout ce probléme avec le schéma P}, — (PJ,..) avec la modification

9. On peut considérer des conditions de bord de Dirichlet non-homogenes avec une hypothese supplé-
mentaire donnée par [82, p. 319

85



h g0 T (wp) | 6" (p)
1.00x 1077937 x 107 [ 8.19 x 1072
5.00 x 1072 | 4.90 x 1070 | 3.92 x 1072
250x 1072 | 4.10 x 107 [ 1.92 x 1072
1.25 x 1072 | 8.26 x 10716 | 9.69 x 1073

TCM — 1.02

TABLEAU 3.6 — Tableau des erreurs en vitesse et en pression pour (u,p) donné par (3.170)
et v =0.01

du second membre décrite par (3.167), pour v € { 1,1072,107*,10°°%}. Les résultats sont
présentés dans le tableau 3.7. Les calculs sont fait pour h = 5.00 x 1072, et avec le code
TrioCFD sur Q = (0,1)%. Pour résoudre les équations de Navier-Stokes stationnaire, on
résout les équations de Navier-Stokes instationnaire (2.33) et on atteint la convergence vers
le régime stationnaire.

22922 (1 — 21)*(1 — 25) (1 — 225)
(u,p) = ( <—2x1x3(1 ~ )2 (1 — a)(1 23;1)) ’O) (3.171)
v ed " (wy) | ef " (pr)
1.00 x 10° [ 7.82 x 1072|388 x 10°°
1.00x 107! | 7.82 x 1072 | 3.89 x 107*
1.00 x 1072 | 7.89 x 1072 | 4.49 x 107
1.00 x 1072 | 7.89 x 1072 | 2.28 x 107

TABLEAU 3.7 — Tableau des erreurs relatives en norme L? en vitesse et en pression pour
(u,p) donné par (3.171) et h = 5.00 x 10~ pour différentes valeurs de v
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Chapitre 4

Nouveau schéma de discrétisation :
Pl — P](\)@S pour les équations de
Stokes
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Dans le premier chapitre, nous avons introduit les outils de discrétisation pour les équa-
tions de Navier-Stokes. Nous avons aussi présenté différents schémas numériques présents
dans le code industriel TrioCFD et relevé la problématique des vitesses parasites. L’objectif
de ce chapitre sera d’élaborer un schéma permettant de résoudre les équations de Stokes, de
maniere plus robuste et précise que les éléments finis P
liberté et sans modifier la matrice de masse M ou le terme de convection L(U) dans I’équa-
tion (1.5), p. 13. Le but de cette approche est d’obtenir un schéma avec moins d’inconnues

1
n

87

. — P sans rajouter de degrés de



que le schéma P! — (P°+ P') pour obtenir un cofit de calcul plus faible en 3D. Ces travaux
ont déja été présentés dans [87].

Dans un premier temps, dans la section 4.1, p. 88 nous introduisons les schémas MPFA
pour le probleme du laplacien puis dans la section 4.2, p. 97 nous définirons une nouvelle
discrétisation basée sur le schéma MPFA symétrique [36, 37] pour le gradient de pression
dans les équations de Stokes. En 2D (resp. 3D), la définition du gradient de pression ainsi
construit est unique pour les degrés de liberté associés a un triangle (resp. tétraédre ) qui
ne sont pas en contact avec le bord 0§2. Ce n’est plus le cas pour les degrés de liberté
associés a un triangle (resp. tétraedre) en contact avec le bord 2. On devra alors rajouter
des conditions de bords sur la pression ou introduire des degrés de liberté sur le bord tout
en complétant le systeme avec de nouvelles équations que nous détaillerons dans la section
4.3, p. 109. Dans la section 4.4, p. 115, on présentera une analyse de ce schéma. Enfin, dans
la section 4.5, p. 120, on étudiera la robustesse du schéma par rapport a la viscosité ainsi
que la précision du schéma de pression par rapport au colit de calcul. On comparera les
résultats avec ceux des alternatives existantes.

Nous utiliserons les notations présentées dans le chapitre 1 dans la partie 2.1, p. 21
ainsi que les notations du maillage décrites dans la sous-section 3.2.1, p. 37. Les équations
étudiées seront celles de Stokes (2.34), p. 33 dont la formulation variationnelle est donnée
par les équations (2.35), p. 33.

4.1 Schémas Multi Point Flux Approximation pour le
probleme de diffusion anisotrope

Dans cette section, nous présentons le schéma de discrétisation volumes finis MPFA
(Multi-Point Flux Approximation). Cette méthode est une famille de schémas numériques
qui approche les flux par plusieurs degrés de liberté. Celle-ci s’oppose a la méthode TPFA
(Two Point Flux Approximation) qui approche les flux avec deux degrés de liberté.

4.1.1 Les schémas volumes finis

Les schémas volumes finis [88] sont une famille de méthode trés connus, qui consiste a
diviser le domaine en petits volumes (aussi appelés cellules), et approche les équations sur
chacun d’eux. Les solutions sont calculées en imposant la continuité des flux a travers les
faces des cellules.

Dans un premier temps, on décrit brievement la méthode des volumes finis. Considérons
un maillage triangulaire 75, , dont la description est faite dans la section 3.2.1, p. 37 et le
probleme suivant :

Probleme: 17. Trouver u tel que

—div (Agrad (v)) = g  dans

u = 0 sur oS (4.1)

avec A un tenseur d’ordre 2 de taille d * d qui est symétrique, borné et coercif.

Supposons g € L'(€2), on note la solution de (4.1) u € H'(Q) ainsi qu'un volume w < ().
On integre sur w ’équation (4.1), et en utilisant une formule de Green (Formule 1 du
théoreme 4, p. 25), on obtient la relation suivante :

(=Agradu - ng,, Dy, = f g(x)dx

w
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Remarque 11. [l est aussi possible de choisir une régularité plus faible pour le second
membre (g € H™Y(Q)) mais cette approche ne sera pas utilisée dans ce qui suit. On renvoie
a larticle [89] pour une description détaillée.

L’idée des volumes finis est de choisir différents w qui sont appelés volumes d’intégration,
afin d’obtenir plusieurs équations. Si on choisit w = Ty, ¢ € Zy, alors I’équation devient :

Z 7@710 = JT g(x) dx (4.2)

felry

Avec le flux F,; = —(Agradu - g ) ie(r,) qui est défini comme le flux de u a travers la
face Iy et nyy la normale a la face Fy sortante du simplexe 7. De plus, en notant r € Zr
I'indice du triangle voisin a 7, par I'aréte Iy, tel que 1y NI, = FY, alors :

?&f + ?va =0 (43)

L’équilibre (4.2) et la conservativité (4.3) des flux sont les propriétés principales vérifiées
par les schémas des volumes finis.

Dans un cadre simplifié, considérons une approximation de la solution u;, qui est une
fonction constante par morceaux sur chaque cellule. On définit alors les inconnues uy, £ €
Zr qui sont les valeurs de u sur les barycentres des cellules Ty, ¢ € Zr et qui seront une
approximation des valeurs u(xr,), ¢ € Zr.

Le principe des volumes finis est alors d’établir des approximations consistantes des flux
For par Fy ¢ pour tout £ € Iy, f € Ir,. Ensuite, on peut écrire une version discrete de (4.2)
et (4.3).

Pour tout 1}, { € Iy :

Z f&f = JT g(x) dx (4.4)

felre

et pour tout f € T, tel qu’il existe un couple (¢,7) € (Zr)*, Ty n T, = Fy
./—"g,f + fryf =0 (45)

Une étude des schémas de volumes finis appliqués aux équations de diffusion a été réalisée
par J. Droniou [90], mettant en avant notamment les schémas MPFA. Pour plus de détails,
le lecteur peut se référer a cet article. Bien que la liste des schémas de volumes finis soit
vaste et difficile a énumérer intégralement, les schémas suivants peuvent étre présentés :

— Les schémas "hybrid, mixed, and mimetic" (HMM) se composent de trois familles
de méthodes développées séparément : la méthode "Hybrid Finite-Volume" (HFV)
91, 92|, la méthode "Mixed Finite-Difference" (MFD) [93], et la méthode "Mixed
Finite-Volume" (MFV) [94]. Ces méthodes sont équivalentes [95]. Elles introduisent
des inconnues auxiliaires sur les faces pour calculer des flux définis par des produits
scalaires locaux.

— Le schéma "Discrete Duality Finite Volume" (DDFV) [96, 97, 98] ajoute de nouvelles
inconnues définies comme des approximations du gradient dans différentes directions
indépendantes et localisées sur les sommets du maillage. Ces inconnues sont ensuite
utilisées pour reconstruire une approximation précise du gradient. Ce schéma numé-
rique a été treés bien étudié [99, 100, 101, 102] avec diverses conditions aux bords
[103] sur de nombreux problemes [104, 105].

Il existe une diversité de schémas de volumes finis, sans qu’'un "framework" permette

d’établir une méthodologie d’analyse numérique similaire a celle des éléments finis avec
des criteres tels que la condition Inf-Sup et la théorie BNB. C’est dans cette perspective
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qu'une approche [106, 107] a été développée. Cette approche vise a regrouper différents
schémas qui discrétisent 'opérateur gradient selon certains criteres, les classant ainsi dans
la catégorie des "Gradient Schemes" (Schémas gradient). Une analyse générale présentée
dans [106] s’applique alors, permettant de démontrer la stabilité et la bonne définition d’un
schéma en montrant son appartenance a la famille des schémas gradient.

4.1.2 Formulation volumes finis pour les éléments finis P. — PJ.

On peut montrer que le schéma P}, — PJ_ est aussi un schéma qui s’inscrit dans les
méthodes des volumes finis [7, p. 22]. C’est aussi un schéma Gradient [106, Section 9.3.1].
On présente ici la méthode sous le formalisme "volumes éléments finis" défini par Emonot
[7, p. 11]. Considérons les équations de Stokes (2.33). Reprenons 'espace X, et M, définis
par (3.41), p. 48 et (3.78), p. 57. On rappelle que, si u, € Xo, et g, € M), alors :

u, = uf,a¢f60m
2 X

ae{zy.z} feTi,

pn= Y. pethr,

ZEIT

ou (¢y) fez, désigne les fonctions de bases des éléments finis P! et (1¢)sez, les fonctions de

bases des éléments finis Pj,...

Notons qu’avec la propriétés du patch test (3.42), p. 48, nous avons que, pour toute
facette f € 7, partagée par les triangles T} et T}, 1'égalité suivante est vérifiée :

f uh|Tk . l’lf7k- dU = J uhm . l'lf7k d(f (46)
Fy Fy

Cette propriété assure la continuité de uy, - ny au barycentre de la facette f € Zp.

Définition des volumes de controle

Pour chaque facette f € Zp, nous définissons le volume wy associé, qui correspond au
quadrilatere ayant pour sommets les sommets de la facette et le barycentre des triangles par-
tageant cette méme facette. On définit v4 = dw;. La figure 4.1 représente cette configuration
pour d = 2 et une facette F; partagée par les triangle Ty, et T}.

FIGURE 4.1 — Schéma du triangle T} et T}, qui partagent la facette Fy. Le volume wy est
représenté en gris.
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Formulation conservative discréte des P}, — PJ_

On cherche a exprimer les flux conservatifs reliés a la méthode. Pour cela, on cherche un
champ de vitesse dont chaque composante est affine par élément, continue aux milieux des
facette et un champs de pression constant par élément vérifiant les équations de stokes sur
chaque volume de contréle :

f u, -nydo = 0, Vle Iy
fe I;?,e Fy
(4.7)
J (pnld — Gradyu,) :np,, do = f fdx, Vfelr
Vf wr
uh(xf) = 0, Vf S I%

avec Id la matrice identité de taille d x d. En développant les fonctions uy, et py,, on obtient :

Z uh(xf) : gbfanz do = 0, \AS IT, (48)
feTt T,
F

qui exprime la conservation de la masse et :

Z up(xy) <f —grad ¢ - ny,, da) + Z ph<Xg)f Yeny,, do :J fdx, Vfel.
’Yf/ V£ wy

f'e It, Lely
(4.9)
qui exprime la conservation de la quantité de mouvement.
Ces équations peuvent s’écrire sous la forme matricielle suivante :

A Cy Uy, F,
= 4.10
A C, U. F, ( )

B, B, B. P 0

Avec :
— U, Uy, U, sont les vecteurs de tailles N contenant les valeurs de chaque composante
de la vitesse :

Vf € I}J‘a (Ux)f = uh,x(xf)a (Uy)f = uh,y(xf)a (Uz)f = uh,z(xf)'
— P est le vecteur de taille Ny contenant les valeurs de la pression dans les cellules :
VieZr, (P);=pn(x).

— A est une matrice de taille Nj x N dont les coefficients sont :
WAL @ (A)gp = | —gradopn, do
vf
— B,, By et B, sont des matrices de taille Ny x N} dont les coefficients sont :

V(f,l) e (T x Ir), Vae{z,y 2z}, (Ba)ys= ¢rnyor, do.

oT,

— (O, Cy et C, sont des matrices de taille me x Nt dont les coefficients sont :
V(f, 1) e (ZTe x Ir), Vae{r,y,z}, (Cu)s= J Yy, |y, do.
vf
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— F,, F, et F, sont des vecteurs de taille N} tels que :
V(f)eTh, Vae iy, (F) = f £ e, dx.
wy

Ce qui se ré-écrit, en notant :

A0 0 C, F, Us,
A=10 A 0|, B=(B, B, B.), cy |, E, |, u=10,|,
0 0 A C, F, U.
AU +CP = F
B — 0 (4.11)

On rappelle le lemme suivant |7, Lemme 2.1 & 2.2] :

Lemme 10. La matrice B est la transposée de la matrice C et les matrices A et B issues
de la formulation volumes finies du schéma PL_ — PY... sont identiques auz matrices obtenus
avec le formalisme éléments finis (3.1006), p. 65.

Ainsi, seul le second membre est différent entre les deux schémas puisqu’en général :

Vf e Ip, dex;éjfgbfdx.
wp Q

Formulation variationnelle du schéma P! — P’ en volumes éléments finis

En pratique, on utilise pas la formulation (4.7). On peut obtenir une formulation varia-
tionnelle, en multipliant par les fonctions tests g, € M), et vy, € Xo, ¢

quTé Z J uy - Ilde = O, thEMh

Celp fe 1y,
Z vf.f (pld — Grady uy,) :nhfda = Z Vf.J fdx, YvieXop
fGIF Yf fEIF wy
uy(xp) = 0, VeIl

Ce qui se ré-écrit : Trouver (up, pn) € Xop X My,

ay, (Wn, Vi) + b, (Vi pr) = L, (Vi)
{ Ci(llh,%) 0 (4.12)

avec les formes bilinéaires a; b) et ¢; défini par (4.13), (4.14), (4.15) et le second membre
L} par (4.16).

XO,h X XO,h —- R

n (up,vi) — a) (a,vy) = — Vf J Gradpuy, : ny,, do (4.13)
felr
)(O7 h x Mh — R
V.
by, : (Vi,qn) +— b (Vi, qn) = Z 25 J h * Mo, do - (4.14)

erZ

92



XO,h X XO,h — R

V.
Ch - (Va,an) — ¢ (Vi,an) 2 qn|T, 2 f vy -nypdo - (4.15)
ey Fy
XO,h — R
V.
Lhsy () = LY (w) = vy f fdx, - (4.16)
felr

En particulier, on retrouve quasiment le second membre issu de la formulation éléments
finis. Cette formulation est strictement équivalente a (4.9) et (4.8).

Remarque 12. ( Remarque sur le second membre ) Le second membre de l’équation (4.12)
nest en général pas calculé par la méthode Volumes Eléments Finis mais par la méthode
des Eléments Finis. En effet, le second membre entraine une perte de précision. Supposons
f e L*(Q). Considérons f € I et la fonction de base associée ¢; des éléments finis Py, :

J fqbfdx—f fdx| = ) J fordx —d J s dx
Tg Wy wf/f\Tg WfﬁTg

KEIT f
avec Ary le coefficient barycentrique du triangle T, associé au sommet opposé a Fr. On peut
majorer cette quantité par :

J fgzﬁfdx—f fdx| <
Ty wy

Or, en utilisant la formule d’intégration des coefficient barycentrique(3.7), on écrit :

Lelr f f’EIFZ flif

< > ( D (wp ATl + d Al p2gs nm )||fL2(T4))

Lelr ¢ ey N f'€lpp,f'#f

d! 2!
A wrA T,
[Arell2wsnm =| f‘(d+2)g
_ 17 S
et finalement, en remarquant que |wf NTy| = L on écrit :
|Tg| 1/2 < pd
fordx — | fdx ((d n 1)) [£leecry < hOlE Loy (4.17)
zeITf T, wy

4.1.3 Introduction aux schémas MPFA

Nous avons déja défini les schémas des volumes finis de maniere générale. Nous présentons
maintenant la méthode "multipoint flux approximation".

La méthode multipoint flux approximation (MPFA) a été initialement présentée dans les
années 90 par [108, 109] puis par [110] sur des maillages de quadrilatéres pour des problemes
non-homogenes dans des milieux anisotropes. Le schéma a ensuite été développé, par la suite,
dans les ouvrages [111, 112]. L’idée est que pour obtenir un schéma qui approche les flux de
maniere consistante sur des maillages généraux, il faut des valeurs approchées de I'inconnue
ailleurs que sur le barycentre des triangles partageant une méme aréte. Cela peut étre sur
les sommets, les arétes ou bien dans les cellules. Dans cet optique, on ajoute des inconnues
au systeme que I'on nommera inconnues auxiliaires.

On suppose alors que la solution est affine par morceaux sur des macro-cellules autour
de chaque sommet, créant ainsi un maillage dual (voir la figure 4.2) avec les positions
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des inconnues auxiliaires ajoutées. Ces inconnues sont ensuite éliminées en écrivant des
équations de continuité (sur le bord inclus) pour la solution. Les flux ainsi construits sont
conservatifs (4.5) et s’expriment seulement avec les inconnues des cellules. Nous reviendrons
sur ce principe plus en détails dans les sous-sections suivantes.

Il existe plusieurs schémas MPFA, leurs différences venant du choix de la continuité
locale et des équations de conservations des flux. Par ailleurs, cette discrétisation a été
utilisée dans de nombreux domaines et montre une capacité a discrétiser de maniere précise
les termes de diffusions sur des maillages non-structurés [113].

4.1.4 MPFA-O

Le schéma MPFA-O, initialement présenté par [110, 111, 36], est une variante trés connue
des schémas MPFA. Pour le présenter rapidement, considérons un maillage triangulaire en
2D et un sommet S;, 7 € Zg. On ajoute des inconnues localisées sur le milieu de chacune des
arétes Fy,, fj € Tri, j = {1,..., Np;}. Cette configuration est décrite par la figure 4.2 pour
card(Zr;) = 4. On définit la macro-cellule M; comme la cellule autour du sommet S; dont
les sommets sont les points X1y, Uy €I, et XFy, » fr € Ip; avec k € {1,... Ng;}. On notera
les quadrangles ()y; comme les intersections entre les triangles 7} et la macro-cellule M;,

FIGURE 4.2 — Sous-maillage local autour du sommet S; et inconnues du schéma MPFA-O
pour card(Zp;) = 4.

On veut résoudre le probleme (4.1), la solution u du probléme est alors approchée aux
points xr, Uy eZr; et XFy, fr € L, qui sont respectivement les barycentres des triangles

Ty, et faces Fy, pour tous les sommets S;, i € Zg et k€ {1,..., Np;}.

Les inconnues sont ur,, ¢ € Iy et upy, , fr € ZLp;, Viels.
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Remarque 13. (Les inconnues auziliaires) On note qu’en 2D, une aréte définie par deux
sommets aura donc deux inconnues auziliaires qui peuvent avoir des valeurs différentes.
Cela vient du fait que ces inconnues soient relatives aux sommets, et le schéma n’impose
pas de condition de continuité entre les deux inconnues. Il en est de méme en 3D mais les
inconnues auxiliaires ne sont plus sur les arétes mais sur les faces du maillage.

On approche la solution u par une fonction u;, qui est affine par morceau sur chacun
des quadrangles. Ainsi, on peut définir un gradient constant par morceaux, sur chacun des
quadrangles Qg ;, £ € Ly;.

A cette étape, Papproximation uy, est affine par quadrangle. Il faut donc 3 valeurs pour
la définir. On note G, ; la valeur du gradient sur le quadrangle Q)¢;. Notons Fy, Fy les deux
arétes qui ont pour sommet S; et qui sont dans le triangle 7;. En intégrant sur les segments
[x7,XF,] et [XTL,XF}], on écrit :

gé,i(uh) : (XTg - XFf) = U, — UFy,
et

gz,i(uh> : (XTZ - XFf,) = U, — UFy-

Si les vecteur X1, XF; €t X7, X F, e sont pas colinéaires (ie. le triangle n’est pas un triangle
plat) alors on obtient :

—1

gz,i(uh) = m((uFf — UTE)Vf’,Z + (UFf, - UTZ)Vf,Z)a

St : —
avec |Ty ¢ p| Vaire du triangle (xszfoFf,), vy la normale au vecteur X7,Xp, de longueur
-
|x7,XF,| et vy la normale au vecteur X1,XF, de longueur |XTZXFf/ |.

En établissant une définition du gradient, nous sommes en mesure de définir les flux.
Lorsque nous considérons un sommet comme point de départ, nous définissons des demi-flux
associés aux demi-arétes. Ces demi-flux sont définis pour chaque demi-aréte par I’équation
(4.18) et les flux résultent de la somme de ces demi-flux sur chaque aréte.

Fopi = ’XTefo|A|ng€,i<uh) "y, (4.18)

Maintenant que la définition des flux a été établie, dans une méthodologie des volumes finis,
on impose la conservation des flux autour des sommets S;, i € Zg : Pour tout f € Zp;, et si
on suppose qu’il existe (¢, k) € (Zr;)* tel que Ty N Ty = F}, on impose :

Fopi+ Frypi = 0. (4.19)

Si I'aréte Fy est sur le bord, il faut alors effectuer un traitement particulier. Si nous
avons des conditions de Dirichlet, alors on imposera la valeur des inconnues auxiliaires sur
le bord. Si nous avons des conditions de Neumann, on pourra alors imposer les demi-flux.

Les équations de conservation permettent alors d’obtenir des systémes autour des som-
mets liant les inconnues auxiliaires et les inconnues des cellules. On pourra alors écrire de
nouveau le systeme avec seulement les inconnues des cellules. Le schéma est bien défini
seulement si toutes les matrices locales ainsi définies sont inversibles.

Pour finir, nous avons construit des flux consistants (en donnant une approximation de
notre gradient) et conservatifs par construction. Le schéma "volumes finis" est donc bien
posé. Ce schéma s’étend aux cellules polygonales et en 3D [114].

95



4.1.5 Variantes du schéma MPFA

Nous répertorions dans cette section certains des schémas MPFA les plus utilisés. Ce-
pendant, il est important de noter que notre liste ne prétend pas a ’exhaustivité, mais elle
offre un point de départ pour explorer le monde des schémas MPFA.

MPFA -L et -G :
Le schéma MPFA-L a été développé par [115] puis généralisé avec le schéma MPFA-G
(initialement présenté par [116, 117]). Les différences majeures avec le schéma MPFA-O
sont explicitées dans [90, p.13] et nous les rappelons ici :

— Il n’y a pas d’inconnues auxiliaires ajoutées au systeme, mais les gradients deviennent
des inconnues a substituer.

— Les équations de continuité des demi-flux sont écrites sur seulement deux arétes (pour
d=2).

— L’équation de continuité de I'approximation linéaire est imposée sur toute l'aréte et
non plus au barycentre de la face.

— La maniere de construire les gradients discrets et les approximations linéaires par
morceaux sur les quadrangles dépend de I'aréte Fy, f € Zp que nous utilisons pour
calculer le flux.

Dans le schéma MPFA-L, on impose la continuité sur toute I'aréte f. Avec les notations

précédentes, et en choisissant de construire 'approximation avec 'aréte fs, cela s’écrit pour
Iaréte f3 et fs :

Vx € Ffs ur, + (gfs,fz (u))(x - XTZ3) = um, + (gf47f2 (u))(x - XTz4)7

Vx e Fy, un, + (Gop(u)(x—x1,) = un, + (G (w)(x —x1,). (4.20)

On peut écrire ces équations de continuités aux point S;, x, et S;, xy,. Ces 4 équations sont
ensuite complétées avec la conservation des demi-flux :

g€37f2 R LY AW + g€4,f2 "Nfey = 07 (4.21)
Gos.fo " Opyps + Gto gy gy, = 0

Les gradients peuvent étre exprimés en fonctions des inconnues des cellules.

Le schéma MPFA-G est une généralisation du schéma MPFA-L ot les flux totaux d’une
aréte [y est construit a partir d’'une combinaison convexe des demi-flux (resp. sous-flux) de
l'aréte Fy (resp. face) pour d = 2 (resp. d = 3). Ces combinaisons sont choisies localement
pour améliorer les propriétés de coercivité du schéma.

Un schéma d’éléments finis mixtes MPFA :
Les articles [118, 119] présentent une approche des éléments finis du schéma MPFA-O. Ce
n’est pas un schéma différent, mais plutot un formalisme alternatif, développé dans le cadre
des schémas éléments finis. C’est une approche connue qui consiste a faire correspondre un
schéma volumes finis par un schéma d’éléments finis mixtes approprié [120] et avec une regle
de quadrature spécifique.

MPFA symétrique :

Le schéma MPFA symétrique [121, 122, 123] est celui qui a été choisi dans cette these. Cest
un schéma MPFA-O, dont les inconnues sont placées aux tiers des arétes ou aux barycentres
des faces des quadrangles générés en 3D. Ce choix permet au schéma d’étre symétrique, c¢’est-
a~dire qu’il conduit a une matrice symétrique définie positive pour un probléme de Poisson
[121, Proposition 3.1]. De plus, il s’inscrit dans le formalisme des schémas gradients [124,
Section 12.1]. Ce choix se justifie, car le schéma MPFA symétrique appliqué au probleme de
Laplacien est consistant, coercif et convergent avec des hypotheses de convergence proche
de celles des éléments finis P' (Proposition 25, p. 100). Nous détaillerons ce schéma par la
suite.
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4.2 Schéma de discrétisation P} — P](\)@S pour les équa-
tions de Stokes

L’idée de ce schéma est d’utiliser les éléments finis de Crouzeix-Raviart non-conformes
d’ordre 1 pour la vitesse et les éléments finis PY;,. pour la pression avec un gradient MPFA
symétrique présenté dans la section 4.1 sur un maillage de simplexe. On appellera ce schéma, :

1 0
Pnc - PMps‘

L’espace des vitesses discretes sera donc celui défini par (3.41), p. 48 que nous rappelons
ci-dessous :

—

Xh = {Vh € [Pdlzsc<771)]d | Vf € I;" : [V}J(O_])Wf) = 0 }7 (422)
Xon = {vh€[Pp(T]" IV f € Ip : [va](OM;) = 0}.
Et celui des pressions discretes :
My, = {qn € L§(Q), |VTy, L € Iy, qur, € Po(Ty)} (4.23)

4.2.1 Définition de la nouvelle approximation du gradient

Dans un premier temps, on établit la nouvelle discrétisation de notre gradient en 2D.
Contrairement a la section 4.1.4, p. 94, nous présentons ici un formalisme issu des éléments
finis pour le schéma MPFA symétrique. C’est-a-dire que nous établissons une formulation
variationnelle avec les fonctions de bases de notre discrétisation. En suivant la démarche
décrite dans [121, 122, 123], nous commengons par diviser les triangles en trois quadrangles,
en reliant le barycentre du triangle au milieu de chaque facette. Soit ¢, € M), nous allons
calculer une approximation affine de ¢ sur chaque quadrangle. Pour ce faire, nous ajoutons
des inconnues auxiliaires temporaires situées aux tiers des facettes (en 2D). La méthode de
construction en 3D est analogue et sera expliquée dans le chapitre suivant.

D’abord, nous introduisons certaines notations. Nous allons définir le schéma localement
autour des sommets du maillage.

Soit j € Zg. On définit le macro-élément M; tel que M, := U T,.
lelr ;
Renumérotons les sommets tel que : Sy = S5, Zsi—o = {1, -+, Ns;—0}. On définit la renu-
mérotation suivante : i € Zg -, S;Sit1 € Fn (on pose Sng, 41 = S1). Pour i € Zg;_¢ on
note :
— T; le triangle de sommets S5y.9;9;,1, et on appellera son barycentre Gj.
— F; la facette tel que F; = S5;, et on appelle M; son point milieu.
— F, la facette opposée au sommet Sy dans 7;.
— ﬁ’z la demi-facette définie par Sy et le point milieu de F;. On notera ’ensemble des
indices de toutes les demi-facettes Zp ;_ et celles situées sur le bord I%.
— @, le quadrangle de sommets Sy M; G; M; . (figure 4.4-(a) pour Sy < € et 4.5-(a)
pour Sy < 092).
Pour i, j € Zg,—¢, on note S; ; le vecteur normal sortant de 7 au point F; et de norme |Fj|.
Pour i € Zg;_0, on appelle Sy; le vecteur normal a F; sortant de 7;. Sur la figure 4.3-(a),
on représente M, dans le cas ou Sy < Q et Ng,—o = 6. Sur la figure 4.3-(b), on représente
le triangle 77 avec les vecteurs (Sj71)§:0 et son barycentre Gj.
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(a) Macro-element ./\/lo = Sl 52 Sg S4 55 Sﬁ. (b) Triangle T1 = So 51 SQ.

FIGURE 4.3 — Notations pour Ng;—o =6 et j€ Ifg.

S2 Sl 52 Sl
Sﬁ S6
Sg 53
Ss
S4 5'4
(a) Quadrangles (Qs);"". (b) Pressions discrétes (q;,q;)1"~".

FIGURE 4.4 — Schéma MPFA pour j € Ifg et Ng;—o = 6.
Soit g, € Mj,. On note gy, := q,.

Considérons Sy < Q (figure 4.4). En suivant la méthodologie de construction du schéma
MPFA, construisons une approximation affine par morceaux de ¢, sur chaque quadrangle
(Qi)f-vzsl‘i:o (voir figure 4.4-(a)). Nous appelons cette approximation g,. Nous introduisons

. e R ~\Ns,i . -
tout d’abord des pressions auxiliaires discretes (g;);_5~° sur les tiers des facettes intérieures

(en 2D) de M (voir figure 4.4-(b)).

Pour tout j € Zg;, on définit

Go,i(qn) := grad gpq,,

a l'aide d’une intégration par parties, comme cela est fait dans [122, Section 3] et [123,
Section 1.1.1] :

- ~Sii  ~ Sivii ., S Sing
|QilGoi = | Go,ilqn) dx = J qrMoq,; dx = Gt i 7;’ +q;(— J 721’ ).
Qi 0Qi
T;
Ainsi, en constatant que |Q;| = d—i—|1’ on obtient :

1 ~ _ Si,i ~ _ Sz 4 d+1, . ~ _
Go,i(qn) = 0] ((% - ;) v + (Gi+1 — G;) 21 ) =3 ] (¢ Sii + Giv1Siv1: + G SZ )24)
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53 SQ S3 SQ

S1 Sl
i F = QO
S Fy ! Sy qa
(a) Quadrangles (Qy);"". (b) Pressions discretes (qi,(ji)fisii:o.

FIGURE 4.5 — Schéma MPFA pour j € 7% et Ngi—o =4

Afin de préserver le flux a travers les bords intérieurs de My, nous écrivons que :

VieZsi—o, Goilan) - Sit1i+ Goiv1(an) - Siz1,i41 = 0. (4.25)

Ces Ng,i—o équations avec Ng,;—o inconnues (les valeurs des pressions discretes auxiliaires

~\Ng i . . . o . , .
(3;);=57°) conduisent & un systéme linéaire bien posé. Nous pouvons donc évaluer les pres-

. SN A o \Ns.Z . . N iz
sions auxiliaires (g;),5;~° avec les données (g;),;"~°. Les gradients de pression (Goi(qn));5 "

définis par (4.24) s'écrivent alors seulement en fonctions des inconnues (g;)~5="
Remarque 14. Un moyen de montrer que ces sous-systemes sont bien posés est de remar-
quer qu’ils correspondent a un probleme de Laplacien résolu localement par des éléments
finis P! (voir Remarque 18, p. 108). Or d’aprés le Chapitre 1, on sait que les problémes
de laplacien, résolus par les éléments finis P}, sont bien posés. En effet, il suffit de maniére
analogue a la proposition (12), p. 49 de montrer que la forme bilinéaire (-,-); est un produit
scalaire sur Xop x Xop associé a la norme || - ||, (voir proposition (8)).

Considérons maintenant Sy < 02 (voir figure 4.5). Formellement, nous avons que la
solution (u, p) du probleme (2.33) est telle que :

gradp-njpq =f - npo — vAu - nj, (4.26)

oll nja est le vecteur normal sortant de o).

SifeHY 2T¢(Q) avec € > 0, nous pouvons expliciter les pressions discrétes localisées sur
082 (ie qy et gy sur figure 4.5-(b)) en imposant que pour tout i € Zg ;o tel que F; < 052 :

ﬁ Go,i(qn) - Mz dx = J £ dx. (4.27)
Fi Fz‘

Ce type de condition a été étudié par [125]. Ces équations sont des approximations de
(3.86), p. 59, mais semblent donner de bons résultats numériques comme le montre la section
4.5, p. 120.

Les valeurs auxiliaires de pressions discrétes sont de nouveau, solutions d’un systéme
linéaire bien posé. Elles peuvent étre éliminées avec les données (Gi)i]\isl’izo et nous pouvons
exprimer les gradients discret en fonction de ces données.

Nous détaillerons le cas ou Sy < 02 dans la section 4.3 en proposant d’autres alternatives
a cette condition. Si le second membre f est une fonction peu réguliere, on peut élargir
I’espace des pressions discrétes en ajoutant les inconnues auxiliaires du bord en tant que
degrés de liberté.
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Pour i € Zg, on pose (Q; ;) jezs, I'ensemble des quadrangles construit autour de Sj, et on
appelle Qp, := ((Qi;)jezs, )iczs 'ensemble de tous les quadrangles. Soit g, € M), et i € Tg.
Dans le macro-élément M;, on appelle G; ;(¢5) le gradient localement reconstruit de ¢,. Nous
définissons maintenant la reconstruction du gradient MPFA comme 'opérateur Gy,.

M, — PY%..(9n) . .
: Vi e g, Vi € Tos, CGaa). (4.8
Gn { o = G | VieZs, VjeTsi, Gnlan)iq,; = Giilanm,) (4.28)

Le schéma MPFA symétrique appliqué a 'opérateur de diffusion présente certaines proprié-
tés :

Proposition 25. L’approximation consistante des flur dans le schéma MPFA symétrique
est réalisée a l'aide de triangles et de p € C*(Q). En outre, I'approvimation evacte des
gradients pour les fonctions affines est obtenue en introduisant les inconnues auziliaires de
pression auzx tiers des facettes. Enfin, le schéma MPFA symétrique présente des propriétés
de consistance, de coercivité et de convergence

La preuve de cette proposition se trouve dans [122, Prop. 2, Prop. 3 | et [126, Théoreme
3.2].

4.2.2 Formulation variationnelle

On se propose maintenant d’établir la formulation variationnelle de notre probleme. Soit
gn(-,-) la forme bilinéaire suivante :

X x M — R
gh.{ nx My (4.29)

(Vi,qn) — (gh(qh>avh)L2(Q)

La discrétisation de (2.33), p. 32 en utilisant le schéma MPFA pour discrétiser le gradient
de pression s’écrit :

Probléeme: 18. Trouver (up, pp) € Xop x My, |

{ ayp(Up, Vi) + g (Vi on) = Le(vi) Vv € Xop (4.30)

bp(up,qn) = 0 Vgnbe My,

ou les formes bilinéaires ay(-, ) et by(-, ) sont définies par (3.77), p. 57, et (3.79), p. 57.
Le second membre l¢(-) est défini par (3.80), p. 57. Le systéme linéaire lié¢ a la formulation
variationnelle (4.30) n’est pas symétrique. En effet, on note :

Ay 0
A pp = v f rad ¢, -grad ¢y dx, A= ( ¢ )
(Ag) s > . ¢r - grad ¢y 0 A,

Lelr

(07 Gﬂ?

@k =3 L 010n (160 - €0 . o (Gy>
(D)= Y, [ div (6req) dx, D= (D" D) (4.31)

ez Yo
FZ‘
(m»:gé (T b/ - e, dx., P F)
U= (U U

avec :
— Les fonctions de base pour la vitesse (gzﬁfea)?gg’y} définies par (3.45).
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— Les fonctions de base pour la pression (¢ )kez, qui sont définies par :

¢k = ]]-Tp

Remarque 15. Si on garde les inconnues auxiliaires sur le bord, alors il faut enrichir
le bord avec les fonctions Zd, o€ I%. Ces fonctions sont définis comme les fonctions
affines valant 1 sur le tiers des demi-facettes auzquelles elles sont associées et 0 autre

part.

Vk EIT.

Si nous considérons la formulation matricielle de ce probleme éléments finis, le pro-
bleme 18 s’écrit :

vKU +GP =F
DU =0

avec K la matrice de raideur des éléments finis P}, G la matrice qui représente le gradient

et D la divergence des éléments finis PY, . Finalement, le probleme (4.30), s’écrit :

(5 5) ()= ()

Les opérateurs gradient et divergence ne sont plus adjoints. Ce choix s’explique car si
nous considérons la formulation symétrique de ce probleme :

(4.32)

(4.33)

vKU +GP =F
GIU =0

alors la convergence est dégradée. Nous proposons d’illustrer cela numériquement. Soit 2 =
[0,1]%. On présente les cas tests suivants pour les équations de Stokes (2.34), p. 33 :
1) Si la solution est donnée par le couple :

_ (Y _12 2_1
u=(1)op -5 - 3

X

h o P (up ™) | "™ (")

1.00 x 10T [1.26 x 1072 | 7.09 x 107 °

5.00 x 1072 | 4.80 x 1072 | 6.27 x 107!

250x107212290%x107° | 6.24 x 107!

1.25x 1072 | 1.11 x 1073 | 6.04 x 107"
TCM 1.2 0.08

TABLEAU 4.1 — Tableau d’erreurs en vitesse et en pression pour la norme L?(Q) et L*(12)
pour u, =y, u, =z, p = (2° +y*)/2 — 1/3 et (4.33).

Dans le tableau 4.1 sont écrites les erreurs en vitesse et en pression pour le schéma
| S P]?MS pour différents pas de maillage. On peut observer que le schéma converge en
ordre 1 pour la vitesse (en norme L*(€2)) et ne converge pas pour la pression (en norme
L*(Q)). Cette non-convergence se produit deés lors que la vitesse approchée est non-nulle.

2) Si la solution est donnée par le couple :

u =0, p = sin(2nx)sin(2my).

Dans la figure 4.2 sont représentées les erreurs en vitesse et en pression pour le schéma
1 0 : ) .
P,. — Py, On peut voir que le schéma converge en ordre 3 pour la vitesse (en norme

L*(Q)) et 2 pour la pression (en norme L*(12)).
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b | e ™) | ™ ")
1.00x 1071 [ 1.32x 107% [ 1.81 x 1072
5.00 x 1072 | 1.34 x 107° | 4.53 x 1073
250%x 1072 | 210%x107% | 1.17 x 1073
1.25x 1072 [ 294 x 1077 | 2.85 x 107*

TCM 3.0 2.0

TABLEAU 4.2 — Tableau d’erreurs en vitesse et en pression pour la norme L*(Q) et L*(12)
pour u = 0,p = sin(2rz)sin(2my) et (4.33).

La formulation symétrique dégrade le caractere affine exacte de I'approximation des
8léments finis P . En effet, la divergence est conservée seulement sur un macro-élément,
et non plus localement. Pour illustrer ceci, on pose p, € P%_., une fonction de base de
pression py, associée a un triangle Ty de sommets S;, S;, S; (pour simplifier, nous choisissons
que S;,5;,S; sont des sommets appartenant a 'intérieur du domaine, mais le raisonnement
est strictement analogue lorsque nous considérons un sommet du bord). Celle-ci génére un
gradient non-nul sur les macro-cellules .#;, #;, .#; avec les pressions auxiliaires. Les macro-
cellules ., sont définies par le regroupement de tous les quadrangles reliés au sommet

Sa, o€ Ipy, c’est-a-dire :
NS,i:a

Mo, = U (Q4).

i=1
On représente le support de la fonction associée au gradient MPFA symétrique (4.28) pour
la fonction de base de pression pr, sur la figure 4.6.

FIGURE 4.6 — Macro-cellules .Z;, .#;, .#; du triangle T,. Le rond rouge est la localisation
du degré de liberté pr, et les cercles magenta représentent les degrés auxiliaires situés aux
tiers des facettes.

On définit y, la fonction dont le gradient est défini constant par morceaux sur les macro-
cellules #;, #;, #, et tel qu'il correspond aux gradients de notre pression discrete définis
par le schéma MPFA (4.28), p. 100. Nous pouvons voir cette fonction comme une nouvelle
fonction de base reliée a la formulation MPFA. Ainsi la condition de divergence nulle ne
s’applique pas triangle par triangle mais plutét sur une macro-cellule .Z = U M.

ieIS,Tp
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Soit vj, € X, on multiplie le gradient MPFA généré par la fonction pz, par vy, :

Jgh@n)-vhcxx:f gh<pn>-vhdx+f Gulpn) - vidx+ [ Gulpn) - vi dx
0 A M M

On note xy, la fonction affine par morceau telle que :

grad xor.~.z. = Gn(01,)| o0t VK € Ip, Yoo € {1, 4,1}

En intégrant par parties, on obtient :

f gh(pT[) - Vp dX = — Z f ngth Vi dX + f X¢Vh - n‘a{% dO’
Q e OM o

a:{i7j7l}

Le terme J X¢Vh - a4, do peut étre non-nul car ici on ne peut pas utiliser la propriété
OM e,
du patch test (3.42), p. 48. Ainsi, imposer :

f Go(pr,) - v dx — 0.
Q

n’implique pas

Z f xedivy v, dx = 0.

a:{i7]7l}
En particulier, on ne peut rien conclure sur la divergence de la solution uy. Pour corriger

ce probléme, la stratégie a été d’utiliser la divergence des éléments finis PY;,. définie par
(3.79), p. 57, ce qui est écrit dans le probleme (4.32), p. 101.

Nous avons donc amélioré la discrétisation du gradient mais la formulation du probleme
n’est plus symétrique. Cela impose donc d’utiliser des solveurs différents (GMRES [127]) qui
requierent de maniere générale plus de ressources de calculs. Néanmoins, les sous-systemes
d’élimination des inconnues auxiliaires se parallélisent naturellement car ils sont indépen-
dants les uns des autres.

4.2.3 Discrétisations alternatives du gradient de pression

Dans cette sous-section, on présente plusieurs formulations alternatives du schéma MPFA
qui ont été implémentées sur un code maquette en Octave [79].

Discrétisation avec un volume d’intégration en diamant :

On présente dans un premier temps une autre forme pour le schéma P} — P&ps que 'on
notera P;C—P]?de qui est obtenue en changeant les formules de quadrature. Cette formulation
est équivalente a celle présentée précédemment mais correspond a un formalisme "Volumes
élément finis" des éléments finis P!, comme décrite dans [7, 5, 6].

nc?

Considérons le triangle T}, ¢ € Zp et une facette Fy, f € Zp, du triangle T;. On peut alors
définir le volume d’intégration wy , qui est le triangle défini par les sommets S;,, m € Zg , et
le barycentre x7,. On gardera les mémes notations pour le triangle 7}, voisin a 7y par la face
Fy. On notera aussi les quadrangles @); ¢, définis par le schéma MPFA (voir figure 4.4-(a)
pour Sy < Q) relié au triangle T, et au sommet S,,. On représente cette configuration dans
la figure 4.7 :
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FIGURE 4.7 — Volumes d’intégration wy, et wyy

Ensuite, nous considérons la formule de quadrature suivante :

(Gnlan), vi)r2() ~ Z Z Z f gh(qgm”-vfdx (4.34)
wy e

EGIT fEIF Y lEIS F

avec Gi,(gn) le gradient MPFA reconstitué a partir des éléments fini P? (voir (4.28), p. 100).
Cette formulation est une approximation du schéma P,. — P]?Jps mais correspond plus a
I'approche "volumes éléments finis" développée par [5, 6]. En effet, les volumes d’intégrations
wee, V€ Ip, Vf € Ly, sont les mémes utilisés pour intégrer la vitesse dans l'approche
volumes éléments finis. Numériquement, le schéma P}, — P]?@d donne exactement les mémes
erreurs que le schéma P — P&ps sur les équations de Stokes.

Schéma MPFA moyenné

Cette variante du schéma MPFA est issue de raisonnement dont le but était de trouver un
schéma MPFA qui, par son intégration, vérifierait de maniere évidente la condition inf-sup.
L’objectif était de changer la formule de quadrature en effectuant une moyenne du gradient
autour des facettes. On note ce schéma : P} — P&pm. Reprenons les notations précédentes.
On consideére aussi wy 1= U Wit

telr, I
Pour obtenir ce schéma, on utilise la formule de quadrature suivante :

Grlan), vz =~ D) DL Y. g"(qfl)"?“-vfdx (4.35)

GIF ]{JGIT f ZEIS F wyf

On peut remarquer que lorsque 1'on considere une pression affine, les gradients étant
exactes et constants, nous retrouvons rigoureusement la formulation diamant. On conserve
donc le caractere affine exacte.

Néanmoins, ce schéma semble moins précis. Pour illustrer cela, considérons les équations
de Stokes (2.34), p. 33 avec comme solution :

—(cos(2mzy) — 1) sin(2mzy

(u,p) = (( (cos(2man) —1) Si?@”?))) sin(2rzy) sin(27rx2)> (4.36)

Dans les tableaux 4.3 et 4.4, on donne respectivement le tableau des erreurs absolues en
vitesse et relatives en pression pour le schéma P} — P&ps et le schéma P! — P](\)@m. On
peut voir que les schémas convergent en ordre 2 pour la vitesse (en norme L*(2)). Pour la
pression, seul le schéma P, — Py, converge en ordre 1 (en norme L*(12)).
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B | ) | )
1.00 x 1071 [ 2.60 x 1072 | 3.50 x 1072
5.00 x 1072 | 6.77 x 1072 | 8.02 x 1073
2.50x 1072 | 1.66 x 1073 | 1.74 x 1073
1.25 x 1072 [ 420 x 107* | 3.71 x 107*
TCM 1.98 2.16

TABLEAU 4.3 — Tableau d’erreurs en vitesse pour la norme L*(Q) et L*(Q) pour u = 0,p =
sin(2mx)sin(27y) et les schéma P, — Py, et P — Py .

A [ s e

1.00 x 1071 | 1.47 x 10° | 19.32 x 10°

5.00 x 1072 | 5.74 x 107 | 20.57 x 10°

2.50 x 1072 | 2.28 x 107 | 20.81 x 10°

1.25 x 1072 | 8.76 x 1072 | 21.54 x 10°
TCM 1.34 —0.05

TABLEAU 4.4 — Tableau d’erreurs en pression pour la norme L*(Q) et L*(Q)) pour u =

0,p = sin(2rx)sin(2my) et les schéma P, — Py et P — Py .

Lien avec les fonctions de bases des Crouzeix-Raviart

Cette approche est née d’une remarque sur les systemes d’élimination des inconnues
issues de la continuité des flux (4.25), p. 99 qui correspond a la résolution d’un probleme
de Laplacien pour les éléments finis de Crouzeix-Raviart non-conformes d’ordre 1 sur un
maillage dual P?. On définit d’abord un maillage 7, comme défini dans la section 3.2.1, p. 37.

Dans cette partie, nous réinterprétons le schéma MPFA en utilisant les fonctions de
bases des éléments finis de Crouzeix-Raviart non-conformes d’ordre 1 sur un maillage dual
correspondant au maillage des éléments finis P2. Celui-ci est obtenu en reliant les milieux des
faces de chaque triangle. On définira alors ’ensemble ’ELCRR comme ’ensemble des triangles
définis par le maillage P?. On notera ce maillage T3, ainsi que I'espace d’indice I%h tel que
Ton = U T?". La figure 4.8 représente un exemple des deux maillages.

J=T2h
LeTy

Remarque 16. Pour obtenir une définition globale du schéma, il est nécessaire d’imposer
que la solution soit constante sur certains triangles du maillage P?. Ceux-ci correspondent
auz triangles générés par les barycentres des faces du maillage P' (notés t;, i € Lg;—o dans
la figure (4.10), p. 108-(a)). Ces triangles sont représentés en gris dans la figure 4.8.

Y

ZAVANN

FIGURE 4.8 — Maillage P! & gauche noté 7T, et maillage P? & droite, noté Tz;,. Les triangles
grisés sont ceux ou la solution pj, est constante.

105



Pour définir le schéma, de maniere analogue au schéma MPFA, on choisit un sommet
S;, J € Ls que nous renumérotons Sy. Nous reprenons les mémes notations que dans la
sous-section 4.2.1, p. 97 que nous rappelons ci-dessous :

On définit le macro-élément M, tel que M; := U T,.
lelr ;
On définit la renumérotation suivante : i € Zg;—o = {1,--- , Ng;—o}, SiSit1 € Fp. (on pose
SNgio+1 = SNg,_,)- Pour i € Ig,;—¢ on note :
T; le triangle de sommets Sy5;5;1, et on appellera son barycentre G;.
— Fj la facette telle que F; = SyS;, et on appelle M; son point milieu.
— F, la facette opposée au sommet Sy dans 7;.

— E la demi-facette définie par Sy et le point milieu de F;. On notera ’ensemble des
indices de toutes les demi-facettes Iﬁ, s, €t celles situées sur le bord I%.
Afin d’introduire nos problemes locaux, on définit le sous-maillage suivant : on considere
les triangles ¢y ; de sommets Sy M; M, 1, et t; les triangles de sommets M; M, 1 M, o, pour
1€ Is7i=0.

On définit alors la solution ¢, comme une fonction affine par morceaux sur les triangles
to,i et constante sur les triangles ¢; pour ¢ € Zg;—. On définit le sous-maillage

CRRO
U &

ZEIS i=0

ainsi que l'espace d’indices :

Tedh = { fe I | Fy « M0
De maniere analogue a la définition du maillage en 3.2.1, p. 37, on définit les milieux de ces

demi-facettes par le point M > De plus, nous pouvons séparer les indices en deux ensembles :

b,CRR .y P ,CRR
Les indices des faces du bord TpiZy et les indices des faces intérieures Zp;7y" du sous-

maillage MCRR .

Remarque 17. On note que l’espace des indices des demi-facettes intérieures a MCRRO
noté I}?sz est exactement U'espace Ty o (défini p. 88). Nous introduisons l'espace Igf%
»0

afin d’avoir un sous-maillage correspondant a la définition donnée en section 3.2.1, p. 37.

Nous illustrons cette configuration ci-dessous pour Ng;—o = 6, dans la figure 4.9 qui
représente les différents triangles et faces associés a Sy et la figure 4.10-(a) qui représente
les triangles t; et %o ;.

Afin d’avoir une approximation affine sur les triangles ¢ ;, i € Isz 0, On introduit des

inconnues auxiliaires qui seront situées aux milieux des demi-faces F; 2 f € gf’% On note

ces inconnues ¢z et celles-ci sont représentées pour Ng;—o = 6 sur la figure 4.10-(b). On
définit ’espace :

X = fon € Plino M) |V € TELG - [sa](OM) = O},
avec PL. (M) Pespace défini par (3.17), p. 41 et [sh](mf) le saut de la fonction s,

sur la demi-face F 7 reliée au sommet S; tel que
— Si f’f est une face intérieure, telle que ﬁf = to; N toir1. Le saut [sp] ~f(O]\/[f~) est

défini par : . . .
[Sh]ﬁf(OMf> = 5h|ti(OMf,0) — Shltiz1 (OMJ?) (4.37)
— SiF 7 est une face du bord de MEERO appartenant & I'élément Ty, alors [sy] (O—]\f )=
Sh|Ty (Wf)
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On définit aussi l'espace :
XoR0 = {sy € Xy, | sn(OM ;) = 0, Vf e I}, (4.38)
Alors g, est la solution du probleme suivant :

Probléeme: 19. Trouver ¢, € X,LCRR’O tel que

CRR,0
M

-Aq, = 0 sur
_ 4.39
(L) — g vFeTiSm 39

Qui s’écrit sous la formulation variationnelle suivante :

XCR ,0

Probléeme: 20. Trouver ¢, € tel que

J gradq, - grad spdx = 0 vsheXg,?R’O
(4.40)

’LEIS i=0

w(My) = g VfeIpH"

(a) Macro-élément Mg = S1 .S S5 .54 S5 Se. (b) Triangle Ty = Sy Sy Sa.

FIGURE 4.9 — Notations pour Ng;—o =6 ct j € Ig.

D’apres la proposition 11, p. 48, le probleme 20 est bien posé. On peut alors résoudre
les inconnues auxiliaires (g;)iczs,_, en fonction des inconnues (q; )iczs,_,-

On écrit les systemes d’éliminations des inconnues auxiliaires, qui correspondent a la
résolution des problemes de Crouzeix-Raviart locaux (4.40) :

0 = J grad ¢, grad ¢; dx = J gradgq, - S;;dx + — grad ¢, - S; ;-1 dx,
i€Zs =0 2|t01| 2|t07i—1| to,i—1
1 ~ ~ _
0 = —(G+1Sit1,i + GSii +G;S0,i) - Sivi + ——(G=1Si—1,i-1 + GSiim1 + Gi_1S0,i-1) - Siji-1-
4lto 4 Atoi-1|
Ce qui nous donne, en écrivant S; ;1 = —=S;; et Sp; = —Siv1 — Sii :
1 1

(Git1 = T3)Siv1i + (G —7)Sii) - Sii = 7 (Gim1 = Q1) Sic1,i-1 + (G — Ti_1)Sii—1) - Sii

|to.; |t0.i—1]
(4.41)
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SQ Sl

Sy S
S3
Ss
Si
: Nsg,i=o Ns,i=o0 : s — ~\Ng,i—o
(a) Triangles (to;);—7 " et (ti);=]" . (b) Pressions discretes (g;,qi);—1

FIGURE 4.10 — Schéma CRR pour j € Ifg et Ngi—o = 6.

Remarque 18. L’équation (4.41) correspond exactement da ’équation de continuité des flux
du schéma P, — Py, (4.25), p. 99.

On notera 7,° 7 = U t; et on définit I'espace :

1€Ls,i=0

. RR. _
P o= {py € L (T, ™) |Vi € Tsio, pap, € Pie(ti))
comme l’ensemble des fonctions constantes par morceaux sur les triangle ¢;, 7 € Zg,_o.

Remarque 19. (définition globale) Pour obtenir la définition sur tout le maillage dual P?,

. CRR,j RR,j o

il suffit de remarque que U MO 7h: ’]) = Ton. On définira alors un nouvel espace
Je€ls

d’approximation :

CRR,j <. 2h CRR,j
XCRR ={pp € LZ(Q) | vggh c Z.Qh ph|T[22hh S Xg S? EI] S Ig, |Tg2h S MI‘;%R |
h | U gy, o BV sidjeTs |TH e 7O

4

L’avantage de cette approche est qu’il est possible d’écrire exactement 1'opérateur diver-
gence avec une intégration par partie sur des volumes bien choisis (voir p. 102). Par ailleurs,
a l'instar du schéma MPFA, on peut aussi décrire une fonction de bases générée par une
inconnues gy, ¢ € Zp.

Remarque 20. (Fonctions de bases du gradient CRR)

Soit { € Ir. Considérons la fonction q, € P, (Q) telle que qnr, = 1 et gy est nulle ailleurs.
La fonction q, correspond d la fonction de base des éléments finis PY,,.(Q) associée a la cel-
lule Ty. Lorsque nous appliquons la discrétisation précédente a cette fonction et résolvons le
probleme 20, nous obtenons la contribution a chaque degré auziliaire (qu)ieIS’j; Vje g, pro-
venant de G,. Avec la discrétisation des Crouzeiz-Raviart sur le maillage dual, nous pouvons
associer une nouvelle fonction de base issue de la discrétisation du gradient. La figure 4.11
représente le support de cette fonction ainsi que les degrés auxiliaires non nuls engendrés
par qy.
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FIGURE 4.11 — Schéma du triangle 7, de sommets S;,, S;,, Si;. En rouge sont représentées
les trois inconnues qui valent g,, en magenta les inconnues auxiliaires non-nulles générées
par g/, et enfin le cercle en pointillés représente les inconnues a valeurs nulles. Le support de
la fonction de base générée par la discrétisation du gradient correspond aux zones grisées.

4.3 Extension du schéma sur le bord du domaine

Le schéma MPFA fait apparaitre des inconnues sur le tiers des arétes (figure 4.4-(a) pour
So < Q et 4.5-(a) pour Sy < 092) (en 2D) et sur le barycentre des faces des quadrangles (en
3D). Celles-ci sont substituées par les pressions des cellules via des systémes locaux reliés
aux sommets.

Lorsque I’'on impose aucune condition sur le bord pour la pression, les systemes locaux ne
sont pas inversibles sur le bord. Nous devons alors ajouter des conditions supplémentaires
ou bien garder ces inconnues auxiliaires comme des inconnues du systeme global. Dans
la section précédente, nous avons présenté une méthode pour compléter les équations de
continuité de flux qui nous servent a substituer les inconnues auxiliaires ajoutées par le
schéma MPFA. Pour cela, nous réalisons une approximation (4.27), p. 99 dans le cas o

Jf~vdx
Q

Néanmoins, il se peut que certaines applications ne soient pas dans le cadre de cette
approximation et que celles-ci donnent alors de mauvais résultats. D’autres schémas de
discrétisation sur le bord ont été proposés dans le cadre de cette these. Nous proposons de
les présenter ci-dessous et d’expliquer 'avantage et la contre-partie qu’ils imposent. Nous
restons, par simplicité, dans le cas 2D mais les solutions présentées peuvent s’adapter a la
dimension supérieure.

<

Vf Gradu : Gradvdx
Q

Dans ce qui suit, nous reprenons le maillage défini dans la section 3.2.1, p. 37 et nous
considérons le probleme 18, p. 100 avec une condition de bord de Dirichlet pour la vitesse
qui est déterminée par la donnée uy, :
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(4.42)

w:0Q: — R3
X > uy(x)

4.3.1 Enrichissement de la contrainte d’incompressibilité avec des
conditions sur le bord

Méthode A1 :

L’idée de ce schéma est d’utiliser les conditions de bord afin d’obtenir des équations
permettant de renforcer la condition de divergence nulle proche du bord. On appellera cette
méthode de discrétisation, la méthode Al.

Considérons un triangle 7, sur le bord et renumérotons ses arétes avec la configu-
ration suivante : uyg,, f3 € 7% est un degré de liberté situé sur une aréte du bord et
uy,uy,, (fi, f2) € (Zi)? sont des degrés de liberté sur des arétes intérieures. On intro-
duit des inconnues de vitesse aux sommets ug, , ug, , (i1,i2) € 7% sur le bord. Les sommets
Siy» Siy, Siy sont respectivement opposés aux faces Fy,, Fy,, F,

On peut déterminer ces inconnues aux sommets avec les conditions aux bords. Cette
configuration est représentée sur la figure 4.12.

Bord Sz

FIGURE 4.12 — Triangle T, avec la face I, sur le bord.

La condition de divergence nulle, donnée par (4.30), p. 100, s’écrit :
Up - Sp g Spet g Spe=0 (4.43)
On cherche a exprimer uy, en fonction de uy,, ug, , uy, et uy,.
Par définition de la vitesse discrete :
d
w= Y > uadreq
a=1 fGIFJ

avec ¢y, la fonction de base des Crouzeix-Raviart reliée a la face Fy. En particulier, uy est
une fonction affine sur 7; et donc, si on note x; le barycentre du triangle 7.

3 1
uy = 5(wx)) - Fus,
T \3t i TR TR T s, (4.44)
1 1
= §(uf1 +up, + ufs) - iusi
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On substitue uy, avec (4.44) dans (4.43) :

1 1
St (2(uf1 +uy, +uy,) - 211&1) tup, - Spe=—ug - Spye

On applique le méme principe pour up, et on obtient le systeme d’équations suivant :

1 1 1

sn+up) Spetup Spe = —up - (Spet 58ne) + 5us, - Spe = B

! 1 1 4.45

sn+up) SprtunSpe = —up - (Spet 58n) + Jus,  Spe = Ry (4.45)
up - Spetug Spe = —up - Spy = Ry

Nb : Les seconds membres renommés Ry, Ry, R3 sont calculés explicitement avec les condi-
tions de bord. On peut alors donner la formulation équivalente suivante :

uy, - (thg + Sfl,g) = 2R, — Rj
uy, - (Sfl,g + Sfl’g) = 2R2 — Rg (446)
uy - Spetug-Spe = Ry

Proposition 26. Les équations (4.46) sont indépendantes.

Démonstration. Afin de montrer que ces équations sont indépendantes, on fixe une coor-
donnée, et on montre que le systeme qui en résulte est inversible.

St Sepr6 + Sepox # 0, alors on fixe u, g, sinon, on fixe u, g, (et ona Sy p o +Sy 0 # 0
car les vecteurs ne sont pas colinéaires avec I'hypothése des triangles non-déformés?). On
obtient alors le systeme linéaire suivant :

Sefit + Sepot Sypiet Sypr 0 Ug, Fy, 2R, — Rs
O O Sx»flye + SI:fQJ uvafQ = 2R2 - R3 - uy’Ffl (Sy,fhf + Sy7f27£)
S fart Sy, 12t Sufrt Uz, Fy, Ry — uy py, (Sy.p1,0)
M

On peut alors calculer le déterminant de cette matrice :

det M| = [(Saui e + Su1ot) (S 16y ot = Seofort Sy t)| (4.47)
= 2‘ (S%fhg + Sx,fQ,g)HT‘ (4.48)

Et donc comme S, f ¢ + Sy 0 # 0, cela implique que |det M| # 0. En particulier, la
matrice M est inversible et les inconnues uy,, uy, sont déterminés de maniere unique. Le
raisonnement est équivalent si on fixe u,, Fy, - O

Néanmoins, ces équations imposent une contrainte sur le maillage. En effet, considérons
deux triangles Ty, Ty, (k,?) € (Zr)?, définis respectivement par les arétes Fy,, Fy,, Fy, et
Fy,, Fp,, Fy, avec (fa, f1) € (12)2 sont des indices d’arétes sur le bord et (fy, f3, f5) € (pr)3
sont des indices d’arétes a l'intérieur du domaine. Cette configuration est représentée sur
la figure 4.13. Il est a noter que celle-ci peut étre générée naturellement par les mailleurs,
notamment sur les coins d’'un domaine carré.

1. Non-plats
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Urys

Bord

U

Bord Bord 'usl
Bord

FI1GURE 4.13 — Configuration d’une aréte intérieure partagée par deux triangles ayant une
aréte sur le bord

alors on peut écrire le systéme (4.45) appliqué aux deux triangles de la figure 4.13 :

up - (Spe+Spe) = up-(3Spe+Spe) +us, - Spe (4.19)
up, - (Spk +Spn) = up, - (3Spk+ Spr) +us, - Spk
qui est équivalent, en utilisant 1'égalité : Sp, 1 — Spy e :
up, - (= Spe) = up - (3Spe+Spe) +us, - Sp (4.50)
up, - (+S8pe) = up, - BSpnk+Spr) +us, - Sk k

Remarque 21. (Variante du schéma sur le bord : méthode A2)
On considére la configuration de la figure 4.13. Le point de départ est [’expression de uy,
en fonction de us, , uy, et ug. On reprend l'égalité (4.44)

3 1
up = §(uh(XT)) - 5“52‘1

= §(l(u +uy, +u ))—lu

IR R A (4.51)
1 1

= §(uf1 +uyp, + ufs) - iusi

On a alors ’égalité suivante :

Uyp, —Uyp = Uyp — Ug;, (452)

Cette égalité nous donne deux équations sur les composantes. Mais ce systéeme d’équa-
tions donne un rang incomplet lorsqu’on considére la configuration présentée dans la figure
4.13, p. 112. En effet, comme avec la méthode A1, on retrouvera la méme équations écrite
pour le triangle Ty et Ty, (voir (4.50)).

4.3.2 Contraintes des vitesses proches du bord
Méthode B :

On décrit ici un autre schéma pour compléter le systeme lorsqu’on impose les conditions
de bord de Dirichlet homogenes. L’idée est d’imposer une continuité plus forte pour les
éléments finis en vitesse pour les arétes intérieures proche du bord. On peut ainsi générer
une approximation qui est plus conforme dans H(div,(2). Pour cela, on s’inspire de la
propriété du patch test (3.42), p. 48, en imposant que le flux de la vitesse soit nul contre
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un polynoéme d’ordre 1. Ce schéma donne de bons résultats, néanmoins, il impose la méme
condition que le schéma précédent et interdit les configurations décrites par la figure 4.13.

Soit 7;” I'ensemble des triangles ayant une face sur le bord et Z% I'espace des indices des
triangles appartenant a cet ensemble. Nous imposons la condition suivante :

VleTh, Vf e TIry, tel que S;S; = Fy, si Fy & 09, alors J [up] - Sgedido =0 (4.53)
Fy

ou \; est la coordonnée barycentrique (3.4), p. 39 associée a I'un des sommets de 'aréte
F fs f € IF

Pour les mémes raisons que la méthode précédente, cette discrétisation ne fonctionne
pas lorsqu’on considere la configuration décrite par la figure 4.13, p. 112. En effet, si nous
appliquons cette discrétisation a une aréte partagent deux triangles ayant au moins une
face sur le bord, nous écrivons deux fois la méme équation. Cela menera donc a un systeme
non-complet. Dans ce cas, une solution est un post-traitement du maillage visant a enlever
ces configurations.

Remarque 22. Une possibilité pour obtenir un systéme inversible est de compléter les équa-
tions obtenues avec les conditions (4.53) en prenant d’autre arétes intérieures du domaine,
de préférence éloigné du bord pour ne pas sur-contraindre le systéme.

4.3.3 Comparaison des méthodes

Considérons le couple de solution aux équations de Stokes (2.33), p. 32 suivant :

(u,p) — (( (cos(2mz1) — 1) Sm@”?))) ,sin(27rx1)sin(27m2)> (4.54)

—(cos(2mxy) — 1) sin(2mxy

On résout le probléme (4.30), p. 100 avec le schéma P} — P&ps et les différentes méthodes
proposées pour discrétiser le bord (A1, A2, B) ainsi que la méthode proposée par I’équation
(4.27), p. 99 que nous appellerons méthode C. Nous utilisons un maillage n’admettant pas
la configuration décrite par la figure 4.13, p. 112. Les erreurs relatives obtenues en vitesse
(notées £4'"*(uy)) sont tracées dans la figure 4.14 et celle en pression (notées 5 **(py,)) sont
tracées dans la figure 4.15. On remarque que les erreurs données par la méthode Al et A2
sont identique. Plus généralement, les erreurs des différents schémas sont équivalentes. On
retrouve les ordres de convergence théorique qui sont 2 pour la norme L?(Q) pour la vitesse
et 1 pour la norme L*(Q2) pour la pression. Par ailleurs, la méthode qui semble la plus précise
est la méthode C.

4.3.4 Schéma P! — P&ps implémenté dans TrioCFD

Dans le code TrioCFD, un schéma s’appuyant sur le schéma P;C—P&ps et pouvant traiter
des maillages polyédriques a été implémenté par Antoine Gerschenfeld [128]. Celui-ci est
appelé PolyVEF PO et permet la discrétisation du gradient de pression par d’autres schémas
MPFA que le schéma MPFA symétrique. Lorsqu’on applique le schéma PolyVEF PO en
précisant 'utilisation du schéma MPFA symétrique, & des maillages triangulaire (en 2D) ou
tétracdrique (en 3D), on obtient le schéma P, — Py ..

Dans cette partie, nous expliquons comment est complété le systéme (4.30), p. 100 dans
le schéma PolyVEF _PO.

On considere le systéme (4.32), p. 101, mais nous imposons sur le bord une seule inconnue
en pression qui sert a définir les d gradients des quadrangles de la face. Ainsi, si I’on considere
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FIGURE 4.14 — £)""*(u,) pour (u,p) donné par (4.54) et v = 1
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FIGURE 4.15 — £5"*(p,) pour (u, p) donné par (4.54) et v = 1

une face du bord, en 2D, cela impose que les valeurs des pressions auxiliaires définies en
section 4.2.1, p. 97 sont égales. Cette construction permet d’aboutir a un schéma pour la
pression permettant toujours de retrouver une solution exacte si p est une fonction affine
mais ne permet pas de garantir la symétrie de la matrice reliée a la discrétisation du laplacien
et donc peut détériorer la stabilité [122].

On écrit le systeme en gardant les vitesses du bord comme des inconnues et ajoutons les
équations correspondantes :

Ao Agee  Go G, Uq Fo
Az Ao Gh G Usa | _ | Foo (4.55)
Dq Dyq 0 0 P 0 '
0 Dy, 0 0 P’ Vi
avec
— Le nombre de degrés de liberté en vitesses N, = N 4+ N9 est divisé en deux

nombres : Le nombre de degrés de liberté pour les vitesses intérieures NS = d N et
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extérieures N = d Np.

— Le nombre de degrés de liberté en pression N, = N;; + NII,’ divisé en deux nombres :
Le nombre de degrés de liberté des pressions dans les cellules N, = Nr et le nombre
de degrés de liberté en pression sur le bord N;’ = Nb.

— Le tableau des inconnues en vitesse sur les faces intérieures Ug € RYu et les inconnues
. N2
en vitesse sur les faces du bord Upg € R™ .
— Le tableau des inconnues en pression P* € R et le tableau des inconnues de pressions
e1e . b
auxiliaires sur le bord P e R .
. Q Q o0 Q oQ
— Les matrices AQ}Q € RN“ X RN“, AaQ’Q = AS,&Q S RN“ X RN“ et AaQﬁQ € RN“ X

RM:" sont les matrices de raideur (défini par la forme bilinéaire ay(-,-) (3.77), p. 57)
associées aux couplages des vitesses "intérieures/intérieures", "bord/intérieures’, et
"bord/bord".

— Les matrices G, € RN xRV Gh e RVF xRs et Ghg € RNF xRN, Ghq € RN# xRN
sont associées a la discrétisation de 'opérateur gradient (4.29), p. 100 et contiennent
les contributions des vitesses aux faces intérieures et sur le bord pour les degrés de
pression dans les cellules ou sur les arétes du bord.

— Les matrices Dq € RV x RN et Doq € R x R sont associées & la discrétisation
de l'opérateur divergence (3.79), p. 57 et contiennent les contributions des vitesses
aux faces intérieures et sur le bord.

— La matrice Dy, € RY P x RNF qui permet d’imposer les vitesses normales sur le bord.

— Le tableau V,, e RY F qui contient les vitesses normales du bord imposées.

— Le tableau Fq € RVY ot Fyq € RVE" qui contiennent les valeurs du termes sources
pour les vitesses intérieurs et du bord.

On rappelle que Ny est le nombre de triangle, N% est le nombre de faces intérieures et N&
est le nombre de faces du bord et sont définies dans la section 3.2.1, p. 37.

Aussi, on ajoute, dans les matrices Asq o un terme de pénalisation permettant d’imposer
la vitesse normale sur ces équations. Ainsi, si I'on écrit le systéme (4.55) pour une face
Fy, fe I% du bord du domaine pour les équations de Stokes, on obtient :

o 1
Af’QUQ + Af,aQUaQ + GZcPZ + Gl}Pb + %(upf "Nypoq — Up g - nf@Q) = Fjyq
ou u, s est la valeur imposée sur I'aréte Fy. Les matrices lignes A q, Afaq, G}, Gl}, corres-
pondent aux lignes de l'aréte Fy des matrices du systeme (4.55). Enfin, nysq est le vecteur
normale sortant de 'aréte Fy du domaine 2. On applique cette équations aux nombres de
composantes de la vitesse up, sur le bord.

Remarque 23. (Cas du 3D)
Cette condition s’adapte en 3D, en choisissant qu’un seul vecteur tangent par face et en
ajoutant qu’une pression auziliaire par face du bord.

Ce schéma de discrétisation se généralise aux équations de Navier-Stokes en ajoutant le
. . . AP
terme de convection, et la matrice de masse dans les matrices Ag o, Aan.a, Asn,eo ainsi qu’en
modifiant les seconds membres Fy, et Fjyo. Numériquement, ces équations suffisent a obtenir
un systeme inversible ainsi qu’a conserver la propriété de discrétisation exacte des pression
affines.

4.4 Etude de la convergence du schéma

Dans cette partie, on s’intéresse a la convergence du schéma. Bien qu’a l'issue des travaux
de cette these, nous n’avons pas obtenu la convergence théorique du schéma, nous avons pu
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montrer un critére numérique nécessaire. Nous présentons dans cette partie notre démarche
visant a prouver la condition inf-sup, afin de mettre en exergue les difficultés de cette
preuve. Ensuite une étude numérique appelée inf-sup test qui garantit une stabilité pour
des maillages donnés est entreprise, mais cette démarche ne peut se substituer a une preuve
théorique.

4.4.1 Condition inf-sup

Comme montrer dans la section 3.3, p. 43, pour montrer la convergence d’un schéma
d’éléments finis mixte ayant une formulation symétrique pour les équations de Stokes, on
utilise le théoréeme Babuska-Brezzi (Théoréme 23, p. 174). Lorsque 1'on considere une for-
mulation non-symétrique, il est nécessaire de montrer deux condition inf-sup (voir Théo-
réme (25), p. 176 [129]). Pour le schéma P}, — P](\}ps, celles-ci s’énoncent :

. Vh7gh qn 2
36,50, inf swp mI@Ir@ g (4.56)
qn€Mp, vi€Xo,n ||Vh||h
nm#0 20
. Vi, 4h)L2?
3P4 >0, inf sup (h ey = Ballan!|a,, (4.57)
qh:iwh VhEXO,h ||Vh||h
4 v, #0

ou 3,, Bq sont des constantes strictement positives qui ne dépendent pas du pas du maillage.
i B, td tantes strict t positives qui ne dépendent pas du pas d illag

La seconde équation est montrée dans la proposition (20), p. 59. Il suffit donc de montrer
la premiere équation pour montrer la bonne définition de notre schéma.

Dans cette partie, nous développons le début de la preuve de la condition inf-sup (4.56).
Ensuite, nous proposons un candidat naturel pour la vitesse permettant de montrer la
condition inf-sup. Nous montrons que celui-ci ne convient pas et mettons en exergue la
difficulté de la preuve.

Soit gy € M}, une pression discrete. On peut alors définir le gradient MPFA de ¢, noté
Gn(qn) par (4.28), p. 100. Cette fonction est constante par morceaux sur les quadrangles Q; ;
(définis en section 4.2.1, p. 97), pour i, j € Zg, tel que S; et S; soient des sommets voisins.
Ces quadrangles sont aussi reliés de maniere unique a un triangle et a un sommet.

Dans un premier temps, nous allons raisonner localement. Pour cela, on introduit une
notation locale pour simplifier la démonstration. On considére un triangle Ty, ¢ € Zp, de
sommet S, S, S3 et de face opposée Fy, Fh, F3. On note les normales n; = n, 4, les vecteurs
faces normales S; = |Fj|n;, et les quadrangles associés aux triangle Q*, i € {1,2,3}. Les
trois gradients constants sur chacun des triangles avec le schéma P} — P&ps sont notés
G', G?, G®. Une représentation de cette configuration est donnée dans la figure 4.16, p. 117.

On obtient, en utilisant une formulation d’intégration avec les points aux sommets :

d
(Va, Gn(an))r2qiy = G' Z ZU? Q,¢f€a

fGIFx a=1

| /1 2
= 5 G (g +va) = gvs (4.58)

; 11 2
- G (53(vs + va) — 2V

ou fi, fj, fr € I, (4,7, k) € {1,2, 3}? les indices, tous différents les uns des autres, des som-
mets du triangle et v} est la composante scalaire en a du degré de liberté v;.
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Afin de montrer la condition (4.57), il faut construire une vitesse vy 4, telle que

(Vign G(an))r2(0

) >
= Ag q 2

Moralement, il suffit de construite une vitesse dans X, tel que :

”Vh,qh ~ gh(Qh) 7

En effet, cette remarque vient du cas continu ou I'inégalité s’écrit :

(grad ¢, grad q)r20) = ||q]|12(),

ce qui est automatiquement vérifié avec 'inégalité de Poincaré (2.2), p. 24. On définit alors
pour chaque facette f;, i € {1,2,3} :

d+1
1 +

Vio= DG -S)- S (4.59)

Jj=

i#]
On peut voir qu’avec la condition de continuité des flux du gradient G’ - S; pour j # i
sur la facette Fy, (4.25), p. 99, la vitesse vy, est défini de maniére unique sur chaque aréte

intérieure du maillage.
1

nc’

Par construction, la vitesse définie par les éléments finis P, , sur le triangle T', est :

d d+1

Vi= D) ) W dsea

a=1i=1
ou v, est la composante scalaire en « reliée au vecteur e, de vy, et ¢y, la fonction de base
des éléments finis P!, de I'aréte F; (3.33).

S

53 ‘ SFI 52

FIGURE 4.16 — Numérotation locale du triangle 7}

Bien que ce candidat semble naturel, nous pouvons montrer que celui-ci ne peut pas
étre suffisant pour montrer la condition inf-sup. Considérons T; le triangle rectangle T de

sommet 57 = <(1)> , Sy = ((1)) , 53 = <8> que nous représentons dans la figure 4.17.

Les vecteurs face-normales sont alors :

S = (_01) Sy = (_01) , Sy = G) (4.60)
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FIGURE 4.17 — Triangle T' = 51 S5 S;.

On peut alors expliciter les vitesses :

o _1( 0 Lo L(aircy G1+G%+G2+G§ L)
T \G2+G3 ) T g 0 BT o \GL+ Gl + G2+ G '

On peut alors calculer :

G! I(G+ G+ G+ G+ G+ G
L thh(Qh) = 11(

108 G1+G3+G1+G2+G2+G2) <G2+G3)
G )_52. (G, + G, + G2+ G}) — 4Gy + G3)
, VhIRd) = 11(GQ+G3+G1+Gl+G2+G2)

Grig — G (G + G —a(GL+ G+ G2+ G
or M T 08 T 1G4 GB) — 4G + G+ G2+ G

On note A, , la somme des termes des contributions de Gi :

Aa = 11Q2(GY)? + GG + GGl + Go,G2 + GoG2 + GAG, + GLGa + G2 G, + GLG?)
~4(GLG2 + GLGE + Gl
(4.62)
Pour poursuivre la démonstration, il est nécessaire d’appliquer l'inégalité de Young aux
produits mixtes et de démontrer que le résultat obtenu est positif. Cependant, on voit que
cela n’est pas le cas ici. Le candidat naturel pour la vitesse ne permet pas de montrer la
condition inf-sup.

Remarque 24. (Macro-éléments) Une approche intéressante abordée lors des travaux de
cette these est celle du macro-élément [130]. L’idée est de montrer une condition inf-sup
non pas sur tout le maillage, mais sur un volume d’intégration M qui est générateur du
maillage. Le maillage se décompose en macro-éléments M;, ot i € 1,..., Ny, qui sont
des transformations affines de M. Néanmoins, avec cette approche, la construction d’une
vitesse est tout aussi difficile et aboutit au méme résultat que précédemment lorsque ['on
considéere M comme le macro-élément défini dans la section 4.2.1, p. 97.
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4.4.2 Test numérique de la condition inf-sup

Dans cette sous-section, nous présentons un test numérique [131, 132] qui détermine si la
condition inf-sup est remplie. D’autres tests ont été élaborés [133] (par exemple, comparer
le nombre de degrés de liberté en vitesse et en pression). Néanmoins, ces régles peuvent étre
trompeuses, car elles ne se substituent pas aux preuves de condition inf-sup. D’un autre
cOté, il est tres intéressant d’avoir un test qui permet de prédire si la condition inf-sup est
réalisée ou non lorsque, par exemple, la preuve de celle-ci n’est pas évidente. On rappelle la
condition inf-sup :

(Vh; gh(Qh))L2

36, >0, inf sup @ _ Br = By (4.63)
weMn vieXo | Valnllan|as,
m#0 20

ol [, est une constante strictement positive qui dépend du maillage.

Pour réaliser ce test, nous suivons l'article [131]. Soit (vp, qs) € Xp, x Mj. On définit les
vecteur V e R et Q € R™ qui contiennent les inconnues de pression g, et de vitesse vy,.
On définit les matrices :

— T = GMp_lGT la matrice telle que :

J Vi Grlgn)dx = QTTV Vv, € Xy, qn € My,
Q

ot la matrice G est définie par (4.31), p. 100 , la matrice M, € R" x R™ (la matrice
de masse de la pression) est définie par :

(My)eer = |Tol0ee V(0,0) € (Ir)? (4.64)

— K la matrice de raideur, telle que
f Grad hVh . Grad thdX = VTKV
Q
On a alors I’égalité suivante :

: (Vi, Gr(qn))r2 (0 . QTTV
Br = inf sup = inf sup :
i e, il otk R JOTTQVVTRY

vh¢0

(4.65)

Cette égalité nous permet de prédire la constante de 1'inégalité inf-sup et d’observer si celle-
ci tends vers 0. Pour la déterminer, nous donnons la proposition suivante [131, Proposition.

2.1]:
Proposition 27. Considérons le probleme de valeurs propres généralisé suivant :
TV = AKV (4.66)

Appelons X\, la premiére valeur propre non-nulle. Alors la valeur de (), de I’équation (4.65)
est A/ Ap.

Cette proposition permet de calculer la constante 3.

Pour réaliser le test inf-sup, il faut calculer cette constante (3, pour plusieurs pas de
maillages différents et regarder si 8 est bornée ou tends vers 0. Nous proposons d’appliquer
celui-ci au schéma P} — P](\}ps et au schéma P}, — P)... Dans la figure 4.18 est représenté

les valeurs des constantes 7 (resp. 5'"°) du schéma PL — P9 (resp. P! — PJ(\)/IPS) pour
différents pas de maillage. On peut voir que celles-ci sont bien bornée par 0.23 pour le
schéma P! — PY% et par 0.15 pour le schéma P! — P](\)@S- Les deux schémas satisfont le
test inf-sup. Bien que ce test n’a pas valeur de preuve, il permet de supposer que celle-ci est

vérifiée par le schéma.
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FIGURE 4.18 — Constante /3, pour les schémas P. — P9 _ et P! — P&ps pour différents pas
de maillage.

4.5 Cas Tests Numériques

Dans cette partie, nous illustrons numériquement les propriétés du schéma P}, — P][\)Jps'
Dans un premier temps, nous illustrons la convergence du schéma, et ensuite la robustesse
au parametre v. On notera :

_ ; 1 0

— X = CR pour le schéma P, . — P

— X = Trio pour le schéma P! — (P + P')
— X = Mps pour le schéma P}, — P&ps

Les estimations d’erreurs sont données par (4.67) :

HuiL(HIP(Q) siu=0 prfHLz(Q) sip=20
X CR
= t =
AL DR R et ST = K e
_— S1Inon _— S1non
lullre(g) Ipllz2 (@) Lo
4.67

4.5.1 Etude de la convergence

Dans cette section, nous donnons des résultats numériques en 2D pour les équations de
Stokes. On compare le schéma P) . — P]?/[ps aux schémas P., — P)._ et PL — (P). + Ph).
Considérons les équations de Stokes (2.34), p. 33 avec comme solution (u,p) = (0, ¢). Nous
notons que :

— Lorsque ¢ est une fonction affine, alors le schéma P}, — (PJ.. + P') et le schéma

Pl — 1:’1(\)/1,10S donne exactement u;, = 0.

— Lorsque ¢ est une fonction quadratique, alors le schéma P}, — (PJ.,. + P') donne
exactement u, = 0, en conséquence de la propriété 7, p. 70. Cette propriété est
conservée seulement pour le schéma P, — (P, + P' + P*) en 3D.

Dans ce qui suit, nous fixons 2 = (0,1)%. Nous désignons les estimations en norme L*(2)
de l'erreur de la vitesse et de la pression discretes par (4.67), p. 120 avec X = C'R (resp.
X =Trioet X = Mps) qui fait référence a la solution calculée avec le schéma P, — P9
(resp. Prlzc - (Pc(l)isc + Pl) et quch - P&ps)'
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Nous considérons tout d’abord le probleme (2.34) avec la solution :
(u,p) = (0,sin(27x) sin(27y) )

Sur la figure 4.19 (resp. 4.20), nous tracons £ (uy,) (resp. 5 (pp)) en fonction du pas du
maillage h & I’échelle logarithmique, pour v = 1 et v = 1072.

Nous remarquons que £ (uy,)ocv ™" pour les trois schémas. En ce qui concerne le schéma
Pl — P&ps, nous remarquons tout d’abord que £y"**(uy) donne des résultats intermédiaires
entre £5%(uy) et el"(u,) (voir figure 4.19). Ensuite, nous remarquons sur la figure 4.20
que Perreur £)'7*(py,) est trés proche de £17(py,). Enfin, nous remarquons qu’avec le schéma

P,.— Py, on obtient un taux de convergence d’ordre 3 pour 0™ (uy,) et 2 pour £ (py).

100 /A

1072 ]
2 5

=

210 v=1
10—6 B/ — 14 - Eé\/[ps(llh), v=1
! e (), v =107
/ e 8grio(uh)7 v = 10—3
— )yv=1

1072 1071
h

1078

FIGURE 4.19 — ¢ (uy,) pour (u,p) = (0,sin(27z) sin(27y))
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i =12 1 e ™), v =1
1077 i ! 1 (), v=1073
i gﬁ;;;;;;;// | ™), v=107"
| | =™ py), v=107°
10_?0—2 ‘10—1

h

FIGURE 4.20 — eo(py) pour (u,p) = (0,sin(27x) sin(27y) )

4.5.2 Etude de la robustesse A la viscosité du schéma

On s’intéresse a la dépendance a la viscosité de 'erreur générée par les différents schémas.
Nous remarquons que, par rapport au schéma P} — PJ._ . les erreurs sont fortement réduites

121



par les schémas P}, — (P9 + P') et P._ — PJ(\)/[pS lorsque l'on considere le cas ou la solution
en vitesse est nulle. Ces schémas permettent d’atténuer 'amplitude des vitesses parasites et
donc de fournir une meilleure approximation. Ceci est illustré par la résolution des équations
de Stokes (2.34), p. 33 avec (u, p) défini par (4.68), p. 122. Dans ce cas, comme u n’est pas
une fonction affine, les trois schémas donnent un taux de convergence d’ordre 2 pour ¢o(uy,)
et 1 pour £o(py). Les erreurs résultantes pour h = 0.1 et h = 1.25 x 1072 sont tracées en
fonction de la viscosité dans les figures 4.21 et 4.22. Sur ces graphiques, nous remarquons
que le schéma P} — P](\}ps donne des résultats intermédiaires. Nous remarquons également
que les erreurs de vitesses parasites deviennent prépondérantes lorsque :

— v <10° avec h = 0.1 et v < 10° pour h = 0.0125 et le schéma P}, — PJ,_ .

— v <102 avec h = 0.1 et v < 107 pour h = 0.0125 et le schéma P} — PJ(\)/[pS.

— v <102 avec h = 0.1 et v < 107° pour h = 0.0125 et le schéma P}, — (P9, + Ph).

La viscosité a partir de laquelle les erreurs de vitesses parasites deviennent dominantes,
dépend de l'erreur de vitesse générée par le manque de consistance du second membre
de (4.30) et donc de la taille du maillage. Comme ces schémas convergent avec des ordres
différents lorsque u = 0, on peut constater que la diminution de la taille des mailles réduit la
viscosité a laquelle ce point est atteint, plus ou moins en fonction de l'ordre de convergence.
Pour la pression, 'erreur L? (représentée sur la figure 4.22) diminue, & I'ordre un, jusqu’a
une valeur seuil, comme cela est prévu par 'analyse d’erreur classique.

(u,p) = ((_(§f§§,?§72>__11))S;iff;fi)) sin(2mz) sin(27ry)> (4.68)

NN

103 E =TT T =TT =TT =TT =TT T ““‘%
102 | ]
10 | |
A Lol R, h=01
D107 L ) k=01
1072 1| ™ (w), k=01
1| ed™(an), h=0.0125
1073 £ & g™ (uy), h = 0.0125
e ] =5 (uy,), h = 0.0125
1077 107 107° 107* 107* 1072 107' 10°

14

FIGURE 4.21 — g¢(uy) pour u et p des foncions sinusoidales. La viscosité est en abscisse, et
les courbes correspondent a différents pas de maillage.
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FIGURE 4.22 — ¢¢(pp,) pour u et p des foncions sinusoidales. La viscosité est en abscisse, et
les courbes correspondent a différents pas de maillage.

4.5.3 Maillage déformé

Nous nous intéressons également a la sensibilité des déformations du maillage. En effet,
les techniques de raffinement de maillage basées sur des estimateurs d’erreur a posteriori
ou des contraintes industrielles peuvent générer des maillages anisotropes. Dans cette sous-
section, nous montrons que les trois schémas ont le méme comportement vis-a-vis de la
régularité du maillage et convergent dans les mémes conditions. Pour illustrer cette propriété,
nous proposons d’utiliser les maillages de Kershaw présentés dans le benchmark [134] (voir
figure 4.23) avec (u,p) dans (4.68). Comme le maillage est composé de quadrilateres, nous
coupons chaque cellule en reliant les sommets avec le barycentre du quadrangle pour obtenir
un maillage triangulaire, ce qui nous permet de rester dans des hypothéses de convergence
raisonnables tout en conservant l’anisotropie. Le maillage est représenté sur la figure 4.23
et nous tracons les erreurs sur la vitesse et sur la pression en norme L*(Q) et L*(Q) pour
les équations de Stokes (2.34), p. 33 sur les figures 4.24 et 4.25. Nous pouvons constater que
les schémas ont un taux de convergence d’ordre 2 pour €y(uy) et 1 pour eo(py).

FIGURE 4.23 — Maillage de Kershaw.
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FIGURE 4.24 — ¢¢(uy,) pour u et p fonctions sinusoidales en fonction de la viscosité avec
différents maillages de Kershaw et avec v = 1.
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FIGURE 4.25 — gy(py) pour u et p fonctions sinusoidales en fonction de la viscosité avec
différents maillages de Kershaw et avec v = 1.
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Chapitre 5

Etude du schéma P}w — P](\Zps sur les
équations de Navier-Stokes en 3D

Sommaire

5.1 Discrétisation de la convection . . .. .. ... ... ..., 125

5.2 Schéma P} — PJ(\)/[pS pour les équations de Navier-Stokes en 3D 127

5.3 Castestsnumériques . . ... .. . . ittt 131

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit et analysé le schéma P} — P&ps pour
résoudre les équations de Stokes (2.35), p. 33. Nous avons développé des variantes de ce
schéma et détaillé les différentes méthodes de discrétisation pour les éléments du bord. La
convergence du schéma a été étudiée, et certaines propriétés ont été mises en évidence a
travers des cas tests. Dans ce nouveau chapitre, nous introduisons cette discrétisation pour
les équations de Navier-Stokes, et nous procédons a plusieurs tests numériques afin d’illustrer
ses performances.

5.1 Discrétisation de la convection

Dans TrioCFD, plusieurs schémas de convection sont proposés dans [5, p.88] [6, p122] :
Le "schéma centré', "décentré amont", "dérivé des Volumes Finis" etc. Dans cette section,
on se propose de présenter deux schémas de convection qui ont été utilisés pour les travaux
de cette these. L'un est présent et tres utilisé dans le code TrioCFD, il permet un calcul
robuste et rapide. Le second a un ordre de convergence plus élevé et a le méme stencil que la
matrice de raideur résultant du schéma des Crouzeix-Raviart. Ce dernier a été implémenté
sur une maquette Octave.

Schéma 1 : Le schéma EF__Stab

Pour pouvoir définir les schémas de convections, on rappelle I’égalité suivante :

Pour un volume w < €2, J Div(u®u)dx = f u(u-n)do.
w Ow

— Le schéma centré est décrit par la forme bilinéaire cj(-;-,-) telle que, pour tout
Up, Vp, Wp € (Xo,h)3 :

¢y (Up, Vi, Wy) = 2 Wff (Vi - Ny, ) dX (5.1)
feI}, Owy

125



avec Vf € Tt k0 € ZIry, les volumes wy sont définies par wy = wyp U wyrye. Ces
volumes sont représentés et définis par la figure 4.7, p. 104.

— Le schéma amont est décrit par la forme bilinéaire c}.(;-,-) telle que, pour tout
up, vV, Wy € (Xo h)3

¢y (ap, vp, wy) = Z wy Z J uy max(vy, - Ny, 0) + wp min(vy, - ey, 0) dx
fezt, freTs “ s g
(5.2)
avec vy p = wy N wyp. En particulier, si divy, (uy,) = 0, alors la matrice résultante de
cette discrétisation sera a diagonale dominante, ce qui assure une stabilité condition-
nelle de ce schéma [5, p.40].
— Le schéma EF Stab est caractérisé par un parametre « € [0, 1] qui détermine les
proportions de sa partie amont et décentrée. Il est décrit par la forme bilinéaire
cn(+, ) telle que pour tout uy, v, wy, € (Xo1)?, on a

ch(uh,vh,wh) = OZCZ(uh,Vh,Wh> + (1 — OC)CZ(U}L, Vh,Wh). (53)

Schéma 2 : Schéma Upwind

Initialement défini dans [135], ce schéma de convection est présenté et comparé a
d’autres schémas de convection dans [136] (schéma 4). Les notations correspondent a I’article
[137]. Son avantage est de réduire le stencil du systeme linéaire.

Soit ¢ € Iy, on note ses facettes f, f', f" € I%,e' Les points milieux des facettes sont
notés x¢, Xy, Xy et son barycentre x,. Enfin, on sépare le triangle en trois parties de méme
volume comme sur la figure 5.1, en reliant les sommets au barycentre de ¢.

X F!
Xf

Xf//

FIGURE 5.1 — Co-volumes associés avec les faces

On définit ainsi le cone Dy, relié a une face f et un simplexe 7;. Ses sommets sont
définis par les sommets de la face f et par le centre de gravité de T,. Ainsi, on peut définir
un "sous-maillage’ de la cellule T, de d(d — 1) faces internes dénotées 74 pour toute paire
(f, ") € Zrp. On définit la forme bilinéaire ¢y (+; -, -) représentant la convection par :

Wi+ Wy

Vug, Vi, Wi € (Xon)®  cn(un; vi, wh) = Z Z Fyp(an)(vy —vy)- 5

eEIT (f:f/)EIF,[

(5.4)
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Cela se ré-écrit :

ch(uh,vh,wh) = ; Z Z Wy - Z Ff,f/(uh)(vf/ - Vf) (55)

teIr  fe€lpy JeFn(KO\f}

ou le flux F p(uy,) est défini par

Fyp(up) = J w,(x) -0y do

Tf,f,
On remarque que le point milieu xy ¢ de 74 g s’écrit :

Xppr = Xfp+Xp =Xy

et
1

T |Dg 1 = —— S ’ — S
gy = 5 (Sep = Sey)
avec Sy ¢, la normale sortante a Ty, ¢ € Zr de la facette Fy, f € Ip,

On peut alors ré-écrire le flux sous la forme suivante :

1
Fyp(ay) = (uy +up - ir1 > up) -
f'€lr,

1

ﬁ(sﬁf’ —Suz) (5.6)

Avec cette formulation, on peut vérifier que la relation de divergence nulle :

D up - Sep

f'€lr,

implique que :
D Frp(ay) = —up-Spy

['Zre
Ainsi si div, uy, = 0, on obtient que ¢;(up, up, wy) =0, Vu,, vy, € (X07h)2. Cette propriété
permet de ne pas rajouter d’erreur de consistance au schéma.

[’avantage de ce schéma est que dans la définition (5.4), pour une vitesse donnée
Vs, f € Iy, seules les valeurs up, f' € Zp, apparaissent dans l'expression. La matrice issue
de la discrétisation du terme trilinéaire sera diagonale par blocs (comme la matrice de
diffusion).

5.2 Schéma P! — P&ps pour les équations de Navier-
Stokes en 3D

Dans cette section, nous détaillons ’application du nouveau schéma aux équations de
Navier-Stokes en 3D. Dans un premier temps, on décrira le schéma MPFA symétrique dis-
crétisant le gradient de pression en 3D, pour cela nous nous utiliserons la section 4.2.1, p. 97.

Schéma MPFA symétrique en 3D

Dans cette partie, on établie le schéma PL_ — P&ps en 3D. Pour cela, nous reprenons la
section 4.2.1, p. 97. A l'instar de la définition en 2D, on vas construire le maillages en créant
des sous-maillages centrées sur les sommets.

Soit i € Zg. On définit le macro-élément M; tel que M; 1= U T,.
ZEITJ'
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On définit d’abords les sous-cellule du maillage dual qui sont construit en joignant les
sommets du maillages aux centres des faces connectées au sommet S; et en joignant les
centres des faces aux milieux des arétes correspondantes. Enfin les sous-cellules sont obtenues
en prenant I’enveloppe convexe créée en reliant le barycentre des arétes et des faces avec
le barycentres de la cellules. On définit donc 4 sous-cellules par triangle, chacune reliée a
un sommet. On notera ces sous-cellules Q) ;, V¢ € Z7;. Une représentation est donnée par la
figure 5.2 pour un tétraedre T, de sommets S;, , S;,, Si;, Si, avec les faces FYy,, F, de sommets
respectifs S;,, S;,, Si, et S;,, Si,, Si,- On appellera sous-faces ﬁ’ﬁg’i I'intersection entre la face
Fy, f € Zp et le quadrangle Q;,V¢ € Zr;. 5.2. On notera ’ensemble des sous-faces du
triangle Ty et du sommet S; Z P €t Iﬁ‘,i I’'ensemble des sous-faces reliées au sommet S;.

FIGURE 5.2 — Triangle T, = 51525354 avec les faces Fy, et Iy, et les inconnues auxiliaires
af,ﬁ,hVi € {il, ig, ig, i4}, f € Ip,i, { e .’ZTJ

Soit g, € Mj,. On note gy, := q,. Les inconnues auxiliaires sont localisées aux barycentres
des sous-faces. On les notera, s, Vj € Zg, f € Zp;, £ € Ip . On représente celle-ci avec
les points rouges sur la figure 5.2. Ainsi, on peut donner la nouvelle formule pour approcher

T,
le gradient constant sur chaque quadrangle (Q);, et en constatant que |Qp;| = d|+£|1’ on
obtient :
1 - _ St
Geilan) = Q0| Z (Grei — ;) CJ; (5.7)
& f€lpinIry

Afin de préserver le flux a travers les bords intérieurs de Mg, on impose la continuité des
sous-flux :

Vf € IFJ', V(f, k‘) S ITJ, gm(qh) . Sfj + gk,i(Qh) : Sf,k = 0. (58)

Pour un sommet S;, cela revient a écrire Ny, équations. On peut donc substituer les
valeurs des pressions discretes auxiliaires Gy, par les inconnues g,, £ € Zr;. Ce systéme
linéaire est a nouveau bien posé. Les gradients de pression (Gei(qn))eez,, définis par (5.7)
s’écrivent alors seulement en fonctions des inconnues g,, £ € Zrp;.
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Remarque 25. (Condition de bord naturelle pour la pression) :

Comme nous l'avons fait pour les équations de Stokes (4.26) pour déterminer les pres-
sions auziliaires sur la frontiére du schéma PL, — PJ(\)/IPS, nous imposons une condition pour

le gradient de pression au bord. Sur chaque demi-aréte Fy,; liée au sommet S;, au triangle
Ty et a Uaréte Fy sur o) :

ﬁ Giv- 0, do = J~ (f + (uptt —u}) /6t + (u} - grad )uZ) g do. (5.9)
Fyo,i o o

Fyo

On notera alors la reconstruction du gradient MPFA avec les éléments finis P° 'opérateur
Gy, défini par :

M, — Pg. (Qn) .
. 18C VE I ,V I , =0, ). 5'10
i { an — Gnlan) | €Ir, Vi€ Los,  Gnlan)iQie = Git(anim,) (5.10)

Formulation variationnelle

On donne la formulation variationnelle du schéma pour les équations de Navier-Stokes :
On se propose maintenant d’établir la formulation variationnelle de notre probleme. Soit
gn(,-) la forme bilinéaire suivante :

X, x M, — R
%-{ o (5.11)

(Vi,qn) — (gh(Qh)th)m(n)

La discrétisation des équations de Navier-Stokes, semi-discrétisé en espace pour le schéma
1 0 Y4 th.
P, — Py, s’écrit :

Probléeme: 21. Trouver pour tout t € [0,T], (un(t,-),pn(t,-)) € Xon x My,

(atuhavh)LQ(Q) + cn(up; wp, vin) + ayp(an, vi) + gn(Va, pn) = (f('yt)avh)LQ(Q) Vv, € Xon
bp(ap,qn) = 0 Vgn € M),

ou les formes bilinéaires ay(-, ) et by(-, -) sont définies par (3.77), p. 57, et (3.79), p. 57.
Le second membre /¢(-) est défini par (3.80), p. 57. Le terme de convection cp(-;-,-) est
donné par 5.1, 5.2, 5.3 ou 5.5.

Formulation algébrique

Dans cette partie, on présente deux méthodes de résolutions différentes pour les équations
de Navier-Stokes. L'une en 2D sur une maquette Octave et I'autre en 3D dans le code
TrioCFD. Introduisons d’abord la discrétisation spatiale des équations de Navier-Stokes
(2.32) :

(5.12)

Mo,U + vKU + L(U)U + GP = F
DU =0

ou U, P contiennent les inconnues de vitesse et de pression et F' est le second membre.
Les matrices M et K sont respectivement les matrices de masse et de rigidité. Les matrices
G et D représentent les opérateurs de gradient et de divergence. Enfin, la matrice L(U) est
associée au terme de convection et 0;U est la dérivée temporelle de U.

Pour la discrétisation en temps, nous utiliserons le schéma de prédiction-correction ((1.8),
(1.9),(1.10), p. 14) ou bien le schéma euler implicite ou explicite [14, Chapitre 67].
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Résolution algébrique

On présente rapidement les méthodes de résolution implémentées dans la maquette Oc-

tave et dans le code TrioCFD pour le probleme de Navier-Stokes.

— Résolution dans la maquette Octave : Dans la maquette Octave, deux algo-
rithme de résolution (en 2D) sont possible, 'un avec le solveur de Octave, 'autre
avec un algorithme GMRES [127]. La convection sera discrétisée par 5.5, p. 127.

— Résolution dans le code TrioCFD : Comme cela a été expliqué dans la sous-
section 4.3.4, p. 113, une version du schéma P} — P° a été implémentée dans le code
TrioCFED [138]. La convection sera discrétisée avec le schéma EF _stab 5.3, p. 126 ou
par le schéma amont 5.2, p. 126.

Remarque 26. (CFL du schéma semi-implicite)
Le schéma semi-implicite admet la condition de CFL suivante :

5t < LerLn (5.13)
C

La CFL est dominée par la convection, car la partie diffusive est implicite [13, Théoréme
1.

Remarque 27. (Pas de temps dans le code TrioCFD) Dans le code trioCEFD, le pas de

temps est calculé avec l’équation (5.14) :

11 . 1
6t OSteonw  Otaifs

(5.14)

avec h h2
St ooy = _ Cet St = —.
T maxeeqay er (JUF T eal) R

Remarque 28. (Schéma de projection) :

Nous pouvons appmxz’mer]\?parM en suivant les idées de [12] (voir (1.15), p. 16). Cette ap-
proximation est celle qui est actuellement utilisée dans le code TrioCFD. Dans une deuziéme
Etape, bien que le schéma MPFA conduise a une résolution non symétrique, une approzima-
tion de (1.9), p. 14 avec M = M peut corriger cela. Le systéme est équivalent a un probleme
de diffusion, et si nous uniformisons la matrice de masse en approchant M par mld, ot
Id désigne la matrice identité et m le volume minimum de T, € Ty, , nous retrouvons un
systéme proche du systéme symétrique MPFA classique pour le probleme de Poisson [37].
Une approzimation possible est de substituer ce systeme par le systeme MPFA classique.

Remarque 29. (parallélisation 1) :

Pour obtenir une parallélisation massive du code TrioCFED, une méthode de cellules fantomes
est utilisée (voir Fig. 5.3) qui consiste a stocker les inconnues des voisins de la pression
d’un domaine traité par un processeur. De cette maniére, la communication est fortement
réduite et les sous-problemes sont presque découplés. La premiére étape consiste a résoudre
une vitesse prédite (1.8). Comme tout est explicite, la vitesse prédite U™ peut étre calculée
meéme a la frontiere des domaines de deux processeurs grace au stencil du schéma et au
stockage de U™ et P". Avec la vitesse prédite, (1.9) peut étre résolu. Ensuite, les processeurs
communiquent, pour mettre a jour les inconnues de pression situées sur les cellules fantomes.
Enfin, ’équation (1.10) est résolue par un calcul explicite.

Remarque 30. (parallélisation 1) :

Un aspect intéressant du nouveau schéma est la parallélisation. En effet, les matrices ob-
tenues avec (4.25) peuvent étre construites indépendamment. De plus, la méme méthode
détaillée dans la remarque précédente peut étre appliquée au schéma P}, — PJ(\)@S.

130



[ 1Ghost cells

» PS?2
|

PS 1

FIGURE 5.3 — "Ghost cells" pour deux processeurs notés PS 1 et PS 2. La frontiere est en
rouge.

5.3 Cas tests numériques

Dans cette partie, nous nous intéressons a étudier le nouveau schéma sur des cas tests
numériques pour les équations de Navier-Stokes. Dans un premier temps, a l'instar du
chapitre 1, nous illustrerons la convergence du schéma ainsi que sa robustesse a la viscosité
et sur I'anisotropie du maillage. Ensuite nous nous intéresserons aux cas tests de la marche
ascendante qui illustrera la gain de précision sur le gradient de pression. On étudiera ensuite
la compléxité numérique du schéma et comparerons les résultats aux schémas présents dans

le code TrioCFD.

Les équations Navier Stokes en 2D

Soit © = (0, 1)?. Nous considérons le probleme (2.32), p. 32 avec f = 0 de tel sorte que :

( I cos (2m(z + ;)) sin (27 (y + ;) )exp(—8m°t)
) sin (27 (z + ;)) cos (2m(y + ;) )eap(—8m*t) (5.15)
| P = —le cos(4r(z + le)) + cos(4m(y + ;)) exp(—167%t)

Nous fixons T = 0.01 le temps final de la simulation. Le pas de temps est choisi par

rapport au CFL (5.13) avec C' = —. Les erreurs de vitesse et de pression au temps final sont

représentées sur les figures 5.4 et 5.5 en fonction du pas de maille. Nous pouvons voir que
les trois schémas convergent avec les ordres attendus de 2 pour £y'**(uy,) et 1 pour g% (py)
(Les erreurs sont définies par (4.67), p. 120).
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FIGURE 5.4 — €q(uy,) pour (u,p) € (5.15) avec v = 1.
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FIGURE 5.5 — €o(py) pour (u,p) € (5.15) avec v = 1.

Convergence du schéma en 3D pour ’écoulement de Beltrami gé-
néralisé

Dans cette partie, nous nous proposons d’illustrer numériquement la convergence en
3D du schéma P}, — P&ps implémenté dans le code TrioCFD, ainsi que de comparer les
erreurs avec les schémas P} — P9 et P. — (PY.. + P'). Pour ce faire, nous considérons
(u, p) comme solution des équations de Navier-Stokes (2.32), p. 32 donnée par (5.17), avec
f = 0 comme second membre. Ce cas test a déja été étudié dans [139, Section 5.2] pour les
schémas P —P) et P! —(PY_+P"). Le schéma de convection utilisé est le schéma amont
(5.2), p. 126, tandis que le schéma de temps est un schéma d’Euler explicite. Le pas de temps

est choisi en fonction du pas du maillage h de telle sorte que 6t ~ 0.1y 'Fh?, ot F est la
= 0.01,

constante de la condition de Fourier (1.13), p. 15. Le temps final est fixé a T = 1000
v

avec v = 1071, Pour prendre en compte l'erreur en temps, nous calculerons l'erreur comme
suit :
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T T
€éft(uh) = f ”uff — (o) dt et ng(ph) = J Hp,)f — P2 dt (5.16)
0 0
( e2x75y75z(_2€x+7z + 368y)
u = 638Vt e—5x+2y—5z(_267x+y + 368,2)

6—5:v—5y+23 (_267y+z + 36835)

p = 159676Vt <563(“y+z)(68”y + M8 4 ginh(2) + sinh(3) — sinh(5))
(5.17)
Les figures 5.6 et 5.7 représentent les erreurs absolues en norme L* intégré dans [0, T]
tracées en fonctions des inconnues. On peut voir qu’on trouve un ordre de convergence de
1 pour la vitesse et pour la pression en norme L?(€2). L’ordre de convergence de la vitesse
est dégradé par 1'utilisation du schéma amont pour la convection. En particulier, pour cette
raison, les courbes d’erreurs sont trés proches (I’erreur étant dominée par 'erreur du schéma
de convection). Dans ce cas 14, le schéma P}, — P9 semble étre le plus précis.

\

101 : T T T 11 \\ T T T 1 \\\ T T T 11 \:
= 10°| 1
2 § ]
< i 1
L i —=— gg:f(uh)
107 1 - 5](\)1}10(%)
- —— —— gy (up)
10° 10* 10° 108

Nr (Nombre de cellules)

FIGURE 5.6 — ¢o(up,) pour (u,p) € (5.17) avec v = 0.1.
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FIGURE 5.7 — €o4(pr) pour (u,p) € (5.17) avec v = 0.1.

Robustesse par rapport a la viscosité

Nous avons vu a la page 61 et dans la sous-section 4.5.2, p. 121 que l'erreur d’approxi-
mation faites sur la pression est directement relié a la dépendance a la viscosité. Il est
donc intéressant de vérifier la convergence pour le probleme de Stokes avec comme solu-
tion (u,p) = (0,¢). Nous notons que lorsque ¢ est une fonction affine, alors le schéma
P,.— (Pj, + P') et le schéma P, — Py, donne exactement u, = 0. Néanmoins, l'ap-
proximation n’est plus exacte lorsque ¢ est une fonction quadratique contrairement au cas
2D (voir 120). Les erreurs absolues en vitesse et en pression pour le probleme de Stokes
(2.33), p. 32 sont données par les figures 5.8 et 5.9 dans le cas ou la solution est donnée par
(5.18).

1 1
u,=0 et p= 5((2ac — 1)+ (2y - 1)) — 3 (5.18)

1072 F -
i 9 1
4| ]
g 10-5 /
; A 3]

10— ; // : | e E%Cj)(uh)

I / | —gg O(up)

1077 I ] e (w)

ot 102 100t 10 1070
h

FIGURE 5.8 — gg(uy,) pour (u,p) € (5.18) avec v = 1.
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FIGURE 5.9 — €q(py) pour (u,p) € (5.18) avec v = 1.

Dans ces figures, nous observons que l'ordre de convergence est de 2 pour l'erreur en
vitesse en norme L?(€2) et de 1 pour I'erreur en pression en norme L*(Q2). Pour les schémas
Pl — Pz(\)@s et PL_— (PY..+ P"), nous trouvons un ordre de convergence attendu de 3 pour
la vitesse et de 2 pour la pression. Contrairement au cas 2D de la section 4.5.2, p. 121, le
schéma P}w—P&ps produit des résultats équivalents aux résultats du schéma P —(P°+ P).
Ainsi, le schéma P}, — P](\J@s présente les mémes propriétés d’approximation que le schéma
P! — (P)..+ P') en 3D pour les écoulements dont le second membre dérive d'un gradient.

La cavité entrainée

On reprend ici l'expérience de la cavité entrainée dont les résultats de référence sont
donnés par [140]. Ce cas test a déja été illustré pour le schéma PL, — (P + P') par [5, p.
89]. On considere le domaine Q = [0,1]%, et v = 1.10"*m?%.s™!. La fronticre 0 est divisée
en deux interfaces :

— La paroi du haut qui défile a une vitesse vpgr0i = 1m.s™ %

— Les autres parois qui sont fixes.

Le maillage est raffinée sur les bords afin de mieux capturer les zones de recirculations.
La figure 5.10 représente celui-ci.
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FIGURE 5.10 — Maillage de la cavité entrainée.

Le schéma en temps est un schéma d’Euler implicite et le schéma de convection est
un schéma Amont. Les figures 5.11, 5.12, et 5.13 représentent les lignes de courant pour
les schémas P, — Py ., P. — (PY.. + P') et P.. — PJ(\)/IPS respectivement. Des défauts
apparaissent dans les figures; étant donné que le champ de vitesses est a divergence nulle,
les lignes de courant ne devraient pas se terminer sur la paroi ni se croiser. Néanmoins, ces
défauts semblent étre plus présents sur le schéma P! — P . En comparant les figures, on
observe que la position des tourbillons dans les coins n’est pas tout a fait identique pour
les différentes discrétisations. Les discrétisations P}, — (PY,,. + P') et PL_ — P](\)ips sont plus
conformes aux résultats présentés dans [140].
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FIGURE 5.11 — Lignes de courants de la cavité entrainée pour le probleme de Navier-Stokes
et le schéma P} — P .
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FIGURE 5.12 — Lignes de courants de la cavité entrainée pour le probleme de Navier-Stokes
et le schéma P} — (P)_ + P').

DB: PAR_cavite_entrainee 2D.lata
Time:5001.§ ——

Pseudocolor
Var: opsrators/InfegralC e,
2062,

L1
—1547.
0.

L —o3l

5185

Y-Axis

user: ap263207
Sun Feb 25 16:27:47 2024

FIGURE 5.13 — Lignes de courants de la cavité entrainée pour le probleme de Navier-Stokes
et le schéma P} — P](\)/[ps'

La marche descendante

Nous proposons ici de tester et de comparer notre schéma de simulation au cas test
de la marche descendante. Dans ce scénario, nous considérons un écoulement en 2D dans
une conduite principale d’une longueur de 7 metres et d’une hauteur de 1 metre. Au bout
de cette conduite, une seconde conduite de 15 metres de longueur et 2 metres de hauteur
est raccordée. La simulation est réalisée sur une durée de 30 secondes, avec un schéma de
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convection amont et l'utilisation d’'un schéma de temps Euler implicite. La pression est
maintenue constante a la sortie de la conduite, tandis que I’écoulement se produit de gauche
a droite. La vitesse d’entrée est fixée a 1 metre par seconde. La figure 5.14 représente le
maillage de la conduite.

Y-Axis

5 10 15 20 25

FIGURE 5.14 — Maillage de la marche descendante.

Les figures 5.15, 5.16, 5.17 représentent les lignes de courants. On peut voir, comme cela
est prévu par [141] apparition d'une zone de recirculation a la jonction des deux conduites.
Comme pour le cas de la cavité entrainée, les lignes de courants ont moins de défauts pour
les schémas P, — (Py,, + P') et P, — Pyy.. De plus, la zone de recirculation est plus
faible et grossiere pour le schéma P} — PJ._ . La zone de recirculation semble néanmoins
étre mieux représentée par le schéma P, — (P5 .+ P') qui est optimaux en 2D mais perds

cette optimalité en 3D.

Y-Ax1is

(=1 N
lﬂPlﬂ

5 10 15 20 25
X-Axis

FI1GURE 5.15 — Lignes de courants de la marche descendante pour le probleme de Navier-
Stokes et le schéma P — P .
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FIGURE 5.16 — Lignes de courants de la marche descendante pour le probleme de Navier-
Stokes et le schéma P}, — (Py.. + P').
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FIGURE 5.17 — Lignes de courants de la marche descendante pour le probleme de Navier-

Stokes et le schéma P, — Py ..
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Chapitre 6

Amélioration de la discrétisation
P}w — PC%-SC avec une technique
d’hybridation
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Dans ce chapitre, nous présentons une méthode pour résoudre les équations de Navier-
Stokes (2.32), p. 32 et de Stokes (2.34), p. 33 avec les éléments finis de Crouzeix-Raviart
non-conformes d’ordre 1 (notés P}, — P_.) présentés en section 3.4.4.

Ce chapitre reprend les travaux effectués dans [137]. Cet article présente une technique
d’hybridation définie de maniére purement algébrique et permettant 1’élimination des in-
connues de pression du systeéme global. Les résultats de ces travaux étaient principalement
présentés en 2D, avec une technique de parallélisation grossiere qui n’exploitait pas les effi-
cacement la procédure d’élimination de la pression.

L’idée de ce chapitre est d’étendre la technique d’hybridation, qui sera aussi présentée
de maniere purement algébrique, aux équations de Navier-Stokes en utilisant le schéma
P} .—P). ., tout en détaillant le cadre d’une discrétisation efficace en 3D. Nous commencerons
par une définition détaillée de la méthode, en décrivant sa construction et son intérét.
Ensuite, nous présenterons des tests numériques afin de démontrer les propriétés de cette

méthode, soulignant sa capacité de parallélisation.

Nous utiliserons les notations décrites dans la section 2.1.3, p. 23 et la description du
maillage dans la section 3.2.1, p. 37. On considérera des conditions de bord de Dirichlet
homogene et une condition de moyenne nulle pour normaliser la pression. Les espaces utilisés
pour la discrétisation sont définis par (3.41), p. 48 et (3.78), p. 57 et sont rappelés ci-dessous :
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A

mp

(=

= {vi € [Pl (T |V f e Ti : [vi](OM/) =0}, (6.1)

My = Piiee(Th) 0 Lj(€) (6.2)

On rappelle que la formulation variationnelle discrete est donnée, dans le cas des équa-
tions de Stokes par le probleme 22 :

Probléme: 22. Trouver (up, py) € Xopn x My, tels que Y (vi, qn) € Xop x My, :

an(p, vi) + bp(vi,pn) = (£,11%(vi,)) 1200,
{anton) o) = (T o)) ©3)

ou a(-,-) est la forme bilinéaire définie par (3.77), p. 57, et b(-,-) est la forme bilinéaire
définie par (3.79), p. 57. Le terme source est modélisé par f € Lz(Q). Nous considérons aussi
la projection du second membre sur les éléments finis de Raviart-Thomas pour obtenir un
systéme robuste en pression comme cela est décrit dans la section 3.6, p. 81.

Lorsque l'on résout les équations de Navier-Stokes, avec un schéma en temps d’Euler
implicite, on rappelle que la formulation variationnelle discrete est donnée par :

Probléme: 23. Trouver les fonctions u}™ tels que :

UZH

dt

7

vi) +ap (v + ep(upthaltt vy + by (v o) = FPTY dans RT x 09
bu(upt, qn) = 0 dans R* x 09
u, = 0 dans RT x 00

u, = ug sur {t =0} x Q

Pour tout vy, € Xy, qn, € Mj,.

avec .

RT

uy,
+my,

— Fr— (f(.7t"+1)7H§T(vh))L2(Q) (dt
et IIF" le projecteur des éléments finis de Raviart-Thomas défini par (3.162), p. 82.
La forme trilinéaire ¢, (+;-, ) qui discrétise la convection est définie dans la section
(5.1), p. 125. Celle-ci est choisie, car elle n’augmente pas le stencil du schéma lors-
qu’on traite les équations de Navier-Stokes. Par ailleurs, ce schéma a montré de bons
résultats dans le benchmark réalisé dans [136].

La forme bilinéaire 7, est définie par (6.4) et résulte de la condensation de masse.
Rappelons que la condensation de masse est une opération qui consiste a diagonaliser
la matrice de masse des éléments finis utilisés en effectuant une approximation.

vy,) et t" = ndt ot dt est le pas de temps

(1,v) > 1 (1, v) = f I ()T (v)dx (6.4)
K
avec ITME Z 7, (v )eq ol vy est la composante en « de la fonction vecteur

vy. On remarque que 7724 =Idsid= 2 car la matrice de masse est déja diagonale.
Pour d = 3, on définit le projecteur 72" tel que, pour tout f € Zp, et £ € Iry:

0 sinon

M () (x) = { L sixew (6.5)

ot ¢y, f € T est la fonction de base des éléments finis P!, définis par (3.32), p. 45
et wy est 'union des deux triangles (resp. tétraedre) définis par les sommets de la
facette F et les barycentres des triangles (resp. tétraedre) dont F est la facette.
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Finalement, dans les deux problemes, nous retrouverons un systeme ayant la méme forme
décrite par I’équation (6.6) dite forme généralisée de probléme de point selle :

(5 %) () - () 6

avec A e RV x RN D e RV x RM . Les nombres Ny et Np désignent respectivement le
nombre d’inconnues en vitesse et en pression.

— Dans le cas des équations de Stokes, la matrice A représente le terme de diffusion
donné par la forme bilinéaire a(-, -), la matrice D représente la divergence et R désigne
le second membre. Ces matrices sont définies par I’équation (4.31), p. 100.

— Dans le cas des équations de Navier-Stokes, la matrice A représente le terme de
diffusion ainsi que le terme associé a la forme bilinéaire m(-,-). On pourra expliciter
le terme de convection afin de le traiter comme un second membre ou alors, appliquer
I’algorithme de Newton-Raphson décrit par I’algorithme 1, p. 142 et inclure alors sa
contribution dans la matrice A.

Dans ce qui suit, on appliquera la méthode d’hybridation seulement aux problemes ins-
tationnaires. Il est possible d’appliquer cette méthode aux problémes instationnaire en in-
troduisant une stabilisation qui "recouple faiblement' le systéeme sans changer la solution.
Cette méthode de stabilisation est décrite dans [137, p.12].

Remarque 31. (Elimination de la vitesse) Pour les équations de Stokes, la matrice A est
symétrique définie positive, mais son inverse est une matrice pleine. Une résolution par
élimination de la vitesse est donc tres couteuse.

Remarque 32. (Conditions auz limites) Dans ce Chapitre, nous imposons des conditions
aux limites de Dirichlet homogénes. Pour imposer des conditions auz limites non-homogénes,
il suffit de faire un relévement [21, Section 31.2.2]. Finalement, pour compléter le systéme,
nous pouvons imposer une condition de moyenne nulle pour la pression. Une autre fagon
d’imposer la condition de normalisation est d’imposer la pression sur une maille Ty,, €y € Ip.
Cette méthode sera appliquée dans ce chapitre.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons a la résolution couplée de la vitesse et de la pres-
sion. Cela permet de prendre en compte de maniere simultanée les équations de conservation
de la masse et les équations de conservation de la quantité de mouvement. Aucun schéma
de projection n’est donc utilisé pour la résolution de ces équations contrairement aux autres
chapitres.

Lorsqu’on résout un probléme mixte, il peut étre intéressant de ne pas séparer la résolu-
tion des inconnus. L’utilisation d’un schéma de projection peut dégrader la convergence en
temps [142] et induit une approximation des équations. La résolution couplé peut aussi amé-
liorer la convergence vis-a-vis des solveurs itératifs [143, p.86] et permet la prise en compte
de conditions aux limites plus facilement (par exemple, lorsqu’on considere des conditions
aux limites mixtes (voir p. 32). Par ailleurs, cela est aussi utile pour certaines applications
comme dans la modélisation des interactions fluide-structure [144] pour prendre en compte
de maniere précise I'influence mutuelle entre le fluide et la structure solide. Lorsqu’on consi-
dere des écoulements diphasiques [145], cela permet aussi d’éviter des problémes de stabilité
entre deux phases [143, Section 3.3].

Méthode de Newton-Raphson

L’algorithme de Newton-Raphson est une méthode numérique itérative couramment uti-
lisée pour résoudre des systemes d’équations non linéaires. Il consiste a linéariser le probleme
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a chaque itération en utilisant une approximation locale. Ensuite, ’algorithme résout le sys-
teme linéaire résultant pour obtenir une solution corrigée. Ce processus est répété jusqu’a
convergence. Le nombre d’itérations dépend de l'initialisation et, si le pas de maillage est
assez petit avec un nombre de Reynolds modéré, alors un bon candidat peut étre obtenu
en résolvant un probleme de Stokes [146]. Afin d’écrire cet algorithme, on définit la forme
bilinéaire Ay, :

XhXMh —- R

An :{ (Vi an); (wWayrn)) = An((Vas qn); (Wh, 74)) (6.7)

et

An(Vi,qn); (Wa,mh)) = J (5ch -wy, + v(Grad vy, : Grad ,wy) + (v, - Grad ,)vy) - wy,
Q

—qhdth (Wh) — Thdth (Vh) —f. Wh) dx

On peut alors donner la différentielle de la fonction Ay(-, -, -, ) au point (vy,qp) :

XhXMh — R

DA, : { ((Viyan); Wi, rn); (0vi, 0qn))  —  DAL((Vi,qn); (Wa, )5 (0va, dqn)) (6.8)

et

DAh((Vh, qh); (Wh, T’h); (5Vh, 5qh)) = J (&t(SVh - Wp + V(Grad h(SVh : Grad hwh>
Q
+((5Vh - Grad h)vh) - Wy + ((Vh : grad )5Vh) - Wp,

—5qhdth (Wh) — Thdth ((5vh)) dx

L’algorithme de Newton s’écrit alors, pour Ny, € N* un nombre d’itération maximum et
€ > 0 un parametre de tolérance a l'erreur :

Trouver (up,pr) € (X5, x My) tel que Ap(u, pp, Vi, qn) = 0, Y(vh, qrn) € (X, x My) -
Algorithm 1: Méthode de Newton-Raphson
Données: Ny, ¢
Résultat: uy, py,
Initialisation uy g, pro € (X x M), i =0 ;
tant que i < N faire
si ||(dup, Opn.i)|n > € alors
Résoudre  V(wy,7p) € (Xp x Mp,) -
DAR((Wn,is Pri); (Why mh)5 (0, 0pni)) = —An((Wh,is Pri)s (Why Th)) 5
Upip1 = Up; + OWpis Phit1 = Phyi + ODhg, 0 =1+ 1
sinon
Up = Uhnis Ph = Phyi s
Stop ;
finsi
fintq

avec .

[Vay aulln = (Ival + lanl 7o)
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Problémes de solveurs pour le systéme (6.6)

Lorsqu’on veut résoudre le systéme (6.6), la présence de zéro sur la diagonale rend la
matrice globale non-définie positive (en raison de la présence de valeurs propres négatives).
En effet, si A est une matrice symétrique définie positive, nous avons alors une équivalence
entre le systeme (6.6) et le systeme (6.9).

<61 DST) <g> - (—Di1R> (6.9)

oit S = —DA'D” est une matrice symétrique définie négative [147, p.496]. En particulier,
le systeme (6.9) et par équivalence, le systeme (6.6) admettent Ny valeurs propres positives
et Np valeurs propres négatives [148, p.21].

Ce probleme est connu et complexifie I'utilisation de solveurs itératifs comme le gra-
dient conjugué [15, p.334] ou l'algorithme GMRES [127]. Une alternative est 1'utilisation
de solveurs directes qui sont plus coliteux en calcul. Une autre option consiste a ajouter
des connexions diagonales entre les pressions, comme dans les méthodes de Lagrangien aug-
mentées [149, Chapitre 2|. Cependant, dans ce cas, la solution peut étre dégradée par la
modification du systeme discret.

Une famille de méthodes connues, permettant de résoudre ces problémes, sont les mé-
thodes d’hybridations qui consistent a ajouter des inconnues sur les faces du maillages.
L’hybridation peut étre définie comme le processus qui libere la contrainte de continuité
dans les espaces d’éléments finis en introduisant de nouveaux degrés de liberté, tout en
conservant la solution du probleme discret. Ces méthodes ménent alors a un systéme symé-
trique défini positif pour ces nouvelles inconnues. Cela est illustré par de nombreux travaux.
L’article [150] introduit le schéma "Mixed High-Order Methods" résultant d’une hybridation
pour résoudre les équations de Stokes sur des maillages de formes générales. Dans [151], une
technique d’implémentation d’éléments finis mixtes est décrite, utilisant les multiplicateurs
de Lagrange pour assurer la continuité a travers les éléments. L’article [152] explore une
approche d’hybridation d’éléments finis de Raviart-Thomas d’ordre 0. Enfin, [153] présente
une méthode d’hybridation avec des multiplicateurs de Lagrange qui conduit a un systeme
avec une matrice symétrique définie positive pour un probleme elliptique, améliorant ainsi
les performances d’un algorithme multigrille *.

L’hybridation peut étre interprétée comme une résolution sous contrainte, intégrant des
multiplicateurs de Lagrange dans un espace choisi pour renforcer la continuité requise [151].
La méthode Discontinuous Hybrid Galerkin (HDG) est une application connue de 1'hy-
bridation [154]. Elle étend la méthode des éléments finis de Galerkin discontinus [155] en
introduisant des variables hybrides (dans les cellules et sur les faces). Ce faisant, on amé-
liore les performances et la stabilité de la résolution du systeme linéaire, tout en limitant
le nombre d’inconnues. Cette méthode ameéne a résoudre un premier systeme réduit sur les
inconnues aux faces avec une méthode de condensation statique, puis a résoudre un systeme
explicite pour retrouver la solution du probléme initiale.

Une distinction majeure entre la méthode HDG et le travail décrit dans ce chapitre
réside dans le fait que les fonctions de base des schémas DG ne sont pas continues méme
ponctuellement sur les faces. Par conséquent, I'hybridation s’effectue avec le tenseur de
gradient de vitesse, qui sera alors une inconnues, plutét qu’avec la vitesse elle-méme. Le
systeéme résolu est donnée par (3.1), p. 37.

Enfin, cette méthode est congue pour étre utilisée en parallele, car elle conduit a un
systeme linéaire présentant une structure adaptée, qui est également assemblée "bloc par

1. "multigrid"
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bloc". Ceci sera détaillé dans la premiere section et des résultats numériques seront présentés
dans la seconde section.

Remarque 33. ( Hypothése de la méthode ) Pour pouvoir choisir un schéma numérique
auquel appliquer la méthode d’hybridation de maniére purement algébrique, plusieurs pré-
requis sont nécessaires :

— Le stencil de la pression doit étre local.

— Les inconnues en vitesse doivent étre localisées sur les faces.

Le schéma P.. — PY.. respecte ces pré-requis. C’est aussi le cas des éléments finis de
Rannacher-Turek [156].

6.1 Elimination exacte de la pression avec une tech-
nique d’hybridation pour les P} — P)

Dans cette section, nous présentons la méthode d’hybridation pour les éléments finis
mixtes P} — Py._. Nous présenterons le schéma de maniére purement algébrique en abordant
une méthode d’assemblage locale, blocs par blocs, et introduirons la notion d’hybridation.

Ensuite, nous appliquerons cette méthode aux équations de Navier-Stokes instationnaires.

6.1.1 Assemblage des matrices par blocs

Lorsqu’on résout les équations de Stokes ou de Navier-Stokes, on peut assembler les
matrices A et D par blocs. Cette méthode d’assemblage permet entre autre une forte paral-
lélisation de I'assemblage. Pour définir une telle construction, nous devons d’abord définir
les matrices élémentaires suivantes : Soit une maille Ty, ¢ € Zp. On définit les matrices
suivantes :

1. La matrice HY € RVF x RVre (avec N = card(Z%) et Npy = card(Zp, ) est définie
telle que, dans la colonne associée a une vitesse sur la face Fy, f € Zgy, toutes les
composantes sont nulles sauf celles qui se trouvent a la ligne associée a la composante
alpha de la vitesse de la face F'y. Un schéma matriciel est donné par (6.10).

i

Fl
J
0... 00
Hy = R (6.10)
f€lpe Do ;
k) N}‘
10 ... 1
0 ......0

ou j est 'indice locale de Fy dans I’ensemble Zr,. On peut ensuite définir la matrice

H, e R™WNr x R¥re définie comme une matrice diagonale par blocs telle que chaque
bloc est défini par la matrice H;'.

2. La matrice F, € RV7! x R! est définie telle que toutes les composantes sont nulles
sauf celles qui se trouvent a la ligne associée a la maille T;. On remarque que la
matrice est définie avec Ny — 1 composantes car on impose la pression dans la maille
Ty,- Un schéma matriciel est donné par (6.11).
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F, — 0 Ny (6.11)

Avec les matrices élémentaires définies par (6.10) et (6.11), nous pouvons redéfinir les
matrices A, D et le second membre R provenant de I’équation (6.6) par :

A = > HAH],

EEIT

D = ), FDIH, (6.12)
EE{IT\fo}

R = ZHZRZ.
ZEIT

Les matrices A,, Dy et le vecteur Ry sont les contributions du triangle T, aux matrices
globales respectives. On peut obtenir ces termes en restreignant les intégrales de la formu-
lation variationnelle du probleme 23 a Tj.

6.1.2 Méthode d’hybridation

Dans cette section, on détaille la technique d’hybridation utilisée. Pour cela, on ajoute
des inconnues auxiliaires qui seront situées sur les faces. Ces inconnues seront dénotées par

A A~

W= (W,, f)ail 4 ezi - Nous pouvons alors définir des inconnues en vitesse (et en pression)
—1...d,feTi,

qui seront locales a chaque cellule Ty, ¢ € Zr. Les inconnues du systéme seront alors :
— les vitesses locales U = (Uyy,o) pour L € Ip, f € Iy,
— les pressions locales P = () pour ¢ € Zr,

A

— les inconnues auxiliaires W = (Wa, f) pour a = 1...d, f € Tp.

A

On notera 0f7£ = (Uf,m) g pour £ € Ip, f € Iy ainsi que Wf = (Wa,f)azlmd
pour f € Z}. Une représentation des degrés de liberté (en 2D) avant et aprés application
de la méthode d’hybridation est donnée par la figure 6.1 pour deux triangles Ty, 1) avec
(¢,7) € I%. Les faces du triangle T, sont données par les indices fi, fa, f3 € (Zr)? et les faces
du triangle T, sont données par fs, fi, f5 € (Zr). La partie haute de I'image représente les
inconnues avant I’hybridation et la partie basse représente les inconnues apres 1’hybridation.
Les vitesses sont localisées aux centres des faces (indiquées les ronds noir), les pressions
sont localisées aux barycentres des triangles (indiquées par les carrés) et enfin les inconnues
auxiliaires sont situées sur les centres des faces (indiquées par les triangles noir). Les incon-
nues locales sont indiquées par des formes géométriques non-remplies et les globales par des
formes géométriques remplies.

a=1,...,

Les inconnues auxiliaires sont définies de tel sorte qu’elles permettent d’assurer la conti-
nuité des vitesses U aux faces (6.13).

VfeZi, V(l,r)eTps Vae{l,....d} Uspa="Usra (6.13)

On notera : X
Ui = (Uspa)aeq,..a) (6.14)
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Ty T
Uf 4
Uf le t de *
. P
P

. U

Uy, fs
Hybridation

FIGURE 6.1 — Schéma récapitulatif des inconnues résultants de I’hybridation pour deux
triangles voisins Ty, T .

Ce qui amene a définir pour toutes mailles 7}, ¢ € Zr, des matrices (Cy)sez, telles que, pour
deux triangles voisins 7y, T, qui partagent une face Fy :

(Cz)a,ﬂa,fﬁf,g’a + (Cr)a,f,a,fﬁf,r,a =0 pourtouta=1...d (615)
et
(Cl)a,f,a,f + (Cr)a,f,a,f =0 pourtouta=1...d (616)
En pratique, ((Cg)a’ f@,f) vaut plus ou moins la valeur de la taille de la
felr, ae{l,...,d}
facette F.

Hybridation des équations de Navier-Stokes

De manieére analogue au systéeme précédent, nous pouvons définir un assemblage par
bloc des matrices issues de la méthode d’hybridation. Pour cela, on définit les matrices
élémentaires, telles que pour ¢ € Zr, H, € R?™r x R™Fe La matrice H, est telle que a
la colonne associée a l'inconnue locale de la vitesse Uf’g@ (avec a € {l,...,d} et f e Ip),
toutes les composantes sont nulles sauf celle qui se trouve a la ligne associée a 'inconnue
globale U 1 0.0- Un schéma matriciel est donné par (6.17) définissant les matrices HY situées
sur les blocs diagonaux de la matrice H,.
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. 0 ... 00
He = 2 S (6.17)
fEIFJ . T . . 2le:,
il 0 . 1
0 ... ... 0

ou j est l'indice local de Fy dans I'ensemble Zry et i est 'indice associé a I'inconnue globale
U f.a0- On peut ensuite définir la matrice ]—L e RWNr x Rk définie comme une matrice
diagonale par blocs telle que chaque bloc est défini par la matrice H;'.

En utilisant les définitions des matrices C, et H ¢, Y0 € I on peut assembler les matrices
suivantes :

A= > HAH], (6.18)
EEIT
b- > FD{H], (6.19)
LET T, b+#Ly
C= > HCH, (6.20)
ZEIT
et le vecteur issu du terme source :
R= ) HR, (6.21)
EEIT

A

Les inconnues (U , P, W) sont solution du systéme suivant :

A DT C™\ [U\ (R
D o o]{P]]oO (6.22)
¢ o0 0o/ \w/\o

Remarque 34. (Equations locales) On peut interpréter le systéme (6.22) comme le systéme
(6.6) ou chaque équation est écrite localement pour une aréte Fy = 01, n dT,, ((,r) € Ir
sur chacun des triangles indépendamment puis "ré-assembler” par les inconnues W.

Remarque 35. (Inverse de A) Une propriété intéressante est que, ¥((,r) € (Ir)?

PAIZTlfL,:{ Idy sil=r (6.23)

0 sinon

A

Or, la matrice A est diagonale par blocs, avec comme blocs diagonauz les matrices (Ag) ez, -
Si ces matrices sont inversibles, on a :

AT = > HAH] (6.24)

ZEIT
Cela permet de calculer la matrice A™' de maniére peu cotiteuse et en paralléle.
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Remarque 36. (Equivalence des solutions de (6.22) et (6.6)) On peut montrer que la
solution de (6.22) est aussi solution de (6.6). Cette preuve est disponible dans [137]. Pour
prouver cela, on sait que
0 = Y HOATT =0
el

En particulier, pour tout c € {1,...,d} et f € Iliw avec (0,r) € Iy, on a :

(Co)ata Vo + (Cr)afiasUray =0
ce qui implique en utilisant (6.16) que
Uﬁg,a = Uf,r,a = Uﬁa (625)

On note ces inconnues U = (Uga)a=1,..4, fezi,- On a :
HI'U = HIU VeI, (6.26)

On définit la matrice J telle que si on multiplie a gauche l’équation AU+D"P+C™W = ]%,
on obtient l'addition des équations reliées auz inconnues £, a, f et r,, f avec f € I, (l,r) e
(Zrs)* et ae{l,...,d}. La matrice J € R™Nr x R*™Nre est définie par :
J= > HH/
éeIT
On obtient alors :
JAU + JD'P + JC'"W = JR.
En utilisant ’équation (6.23), il vient

JAU = Z HéﬁﬁT 2 [A{r(Ar) Agﬁ = Z HZ<AZ) AETU
elr relr belr
On applique ensuite (6.26), pour obtenir :
JAU = Y HAH[U = AU
ZEIT
De nouveau en appliquant (6.23), on peut calculer :
JDTP =Y H Al > HDIF'P= Y HDF/P=D"P,

Lelr relr,r#Ly Lelr, b#Ly

JR=>HMA] Y H.R =) HR =R

el relr (el

La matrice JOT satisfait

JCT = HH] Y HI'C,H, = ) H,C,H,

ZGIT ’I’EZT ZEIT

qui est nulle d’apres l’équation (6.16). On a finalement :
AU + DTP = R.
De maniere similaire, de [’équation DU = 0, on obtient, en appliquant (6.26) :

DU= > FED/H[U= ) FD{U=DU=0
Lelr b#Ly Lelr, b#Ly

On conclut que (U, ]3) est solution de (6.6) et en particulier, comme ce systéme est inversible,
la solution est unique et donc P = P.
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Remarque 37. (Inversibilité du systéme (6.22) ) Pour obtenir l'inversibilité du systéme

(6.22), on peut montrer que si R = 0 (ie. les vecteurs R, sont tous nuls) alors on a une

unique solution da (6.22), ([7, P, W) est nulle. En utilisant la remarque précédente, on a que

U et P sont solutions du systéme (6.6) avec R = Z HyRy = 0. Or ce systeme est inversible,
(et

ce qui implique que (U, ﬁ) = 0. Comme U =0, (6.25) implique que U = 0. Finalement, en

utilisant la premiére équation du systéeme (6.22), il vient que

AU+ D"P+C™W =R — CTW =0.
Cette équation se ré-écrit pour tout o € {1,...,d} et f € I}j avec (0, 1) € Iy

(Ce)a,f,a,fWe,a,f + (Or)a,f,a,fWr,a,f = 0.

Ce qui implique que W =0. Le systéme linéaire (6.22) est donc bien inversible et sa réso-
lution donne également la solution du systéme (6.6)

Remarque 38. (Méthode de décomposition de domaine avec complément de
Schur) Une autre méthode permettant d’obtenir ce systéme est de considérer une méthode
de décomposition de domaine [157], en considérant chaque triangle comme un sous-domaine
de Q. On obtient alors le méme systéme décrit par (6.22). Cette idée est développée dans
la section 6.2. L’avantage de présenter cette méthode de maniére purement algébrique est
que cela permet de détailler une méthodologie pouvant s’appliquer a n’importe quel schéma
satisfaisant les hypothéses de la remarque 33.

6.1.3 Résolution du systeme hybridé

Nous avons vu que la méthode d’hybridation nous meéne a résoudre le systéme (6.22).
Bien que le systeme possede un stencil tres faible, celui-ci est aussi beaucoup plus grand
que le systeme (6.6). La suite de la methodologle présentée est d’appliquer une méthode de
condensation statique afin d’éliminer U et P et d’obtenir un systeme sur W qui pourrait
étre résolu de maniere plus efficace que le systeme (6.6).

Elimination de la vitesse et de la pression

Pour effectuer I’élimination des inconnues de vitesse et de pression, on suppose 'hypo-
these suivante :

Hypothese 7. Pour tout ¢ € Ly, toutes les valeurs propres de la matrice symétrique Ay
sont strictement positives ou strictement négatives.

On a

U=AY-D"P—-C"W + R). (6.27)

En substituant U dans I’équation DU, on obtient :
DAY (=D"P—-CT"W + R) = 0.
On définit la matrice B = DA-'D”. En utilisant la propriété :

A

A A Ail 1 —
HEA_lHT—{ A0 sil=r

2
0 sinon ’ (6.28)
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on obtient que :
B= > FED{A]'DF/.
eIy, t#Lo
La matrice B est diagonale avec comme blocs diagonaux By := D;;Ffl[ng, V¢ e Zp. On
note A la matrice issue de la décomposition en valeurs propres de la matrice fl[l de telle
sorte qu’il existe une matrice orthogonale @) tel que 121[1 = QTA,Q. Posons A, la plus petite
valeur propre de A[l, on obtient alors que :

IDYA;'Dy| = |DFQTAQD,| = |DFQT(A;/*)TA/*QD|

|By| =
> AND;Q"QD,| = A\|D{D,| = X|D|> >0

car il existe au moins une valeur de D non nulle et qu’il y a une seule pression par triangle
ce qui implique que la matrice D, est de taille 1 x dN}},Z. La matrice diagonale B est donc
inversible et on peut écrire :
B'= Y BRI/
ey, L+0o

et

P =B 'DAY-C"W + R). (6.29)

On obtient alors R R A
CA™'(-=D"P—-C"W + R) =0,

ce qui amene, en définissant

G= 6(2—1 - ﬁ—lf)TB—lf)Zl—l)@T (6.30)
et R A A R
S = C(A—l - A—1DTB—1DA—1)R, (6.31)
A
GW = 8. (6.32)

La matrice G est alors inversible puisque résoudre ce systéme est équivalent a résoudre le
systeme (6.22) (sous I'hypothese des valeurs propres de Ag).

Remarque 39. (Stencil de la matrice G) Sous I’hypothése 7, en utilisant (6.23), et

1 sil=r

2 T _
V(l,r) e (Ir)?, FYF = { . o

on obtient
G =) HGH

KGIT
avec, pour tout £ € Iy, £ # gy
Gy = Cy(A;' — By YA, D, DY AN ¢y,
et
Geo = CgoAzolego.

En particulier, l'assemblage de la matrice G montre qu’elle posséde le méme stencil que la
matrice A = Z HKAZHZT (dans le cas ot la matrice Ay est une matrice pleine).
@eIT

150



Remarque 40. (Les équations de Stokes instationnaire) Dans le cas des équations de Stokes
instationnaire (probléeme 2.33, p. 32), toutes les matrices A, sont symétriques définies posi-
tives ce qui implique que la matrice G 'est aussi. En effet, soit un vecteur W, on pose

a=WTGW.

On définit Z, = CITHIW et le produit scalaire (X,Y Y = XTA7'Y, on a alors :

a = 2 (<ZbZ€>5_W

+ <Zg ,Zg >g .
(T, b#0o (De, Doy ) v

En utilisant "inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient :

({Zs, Doye)? < {Zs, Zi)e{ Dy, D).

ce qui implique que a = 0. Comme on a montrer que la matrice G est inversible, pour les
équations de Stokes instationnaire elle est symétrique définie positive.

Résolution

Finalement la stratégie de résolution s’énumere ainsi :

1. On construit les matrices G' et S définies par (6.30) et (6.31).

2. On résout le systéme linéaire (6.32) : GW = S.

3. On retrouve les solutions P et U avec les équations (6.29) et (6.27).

On remarque que les systemes (6.29) et (6.27) sont complétement explicites. La résolution
est donc instantanée.

Remarque 41. (Application auz équations de Stokes et Navier-Stokes stationnaire)

Dans le cas stationnaire, nous devons modifier les blocs diagonaux afin d’obtenir une
matrice diagonale par blocs inversible. [137, Section 3.2, p. 12]. Cette modification n’affecte
pas la solution du systéme linéaire. Apres 'hybridation, dans le cas des équations de Stokes,
nous obtenons un systeme linéaire symétrique pour les inconnues auziliaire W, mais la
matrice G n’est plus définie positive.

6.2 Méthode de décomposition de domaine avec com-
plément de Schur sur chaque élément

Dans cette section, nous présentons de maniere analytique, une définition de la méthode
d’hybridation qui revient a utiliser une méthode de décomposition de domaine sur chaque

cellule [157].

6.2.1 Décomposition de domaine avec complément de Schur dual

Pour illustrer la méthode de décomposition de domaine avec complément de Schur dual
[158, Section 2.1], on suppose deux domaines 2, Qs tels que Q := Q; U () et leur frontiére
commune Y et on note pour i € {1,2}, I'; := 0Q; n 0. Cette configuration est illustrée sur
la figure 6.2.
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FIGURE 6.2 — Schéma du domaine 2 = Q; U (.

On consideére le probleme de Poisson (3.56), p. 51. On peut alors diviser ce probleme sur
les domaines (£2;)2_,. Les différents problemes s’écrivent alors :

Probléme: 24. Trouver u; € H*(Q;) tels que :

—Au; = f; dans §2;
u, = 0 sur I';

ous ‘ (6.33)
é’n;i = (=1)'A  surx

avec, pour i € {1,2}, fi = flaq, € L*(£;) et n,; le vecteur normal de la face ¥ sortant de
;. Pour simplifier les notations, on admet une hypothese de régularité forte sur f et u. Le
terme (—1)* vient du fait que les normales sortantes sont de signes contraires sur X. Enfin,
I'inconnue A est déterminée avec la condition :

U] = Uy SUr X

On notera Uy, U, les inconnues associées a uq, us et Us, les inconnues sur les faces appartenant
a linterface ¥. Résoudre les équations (6.33) revient a résoudre le systéme suivant :

Ay 0 Ay U, R!
0 Ay Aps || Uz |=| R? (6.34)
As1 Ass Assy Us, Ry,

On décompose Ay s, et Ry, en une somme de chaque sous-domaines :
1 2 1 2
Apy = Aps + Ags et Ry = Ry + Ry,

On peut alors écrire ce probleme sous forme matricielle :

A1 A 0 Uy F!
Asq Alzz + A%,z Aso || Us | = | Rx (6.35)
0 As Ass ) \Us F?

On double les inconnues sur la frontieres X :

Ay 0 Ais 0 U, R!
0 Ao 0 Ao ||Ux]| | R
Al,E AZ,E AZ,Z AE % UE RE

Ce systéme n’est pas inversible, pour le rendre inversible, on impose Uy = U3, le systéme
se ré-écrit :
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Ay Aix 0 0 U R!
Aly Aby ALy Abo| (o)
0 0 Ayp Asx Ui = | R? (6.37)
ATy gy oAby A |\ 3
0 Iy 0 —Is =

La matrice est alors rectangulaire, on ajoute donc une inconnue pour résoudre le systeme
A =—(AJ5Us + A3 5UR) + RS, = (AfoUr + A5 5Us) — RY (6.38)

On obtient alors :

Ay Ais 0 0 0 U, R
Aly Afy 0 0 If U} Ry,
0 0 Ayp Ayx O Uy | = | Ry, (6.39)
0 0 Aly Ay —IL || U3 R?
0 Iy 0 —Iy O A 0

Pour simplifier les notations, on définit

Ay Aix A R ~ U; T 0
A = ’ i), Ri= i), U=\;), € = i 6.40
(e a2) 2= (i) o= () - (cpw) o

On remarque que P'égalité Us, = Ug s’écrit :
cro, = Iy,

Cette équation est analogue a (6.15), p. 146. De plus, pour chaque €);, le probléeme se
reformule :

AU = R, — CT.

Le systeme s’écrit alors :

A0 C"\ /[0, R
0 Ay CT |0, =| R (6.41)
Ci Cy O A 0

6.2.2 Généralisation aux équations de Stokes

Ng
Considérons une partition de notre domaine €2 = U Q; tel que :
i=1

Vi,jEJQZZ {1,,NQ},Z?5]

— les interfaces ¥; ; = ¥;; = Q; N Q; la frontiere entre les domaines €; et €2,
I'espace d’indices J; = {j € {1,..., No}|%;; # @},

les normales sortantes n; ; de 'interface ¥; ; orientées de €2; vers €2,

— les frontieres I'; := 02 n 0€2;,

la vitesse u; = u,,

la pression p; = pjq,,

— les termes sources f; = fio,.

On supposera, pour simplifier les notations, u; € H*(Q2), f; € L*(Q2). On peut supposer
une régularité plus faible de la solution, mais cela nécessite de définir un cadre plus générale.

On considere les problemes locaux suivant :
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Probléme: 25. Pour tout i€ {1,..., No}, trouver les fonctions u; € H*(;), p; € L*(%),

telles que

([ —vAu; + grad p;
divu,;
u;

V’iE{l,...,NQ}< u;
anm.ui

fpdx
\ Q

Avec les \;; des multiplicateurs de Lagrange (dans L*(T;})).

On définit les espaces suivants :

Vpe N*, Vie{l,...,No}, Hfp (

f dans €;
0 dans €;
0 sur I';
u; sur i (6.42)
)‘i,j = _/\j,i sur Zi,j
0 dans €2
{V,L (S Hp( 1) ‘ Vir; = 0} (643)

On peut écrire la formulation variationnelle suivante qui correspond aux équations de Stokes,
avec des conditions de Neumann sur U 2;,; et de Dirichlet homogenes sur I';

JjeJi

Probléme: 26. Trouver les fonctions ((uz)le, (p,)NQ) € (Hfing’Fi(Qi) X LQ(Qi)> telles

que :

Q;
(p,u; —

.
VJ Gradu,; : Grad v, dx — f divv;p; dx — Z (Nijs Vi)r2@) = f f,-v,dx Vv;e H(l)r(Qz)
: Q

i Jjedi

divug;dx = 0 Vg € L* ()
u] L2( = 0 V[J, € L2(Zi’j)

Jp,dx =0

(6.44)

Contrairement au probleme 24, on a déja dupliqué les inconnues de vitesse sur les in-
terfaces 3, ;. On discrétise le probléeme 26 avec le schéma P, — Py . Pour cela, pour tout
i€e{1,...,Nq} on note les matrices et vecteurs suivants :

— les matrices flz-, lA)Z associées respectivement a la discrétisation de la diffusion et

de la divergence (3.77), p. 57, (3.79), p. 57 sur €);. Ces matrices sont définies par

(4.31), p. 100.

— les matrices C; associées a la continuité des vitesses u;. Les matrices C; sont définies

de la méme fagon que (6.40).

— les vecteurs de vitesse et de pression (U;, P;) associés & la discrétisation P., — P sur

le domaine (2;.

— le vecteur R; associées aux discrétisations du terme source f; sur €);.
— le vecteur A associé aux inconnues (A;;)i=1,...Nq,jeJ;-

A0 o DI cf
0 0 : :
0 0 Ay, Dy, Ci,
Dy Dy, 0 0
4 Cn, O 0

0, o)
o | = | e (6.45)
P 0
A 0



alors si on note A = diag(A)N, D = (D)Xe, C = (CHX2, U = (U)Ya, P = (P)Na,
R= (R
A DT —C™\ (U R
D 0 0 Pl=10 (6.46)
C 0 0 A 0

Si nous prenons, Ng = Np et que pour tout i = ¢ € Iy, ; = Ty, YVl € Iy (c’est-a-dire que
chaque sous-domaine devient un triangle du maillage 75), on retrouve alors exactement la
formulation hybride définie de maniere algébrique (6.22).

Remarque 42. (Résolution avec la pression)
Il est possible de résoudre (6.46), en commengant par la pression. Cela permet notamment

d’imposer la condition de normalisation | pdx = 0 de maniére forte, lors de la résolution,

Q
ce qui peut la rendre plus stable. En écrivant

A

U=A"YR+D'P+CTA),

on peut écrire (6.46) sous la forme :

DAT'R+ DTA'DP + DA*CTA =0, (6.47)
CA'R+ CAT'DTP + CA7ICTA = 0, (6.48)

On peut déterminer p:
P = (DALDT){—DAICTA -~ DA'R). (6.49)

On note la matrice Kp := DAT'DT et en injectant (6.49) dans (6.47)
CA'R+ CA'D"K; (-DAT'C"A — DAT'R) + CAT'CTA = 0.
On a le systeme suivant pour A :
(—~CATD"KZ'DATICT + CATICT)A = CAT'DTK'DAT'R— CAT'R. (6.50)
En utilisant (6.47), on a :
A= (CATICTY Y —CAT'R - CATIDTP). (6.51)
On note Ky := CA7CT. On injecte (6.50) dans (6.47) :
DAT'R+ DAT'D"P — DAT'CTK'CAT'DTP -~ DAT'CTK'CAT'R=0  (6.52)

Le systéme s’écrit alors :

GpP = Sp,
GAA = Sy, (6.53)
GpU Sy

On remarque que néanmoins, l’assemblage n’est plus bloc par bloc, ce qui sera plus couteux
a l'étape d’assemblage.
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6.3 Reésultats numériques

Dans cette section, nous proposons d’illustrer l'efficacité de la méthode présentée dans
la section précédente. Le code utilisé est implémenté en Fortran 90 [159], et les calculs ont
été réalisés en parallele avec la librairie de solveur Hypre [160]. Dans un premier temps,
nous effectuerons des tests de convergence. Cela permettra entre autres d’illustrer que la
discrétisation du second membre et de la convection ne dégrade pas le systeme hybride. Dans
un second temps, nous démonterons 'efficacité de la parallélisation du systéme (6.32), p. 150.

Le maillage est généré de maniere homogene avec Gmsh [161], et le partitionnement est
réalisé avec la bibliotheque METIS [162]. Cette génération a été choisie pour s’aligner au
plus pres des conditions d’utilisation d’un utilisateur qui ne pourrait pas faire un partition-
nement naturel de son probleme. Nous pouvons voir dans la figure 6.3 une illustration du
partitionnement du domaine 2 = [0, 1]* en 8 sous-domaines *.

FIGURE 6.3 — Schéma de partitionnement du domaine Q = [0,1]* en 8 sous-domaines par
METIS.

Les solveurs linéaires :

Pour résoudre le systéme (6.32), on utilisera un préconditionneur BoomerAMG [163]
avec un algorithme multi-grille® [164].

L’idée des préconditionneurs algébriques multigrilles est d’utiliser plusieurs "grilles de
résolution" qui correspondent a des tailles de problemes différentes. Considérons le probleme
suivant :

Au = f,

ot A := (aij)ijeq,. ny est une matrice de taille n x n, n € N*. On peut alors définir un
ensemble d’indice de point, différents les uns des autres, appelé "grille" de taille m. Celle-ci
est notée N. Les vecteurs u et f sont alors définis par les valeurs pour les points ¢ € N. On
notera u = (u;);en €t f = (fi)ienr- Dans toute méthode de multigrille, I'idée centrale est que
"I’erreur réguliere’, e, qui n’est pas éliminée par la relaxation, est éliminée par une correction
sur une grille plus grossiere. Cela est réalisé en résolvant I’équation résiduelle Ae = r sur
une grille plus grossiere, puis en interpolant ’erreur sur la grille fine et en 'utilisant pour
calculer une approximation corrigée ... sur la grille fine par e, = u + e.

2. dont 4 sont apparents
3. multigrid
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Définissons plusieurs sous-grilles N* k € {1,..., M}, tels que N**!' < N* et N1 = V. On
pourra alors définir les opérateurs A et les vecteurs f* définis sur les grilles N*. Ces grilles
sont reliées par des opérateurs d’interpolation If, | et de restriction I}, Vk e { 1,..., M—1}.
Enfin on utilise un schéma de relaxation® & chaque niveau. L’algorithme (1, po) V-cycle
est décrit par I'algorithme 2 :

Algorithm 2: MV*(u*, f*) avec (uu1, p2) V-cycle
Données: M, jq, jio;
Résultat: u*
si k=M alors

Relaxer p; fois sur Ak = fr s

sinon
Faire une correction sur grille grossiere :

Définir ukJrl _ 07 fk+1 _ IlljJrl(fk _ Akuk),
Résoudre sur le niveau k + 1 avec MV**!(y

k+1 pk+1y.
) f )7

Corriger la solution par ug < up + I,’j“ukﬂ;

Relaxer vy fois sur AFuy, = fr;

finsi
finsi

Le choix des composantes dans AMG est effectué lors d'une étape de prétraitement
distincte, appelée "phase de configuration" et décrit par 'algorithme 3.
Algorithm 3: MV*(u*, f*) avec (ju1, p2) V-cycle

Résultat: M, N* IF* IF
1) On pose k =1
2) On partitionne AN* en deux ensembles disjoints C* et F* :
a) On pose N*t1 = COF
b) On définit 'interpolateur If, |;
3) On pose If™ = (I} )" et AM = [FHLARTY
si N*1 est assez petit alors
on pose M =k + 1;
Stop ;

finsi
sinon

‘ On pose k=k+1, et on va a ’étape 2;
finsi

La restriction I} ! utilisée ici, sera défini par la méthode PMIS-Coarsening [165] et la

méthode d’interpolation I}, , par la méthode Hybrid symmetric Gauss-Seidel or SSOR [166].

6.3.1 Tests de convergence

Dans cette partie, nous illustrons la convergence de la méthode hybride décrite par la
section précédente. On rappelle que la convergence est montrée par ’équivalence des so-
lutions (cf remarque 36). Bien que la résolution des équations de Stokes et Navier-Stokes
approchées avec les éléments finis P! — P soit déja établi, nous utilisons ici la méthode
de projection du second membre décrite en section 3.6, p. 81 ainsi qu'un schéma de convec-
tion défini dans la section 5.1, p. 125. Il est donc intéressant de vérifier numériquement la
convergence ainsi que 'erreur que 'on génere. Pour cela on étudie la résolution de la mé-
thode hybride avec la solution prescrite de Green-taylor qui est donnée par (6.55) pour les

4. Schéma de résolution itératifs du systeme linéaire.
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équation de Navier-Stokes.

Remarque 43. (Calcul du pas de maillage et du pas de temps)

Dans les résultats numérique de cette section, le pas de maillage h est donné par la moyenne
des (h¢)eez, - Les pas de temps sont données par une CFL (1.14), p. 15. En pratique, les pas
de temps sont choisis trés petit pour ne pas influer sur les résultats de convergence en espace.

On utilisera ’estimateur d’erreur suivant :
o(up) := |up —ufrz(q), eo(pn) = [pn — plr2()- (6.54)

Pour les équations de Navier-Stokes

Dans les figures 6.4 et 6.5 sont tracées les erreurs pour la vitesse et pour la pression en
norme L? avec l'estimation d’erreur défini par (6.54). On écrit dans le tableau 6.1, I'esti-
mation du taux de convergence entre chaque maillage. On peut voir qu’on obtient bien les
ordres de convergence attendus, c¢’est-a-dire 2 pour la vitesse et 1 pour la pression. L’ordre
de convergence en pression est légerement plus élevé, mais le taux de convergence estimé
diminue et tend vers 'ordre attendu.

—cos(2m(zy + i)) sin(27 (g + ;))exp(—87r2t)

— 1 1
u = fe sin(27m(zq + Z)) cos(2m(zg + 5))ewp(—87r2t) (6.55)
0
Re? 1 1 ,
p= —T(Cos(4w(x1 + Z)) + cos(4m(xs + 5)))61‘]9(—1671‘ t) (6.56)
10° E o T E
10_1 ; //E] ;
/.\10_2 g // E
= F g
UJ 10_3 E = E
107 g e
5 1 1 [e—pt _ po
1075 — ‘72 L \71 ne
10 10

h

FIGURE 6.4 — €¢(uy,) pour (u,p) donnés par (6.55) et Re = 100
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FIGURE 6.5 — £o(py) pour (u,p) donnés par (6.55) et Re = 100

h Tua Tp
1.02x 1071 | — —
488 x 1072 | 1.43 | 1.72
2.08 x 1072 | 1.89 | 1.68
1.02 x 1072 | 1.97 | 1.64
5.08 x 1072 | 2.00 | 1.35

TABLEAU 6.1 — Tableau des ordre de convergence en vitesse et en pression pour la norme
L%(Q) et L*(Q) pour (u,p) donnés par (6.55) et Re = 100

6.3.2 Efficacité de la parallélisation

L’approche classique pour mesurer l'efficacité d’un solveur dans le domaine du calcul
haute performance est de mesurer sa scalabilité. Cela permet d’évaluer les performances
du solveur lorsque le nombre de processeur est augmenté. Pour mesurer les performances
du solveur, deux métriques peuvent étre définies : I'accélération S et lefficacité E. Ces
métriques peuvent étre également défini pour deux scalabilité différente : la scalabilité faible
et forte.

1. La scalabilité forte consiste a, pour une taille de probleme fixée, augmenter le
nombre de processeurs et analyser le temps de résolution. Idéalement, la résolution
doit étre linéaire. Dans le cas d'une application parallélisable, I'objectif est de trouver
le point ol un temps de calcul raisonnable est atteint tout en limitant les surcharges
de calculs induites par la parallélisation. L’accélération est définie alors comme le
gain d'un calcul parallele avec p processus par rapport au méme algorithme sur un
nombre de processus de référence noté p,.¢ (voir (6.57)) :

tref

Ss(p) = & Pregs (6.57)
p

avec t,er le temps de résolution avec p,.y processus et ¢, le temps de résolution pour
le méme probléme avec p processus.

2. La scalabilité faible consiste a augmenter le nombre de processus et la taille du
probleme proportionnellement, de telle sorte que la quantité de données a traiter
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par processus reste constante. Dans le cas d’une scalabilité faible idéale, un temps
d’exécution constant du programme devrait étre atteint. Cela correspond a une effica-
cité constante qui est donc indépendante du nombre de processus. Dans ce contexte,
'accélération est définie par (6.58) :

tre

» (6.58)

Dans les deux cas de scalabilité, 'efficacité E fournit une évaluation de la "performance"
du calcul parallele. Celle-ci est défini par :

(6.59)

On prendra p,e; = 48 (et non p,.; = 1), ce qui correspond a prendre un noeuds complet de
la machine Irene [167] du "Treés grand centre de calcul" (TGCC) du CEA. Ce choix est fait
pour enlever un effet d’accélération ou de parasitisme qui viendrait du fait qu’on utilise pas
le nceuds entierement.

Pour pouvoir mesurer les temps de résolution, on fixe le nombre d’itérations de 'algo-
rithme de Newton-Raphson.
Les temps de résolution t;,; sont données en trois parties :

1. Le temps t, d’assemblage des matrices (G, fl, fi, o)

2. Le temps tg, de la résolution avec la bibliotheque Hypre du systeme (6.32), p. 150 (
qui comprends Ienvoie et le rapatriement des données).

3. Le temps t,, du calcul explicite de U et P (6.27), p. 149 et (6.29), p. 150.

Ces temps sont mesurés en prenants la médiane des temps relevés pour chaque processeur
(afin d’éviter les influences des extrémes qui sont liés a des problemes de super-calculateur).
En réalité, ces temps sont dominés par le temps de résolution des inconnues W.On représente
ces différents temps dans les tableaux 6.2, 6.3, 6.4 pour plusieurs tailles de probleme (Ng €
{ 12600, 3970674, 64496250}) et en faisant varier le nombre de processeurs N, associés
a la résolution. Il apparait clairement que c’est ’étape de résolution avec la bibliotheque
Hypre qui est cofliteuse en temps de calculs, d’autant plus lorsque la taille du probléme est
plus importante.

N, ty thy tup

12 [ 358 x 1072 | 6.71 x 1072 | 5.86 x 10~ *
48 1949 x 107 | 4.75 x 1072 | 1.20 x 107*
192 [ 3.18 x 107* | 4.55 x 1072 | 3.83 x 107
384 | 1.85 x 107% | 6.11 x 1072 | 2.21 x 107

TABLEAU 6.2 — Tableau des temps (en seconde) de résolution pour Ny = 12600
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N, ta try tup

12 | 1.52x 10° | 4.86 x 10" | 2.27 x 107!
48 | 414 x 1071 | 1.54 x 10! | 4.77 x 1072
192 | 1.20 x 107% | 3.84 x 10° | 1.44 x 1072
384 | 6.57 x 1072 | 1.99 x 10° | 7.63 x 1073

TABLEAU 6.3 — Tableau des temps (en seconde) de résolution pour Np = 3970674

N, ta ty tup

384 | 1.84 x 10° [ 2.29 x 10® | 2.74 x 1071
1536 | 4.92 x 107! | 3.92 x 10" | 7.48 x 1072
3072 | 2.54 x 1071 | 2.04 x 10* | 3.11 x 1072
6144 | 1.36 x 1071 | 9.60 x 10° | 1.63 x 1072

TABLEAU 6.4 — Tableau des temps (en seconde) de résolution pour Ny = 64496 250

Dans cette section, nous présentons une analyse des performance du code avec hybrida-
tion. Pour cela, nous évaluerons la méthode pour la scalabilité faible et la scalabilité forte.
Considérons (u, p) le couple solution des équations de Stokes prescrit par (6.60) pour d = 3
avec f = 0. On posera Re = 100 et le temps final sera t = 1072

— cos(2m(zy + i)) sin(27 (2o + ;))exp(—&rzt)

(u,p) = (Re sin(27(z; + i)) cos(2m(zo + ;))exp(_égﬁ%) 7 0)
0

(6.60)

On peut alors étudier la scalabilité forte et faible pour la méthode hybride.

Scalabilité forte

Dans les figures 6.6 et 6.7, on trace 'accélération et l'efficacité pour la scalabilité forte
en fonction du nombre de processeurs et pour différentes tailles de probléme. Celles-ci sont
caractérisées par le nombre de faces du maillages Nr. Comme attendu, sur un probleme don-
née, trop augmenter le nombre de processeurs diminue 'efficacité de la résolution. Pour une
taille de probleme raisonnable, nous retrouvons bien une droite linéaire pour l’accélération
et une constante a 1 pour l'efficacité.
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FIGURE 6.6 — Accélération pour la scalabilité forte en fonction du nombre de processeurs
et prey = 48 pour le temps de résolution ¢g,.
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FI1GURE 6.7 — Efficacité pour scalabilité forte en fonction du nombre de processeurs et
Dref = 48 pour le temps de résolution tp,,.

Scalabilité faible

On représente dans les figures 6.8 et 6.9 I'accélération et l'efficacité dans le cadre de la
scalabilité faible en fonction du nombre de processeurs utilisés pour la résolution. La charge
par processeur est calculée avec le nombre de faces divisé par le nombre de processeurs
affectés a la tache (C, = Ng/N,). On peut voir que l'efficacité diminue fortement lorsque
les processeurs ne sont pas assez chargés. Autrement, pour des fortes charges Np/p ~ 70°,
celle-ci reste proche de 0.7. Nous observons les mémes effets sur 'accélération.

Dans les figures 6.10 et 6.11, on trace l'accélération dans le cadre de la scalabilité faible
pour le temps d’assemblage des matrices et pour la résolution de U et P en fonction du
nombre de processeurs. On peut voir que 'accélération est linéaire et donc que ces étapes
se parallélisent tres bien, de maniere quasi-indépendante de la charge.
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FIGURE 6.8 — Accélération pour la scalabilité faible en fonction du nombre de processeurs
et avec p,.y = 48 pour le temps de résolution tp,.
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FIGURE 6.9 — Efficacité pour la scalabilité faible en fonction du nombre de processeurs et
avec pres = 48 pour le temps de résolution tg,,.
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FIGURE 6.10 — Accélération pour I'étape d’assemblage (caractérisée par le temps t,) avec
une scalabilité faible en fonction du nombre de processeurs et avec p,.; = 48.
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FIGURE 6.11 — Accélération pour 'étape de résolution (caractérisée par le temps t,,,) avec
une scalabilité faible en fonction du nombre de processeurs et avec p,.; = 48.
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Conclusion et Perspectives

Cette these porte sur les schémas numériques non conformes appliqués aux équations
discretes de Navier-Stokes présents dans le code TrioCFD. L’objectif de cette theése était
d’élaborer un nouveau schéma numérique pour les équations de Navier-Stokes en 3D, qui
présenterait une précision comparable a celle du schéma P} — (PY. .+ P'). Ce schéma serait
construit en utilisant 1’élément fini mixte P}, — P9 . avec un schéma MPFA symétrique
pour la discrétisation du gradient de pression. Il n’introduirait pas de degrés de liberté
supplémentaires et ne modifierait pas les matrices de masse M ou de convection L(U™).

A lissue de cette thése, ce schéma a 6été implémenté. Celui-ci est décrit dans le chapitre 4.
Ce schéma a été implémenté en 2D sur une maquette Octave et en 3D dans le code TrioCFED.
Nous avons également décrit plusieurs variantes de ce schéma, notamment pour la discréti-
sation du bord du domaine. Les schémas résultants présentent une meilleure consistance et
donc une meilleure robustesse vis-a-vis de la viscosité, ainsi qu'une meilleure représentation
de la physique. Cette these représente également une construction hybride d’un schéma entre
le monde des volumes finis et celui des éléments finis, ouvrant ainsi plusieurs perspectives.

Cette these constitue une étude approfondie d’un schéma utilisé dans le code TrioCFD,
visant a améliorer l'efficacité en terme de cofit de calcul et de robustesse par rapport au
schéma P} — (PY,..+ P'). Elle est structurée en 5 chapitres, chacun poursuivant les objectifs
suivants :

1. Le chapitre 1 est une introduction générale sur la these.

2. Le chapitre 2 est une introduction qui commence par présenter les notions mathéma-
tiques utilisées dans le rapport, puis énonce le contexte physique de cette these.

3. Le chapitre 3 présente les différentes discrétisations sur lesquelles s’appuie cette these.
Il aborde la problématique, les enjeux et les alternatives existantes ainsi que leurs
limites.

4. Le chapitre 4 présente le nouveau schéma pour les équations de Stokes (1.2), p. 12.
Ce schéma génere une meilleure approximation des vitesses a divergence nulle, sans
ajouter de degrés de liberté et sans modifier la matrice de masse ou le terme de
convection. Plusieurs variantes de ce schéma sont ensuite étudiées, et une analyse
numérique de la stabilité du schéma est proposée. Enfin, ce schéma est comparé avec
les schémas de discrétisation proposés par les theses de [5, 6] et larticle de [34].

5. L’objectif du chapitre 5 est d’étendre ce schéma aux équations de Navier-Stokes en
3D afin d’établir un schéma avec une pression Py, qui sera plus précis que le schéma
P! — PY . pour des applications ot la viscosité est faible. Ce schéma est ensuite testé
numériquement et comparé aux schémas de discrétisation abordés précédemment.

6. Enfin, 'objectif du chapitre 6 est de proposer une amélioration du schéma de Crouzeix-
Raviart P. . — PJ_ permettant une résolution plus rapide en paralléle grice a une
technique d’hybridation qui correspond a une méthode de décomposition de domaine
cellule par cellule.

Finalement, les travaux de cette these répondent a la problématique énoncée plus tot.
Le schéma P}, — P](\)@S est un bon candidat pour réaliser des calculs en 3D. Ces propriétés
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d’approximations ont été illustrées dans la section 5.3, p. 131, montrant notamment la
robustesse du schéma par rapport a la viscosité et par rapport a la consistance. Néanmoins,
quelques limites ont été mises en exergue dans cette these :

1. Les résultats numériques ont été fortement limités par les schémas de convection
implémentés qui étaient soit trop instables, soit avec une convergence dégradée.

2. Le temps de calcul a été peu probante. En effet, les schémas présents dans TrioCFD
sont massivement parallélisés avec des préconditionneurs bien adaptés, contrairement
au schéma P} — P]?MS. Un axe d’amélioration serait de proposer un bon précondi-
tionneur et une résolution adaptée au schéma.

3. L’analyse numérique du schéma n’a pas pu étre réalisée car la condition inf-sup n’a
pu étre établie.

Ces limitations étant prises en compte, les travaux de cette these ont également permis
d’envisager les perspectives suivantes :

1. La premiere perspective envisagée est d’étendre ce schéma aux mailles polyédriques.
C’est ce qu’a réalisé Antoine Gerschenfeld avec le schéma PolyVEF PO, qui permet
d’utiliser des inconnues de vitesses vectoriels aux faces avec d composantes et des
gradients calculés avec des méthodes MPFA.

2. La discrétisation en pression étant faite par un schéma MPFA, il est possible d’échan-
ger celui-ci avec un des schémas présentés dans la sous-section 4.1.5, p. 96. Par
ailleurs, dans le schéma PolyVEF PO, il est possible de choisir une discrétisation
mixte entre le schéma MPFA symétrique et deux autres schémas MPFA-O (non pré-
sentés dans ce manuscrit). Certains schéma MPFA-O peuvent étre plus précis mais
moins stable (ou moins coercive), cette méthode permet d’optimiser la précision du
schéma.

3. Nous avons vu dans la section 4.3, p. 109 que certaines configurations du maillage sur
le bord du domaine n’étaient pas compatibles avec certaines de nos discrétisations
sur le bord. Dans ce cas, il est possible de considérer seulement une seule inconnue de
pression sur le bord afin d’obtenir un systeme complet tout en gardant la propriété de
consistance exacte pour les pressions affines. Néanmoins, cela implique que le schéma
résultant ne sera plus exactement le schéma MPFA symétrique. En particulier, cela
pourra ajouter de l'instabilité au schéma.
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Résumé en francais

Dans le cadre de la sécurité nucléaire, le Laboratoire de Modélisation et de Simulation
en mécanique des Fluides (LMSF) développe le code TrioCEFD, qui permet la résolution
des équations de Navier-Stokes. Pour les maillages de simplexes, la discrétisation spatiale
du code TrioCFD est basée sur les éléments finis non conformes de Crouzeix-Raviart [33]
(noté PL_— PY._ ) : 'espace de discrétisation des composantes de la vitesse est I'espace P}, et
I’espace de discrétisation de la pression est I’espace composé de fonction affines et constantes
(noté P, — (P, + P')) ce qui permet de réduire les courants parasites et d’améliorer la
précision [7, 5]. Cette amélioration est optimale en 2D, mais en 3D [6], il faut rajouter
un nombre important de degrés de liberté pour la pression qui rendent la résolution plus

coliteuse en nombre d’opérations et en empreinte mémoire.

Le but de ces travaux est d’obtenir un schéma aussi précis que le schéma P)_ —(PY,,.+P")
avec moins de degrés de liberté pour la pression et une discrétisation efficace des équations
de Navier-Stokes.

Dans cette optique, une nouvelle méthode de discrétisation avec les éléments finis de
Crouzeix-Raviart non conformes pour la vitesse et un schéma MPFA symétrique (Multipoint
Flux Approximations) pour la pression est proposée. Son principe en 2D est de découper les
mailles triangulaires en trois quadrangles en reliant les milieux des arétes et le barycentre
des éléments. Ensuite, en introduisant des inconnues aux tiers des arétes pour la pression, on
peut définir un gradient de pression constant pour chaque quadrangle. Enfin, en imposant la
continuité des flux de ces gradients a travers les arétes, on peut alors substituer les inconnues
des arétes par celles des cellules dans le systeme global. Pour éliminer les inconnues de
pression des arétes sur le bord, on y impose une condition. Cette méthode livre des résultats

prometteurs et est un bon compromis entre les schémas P}, — P) et PL — (P}, + P').

Une autre approche développée dans cette these est une méthode d’hybridation appliquée
au schéma P}, — PY _ permettant une résolution couplée de la vitesse et de la pression via
des inconnues auxiliaires introduites en amont et conduisant a la résolution de systeémes
fortement parallélisables.
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Résumé en anglais

In the context of nuclear safety, the Laboratoire de Modélisation et de Simulation en
Mécanique des Fluides (LMSF) is developing the TrioCFD code, which enables the re-
solution of the Navier-Stokes equations. For simplex meshes, the TrioCFD code’s spatial
discretization is based on the non-conforming finite element of Crouzeix-Raviart [33] (de-
noted P}, — PY..) : the discretization space for velocity components is the P! space and
the discretization space for pressure is the space composed of affine and constant functions
(denoted P, — (PY..+ P')), which reduces parasitic currents and improves accuracy [7, 5].
This improvement is optimal in 2D, but in 3D [6], a large number of pressure degrees of
freedom must be added, making the resolution more costly in terms of number of operations

and memory footprint.

The aim of this work is to obtain a scheme as accurate as the P, — (P%.. + P') scheme,
with fewer degrees of freedom for the pressure and an efficient discretization of the Navier-
Stokes equations.

With this in mind, a new discretization method using non-conforming Crouzeix-Raviart
finite elements for velocity and a symmetrical MPFA (Multipoint Flux Approximations)
scheme for pressure is proposed. Its principle in 2D is to cut triangular meshes into three
quadrangles by connecting the middles of the edges and the barycenters of the elements.
Then, by introducing unknowns for pressure at thirds of the edges, we can define a constant
pressure gradient for each quadrangle. Finally, by imposing continuity of flow for these
gradients across the edges, we can then substitute the unknowns of the edges with those
of the cells in the overall system. To eliminate the edge pressure unknowns, a condition
is imposed.This method delivers promising results and is a good compromise between the
P — P)  and P, — (P),.. + P') schemes.

disc disc

Another approach developed in this thesis is a hybridization method applied to the P} —
PY... scheme, enabling coupled resolution of velocity and pressure via auxiliary unknowns
introduced upstream and resulting in the resolution of highly parallelizable systems.
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Annexe A

Formules d’intégrations

Les formules d’intégration jouent un réle crucial dans les schémas numériques. En effet,
il n’est pas toujours possible de réaliser une intégration exacte dans les formulations varia-
tionnelles ou dans les intégrations sur les volumes finis. Pour les éléments finis, deux cas
sont alors possibles : si 'expression dépend entierement des coefficients barycentriques, il
est possible de réaliser une intégration exacte en utilisant (3.7), p. 40. Sinon, on peut appli-
quer des formules de quadrature. Dans la suite, nous présentons les formules d’intégration
utilisées dans le manuscrit. Nous considérons un triangle 7y, ¢ € Zr.

Formules d’intégration de bas ordre

Nous présentons d’abord deux formules d’intégration de bas ordre [21, p71]. Elles sont
toutes les deux issues des formules d’intégration de Gauss. Pour des compléments de réfé-
rence, auteur pourra consulter [168, 169, 170]. Considérons une fonction g(x) € L*(£2).

— Premiére formule d’intégration :

Cette formule s’écrit :

[ stoax= T 3 08 (A1)

ieZS,TZ

Cette formule de quadrature consiste a prendre la somme de 1’évaluation de la fonction g
aux différents sommets du triangle T}. Elle est exacte pour des polynomes d’ordre 1 et utilise
les degrés de liberté des éléments finis P! de Lagrange.

— Seconde formule de quadrature :

Cette formule s’écrit :

JT g(x) dx ~ d'ff|1 S g(0iry) (A.2)

' felrT,

Cette formule de quadrature consiste a prendre la somme de 1’évaluation de la fonction
g aux barycentres des facettes My, f € Zpr, (ie arétes en 2D, faces en 3D) du triangle Tj.
Elle est exacte pour des polyndémes d’ordre 2 en 2D et exacte pour des polyndémes d’ordre
1 en 3D. Elle utilise les degrés de liberté des éléments finis P.,.

Formule d’intégration de haut ordre

Intégration d’Hammer-Marlow-Stroud [171]
Ces formules d’intégrations sont données par des tables exprimées pour le triangle de
référence T'. Elles sont d’ordres variables, mais s’écrivent sous la forme générique suivante :
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JT g(x)dx = d!|Tg|fTAg(§<) dx = Zwig( %@ )

Avec % = ( % ).
Les tables sont trouvable dans I'annexe C de [172] et [173, p. 780].
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Annexe B

Etude du caractere bien posé de deux
problemes mixtes abstraits

Dans cette partie, on se propose de parler brievement de l'existence et I'unicité de la
solution d’un probléme mixte abstrait. Les résultats présentés sont applicables sur le pro-
bleme continu, ainsi que sur le probleme discret. Dans le premier cas, on peut s’assurer de
I’existence et de 1'unicité de la solution de notre probleme alors que dans le second cas, on
peut aussi savoir si le schéma numérique va converger vers la solution continue.

Etude préliminaire d’un probléme non-mixte

Lorsque 1'on s’intéresse a un probléme non-mixte, on peut alors utiliser le théoreme de
Lax-Milgram (cf. théoréeme 20, p. 172). Considérons le probleme suivant :

Probléme: 27. Trouver u e H*(Q)

{—Au = f dans (B.1)

u =0 sur oS
ot fe H (). On multiplie (B.1) par v € H'(Q) et intégre sur le domaine 2.

—J vAudx =< f,v > (g
Q

On integre par partie le terme de gauche en utilisant la premiere formule de Green du
théoreme 4. On obtient :

VJ gradu - gradvdx =< f,v > H1(Q)
Q

De plus, comme u € H*(Q), en utilisant le théoréme de la trace (voir Théoréme 2, p. 25),
on observe que la condition limite u = 0 sur d2 implique que ’on peut chercher u € H&(Q)
La formulation variationnelle est donc :

Probléme: 28. Trouver u e Hy(Q) tel que
f gradu - gradvdx =< f,v >p1q) dx Vv e Hg(Q) (B.2)
Q

avec f e L*(Q)
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Si on pose

a(u,v) := J grad u - grad v dx
Q

et
[ := J fudx
Q

le probleme se reformule :

Probléme: 29. Trouver u € Hy(Q) tel que

a(u,v) = l(v) Vv e Hy(Q) (B.3)

Alors le théoreme de Lax-milgram s’énonce ainsi :

Théoréme 20. (Lax-Milgram). Soit U un espace de Hilbert réel. Sia:U x U — R est
une forme bilinéaire continue et f € U’ (ot U’ est le dual de U) et que a est coercive sur U,
i.e. il existe C' tel que

a(v,v) > ClJv[[;

alors le probleme
a(u,v) =< fo>y YvelU

est bien posé et admet une unique solution u telle que
lulle < C7Y| fllor

Sa démonstration est donnée dans [174, p. 94].

Ce théoreme nous donne 'existence et l'unicité d’un probleme non-mixte en montrant
la continuité de la forme bilinéaire et de la forme linéaire du second membre ainsi qu'une
condition supplémentaire : la coercivité de la forme bilinéaire.

Pour revenir au probleme du laplacien, afin de montrer l'existence et l'unicité de la
solution du probléme variationnel, on utilise le Théoreme 20.
On doit donc montrer que la forme linéaire [ est continue et que la forme bilinéaire a est
coercive et continue.
On suppose que la forme linéaire [ est continue :

[(v) =< f,v > HHOQ)S el HU”H(}(Q)'

La continuité de la forme bilinéaire a se montre par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. La
coercivité se montre par 'inégalité de Poincaré :

Yue Hy(Q), f gradu - grad udx = Colul g o)
Q

Le probléme est donc bien posé, il admet une unique solution. Le théoréme de Lax-Milgram
est un cas particulier du théoréme BNB ( Banach-Necas-Babuska ) :

Théoréme 21. (Banach-Necas-Babuska) Soient V' et W deux espaces de Hilbert et a
une forme bilinéaire continue sur V x W . Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour toute forme linéaire continue | sur W, il existe un unique uw €V tel que :
a(u,w) = l(w), Yw e W.
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2. Les deux conditions suivantes sont vérifiées :

Ja > 0, inf(supa(v’w)> >«
veV \wew [[0]|v-[w]w

(VweV, alv,w) =0) = w=0
Dans le cas ou ces deux propositions sont vérifiées, alors l'unique solution u vérifie :

[l

Le théoreme BNB a été énoncé par Necas en 1962 [175]. L’importance de cette contri-
bution pour I'analyse des schémas d’éléments finis a été mise en avant par Babuska en 1972
[176]

Formulation d’un probléme abstrait symétrique

Lorsqu’on s’intéresse a un probleme mixte symétrique, on peut utiliser un autre théoreme
avec une forme plus adaptée pour les problemes mixtes. Pour cela, on introduit le probleme
abstrait suivant :

Soient X et M deux espaces de Hilbert et deux formes bilinéaires.

a: X xX—->R
(B.4)
b: X xM-—->R
on veut résoudre le probleme suivant :
Trouver (u,p) € X x Y tels que :
a(u,v) +b(v,p) =< f,o>x YveX (B.5)
b(u,q) =0 Vge M '

alors, on a le théoréme suivant [39, Lemme 4.1, p.58] :
Théoreme 22. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
b(v
1. 38 > 0 tel que inf sup (v.9)

T T
geM.qz0vex ||V]|x | qlm
2. 1l existe un isomorphisme B’ de M sur V° wvérifiant les propriétés suivantes :

1
b(v,q) =<viB'q>x Vge M, |q|n < BHB’qHX'

ot V° est le polaire de V est défini par V° :={he X'/Vv e V,< h,v >= 0}.

3. Il existe un isomorphisme B de V| sur M’ vérifiant :

1
b(v,q) =< Buiqg >y Yve VE |v|x < =|Bv|ar

B
ot V* est lorthogonal de V' est défini par V' = {ve X /Yw e V, (v,w) = 0}

On peut alors utiliser ce théoréme pour démontrer le théoreme de Babuska-Brezzi [176,
177]

173



Théoréme 23. (Babuska-Brezzi) Soient deuz espaces de Hilbert X et M. Considérons

a(-,-) et b(-,-) deux formes bilinéaires, telles que :

{XXXHR
a .

(u,v) — a(u,v)

(X x MR B6)
(u,p) — blu, p) '

Si les formes bilinéaires a(-,-) et b(-,-) vérifient les hypothéses suivantes :
(1) a et b sont continues, c’est-a-dire qu’il existe des constantes C,, Cy > 0 telles que :
(B.7)

Vue X,ve X, a(u,v) < C,lulx|lv|x
Vue X,qge M, b(u,q) < Cylulx|q|n (B.8)
(2) a est coercive surV :={ve X, b(v,q) =0, Vge M} :
Ja >0, a(v,v) = aljv|x YveV (B.9)
(3) b satisfait la condition inf-sup :
) b(v, q
38, inf sup 22D > gl (B.10)
qe#l\g %i)o( lv] x

Alors le probleme (B.5) admet une unique solution (u,p) € X x M
La preuve de ce théoréme est donnée par exemple dans [39, p. 59].

Remarque 44. La condition 3 du théoreme 23, p. 17/ est équivalente a
Vge M ,3ve X tel que b(v,q) = Bllq|[mlv]|x-

Si I’on se place dans les conditions du théoreme 23, p. 174, on a alors le théoréme suivant :

Théoréme 24. Si les hypothéses 1,2,8 du théoréme 23, p. 174, alors pour tout £ € X', il

existe une unique solution au probléme (u,p). De plus, on a

1

s < (1L + Sgla)

el < 5070 + 21 + g, (B.11)
B a 3

Démonstration. On considere le probleme B.5 tel que la condition (B.10), p. 174 soit vraie,
ainsi que les hypotheses 1 et 2 du théoreme 23, p. 174. Alors, on peut écrire qu’il existe un
unique ug € V' tel que
1
Bug =g et Jluy| < EHQ\IM',
Vge M, < Bug;q>=<g,q>nr .
Si on pose uy = u — ug, le probleéme s’écrit : Trouver ug dans V' tel que :

YoeV, a(up,v) =< f,v>x —a(ug,v)

On peut alors appliquer le théoreme de Lax-Milgram énongant qu’il existe un unique ug

dans V qui vérifie alors :

04|on||§( < alug;ug) =< fiug >x —alug; up),
aluely < HlfHX'HUOHX + Jallug x|luo] x,
|uollx < &(HfHX' + |allllug] x)-
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Or u = ug + u,4, donc on a l'existence et 1'unicité de u pour le probleme (B.5). Maintenant,
on peut écrire un probléme indépendant pour la pression et on pourra étudier I'unicité et
I'existence de p. On peut écrire avec la premiere équation de (B.5) :

Yo e X,b(v,p) =< f;v>x —a(u,v)
On définit F la forme linéaire suivante :
YVoe X, < Fv>x=< f;v>x —a(u,v)
De facon a ce qu’on ait :
YoeV, < F,v>x=0,

ce qui veut dire que F € V°. Le théoréme 22 énonce 'existence d’un isomorphisme B’ de M
sur V° .
dpe M, Bp=F,

et donc
Ape M,Yve X, blv,p) =< f;v>x —a(u;v),

ainsi que
1
Iplar < S Fllx-
g
Or, par définition de F
|Fx < [ flx + lallfu]x.
Ce qui donne finalement

(1flx + lalulx)-

Il <

|

Formulation d’un probléeme abstrait non-symétrique

Si I'on considere un probléeme non-symétrique, on peut donner un résultat analogue au
précédent. On se propose dans cette partie de rappeler les résultats contenus dans [129]. Le
probleme étant plus générale, les notations sont changées par rapport a ce qui précede et
correspondent a l'article cité. Ainsi, on définit Qq, O, V1, Vs, des espaces de Hilbert, leurs
normes associées || o,, |||v,, Vi € {1, 2}, ainsi que les formes bilinéaires by (vq, 01) et ba(vy, 02)
telles qu’on puisse considérer le probleme suivant :

Trouver les fonctions u € V; et ¢ € Qs telles que :

{ CL(U, U2) + bl(”?v ¢) = < fvv >X VU2 € V2 (B 12)
ba(u,the) = < g,¢9 >0, Vi2€ Qy '
avec feVyet ge Q)
Pour ¢« = 1, 2, on définit 'espace
Zi = {Zz' S Vl/bz(zz,el) = 0, V@Z S Ql}, (B13)
et son complémentaire
Wiim 22 (B.14)
dans V; tel que
V= Zi + W, (B.15)

On considere les hypothéses suivantes :
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Hypothése 8. Soit le probleme (B.12), on suppose qu’il existe K;, ~y;, (;, i = 1,2 tels que :

1. La forme bilinéaire a(vy,ve) définie pour vy € Vi, vy € Vy est continue :
a(z1,29) < M| z1|y, || 22|y,  pour z; € Vi, i =1,2. (B.16)
2. La forme bilinéaire a est coercive :

H Slﬁp a(z1,z9) = 8|21y,  sup(z1, 22) > 0. (B.17)
Zs|=1 21

3. Pouri = 1,2, les formes bilinéaires b; sont continues :

1b; (vi, ¥3)| < K |vil|ly, || ¥4

4. Pour i = 1,2, les formes bilinéaires b; respectent une condition inf-sup :

sup |bi(vi, i) = yillvilv, et sup b(vi, ¢i) > 0, Vo € Qi ¢ # 0. (B.19)
%

el =1 Vi€V
En admettant ces hypotheses, on peut montrer le théoreme suivant :

Théoreme 25. Sous les hypothéses 8, le probléme B.12 admet une unique solution u € V;
et g € Qy et il existe des constantes c;;, 1,j = 1,2 telles que :

Jul < el fl+elgl, 1ol < cal £+ calgl.

La preuve se trouve dans [129]. L’intérét de ce résultat réside dans le fait que pour
montrer 'existence et I'unicité d’un probleme mixte non-symétrique, il suffit de montrer
deux conditions inf-sup (B.19).

Discussion sur la condition inf-sup discrete

Afin de montrer que le schéma d’un probléeme mixte est convergent, on utilise aussi le
théoreme 23, p. 174 et en particulier, la condition inf-sup. Cette condition apporte beaucoup
d’éléments importants pour le schéma numérique étudié. D’une part, elle est une condition
nécessaire et suffisante a la stabilité du schéma numérique. D’autre part, si la constante
est tres petite (plus petite que la précision machine) ou si elle est dépendante du pas du
maillage ( si elle tend vers 0 lorsque le pas du maillage tends vers 0) une dégradation de la
convergence peut étre constater. Lorsque cette constante vaut 0, le probleme est mal posé.
C’est pour cela que 'étude de la constante 3 de la condition inf-sup est nécessaire a I’étude
du schéma numérique.

Opérateur de fortin

Lorsqu’on veut montrer la condition Inf-Sup discrete, il peut étre intéressant de montrer
qu’il existe un projecteur HhX de X dans X;, qui joue le role d’un opérateur de fortin [15,
Section 8.4.1]. C’est a dire :

b(u—1(u),q,) = 0, VueX, g€ M,
T (w)x < cfulx.

(B.20)

Si II* est un opérateur de fortin, alors la condition inf-sup est vérifiée pour X x M, [15,
Proposition 8.4.1, p.469].
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B.1 Analyse d’erreur de consistance pour les schémas
conformes

Dans cette partie, nous nous intéressons a l’analyse d’erreur d’un schéma conforme pour
le probleme B.5, p. 173. Pour cela, on essaie de majorer les "erreurs de consistance" suivantes :
lu —up|x et |p — prla. D’abord on établit la majoration de |u — up||x.

Majoration de |u — uy|x

Soit vy € Vh .

Cb(uh — Vp,Up — Vh) = a(uh, u, — Vh) - G(Vh, u, — Vh)
vluy — Vh||2 = <fu,— vy > —=bluy, — vy, pn) —a(vp,u, — vp)

Or, par linéarité, u, — v, € Vy, et donc :
b(up, — v, pr) =0
En utilisant la coercivité de a :
a(uy, vy) = v(Grad u,, Grad vy,)12(o)

on a :
V”U_h — Vhch = a(uh — Vp,Uup — Vh)

et donc :
viw, = vilx = £, w, — vi) 2 ) — a(va, up — vy,)

En utilisant le fait que uy est solution du probléme, on peut écrire :
a(u,up —vp) + b(uy — vy, p) = (f,u), — Vh)L2(Q)
et on peut donner 1’égalité suivante :

v[up = valx = a(w,un —va) + (W, — Vi, p) — a(Vi, up — Vi)
viu, — vilx = a(u— vy, u, —vy) +b(u, — v, p)

et en utilisant le fait que u;, — vj, € Vy,, et par définition de Vy, :
b(up, — Vi, qn) =0, Vg € My,

et donc
v|w, — vil% = alu — v, u, — vi) + b(uy, — vi,p — qn)

et en utilisant les propriétés de continuité des formes bilinéaires a et b et |div (u — v,)|| <
dHuh — VhHX .

viw, = vi|x < v|w = vilxu—vi|x + d|w, = villx|p — gl
viw, —vi|x < v|u—wilx +dllp—qn|um

En utilisant ensuite une inégalité triangulaire, on obtient :
ju—upfx < fu—vpx + [un —valx

En appliquant cette inégalité a la précédente, on a alors :
d
lu—unfx < 2fu—valx + lp = aular
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Et en utilisant le fait que cette inégalité est vraie pour tout v, € Vi, qn € M, :
d
[u—upfx <2 inf Ju—vilx+ > inf [p—qnfa
Il faut alors donner une majoration de in\f/ |lu—wvp|x, pour cela on donne la proposition
VLEV

suivante :

Proposition 28. On suppose que b est continue sur Xy x My, et vérifie la condition inf-sup
(2.44) avec la constante By, alors Vue V :

. b :
inf Ju—vlx < (1 + ””) inf |[u—w|x (B.21)
VREV] ﬁh wreX})

La preuve de ce théoreme est donnée dans [39, p. 115]. En utilisant la proposition pré-
cédente, on obtient :

d d
Hu — uh||X < 2(1 + 6}1) inf Hu — VhHX + ;qhigl\ghup — Qh”M (B22)

VhEXh

Cette majoration est utile car elle assure la convergence lorsque I'espace X est approché par
X}, en ordre 1 par rapport a la norme || - |x et lorsque M est approché a l'ordre 1 par M,
pour la norme || - |[5;. Ensuite, il reste a trouver la majoration de |p — pp|ar

Majoration de |p — pu|a

Soit g, € My, en utilisant la condition inf-sup, on obtient :

b(Vh, Dn — qn
Brlpn — anlle < sup b(vh, P — an)
vreXy thHX

b(Vi,oh — qn) = b(Vh,pr) — 0(Vh, qn)

< f,vi > —a(up, vp) — b(vh, qn)

a(u,vy) + b(v,p) — a(an, vi) = b(vh, qn)
a(u —up, vy) + (v, p — qn)

On a alors :

Vv e Xy, b(vi,pn —qn) < vu—uw|x|vilx +dvilxllp — @l m
b _

Vv, € X, (Vh,ph (]h)

Vil x

B.23
< vlu—wlx + dlp— gl (B:23)

En passant ensuite au supremum pour tous les vy, on obtient :

b —
sup CVmPR =) ol — aul

vieX), th”X
Ce qui nous donne avec la premiere inégalité (B.23) :
Bulpn — anllv < vija —apllx + dlp — qnllm
Or, avec l'inégalité triangulaire :
Ilp = prllar < lp = anlar + lgn — puln
On obtient alors :

v

Bn

a
Bn

Ip=pullar < oo —wlx + (1 + ) lp — anllm

En utilisant la majoration B.22
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— < — 14+ — 1+ — { B.24
lp — pnllm 5, + ” + 5, V;g hHu villx ( )

( V/Bh /Bh Hp CIhHM ( )

B.2 Analyse d’erreur de consistance pour les schémas
non-conformes
Analyse d’erreur de consistance

Contrairement au cas conforme, dans le cas non-conforme, on rajoute une erreur de
consistance que 1'on note 7, (u, p).

an(Wp, vi) +bn(vi,on) = (£, V)2 Vv, € X,
an(w,vi) +bn(vi,p) = (£, vi)re +ru(w, p)(ve) Vvi e Xy,
ap(a =y, vp) + 0p(Va,p —pn) = ra(u,p)(vy) Vv, € X,

De méme que dans le cas conforme, on peut établir les estimations d’erreur pour le cas
non-conforme. Dans ce qui suit, on présente ’analyse d’erreur faite par V. Girault et P.-A.

Raviart [178, p.58].

Majoration de |u — w||x,

Soit wj, € X, alors :

ap(up, — wWp,up —wp) = ap(up —u,u, —wy) + ap(u — wy,up — wp)
= bu(up — wp,p —pr) — (W, p)(up — wp) + ap(u — wy, u, — wy)

Si on choisit wy, € Vy, := {wy, € X}, Vg, € My, bp,(wp, qn) = 0} et g, € My, :

ah(uh — Wp, U —Wh) = bh(uh —Wh,p—%) —Th(ll,p)(llh —Wh) + ah(ll—Wh,llh —Wh)
aplun —wilx, < |bulllan — wilx, [P — anlar, + lra(a,p)|;lan — wilx,
+lan]u —wi|x, [un — wa|x,

Avec
|rn(w, )|} := sup |ra(u,p)(vs)|

'UhEXh

En utilisant 'inégalité triangulaire suivante : |[u — uy|x, < |u—wlx, + |un — walx,
on obtient :

u— walx, < ( lal

o]
L Lo ,p>|::)u—whuxh+ Ip = anl,

Avec oy, la constante de coercivité discrete.
En passant a l'infimum, et en utilisant la propriété inf-sup de la forme bilinéaire b, on
obtient (cf (28) dans le cas conitnu) :

1bnlly
W}Lgf lu—wyx, < (1+ 5, )V;gf(hﬂu—"thh
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On obtient finalement la majoration suivante :

ap 1 bh bh
o=l < (10200 Sgrpis) (1 B ) b vales 2 g,

7 B Qp
(B.26)
Majoration de |p — p| s,
On utilise la propriété inf-sup (B.10), p. 174 de la forme bilinéaire b, :
bn(Vi, bh — qn
Bulpr — anllas, < sup ( )
vheXy thHXh
bh(Vi,ph —qn) = (Vi pn — ) + bn(Vi, D — an)
= ru(u,p)(va) — an(u —up, vi) + 0n(Va, p — qn)
On a alors :
Brlpn = anllm, < Ira(a,p)|; + 10nlllp — anllas, + lan]a —unlx,
En utilisant ensuite une inégalité triangulaire, on établit :
Ip = prlas, < Ip = anllas, + lan — palwm,
En injectant cette inégalité dans la précédente, on trouve :
ap, bh 1
o=t < 5w, + (14 D) = o, + il
B B B
En utilisant la majoration de |u — uyx, (B.26), on obtient :
ap ap, 1 bh .
-l < bl L) 0+ ) g vk,
an B ZeneX (B.27)
w1 Lol LY i 1 g, + ()l
anBn Br ) aneMy " B P

On remarque que les estimations d’erreur sont tres similaires au cas conforme. Le terme
supplémentaire ajouté est l'erreur de consistance r,(u, p).
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Annexe C

Préconditionnement du systeme de
pression

Dans cette section, nous rappelons pourquoi la matrice de masse de la pression est un
bon pré-conditionneur au systéme de pression pour les équations de Stokes (2.35), p. 33 [179,
Lemme 5.9] [180, Section 15.7]. En particulier, cela s’applique au schémas P._— P9 P! —
(Pc(l)isc+P1>7 P}Lc_<Pc[l)isc+P1+Pa)‘

Soit deux espaces Xg 4, M), approchants respectivement HY(Q), L*(Q). On note (¢
et 9; les fonctions de bases reliées a Xg 5, et M (). Si vi, € X, et g, € My, alors il existe

des vecteurs V := (v;),_;ny € RV et Q := (qj)éyzpl e RY? | tels que

Ny

Np
V=Y vidi, G = Z;%‘%‘-
i

i=1

On note Mp la matrice de masse associée a la discrétisation de M.
Rappelons le systeme algébrique relié a la discrétisation des équations de Stokes avec
(up, pn)Xop x My,

(C.1)

AU+ B'P=F
BU =0

avec les matrices A € R x RN et B e RY? x RM qui sont les matrices de raideur et de
divergence.

On suppose que les conditions suivantes sont respectées :

— Condition de continuité : ¥(vy, qn) € Xopn x My,

J divy, vipgn dx < fihHVhHhHQhHL?(Q) = <Q7 BV>2 < C<Q7 MPQ><V7 AV> (C-2)
Q
— Condition Inf-Sup discrete : Vq, € My, Ivy, tel que :
| divvvianax < dulvalhlanlioe = @BV = 5@ MpQUXV, AV (C3)
Q

Une manieére de résoudre le systeme (C.1) de maniére découplé est de faire apparaitre le
complément de Schur. Pour cela on écrit :

{AU+FP:F_{U+A1FP=A1F { U=A"'B'P+A'F c4)

BU=0 BU =0 BA'B'P = BA™'F
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Le systeme (C.1) revient donc a résoudre un probléme sur la pression avec la matrice
S:= BA'B (C.5)

puis a résoudre de maniere purement explicite la vitesse. Si nous devons résoudre ce systeme
de maniere itératifs alors une maniere efficace de résoudre les systeémes reliées a la vitesse
est de faire une factorisation de Cholesky de la matrice S (C.6) et de stocker les matrices
issu de cette factorisation. Le systeme a résoudre a chaque itération est ensuite donné par

(C.7)

S=LL" (C.6)
avec L une matrice triangulaire.
_ ~1
LL'P =BA'F 2 { L%ZD _ 5‘4 F (C.7)

La matrice S (C.5) est appelée complément de Schur. Il s’agit de la méme matrice qui
apparait lorsque I'on utilise un schéma de projection (1.9), p. 14.

Remarque 45. (Condition inf-sup uniforme) Si la constante (3, est minorée indépendam-
ment du maillage, on dit que la condition inf-sup est uniforme. Dans ce cas, le nombre

d’itérations de l’algorithme du gradient conjugué est indépendant de la taille du maillage.
[73, Section 6.1].

Définition 11. Soit C € RY x RN et D € RY x RN deuz matrices de tailles N x M avec
N e N*. On note
<D

Si pour tout g € R, on a :
(Agq,q) < (Baq,q)

Définition 12. Soit A € RY x RN une matrice définie positive de taille N x M avec
N, M e (N*)2. On note la norme | - |4 définie telle que ¥Q € RM

1QI% = Sup (AQ.V)

eRN V#0

Cette norme est associée au produit scalaire {-,-) , tel que YV € RN, Q e RM

(AV, Q) 4 = (AV,Q)
On rappelle le lemme suivant [179, Lemme 5.9] :

Lemme 11. On suppose que les conditions (C.2) et (C.3) sont vérifices. Alors la matrice
du complément de Schur S (C.5) est symétrique positive définie et telle que :

BEM<S<M (C.8)

Démonstration. La symétrie de la matrice S est induite par celle de la matrice A et donc
A™!. Le caractére définie vient du fait que le systéme (C.1) est inversible. Pour un vecteur
Q € RY? et V e R reliés & une discrétisation éléments finis pour g, € M, et vj, € X,, on
peut écrire :

lanlz2() = MpQ.Q), Vil =<KV, V), (qn, divyva) =<Q, BV)

sup (qn, divy vp) _ (Q,BV)
vi€Xo,n ”VhHh VeRNU <AV7 V>
vy, #0 V#0
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On ré-écrit la condition inf-sup avec le complément de Schur :

wp BV BIO VY
VeRNU <AV> V> VeRNU <AV7 V>
V#0 V#0

(A7'BTQ, AV)
= sup
VeRNU <AV, V>

V#0
(AT'BTQ, AV)”
= sup

VeRNU HVHA
V#0

AT BTQ |4
(AT'B"Q,AT'B'Q), =(B'Q,AT'B"Q) =< 5Q,Q >

En utilisant I'inégalité Inf-sup, on a :

o Q.BVY
DRt 0 A)

V#0

> (B1)*lanl 220

Or en utilisant la continuité de B (C.2), il vient :

< 8Q,Q >< k|72

et donc
(Bn)?gnllz2() < (SQ, Q) < Killan|2(0)

On rappelle la remarque suivant [180, Section 15.7].

Remarque 46. Si la condition inf-sup est uniforme, la matrice M (BA™'BT) est équi-
valente a une constante multipliée par la matrice identité (C.8). Ainsi, le nombre de condi-
tionnement de M~ (BA™*BT) est plus proche de un que celui de BA™'B”, surtout lorsque
kn et Bn sont proches de un. La matrice Mp est donc un bon pré-conditionneur.
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